TD2 Analyse Numérique et Optimisation O.Pantz
CORRECTION

Exercice 1. Equation de convection-diffusion
l.a. Soit u la solution de I’équation de convection-diffusion. On pose

Uj" = u(jAx,nAt).
L’erreur de troncature du schéma est
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En effectuant des développement de Taylor en (z,t) = (nAx,jAt), on montre
que
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En rassemblant ces résultats, on en déduit que
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Ainsi, le schéma est d’ordre au moins un en temps et en espace. Cependant,
I’expression de I'erreur de troncature obtenue dépend & la fois des dérivées par-
tielles de u en temps et en espace. Les termes de dérivation de u en temps et
en espace étant liées (u est solution de I’équation de convection-diffusion), ils
pourraient se compenser. L’ordre du schéma serait alors plus élevée que prévu.
Dans ce cas particulier, ce n’est pas le cas: On peut s’en convaincre en exp-
rimant la dérivée seconde de u par rapport au temps en fonction des dérivées
partielles de u par rapport a z. On a
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Ainsi,
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b. Le schéma proposé est explicite: on peut exprimer directement u”*' en
fonction de u™ sans inverser de matrice. On a

n+1

— n n n
i =gy + Pul +yugg.

v At

(Az)?
B VAt 2UAL

Az (Azx)?
VAt VAt

Ar Ao

B=1
"}/:

On constate que 1 = a+ B+ . Ainsi, si a, 8 et v sont des coefficients positifs,
u”! est une combinaison convexe de ujyq, uy et ui_ ;. On en déduit dans ce
cas que le schéma est stable, en effet,

i < alufy |+ Blug |+ yluf ] < (a+ B+ 1) sup [u| = sup [ug],

et
sup [uf "] < sup [uf].
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Si B < 0, le schéma n’est pas stable en norme L. En effet, si ug =(~1),on a
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et [u?| — +oo lorsque n — +oo0.
Dans le cas V' > 0, on en déduit que le schéma est stable si et seulement si
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Dans le cas V < 0, on en déduit que le schéma est instable en norme L> si (1)
n’est pas vérifié et stable si (1) est vérifié et

v > |VI]Az.

11 est difficile d’établir une condition nécessaire et suffisante de stabilité L>° dans
le cas V' < 0. Par contre, un tel résultat de stabilité est obtenu aisément en



norme L?. En appliquant la transformation de Fourier au schéma, on montre
que
Wt (k) = A(k)a" (k),
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Le schéma est stable L? si et seulement si |A(k)| < 1 pour tout k, or
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" { (o =) < d(a+7)
1 2(at ) < 1.

En remplacant « et vy par leur expression, on obtient les conditions de stabilité
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Ainsi, lorsque v — 0, la premiere condition de stabilité ne peut-étre vérifiée si
V < 0. Le schéma est alors instable en norme L? et donc instable en norme
L.

d. Si les conditions CFL introduites précédemment sont vérifiées, le schéma
est stable. Comme il est consistant, on en déduit qu’il est convergent d’apres le
Théoreme de Lax.

2. Schéma centré.

Le schéma centré proposé peut s’écrire sous la forme
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Par transformation de Fourier, on en déduit que
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Ainsi, a"T(k) = A(k)a" (k) avec
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La condition de stabilité est |A(k)] < 1. On a
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ott 5(k) = sin®(krAx). Le schéma est donc stable en norme L? si et seulement
si
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pour tout s, 0 < s < 1, c’est a dire si et seulement si
At <2v/V2.

Lorsque v — 0, le schéma devient instable, quelque soit le pas de temps At
fixé. Ce résultat n’a rien d’étonnant, en effet, pour v = 0, le schéma centré est
instable pour ’équation d’advection (cf. cours).

b. On procede comme lors de la question 1.a.. Soit Ul' = u(jAw, jAt), Ierreur
de troncature est
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Le schéma est donc au moins d’ordre 2 en espace et un en temps. De plus, quitte
a remplacer la dérivée seconde de u en temps par son expression en fonction des
dérivées partielles de u suivant x, on peut montrer que c’est ’ordre optimal.
c. Pour At assez petit, la condition de stabilité est automatiquement vérifiée,
on en déduit (d’apres le théoréme de Lax) que le schéma est convergent et que
pour At assez petit, il existe une constante K tel que

le™[l2 < KTC((At) + (Ax)?)
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Exercice II. 6-schéma.
Par développement de Taylor, on montre que
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et
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Par combinaison linéaire, on obtient que
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Pour 0 # 1/2, le #-schéma est d’ordre 1 en temps et 2 en espace. Pour § = 1/2
(schéma de Crank-Nicholson), le schéma est d’ordre 2 en espace et en temps.
Pour § = 1/2 — (Ax)?/12vAt, le schéma est d’ordre 4 est espace et 2 en temps.



En effet,
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b. En dérivant
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par rapport a x, on obtient

ou

%(a:, t) = Z 2mike?™ %k, t),

keZ

et on retrouve le résultat classique
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En appliquant cette relation a I’équation de la chaleur vérifée par u, on obtient
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c. Pour déterminer la transformation de Fourier du shéma, on écrit u} sous la

forme
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En appliquant la transformation de Fourier au schéma numérique, il vient

an+1(k) _ ﬁ"(k‘) (eQiﬂkAx — 2+ e—2i7rkA:c

At N ) (6a" (k) + (1 — 0)a" (k) = 0.

Or
Q2TRAT g | o=2mkAT 2 (b Au).



Ainsi,
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En faisant tendre Ax et At vers zéro, on retouve formellement ’équation vérifiée

par la transformée de Fourier de u, puisque
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Afin d’étbalir la stablité du schéma, on note que 4" *1(k) = A(k)a" (k) avec
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La condition de stabilité est |A(k)| < 1, c’est a dire
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En particulier, si # > 1/2, le schéma est inconditionnellement stable.

c. Sous la condition CFL (2), le schéma est stable et donc convergent d’apres
le théoréme de Lax (il est consistant d’apres la question 1).

2. On discrétise tout d’abord les fonctions o et a en posant o; = o(iAx) et
a; = a(iAz). On propose de généraliser le -schéma & ’aide du schéma
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b. Soit uy définit par le schéma proposé, on a pour tout v € L2A$(07 1),
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(avec la convention vy p(n41) = vk pour tout k € {0,--- , N} et p € Z). On
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Ainsi, en posant
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on déduit de (3) que
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c. On applique la formule (4) & v, = u™ ™! + (1 — §)u". On en déduit que
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Le schéma est donc stable en norme L2.
d. On pose U}' = u(jAx,nAt). Par développement de Taylor, on montre que
0%u ou
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On aisément que le schéma est d’au moins d’ordre 1 en temps et en espace (en
poussant le développement, on peut montrer que c¢’est 'ordre optimal).
D’apres le théoreme de Lax, on en déduit que le schéma est convergent pour
6 > 1/2, et converge en O(At + (Az)?). En d’autres termes, il existe une
constante C' telle que

U™ — w2 < C(AL+ (Ax)?).



