TD4 Analyse Numérique et Optimisation O.Pantz
CORRECTION A.Cohen

Exercice 1. Espaces de Sobolev 1D.
1. Soit ¢(x) défini par

() = 1si0<z<1
P =90 sinon .
La fonction ¢ est dérivable presque partout et

ol +t) — ()
o) = fny =0

=0

pour presque tout € R. Cependant ¢ ne possede pas de dérivée faible L2. En
effet, pour tout u € Cg°(R),

/Rga(x)u’(x)dx = /000 o (z)dxr = u(1) — u(0).

Afin de prouver que ¢ n’admet pas de dérivée faible L2, il suffit de prouver que
pour tout n, il existe u,, € L?(R) tel que

/ o(z)ul, (z)dz > nlju,| Lz
R

Soit u € C3°(R) telle que u(0) = 1 et de support inclus dans | —1/2,1/2[. On
pose
un () = n'?u(zn).

On a
lan 2 ) = / u(wn)?dz = [ul2s -

Ainsi, pour toute constante C, il existe n tel que
/ p(@)uy,(z)dz = n'/? > Ollul| 2 = Cllun] 2,
R

et ¢ n’appartient pas a H*(R).
2. Soit ¢ € (] — 1,1]),

1 1
/u(x)(p’(x)dx = / x¢' (z)dx = —/ o(x)d.
I 0 0
Ainsi, u admet une dérivée faible L?(I) et

o' (z) =

1siz>0
Osiz<O.



Plus généralement, soit u est une fonction continiiment différentiable sur I,
il existe N € N et (a;) € [-1,1]V tels que agp = —1, a1 = 1, a; < a; pour tout
i < j et ulja;a,.] € CH(Jai, aipr]). Soit ¢ € C3°(2), on a

1 a1
/ up' (x)dx = Z/ uy’ (x)dx
1 i [¢73

= S wlass)plase) — uleplo) = [ wolwde =~ [ ilpta)i

—1

i

Ainsi, u admet une dérivée faible L? qui coincide avec la dérivée classique de u.
3. On considére dans un premier temps le cas I = R. Soit u € C§°(R), on a

u(z)|? = 2/ u(t) (t)dt < 2|ull 2 [0 |22y < 2[|ullFn g)-
— 00
Ainsi,
|l oo (m) < \/§||UHH1(]R) (1)

Soit u un élément quelconque de H*(R). Comme C5°(R) est dense dans H'(R),
il existe une suite u,, € C§°(R) telle que

U, — u dans H*(R).

D’apres l'estimation (1), on en déduit que u,, est de Cauchy dans L>(R) et qu’il
existe v € C°(R) tel que
u, — v dans L*(R).

Soit ¢ € C*(R), on a

liﬁn/}Run(w)(p(x)dx:/Ru(x)ga(ﬂc)dx

car u, — u dans L?(R). D’autre part,

lim /R () o) dr = /R o(@)p(z)dz,

car u, converge vers v dans L (R). Ainsi, pour toute fonction ¢ € C§°(R),

/(U —u)(z)p(x)dz = 0.
R

On en déduit que u(z) = v(x) presque partout. Ainsi, u admet un représentant
continu (que l'on note en général également u par commodité) uniformément
borné.

Si Iintervalle I est un ouvert quelconque, on peut envisager deux méthodes.
La plus simple consiste a utiliser le Théoreme de prolongement des fonctions de
HY(I) sur R et & se ramener au cas précédent. En effet, il existe une application



continue linéaire P : H(I) — H'(R) continue. D’apres ce qui préceéde, Pu
admet un représentant continu tel que

|Pull ooy < V2 Pull g1 (r)-
En particulier, u admet un représentant continu sur I et
l[ul| oo (ry < [ Pull ooy < V2| Pull i (wy-

Enfin, comme P est continue, on en déduit qu’il existe une constante C' > 0
telle que

lullzoery < Cllullar1)-

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle nécessite d’admettre (ou de prou-
ver, ce qui est relativement facile) le Théoréme de prolongement. Une autre ap-
proche consiste a obtenir une preuve directe. Notons que la preuve précédente
s’applique des que I n’est pas borné. Supposons I borné. Dans un premier
temps, on cherche & exprimer la variation de u(z) & u(y) en fonction de la
norme H'! de u pour des éléments z et y de I. A nouveau (c’est une idée tres
générale), il suffit de considérer des fonctions u régulieres C*°(I) N H'(I) puis
d’obtenir le résultat général par densité. On a

u(@)|* — Ju(y)|* = 2/z ' (Qu(t)dt < 2||u’|| L2 [|ull >

Il suffit d’intégrer cette équation sur I par rapport a la variable y pour conclure
que
19 |u(@)* < 2|/ L2 lullL2 + [ Tllullz2 < (1 + 21T])ullF-

4. Soit u € C*°(I). Soit x et y € I, on a

u(z) —uly) = /w o' (t)dt

et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|w@—u@nsAIMQWﬁs(Lzﬁfm<éﬂw@Wd§U%

u@»u@)gHqun(Lwﬁ)U% )

Les fonctions CS°(I) étant dense dans H'(I), et 'application qui & tout u de
Cs°(I) associe u(x) étant continue sur H'(i), on en déduit que I'inégalité (2) est
vraie pour tout u € H(I).

Soit u,, une suite bornée de fonctions dans H*(I). L’inégalité (2) implique
que la famille u,, est uniformément bornée (il suffit de choisir 6 = C'~2¢2 ou
C est tel que ||un||g1(r) < C pour tout n ). D’aprés le Théoreme d’Ascoli, on

Ainsi,



en déduit que la famille u,, est relativement compacte dans C°(I). En d’autres
termes, il existe une sous-suite de u,, convergente dans C%([).

Si lintervalle I n’est pas compact, le résultat n’est plus valable. En effet,
soit u un élément non nul de H(R). La suite de fonction u,(x) = u(x +n) est
bornée dans H! mais n’admet pas de sous-suite convergente dans C°(R). On a
une perte de compacité “a l'infini”. Exercice II. Transformée de Fourier.

1. Pour toute fonction u,v € C*(I), on a

/v'udac = wv(m) —uv(—7) — /vu'dm.

I I

Les fonctions C*°(I) étant denses dans H(I), on en déduit que I’égalité précédente
reste valable pour tout couple u et v € H(I). En particulier, pour tout u et

v e H}(I), on a donc
/v’udm = f/vu’dm.
I I

2. Toute fonction de L2?(I) posséde une décomposition en série de Fourier. De

plus,
u = E ape™®
kEZ
oll
1 —ikx
ar = — [ u(x)e " dx.
2 I
Si u € H'(I), sa dérivée faible admet elle aussi une décomposition en série de
Fourier et
u= Z betr™,
keZ
ol )
by = — [ u'(z)e”**da.
2 I

D’apres la formule d’intégration par partie établie a la question précédente, on

en déduit que
—ik

—
k 21 I

u(z)e” " dr = —ikay.
D’apres 1'égalité de Parseval, on a donc

lalZagry = D lawl® et [/ l1Z2c) = > K Jaxf.

kez keZ
3. Soit u tel que [, u(z)dx =0, on a alors ag = 0 et
el ey = Y lawl® <Y KPlaxl* = /|22y
kEZ keZ

Cette inégalité est optimale: c’est une égalité appliquée & u(zx) = cos(z).



3. Soit u,, une suite bornée dans H} (). Onnote aj’ les coefficients de Fourier as-

sociés. Pour tout k € Z, de toute sous-suite azp, on peut extraire une sous-suite
convergente dans R (le suite étant bornée dans R). Par le procédé d’extraction

de sous-suite diagonale, on en déduit qu’il existe une sous-suite u,,, de u, telle

que pour tout k, azp converge vers un élément a; de R. De plus, il existe une

constante C telle que pour tout p,

Z lay?|? + k*|a,”|? < C.
keZ

Par passage a la limite, on en déduit que

D lar + K ax* < C
kEZ

et que u(z) = Y are’™™® € H)(I). Enfin, pour tout N € N,

ltn, = wllZoy =Y lax — a1 = > ok — a1+ > lan —ap"

k |k|<N |k|>N

< Z lag —ap? [+ N2 Z k2 |ax — ap? 2
|k|<N |[k|<N

< ek — ap? P+ 2N 72 ([l 3 oy + lm, 30 )
|[k|<N

< Z lak — a,*|> + 4CN 2,
|[k|<N

Soit & un réel strictement positif, pour N > 8y/C, on a

[, — ull 2y < Z lay — a," P + /2.
k|<N

Enfin, pour p assez grand, |ax —a,”|? < £/2(2N +1) pour tout k tel que |k| < N
et
[tn,, = ull72(ry <e.

Ainsi, u,, converge vers u dans L*(I).

Exercice III. Inégalités de type Poincaré.
1. Supposons que pour toute constante C, il existe f € H'(Q) tel que

égﬂg ILf = cllLz) > ClIV fllL2@)-

On peut donc construire une suite f,, d’éléments de H*(Q) telle que pour tout
n7
inf [[fn = cllrz@) > 7llV fall2(9)-



On vérifie aisément que l'infimum du terme de gauche est atteint pour ¢ =
Jo fn(@)dz/|Q| (|| fn — ¢|lL2() est un polynéme de degré deux en ¢). On pose

1 1
un—(fn—m/andx>/‘fn—|m/ﬂfndx

1= ||un||L2(Q) > n||VunHLz(Q)

L2

On a alors

La suite u, est bornée dans H'(Q) et d’apres le Théoréme de Rellich, on en
déduit qu’il existe une sous-suite de u,, (notée a nouveau u,, ) convergente dans
L?(Q). De plus Vu,, converge vers zéro dans L*(Q). Ainsi, les suites uy,, et
Vu,, sont de Cauchy dans L?(€2). Il s’en suit que u,, est de Cauchy dans
H'(Q) et converge dans H'(f2) (et pas uniquement dans L?(£2)). Notons u sa
limite, on a Vu = 0. Ainsi, u est égale & une constante (Q étant connexe).
Enfin, [,u(z)dz = 0, dott uw = 0. Or on a également |ju2q) = 1, ce qui
est absurde. Ainsi, ’hypothese effectuée initialement est fausse et il existe une
constante C' telle que pour tout f € H'(Q),

;gﬂg ILf —cllz2) < ClIV L2

2. On raisonne de maniere similaire. Supposons que pour tout n, il existe
fn € HY(Q) tel que

[ fallzz) > nUIV fallz ) + v(fo)llz200),

Quitte a remplacer f, par fn/| fnllL2(q), on peut supposer que pour tout n,
| fnll2() = 1. D’apres le Théoréme de Rellich, f,, étant borné dans H*(Q2), il
existe une sous-suite (que nous noterons & nouveau f,) de f, convergente dans
L?() vers un élément f € H'(Q). A nouveau, ||V f,|lr2() — 0, et f,, est de
Cauchy dans H'(£2). On en déduit que f,, converge vers f dans H'(£2). De plus
Vf =0. Ainsi, f est égal a une constante. L’application trace étant continue,
on a de plus y(f) = 0, dott f =0. Or | f|r2() = limy, || fullz2) = 1, ce qui
est absurde puisqu’on a montré d’autre part que f = 0.

Exercice IV. Caractérisation par différences finies.
1. Soit u € CS°(RY), on a

2

1 1
lu(z) — u(z — h)|* = / Vu(z —th).hdt| < |h|2/ \Vu(z — th)|” dt <
0 0

En intégrant cette inégalité sur RV, on en déduit que

1
/ \u(x)fu(xfh)|2dx§|h|2/ /|Vu(:z:fth)|2dtdx
RN RN Jo

1

=|h|2// V(e — th)|? dedt
o Jry

= [BP||Vul|Z gy



Ainsi, pour tout u € C§°(RY),
Hu — ThuHLz(RN) § C|h‘

Soit u € HY(RY) quelconque. Il existe u, € C§°(RY) tel que u, — u dans
H'(RYM). Comme I’application 7, est continue de H'(RY) dans lui-méme, on
obtient par passage a la limite que I'estimation précédente est vraie pour tout
u € HYRY).

2. Soit ¢ € C§°(RY). D’apres le Théoreme de Lebesgue,

o p(x +th) — p(x)
fVo.hdr = }gr(l) o f .

dx.
]RN

Par un simple changement de variable, on a donc

/]RN fVo.hdx = tlim M@(m)dm.

—0 RN t

En utilisant I’estimation vérifiée par f, on en déduit que

‘/ fVp.hdx
RN

< Olhlllell L2y,

et donc f € HY(RY).
3. Dans le cas ou 2 est un ouvert quelconque régulier, d’apres le Théoreme
de prolongement, il existe un opérateur de prolongement, linéaire continue P :
HY(Q) — HY(RY) et pour tout compact K de §, pour tout h suffisamment
petit (tel que |h| < dist(K,9N)),
If = ufllecxy = 1P — TP fllo2x)

<|Pf—mPfllr2@n)

< |A[IP fllm(m)

< Ol f e )-

Réciproquement, si f € L?(Q) et tel qu’il existe C' tel que pour tout compact
K de Q et tout h tel que |h| < dist(K, 09Q),

Ilf = ThfllL2(x) < Clhl,

alors f € H'(2). En effet, par un raisonnement similaire au cas 2 = RY, on
montre que pour tout ¢ € C°(Q),

/Q F(Voh)de < Clhlol iz

et fe HY(Q).

Exercice V. Inégalités de Sobolev.



1. Soit f € C*(R?), on a

d.%‘k.

1/2
F1(33‘2,I3) =2 (/R |f|3 dl‘1) .

On définit de méme Fr(x1,23) et F3(x1,x2) par substitution. On a

, | 2f
f@l <4 [ 1|5

On pose
of
3x1

|f(2)|° < Fi(22, 23) Fa (w1, 23) F3(21, 72)

et par intégration sur €2,
9180y < [ Fa(oass) Fatar, ) P, e2)ds
R

= /2 F1($2,3?3) (/ F2($17.’L‘3)F3(.%‘1,$2)dI1> d$2d$3.
R R

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

1/2
0 < [ Filonza) ([ Fatan,ayio)

1/2
(/ Fg(l‘l,zg)dIl) dIQdIg.
R

On applique a nouveau 'inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient

1/2 1/2 1/2
||f||%6(R3) < </]RZ F1(3?27$3)2d332d333> ( - F2(951,303)2d331d$3> ( F3($17$2)2d$1d$2) -

R2

Enfin,

of
Fy(x2,23)%d :4/ 3 == da.
1 (22, x3) dx s | f] D €

R3

En appliquant (encore une fois et c’est fini) l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il

vient
’ of

Fy (o, 23)%dz < 4]|f|13
[, Filanas)de < 4 s | 52

L2(R3) .

De I’équation (3), on en déduit que

9/2 3/2
1£11So gy < 22NV F1 5



et enfin que
[fllLe@yy < 4V f] Lo
2. Supposons qu’il existe une constante C' tel que pour tout f € H'(R"),
1 fllr @y < CIV fllL2@ny- (4)

On pose fqo(x) = f(ax). Un calcul simple nous permet de montrer que

| fallo@ny = 1] ™"P|| £l Lo @)
et que
2—n
IV fllzz@ny = laf 2 IV fllLe.

De (4), on en déduit que pour tout «

_ 2—n
a7 P f ey < lal = IV £ll2qny
en choisissant f # 0, on en déduit en faisant tendre o vers 0 et +00 que

Q_n—2

p 2’

ol encore que p = 2n/(n — 2).

Remarque Afin de retrouver rapidement ce résultat, on raisonne par ho-
mogénéité. Si l'unité suivant x est le metre (par exemple) et f sans dimen-
sion, le terme de gauche dans (4) s’exprime en m™P et le terme de droit en
m("=2)/2; La constante C' est indépendante de I'unité choisie suivant (il n’y
a pas d’échelle absolue sur R™). Pour que Pexpression ait un sens, on doit donc
avoir n/p = (n — 2)/2 et on retrouve le résultat démontré.

3. De (4), on en déduit que H'(R") s’injecte contintiment dans LP(R™) pour
p = 2n/(n—2). On note P opérateur de prolongement de H*(Q2) dans H'(R).
Soit f € HY(Q),

IPfllLe@ry < CIPfllar@ny < CNl fllar o),

d’ot on déduit que f € LP() et

1 fllr@ny < CNlfll -

4. Supposons que ces injections soient compactes. Sans perte de généralité,
on peut supposer que lorigine appartient & Q. Soit f € C5°(2) tel que f # 0.
Pour tout k > 0, on pose fi, = k~"/? f(./k). On vérifie que || fi||rr () = [|f|lzr(0)
et [|Vfrllez@) = IIVfllr2(). La suite fp étant bornée dans H'(Q2), on en
déduirait qu’il existe une suite extraite de fi (notée fi) convergeant fortement
dans LP(Q2). Qui plus est, d’apres de Théoreme de Lebesgue inverse, on peut
choisir cette sous-suite de sorte a ce qu’elle soit convergente presque partout.
Or fj converge presque partout vers zéro. Ainsi, on aurait f,, — 0 dans LP(Q),
ce qui est absurde puisque ||fx|lz» = ||f|lz» # 0.



Exercice VI. Convergence faible.

1. Soit e, une famille libre et orthonormée de H. La suite e, répond a la
question elle n’est pas de Cauchy et donc n’est pas convergente. Dans le cas
H = L*(] — m,«[), il suffit de choisir u,, = cos(kz).

2. Supposons qu’une suite z,, converge faiblement vers x et y, on en déduit que
pour tout z € H, < x — y,z >= 0. En particulier, en choisissant z = z — y, on
obtient || — y|| =0 et £ = y. Il y a donc unicité de la limite faible. Dans tous
les cas, la convergente classique (ou forte) implique la convergence faible. Si H
est de dimension finie N et (eg) est une base de H. Soit x,, une suite faiblement
convergente de H, pour tout k € {1,--- , N} < x,,, e, > est convergente. Notons

z¥ sa limite, on a
Tp = E < Ty, Cf > € — E zFey,
k k

et x,, converge fortement vers x = Y, z¥ey.
Si x,, est une suite faiblement convergente vers x € H, on a

lz = @nll® = |2 + lzal® = 2 < 2,20 > . (5)

Si [|zn] — ||z, on en déduit que ||z — z,||* — 2||z||* — 2||=||* = 0.
3. En passant & la limite dans (5), on obtient

0 < liminf ||z — z, > = —||2||* + lim inf ||2,, ||?

et liminf ||x, || < ||z

On munit H d’une base orthonormée dénombrable e;. Soit x, une suite
bornée de H et z¥ ces coordonnées dans la base e;,. Pour tout k, de toute suite
extraite de 2%, on peut extraire une sous-suite convergente (z¥ est borné). Par
le procédé d’extraction d’un sous-suite diagonale, on en conclut qu’il existe une
sous-suite de z,, (notée x,,) telle que pour tout k, z¥ converge vers un élément
x* de R. On vérifie sans mal que x,, converge faiblement vers x = 3" z¥ey.

4. a. On définit sur H(Q) la forme bilinéaire

a(p,u) = /QVu.ch + updz

et la forme linéaire
L(u) = / Yudz.
Q

La forme bilinéaire a est continue et coercive. La forme linéaire L est continue,
H'(Q) est un espace de Hilbert, ainsi, d’aprés le Théoréme de Lax-Milgram, il
existe un unique élément ¢ € H' () tel que pour tout u € H(Q),

a(p,u) = L(u).

b. La suite u, étant bornée dans H'(f2), il existe une sous-suite faiblement
convergente vers un élément v (a priori différent de u) de H*(£2). Soit ¢ € L?(Q).
D’apres la question a. , il existe ¢ € H'(w) tel que

/Vw.V(p—l—wcpdm:/wwdx,
Q Q

10



pour tout w € H(2). En appliquant cette égalité & w = u,,, on en déduit que
pour tout n,

/ Vi, Vo + uppdr = / Uppdz
Q Q

En passant a la limite, on en déduit que

/Vv.V(p—Fmpdx:/m//dm.
Q

Q

En appliquant de nouveau ’égalité précédente a w = v, on en déduit que

/Q(v —u)pdz = 0.

Cette équation étant valable pour tout ¢ € L?(Q2), on a u = v.
L’inégalité

[l () < liminf [lup || (@), (6)
découle directement de la faible convergence de u, vers u dans H'(Q) et de la
question 3. Enfin, si u,, € H}(Q), en appliquant le raisonnement effectué en
substituant H'(Q) par H}(2), on montre que u,, converge faiblement vers u
dans HE(Q) et donc que u € HE (D).
5. Exemple: u,, = cos(nx)/n.
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