TD6 Analyse Numérique et Optimisation O.Pantz
CORRECTION

Les références en gras font référence a 1’énoncé.

Exercice 1. Equations de Darcy.

Premiere formulation

1. Tout d’abord, notons que si (u,p) est solution des équations de Darcy, il en
est de méme pour (u,p+ C), pour toute constante C réelle. En d’autres termes,
la pression p est définie & une constante pres. Afin de définir p de maniére
univoque, on peut imposer a la pression p d’étre telle que

/pdx: 0.
Q

L’équation (1) est obtenue en multipliant la premiere équation par une fonction
v et en intégrant sur 2. L’équation (2) est obtenue en multipliant la seconde
équation par une fonction ¢ & valeur dans R:

/Q(V.u)q dx = 0.

Suite a une intégration par partie, on en déduit que

—/u.qux—i—/ (un)gds =0
Q

Fly)
Or, u.n = 0 sur 0. Ainsi,

b(u,q) = / u.Vgdzr = 0.
Q

2. Les espaces sont précisément choisis de sorte a ce que chacune des formes
introduite soit continue. Pour établir la continuité, il suffit d’utiliser I'inégalité
de Cauchy-Schwarz.

La coercivité de la forme bilinéaire a est évidente: a n’est rien d’autre que
le produit scalaire de L?(£2)?!

3. On a
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L’application b étant continue, b(.,q)"1(0) est un fermé. L’espace V comme
intersection infinie d’espaces fermés, est donc fermé. Ainsi, V' est un sous-espace
vectoriel fermé d’un Hilbert. C’est donc un Hilbert.

Dans cette espace, le probleme se réduit a trouver u € V tel que

a(u,v):/ﬂf.vdoc7 (1)

pour tout v € V. D’aprés le théoréme de Lax-Milgram (ou le Théoréme de
représentation de Riesz), il existe une unique solution u & ce probléme dépendant
contintiment de f.



4. La solution u au probleme variationnel (1) est telle que pour tout v € V|

/Q(u —f).vdx = 0.

En d’autres termes, u — f € V+ = 0 ou V- est I'orthogonal de 'espace V dans
L3(Q). Or V =W+, on

W={welL*Q) : w=Vq, oige H(Q)NL3(Q)}.

Ainsi, u—f € (W)L = W. Montrons que W est fermé. Soit w,, € W une suite
convergent vers une élément w de L?(Q). 1l existe ¢, € H(2) N L(Q) tels que
wy, = Vg,. Or d’apres 'inégalité de Poincaré-Wirtinger, il existe une constante
C telle que pour tout ¢ € H'(2) N LE(Q),

lgllar < ClIVal|L2.

Comme Vg, est une suite de Cauchy dans L?(f2), ¢, est une suite de Cauchy
dans H'(w) et il existe ¢ € HY(Q) N L3() tel que ¢, — ¢ dans H(Q). On a
donc w=VqetweW.

L’espace W et donc fermé et u —f € W. il existe donc p € HY(Q) N L3(2)
tel que u — f = Vp. Enfin, p dépend contintiment de f, en effet,

Ipllzr < ClIVPlL2@) = Clla = fllL2 @) < CfllL2@)-

Seconde formulation

5. Soit v, une suite de Cauchy de H(div,{2), v, est une suite de Cauchy de
L?(Q)?, tandis que div v, est une suite de Cauchy dans L?(Q2). il existe donc
v € L?(Q)% et ¢ € L?(Q) tels que

v, — v dans L?(Q)? et divw, — ¢ dans L?(Q).

Pour toute fonction ¢ € C§°(€2), on a (par définition de la divergence faible),
/ v,.Vodr = — / (divvy,)pd.
Q Q

En passant a la limite, on en déduit que

/V.Vgadx:f/qgadx.
Q Q

Ainsi, v admet une divergence faible L? et divv = ¢. Ainsi, v,, converge vers
v € H(div,Q) dans H(div, ). -
6. Pour les fonctions régulieres v € C5°(€2), on a d’apres la formule de Stokes,

/ (v.n)gods:/(divv)gpdx—&—/V.chdm.
o9 Q Q



Ainsi,
/8 (o ds < ol el

L’application qui & (v, ) associe [,,(v.n)pds est continue de H(div,Q) x
HY(Q) a valeurs dans R et peut donc étre prolongée de maniére unique en
une application de H(div;Q) x H'(Q). On notera 7(.,.) cette application. En-
fin, pour toutes fonctions v € H(div(2) et pour toute fonction ¢ € H}(2), on
a
Y(v,¢) = 0.

Ainsi, 7 est une forme bilinéaire continue de H(div,Q) x HY(Q)/H}(Q). Or
HY(Q)/H}(Q) est isomorphe & H/2(9Q) par I'application trace. Ainsi, pour
tout v € H(div,Q), v(v,.) est une forme linéaire continue définie sur H'/2(9Q).
C’est donc un élément de H~1/2(9Q), dual de H'/2(09).

7. Soit v € X une fonction réguliere, en multipliant la premiere équation du
systeme par v, par intégration sur €2 et apres une intégration par partie, il vient

/u.vdxf/(divv)pda:Jr/ p(v.n) ds:/f.vdx.
Q Q G19) Q

Or comme v € X, v.n = 0 sur 0f) et

/u.vdx—/(divv)pdx:/f.vdx.
Q Q Q

De plus, comme divu = 0, on a b*(u,q) = 0.
8. On note
Vi={veX : divv=0}

La solution u du probleme précédent est telle que

/u.V:/f.vdx,
Q Q

pour tout v € V*. L’espace V* est un sous-espace fermé de I’espace de Hilbert
H(div, Q). Sur cet espace, la norme H (div,(2) et L?() sont équivalentes (car
divv = 0). Ainsi, la forme bilinéaire a est coercive et il existe une solution
unique dépendant continiiment de f & ce probléme variationnel.

9. Pour tout ve V* on a

/ (u—f).vdx = 0.

Q

On conclut en remarquant que V = (V*)* (on est ramené au cas précédent).
10. En prenant la divergence de la premiere équation du systéme, on obtient

Ap = div f dans Q.

Par contre, on ne retrouve pas directement les conditions aux limites. Supposons
que f soit réguliere. Dans (2,
u+Vp=*f (2)



On multiplie cette équation par Vg, on ¢ € H*(€2). On en déduit que

/Vp.Vq dx:/f.qux. (3)
Q Q

Par intégration par parties (en supposant que p, g et f sont régulieres) on obtient

0
—/ Apqgdx + —pqu: —/ V.fqu—i—/ f.ngds.
Q a0 On Q a0

On retrouve donc I'équation (2) mais également les conditions aux limites, &
savoir
Ip

I f.n sur 0N

Notons que le probléme variationnel (3) & toujours un sens, tandis que les
équations différentielles associées nécessitent que f appartienne & H(div, Q) pour
avoir un sens.
Exercice II. Conditions de transmission.
1. Le probleme variationnel consiste & déterminer u € Hg(£2) tel que pour
tout v € H} (),

a(u,v) = L(v),

a(u,v) = /Q h(z)Vu.Vodz et L(v) = /Q foda.

La forme bilinéaire a est continue, en effet
| VuSvde < [Vl ol
La forme linéaire L est trivialement continue, de plus a est coercive. En effet,
a(u,) = ntoh(z)|Vul2de > oz/ﬂ Vulfde > aCllull o).

la derniere inégalité découlant de I'inégalité de Poincaré. D’apres le Théoreme
de Lax-Milgram, li existe donc une unique solution au probléme variationnel.

2. On suppose que la restriction de la solution u & Q% et Q™ est réguliere. On
désigne par n la normale extérieure & Q. Par intégration par partie, on obtient

/h(x)Vu.Vvd:r = / h(x)Vu.Vvdx—i—/ h(z)Vu.Vvdx
Q ot -

+
aLv ds

- _ V.(h(z)Vu) vdx+/rh+($) on

Q+

—/ V.(h(z)Vu)vde — / h~ (x)aLv ds,
— T 3n
ott ut et u~ sont définis comme ht et h~. Ainsi, u vérifie

V.(h(z)Vu) = f sur QT U Q-



et

out  Ou~
—— —— =0 T.
on on sut
]é)videlrnment7
u = 0 sur 0.

Exercice III. Régularité du Laplacien.

1. 1l suffit de multiplier ’équation vérifiée par u par une fonction test
v e HY (RN ); En intégrant que RY, puis par parties, on obtient le probléme
variationnel suivant:

Trouver u € H'(RY) tel que pour tout v € H(RY),

Vu.Vv + wvde = fudzx.
RN RN

2. Soit ¢ € C§°(RY), par un simple changement de variable, on montre que

Dpvpdr = —/ vDppdzx.
RN RN

Or
! h
Dpy = / Vo(x + th).—dt,
0 |h
ainsi,
! h
Dpvpdx = —/ Vo(z + th).—uv(x)dx
RV o Jry |hl
< Vollzallelze.
3. Soit ¢ € C°(RY), pour tout i = 1,..., N, on a
/ v O¢ der = lim vDe, pdx
RN 0x; h—0 JrN
= -1 D, vpd
< Clielze.
4. La fonction Dyu vérifie
V(Dpu)Vv + Dpuvdx = Dy, fvdx = —/ fDpvdz.
RN RN RN

En choisissant v = Dpu dans la formulation variationnelle vérifiée par u, on
obtient,

1w ull 7

— / fDr(Dpu)dx
RN

£ 112 [ Dn(Dpw) | 2
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Ainsi, ||Dpullgr < ||f]lL2, et d’aprés la question précédente, Dju appartient &
H(RY) pour tout h, c’est & dire u € H2(RY).

5. L’équation vérifiée par du/Ox; est obtenue en choisissant h = e; dans la
formulation précédente. Par récurrence, on en déduit que si f € H™(RY), on a
u € H™H2(RYN).

6. Comme w C (2, il existe ¢ € C5°(N2) tel que p(z) = 1 pour tout z € w. La
fonction wu est définie pour tout € RY. De plus,

A(pu)

uAp + pAu+2Vu -V
= ulAp+ (u— flo+2Vu-Ve.

Ainsi, comme u € H(£2), on en déduit que A(pu) € L2(RY). Ainsi, pu appar-
tient & H2(RY™) et u appartient & H?(w). En utilisant de nouveau 1’expression
vérifiée par A(pu), on en déduit que A(pu) appartient & H'. En effet, u appar-
tient & H?(@), olt @ est un ouvert contenant le support de ¢ et dont 'adhérence
est incluse dans . Ainsi, Vu.Vy appartient & H'(RY). En procédant ainsi par
récurrence, on en déduit que u € H™+2(w).



