TDS8 Analyse Numérique et Optimisation O. Pantz
Correction

Exercice 1. Valeurs propres du Laplacien dans un rectangle.

1. Tout d’abord, notons que A est forcément positif. On peut le constater
simplement en multipliant 1’équation vérifiée par —u” = Au par u, intégrer
I’équation obtenue sur |0, L[. Suite & une intégration par partie, il vient

L L
/ [/ |?dx = /\/ |u|?dz.
0 0

La fonction u étant non nulle, on en déduit que A > 0.

L’équation —u” = Au est une équation différentielles ordinaire. On associe
A u le polynéme 2 + X = 0, de racines +iv/A. On en déduit que les solution de
cette équation sont de la forme u(x) = Acos(v/Az) + Bsin(v/Az). La condition
initiale ©(0) = 0 implique A = 0, tandis que la condition u(L) = 0 implique
sin(vAL) = 0 (B # 0 car u # 0). Ainsi, VAL est égale & 0 modulo 7. Les
valeurs propres sont donc

Mo = (km/L)?, k € N*.
Les vecteurs propres associés sont

ug(xz) = \/2/Lsin(krz/L).

(On a normalisé uy de sorte que |jug|/z =1).

En multipliant I’équation —u” = Au par une fonction v nulle aux bords et
suite a une intégration par partie, on obtient que les valeurs et vecteurs propres
calculés sont les uniques solutions du probleme spectral consistant & déterminer
u € H}(]0, L[) (non nul) et A € R tels que

L L
/ u'v'dr = )\/ uvdx.
0 0

On pose V = HE(Q), H = L*(Q) et a(u,v) = fOL u'v'dz. On vérifie trivialement
que a(.,.), H et V vérifient les hypothéses du Théoréme 7.3.2 du cours. Ainsi,
les vecteurs propres uy, forment une base Hilbertienne de H = L2(£2) et uy /v i
une base Hilbertienne de V = H}(Q) (pour le p.s. a(.,.)). On en déduit en
particulier une caractérisation de L? et Hj par

L0, L) = {u =Y apup : JJulfz =) lax* < oo}

k

et
Hy (0, L)) = {u =Y _apup : [luflf = > Aelag[* < o0},
k k

On va montrer de plus que

H*(J0, L) N H3(0, L)) = {u =Y agug : |uffp := Y Mlon]* < oo}
k k



Tout d’abord on établit I'inclusion. Soit u € H?(]0, L[) N HZ(]0, L[). Comme u
appartient a Hg, il existe une suite ay, telle que Y, Ai|ag|? < coet u =Y, aguy
avec ay = (u,uy) 2. De plus, u” appartient & L2(]0, L[). 1l existe donc une suite
Br = (u",u) 2 telle que u” =3, Bruy et

> 1B]? < 0. (1)
k

Par intégration par partie, on obtient que
Br = (u",ug)rz = (W, u) 2 = alug, ).
Or uy étant un vecteur propre,
a(ug, u) = Ag(ug, u)rz = Aoy,

De (1), on déduit que
> Aklanl? =) 1Buf* < o0,
k k
ce qui établit 'inclusion. Réciproquement, soit ay une suite telle que
Z Alagl* < oco.
k
D’apres la caractérisation de HE(]0, L[), on a

u= o € Hy(]0,L]).
k

De plus, on vérifie aisément que la série définissant u est de Cauchy dans
H2(]0, L]) et donc convergente. Ainsi, u € H(]0, L[) N H2(]0, L[).

2. Les calculs sont élémentaires et similaires a ceux effectués a la question
précédente. On obtient

e Pour «/(0) = /(L) =0,
e = (km/L)?,  w,=cos(\/’z), keN.
e Pour u(0) = u/(L) =0,
e = (/24 km)2L72, wp=sin(\/’z), kel
e Pour u/(L) = u(0) =0,

e = (m/2+km)2L72, wp =sin(\/*(L—1z)), keN



Remarque: Dans les expressions ci-dessus, on n’a pas normalisé les vecteurs
propres.

3. 1l est aisé de construire tout une famille de vecteurs et valeurs propres a
I'aide des vecteurs et valeurs propres construites a la question 1. Soit (uj, A!)
et (uﬁ, A?) les vecteurs et valeurs propres du Laplacien 1D avec conditions aux
bord de Dirichlet sur les intervalles |0, L[ et ]0, Lo[ respectivement. On pose
définit pour tout (k,1) € (N*)2 sur Q =]0, L1[x]0, L[ les fonctions

uk,l(xa y) = u,lf(x)u%(x, y)

On vérifie que uy,; est une fonction propre du Laplacien dans le rectangle avec
conditions aux bords de Dirichlet de valeur propre

Mg = Ak + AL

On obtient en fait ainsi tous les vecteurs et valeurs propres. En effet, en appli-
quant le Théoreme 7.3.2 du cours au probléeme spectral consistant a déterminer
u € HE(Q) et X € R tel que

/ Vu.Vudr = )\/ uvdz, Vv € HH(Q),
Q Q

on déduit que ’ensemble des vecteurs propres forme une base Hilbertienne de
L?(€2). 1 suffit donc de prouver que la famille uy ; obtenue est une base Hilber-
tienne de L?() pour conclure. L’espace de Hilbert engendré par la famille
uy,; contient toutes les combinaisons linéaire de fonction produits de la forme
f(z)g(y). Cet espace étant dense dans L*(Q2), on en déduit que la famille (ug,;)
est une base de Hilbert de L?(£2) et contient tous les vecteurs propres.

4. 1l suffit de remplacer les vecteurs propres u,lC et ul2 utilisés pour construire
les vecteurs propres u;; par leurs équivalents respectifs calculés a la question 2.
Il est important de souligner que les vecteurs et valeurs propres dépendent des
conditions aux limites.

Exercice II. Application du principe du min — max.
1. D’apres la Proposition 7.3.4 du cours, on a

\V4 2
A1 = min <R(v) = ” U!LQ) 5
vEH(2)~0 [v]17
Ainsi, pour tout v € H}(Q2),

lollZai) < ATHIVOIZ:,

et A~! est la constante optimale de I'inégalité de Poincaré (I'inégalité ci-dessus
est une égalité pour v = uy).

2. A tout élément u de H{(£;), on peut associer un élément Z(u) de HE(Q2)
en prolongeant u par 0 sur 25 — ;. En d’autre termes, on note

u I(u):{u(l‘) siz €

0 SiI¢Ql.



Soit £} et EF les ensembles des sous-espaces de H}(€21) et de Hg(Q2) (respec-
tivement) de dimension k. D’apres le principe du min — max, on a

Ai = min  max R'(v)
Wkegé ’UGW)Cf{O}

et
A= min  max R*(v),
Wy, EE2 vEW, —{0}
" Jo, IV Jo, IV
v|?dx v|%dzx
R'(v) = = et R*(v) = "2 —.
le |v|2dx fQ2 |v|2dx

Or pour tout v € H}(Q1) tel que v # 0, on a Ry(v) = Ra(Z(v)). Ainsi,

A = € Wy — {0}R!
K Wrilégmaxv k= {0}R (v)

= min  max R*(Z(v))
Wyie€j veWy—{0}

= min R*(v)
Wi 651 ’UEI(Wk) {0}

= min max  R*(v).
WiyeZ(EL) veW,—{0}

Or Papplication Z étant une injection, Z(£}) C £? (toute image d’un espace de
dimension k par Z est un espace de dimension k) et

N< min max  R?(v)
WieZ(EL) veW,—{0}

- )\k"
L’équation d’évolution de la membrane d’un tambour est
02u — Au =0,

a chaque vecteur propre et u du Laplacien de valeur propre A est associé un
mode de vibration u(z)e™? tel que

—wue™?t + et = 0.
Ainsi, les fréquences propres d’un tambour sont de la forme

Wi = VA

Ainsi , les fréquences propres wj = VAL du petit tambour défini par €, sont
plus grandes que les fréquences propres du grand tambour s de fréquences

propres w? = /A2
3. Déterminons tout d’abord le probleme variationnel associé. On cherche

(u, \) tels que u =0 sur T, d,u+ pu =0 et
—Au = lu.



En multipliant cette équation par une fonction v nulle sur I', on obtient suite a
une intégration et une intégration par partie que

/Vu.Vvdm—/ Opuvds = )\/ uvdzx.
Q oQ-T Q

Or Op,u = —pu sur 02 — I, ainsi,

/ Vu.Vudr + p/ uvds = )\/ uvdz.
Q oQ-T Q

On pose H = L%(Q),
V={ve H(Q):v=0surT}

et on définit la forme bilinéaire sur V'

ap(u,v) = / Vu.Vvdx +p/ uvds.
Q 90T

La formulation variationnelle du probleme spectral consiste donc a déterminer
u non nul dans V et A € R tels que

ap(u,v) = AM(u,v) 2,

pour tout v € V. Grace & une inégalité de type Poincaré (qu'on pourrait

démontré par contradiction, mais qui a déja été prouvée lors des TDs précédents),

on obtient la coercivité de la forme bilinéaire a,. Les autres hypotheses du

Théoreme d’existence d’une base de vecteurs et valeurs propres (ug(p), Ax(p))

sont aisément vérifiées (a, est continue, symétrique, V' et H sont des espaces de

Hilbert, V est dense dans H et I'injection de V' dans H est compacte) .
D’apres le principe du min — max, on a

Ry(v) = 2o(-0) ) 7 @)

Ae(p) = min  ma = 5
||U||L2(Q)

X
Wi €€k veW,—{0} <

ou & désigne les sous-espaces de dimension de k de V' (qui est indépendant de

p)-
Soit &) I'ensemble des sous-espaces de dimension k de Hj (). L’injection de

H{(Q) dans V induit une injection de £ dans €. De plus, pour tout v € H{ (),

/Q \Vol?dz = a,(v,v).



Ainsi,

IVv]|%2
A = min (R 7| L(Q))>

Wi€eE UEWk {0} |U||L2(Q)

ap v, U
= HlIl
Wi€eE? veW;c {0} HU||L2 Q)

= min  max (R,(v)
WkGSOUEWk {0}

> R
o Wrilg}«'k ’Ueg}kazc{O} ( p(U))

= X(p).
Enfin, pour tout p1, ps positifs tels que p; > p2, on a
Qp, (’U’ U) Z Qpy (Uv U)
pour tout v € V. On déduit de I'expression (2) de \x(p) que
Ak(p1) 2 Me(p2)-
Autrement dit, Ax(p) est une fonction croissante de p.

Exercice III. Schéma implicite pour I’équation de la chaleur.
1. Soit ux la base de Hilbert de L?(Q) constituée des vecteurs propres du
Laplacien avec conditions aux bords de Dirichlet. On a

= Zakuk(x),
k

olt ag = (ug,uo)r2(0)- De plus la solution u de 'équation de la chaleur est

Zake Pug ()

et
||u(t)||%2(ﬂ) = Z |ak|26_2>‘kt
k
< e_2>\1t Z |ak|2
k
= 6—2)\1t||u0||%2(9)
2. Ona
Alt“ M-t = Aut =0,

En multipliant cette équation par une fonction test v € H}(2), on obtient suite
a une intégration sur €2 puis par intégration par partie

1 1
/QVu”H.Vvdx + Eu”“vdz = Kt/gu"vdx.



La fonction u™*! est donc I'unique solution du probléme variationnel consistant
a déterminer u" T € H}(Q) telle que

a(u™, v) = L"(v),

a(u,v) = / Vu.Vo + (At) " tuvdzr
Q

et

L"(v) = (At)*l/ u"vdx.

Q

3. Le schéma est d’ordre 1 en temps.
4. On applique la formulation variationnelle & v = uy41. On en déduit que

IV 12 g + (AL um 250 = (A1) /Q e,

Ainsi,

2. < /Q WHrdz < ) e 0 sy,
apres 1nega 1te de auc y- chwarz) e
d’ es 'inégalité de C hy-Sch t

||Un+1||L2(Q) < w2

5. On peut utiliser la méthode des éléments finis P; pour effectuer la discrétisation
en espace et substituer au probleme variationnel permettant de déterminer u™+!
en fonction de ™ par son approximation interne.

Exercice IV. Approximation variationnelle des problemes spectraux.
1. L’approximation variationnelle consiste a déterminer la base uy € Vop et
la famille de réels A tels que

a(uk p, i) = Ak n(Uk,p, V) pour tout vy, € Vop,.

2. En appliquant le Théoréeme du min — max au probleme spectral continu et
discret, on obtient que
g, a0 Il
et
Now= i max - ao,0)/ ol
ou & désigne l'ensemble des sous-espaces de H& () de dimension k et &

I'ensemble des sous-espaces de Vj, de dimension k. Or comme &, C &, on
déduit des expressions de A, et Ay que

Ak < Apohe



3.a. Il suffit de remarquer que IT,u est la solution de ’approximation varia-
tionnelle du probleéme consistant & déterminer w € H}(Q) tel que

a(w,v) = a(u,v) pour tout v € H} ().

D’apres le Théoreme 6.3.13 du cours, I,u — w dans H} (). Or la solution du
probléme continu ci-dessus n’est autre que u elle-méme. Ainsi,

pu — u dans HY ().

3.b. Soit u € W; (espace engendré par les i premier vecteurs propres du

Laplacien), on a
i
Iu—u= Z(%W)L? (TTpuy — wy) .
1=1
Ainsi,
i
M =l <D (s w) g2 | [T — wl| g
1=1

; 12 , 1/2
< (ZKU’W)L?F) (ZHHhul—ulH?p)
=1 =1
; 1/2
< lullzeo) <Z|Hhul—ul||?{1> :
=1

Le quotient ||IIpu—ul| g1 (q)/|lullL2() est majoré par une fonction indépendante
de u dans W;, convergent vers 0 lorsque h tend vers zéro. Il converge donc lui-
méme vers zéro.

3.c. On rappelle que II,u est la projection orthogonale de w sur Vy, pour le
produit scalaire associé & af(.,.). Ainsi, la norme de II,u est inférieure ou égale
a la norme de u, i.e.

a(Ilpu, Opu) < alu,u).

3.d. L’ensemble des (u;);=1,...; forme une base de W;. En particulier, c’est
une famille libre. Or I’ensemble des familles libre est un ouvert et IIpu; — u;
lorsque h tend vers zéro. Ainsi, pour h assez petit, IT,u; est une famille libre
et IT;, (W;) est un espace de dimension i. D’apres la caractérisation de la valeur
propre A; p, on a

Nn < max a(o,0)/ ol
= ma; a(llw, Mw)/||Tw|?
e o, )/ [y

< I,w||?
< wélgllﬁ%)a(ww)/ll |z

a(w,w) |lw|[7.
welly(W:) [lwl[Z: [Thw]|7,

[wllZ:
th||2L2

IA

A; sup
weW;




Enfin, on déduit aisément de la question 4 que

Jwl|7
ey |
wew, [Mpwll7. =7

et quelque soit €, pour h assez petit, on a donc
Ai < Ain S Ai(1+e).

Ainsi, /\i,h — )\z



