TD9 Analyse Numérique et Optimisation O. Pantz et A. Chambolle
Correction

Exercice I. Approximation implicite des équations paraboliques
1. On peut écrire la formulation variationnelle associée au schéma numérique:

_ n—1
/Vu-Vv+(M—f>v =0
Q T

pour tout v € H}(Q). Le théoréme de Lax-Milgram garantit I'existence d’une
solution.
2.a. Ona

n_ ,n—1
/ A\ v(un _un—l) + (U u . f) (un _ un—l) =0,
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Comme f,, Vur- Ve~ da < Va2 Vun=1] 2 < (|Vun |2+ Va1 |2,) /2,
on déduit I'inégalité cherchée.

2.b. Comme &(u™) décroit, en particulier £(u™) < E(ug) < 400 pour tout
n. De plus, par les inégalités de Poincaré et Cauchy-Schwartz il est clair que
E(u) > c||uH%2(Q) — Iflzzllu|lzz qui est bornée inférieurement par —|| f|| 2 /4c.
Donc I’énergie est bornée, uniformément en temps.

3.a L'estimation sur |[u"~! —u™| 12(q) est une conséquence directe de 'inégalité
établie a la question précédente et du fait que I'énergie £ reste bornée. On a
alorssit = ((n—1)+6)7:

— fudx = /Vu” SVu T — fun T de
Q

lur(t) = ()2 = llu" — w1 = 0) — w2 < C(L— )V

3.b La dérivée temporelle de ., est simplement donnée par

n_ ,n—1

u u

T

sur l'intervalle ((n—1)7,n7). On trouve en itérant I'inégalité établie a la question
2.a. que pour tout m > 1,

gle/Q (““TW)Q dr + E@™) < E(uo)

soit:

/OmT/Q (8311157(%”)2 dedt + E(ir(mr)) < E(uo)



Ainsi, Ou/0t est bornée dans L?(2x]0,T[). Par ailleurs, &(u,) étant bornée
uniformément, on voit que pour tout ¢ on a:

[vul < cv2 [ fuscracflnValz:
Q Q

par Poincaré.

On en déduit aisément une borne uniforme sur ||[Vu,| 72 (en effet, X2 <
2AX +B= |X|<A+VA?2+ Bsi A, B >0), puis sur | Vi, | g2
4. Le théoreme de Rellich permet de conclure. Par ailleurs, d’apres la question
3.a, u,, converge aussi vers u.
5. Pour tout ¢, si (n — 1)7 < t < n7, on a ¢(-,t) € C(NQ) et le probleme
variationnel qui définit u™ s’écrit
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Q
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oz, t) + Vu(z) - Vo(z,t) — fo(z,t) = 0
soit

iy

o Ot

En intégrant sur ¢ on trouve 1’égalité demandée. En intégrant ensuite par partie
(en temps et en espace) on trouve

(x,t)p(z,t) + Vur(z,t) - Vo(x,t) — fo(z,t)de = 0.

T R a¢ B
—/Quoqb(x,O)dx—/O /QuTa—uTAcﬁ—]%dxdt—O

et on peut passer a la limite 7, — 0. On voit que w vérifie alors la méme
équation, qui est la forme variationnelle de I’équation demandée.

6. En multipliant I’équation par du/0t (qui est également nulle au bord, si tout
est supposé régulier) et en intégrant, on trouve

ou\ 2 ou ou

o\’ o [ 1, o,
/Q(at> dx—i—&/Q§|Vu| — fudr = 0.

Il suffit d’intégrer alors entre 0 et ¢ pour obtenir I'inégalité désirée.

soit

Exercice II. Equation des plaques.
1. On multiplie 'équation vérifiée par v par une fonction v telle que v(z) =
Opv(z) = 0 sur 9. On integre sur 2, on effectue deux intégrations par partie
sur le second terme et on échange les opérateurs d’intégration et de dérivation
du premier terme du premier membre. On obtient ainsi

d2

e < U, v >p2 +/ AulAvdr =< f,v >z .
Q



La formulation variationnelle consiste donc a déterminer u € C([0, 1]; HZ(£2)) N
CY([0,T); L3(£2)) tel que pour tout v € HZ(Q)), on ait
d2
pTe] < u,v >p2 +a(u,v) =< fyv >pe,
oll
a(u,v) = / AuAvdz
Q

et tel que u(t = 0) = ug € HZ(), dyu(t = 0) = uy € L*(Q). De plus, on choisit
f € L2(0, T} L2(9).

2. L’espace HZ() s’injecte de maniere compacte dans L%(€2). Il est dense
dans L?(€2). Enfin, la forme bilinéaire a est coercive. En effet, en effectuant
deux intégrations par partie successives, on établit que pour toute fonction

ueCx(Q),

8:518%

o%u 82
a(u,u) = Z/Q 927 07"
9,7 ?

L’ensemble C2°(Q2) étant dense dans H3(€2), cette relation est valable pour toute
fonction u € HZ(2). D’apres l'inégalité de Poincaré, il existe C' tel que pour
tout v € H}(Q),

[l 22 < Cl[Vo] L2

En appliquant cette inégalité a v = du/dz; pour tout 7, on en déduit qu'il existe
C tel que pour tout u € HZ(Q2),

IVul| < Ca(u,u).

En appliquant a nouveau l'inégalité de Poincaré, on en déduit qu’il existe C' tel
que pour tout u € HZ(Q),

lullgz < Calu,w).

Ainsi, la forme bilinéaire a est coercive et il existe une unique solution u €
C([0,T); L2(£2)) N C([0, T); HZ(2)) au probléme variationnel.

3. Les conditions initiales et aux bords sont trivialement vérifiées par u. Pour
tout ¢ € C°(]0,T) et tout v € C°(Q2), on a

/ /atu (t,z)v <z§( V+Au(t, ) Av(z)p(t)dedt = / / (t, z)v(z)p(t)dzdt.

Par intégration par partie, on en déduit que

T T
/ / OPu(t, x)o(2)B(t) + A(Au)(t, 2)v(x)d(t)dwdt = / / F(t 2)o(x)$(t)da
0 Q 0 Q

et comme les combinaisons linéaires de produit de fonctions régulieres v(z)(t)
est dense dans C°(]0, T[x€2), on en déduit que

O2u(t, x) + A(Au)(t, ) = f(t,x),



pour presque tout (¢,z) €]0, T[xS.

Exercice III. Equations de Maxwell.
1. Montrons tout d’abord que E(t) € V pour tout t

Tout d’abord, E € v~ 1(0). En effet, d’apres la formule d’intégration par
partie rappelée dans I’énoncé, on a pour toute fonction vectorielle F',

(v(E), F) = / (n A E).Fdo.
o0
Or n A E = 0 sur Q. Ainsi, (y(E),F) = 0 pour tout F. Autrement dit,
E € v71(0). Reste & prouver que la divergence de E est nulle. Il suffit & cet
effet d’appliquer 'opérateur de divergence a I’équation

OF + rot H = 0. (1)

En effet, div(rot H) = 0 d’on 9¢(div E) = 0 et div(E) = div(Ep) = 0.
Les conditions initiales sont trivialement vérifiées. Enfin, en dérivant I’équation
(1) par rapport au temps et en utilisant I’équation vérifiée par H, on obtient

O?E + rotrot E = 0.

En multipliant cette équation par une fonction test F© € V et suite a une
intégration par partie sur le second membre, il vient

d2

—(E,F)g2 —|—/ rot E.rot Gdz = 0.

dt? Q
2.  L’application qui & tout élément F' de H(div) associe sa divergence est
trivialement continue de H(div) dans L?(§). Ainsi, 'image réciproque de 0 par
cette application (c’est & dire H) est un sous-espace de Hilbert de H(div) (qui
est un espace de Hilbert d’apres le cours), muni de la norme ||.|| (qiv). Or pour
tout élément F' de H(div;0),

I1F'[| £ aivy = [ F Il 2

En d’autres termes, la norme H(div) et L? coincident sur H (div;0) qui est donc
un espace de Hilbert.

On dit qu'un élément F de L?(Q2) admet un rotationnel faible L? s’il existe
W e L*(Q)3 tel que pour tout G € C2°(2)3,

/F.rotGd:U:/VV.de
Q Q

et on note rot F = W. Notons que cette définition coincide avec la définition
classique lorsque F' est réguliere.

Montrons que H(rot) est un espace de Hilbert. Soit F;, une suite de Cauchy
de H(rot). Comme L?(Q)? est un espace de Hilbert, il existe F' € L*(Q)3 et



W e L?(Q)3 tel que F,, — F dans L?(Q)? et rot F,, — W dans L?(Q)3. D’apres
la définition du rotationnel faible, pour tout G € C°(Q)3,

/Fn.rotde:/rotFn.de.
Q Q

En passant a la limite, on en déduit que

/F.rotdez/Wde.
Q Q

F admet donc un rotationnel faible L? et rot F = W. Ainsi, F}, converge vers
F dans H(rot) et H(rot) est un espace de Hilbert.
L’application trace est continue de H (rot) dans son dual. En effet, on établit
aisément que
< ’Y(F)v G >< 2”F’”H(rot)||C’Y||H(1rot)~

Ainsi, Hy(rot), image réciproque de 0 par l’application 7 est un sous-espace de
Hilbert de H(rot). L’intersection de deux espaces fermés étant fermée, V est un
espace de Hilbert.

3. Pour v =1, on a précisément

a(F,F) +v|Fllu = | FIly-

4. Toutes les hypotheses du Théoreme 8.3.1 sont vérifiées (modulo la remarque
8.3.3 concernant la coercivité), d’ott on déduit l'existence d’une unique solution

E € C([0,7]; V) nc' ([0, T]; H(div;0)).



