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Chapitre |

Intro duction

.1 Debruitage d'images geometriques

La régularité géométrique des images naturelles est un élément important qui per-
met & notre cerveau de se faire une représentation de ce que nous voyons. Dans
la plupart des images naturelles on retrouve des objets dont les contours ont des
formes régulieres. Les espaces de régularité classiques tels que les espaces de Holder,
de Sobolev ou de Besov ne prennent pas en compte cette régularité. Elle est pour-
tant fondamentale pour la reconnaissance, I’analyse et I’estimation. Nous proposons
dans la premiere partie de cette these d’exploiter cette régularité géométrique pour
estimer au mieux les images en présence de bruit.

On souhaite estimer f & partir des observations bruitées Y

Y =f +W (L1)

ot W est un bruit blanc gaussien de variance "2.

Nous choisissons pour cela un modele de fonctions géométriquement régulieres et
nous déterminons un estimateur efficace sur les fonctions du modele.

[.1.1 Un modele pour les fonctions geometriquement regulieres.

Les espaces de régularités classiques tels que les espaces de Holder, de Sobolev ou de
Besov ne sont pas des modeles adaptés aux images géométriques car ils ne prennent
pas en compte la géométrie des contours, des singularités. Korostelev et Tsybakov
dans [KT93] introduisent le concept de Boundary Fragment qui modélise un morceau
d’image géométrique. Ce concept sera repris par Donoho dans [Don97] qui lui donne



Chapitrel Introduction

le nom de Modele d’horizon. L’auteur considere une fonction g, C* qu’il appelle
horizon. Un modele d’horizon C® est une fonction f telle que

f(X1;X2) = Lfap> ga)g 06 X1;X2 6 1: (1.2)

Donoho note Horizon*(Cy; C,) l'ensemble des fonctions f telles que I'horizon g
vérifie

jg)  g(x9j 6 Cijx  x§ et jghx) dgIx%j 6 Cujx  x3* Lavec > 1

C, et C, controlent la régularité de 1'horizon.

Ces fonctions correspondent a une image noir et blanc, noir au dessous de la courbe
d’horizon, blanc au dessus. On peut enrichir ce modele en considérant deux poly-
nomes au dessus et au dessous de la courbe, voir [Shu04]. Nous considérons dans
cette these une classe ©, encore plus générale, formée de ’ensemble des fonctions
f C* en dehors d’un nombre fini de courbes C? lissées par noyau h C* de taille s,
ol S est petit et est un réel supérieur a 1.

Cette classe des fonctions géométriquement régulieres généralise les modeles d’ho-
rizon et permet de modéliser des images complexes. Cette classe n’integre en par-
ticulier pas les textures, elle est cependant la classe de référence pour les images
géométriques.

Le lissage est un élément important du modele. Il existe en effet toujours un phéno-
mene de diffraction lors de 'acquisition des images du le plus souvent aux appareils
optiques. Ce lissage qui correspond a la réalité d’un grand nombre d’images posent
le probleme de I’emplacement exact des contours. Nous verrons que certaines mé-
thodes d’estimation ne sont pas adaptées a un modele de fonctions lissées.

Notre but est de proposer un estimateur pour des fonctions f de O, qui ne nécessite
pas la connaissance a priori de  mais qui exploite la régularité C*.

[.1.2 Le debruitage dans un cadre minimax

Soit f une fonction et f: un estimateur, on définit l'erreur quadratique moyenne,
Mean Square Error, de f par

MSE(f;f;") =E(Kkf fk?):
Si 2 est un ensemble de fonctions, on définit le risque d’un estimateur f sur len-

semble ) par

rf; ;") = supE (kf  fk?):
f2Q
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On définit ainsi le risque minimax de {2 comme le risque du meilleur estimateur sur
Q
r(Q;") =infr(f;Q;") = infsupE (kf ~ fk>?):
f VA

Quand € est fixé, ce risque est une fonction croissante de ".
Nous proposons de construire un estimateur dont le risque a la méme décroissance
asymptotique ou une décroissance asymptotique proche de celle du risque minimax
pour les fonctions de ©,.

1.1.2.1 Le risque optimal

Korostelev et Tsybakov [KT93] et Donoho et Johnstone [DJ94a] ont montré que le
risque minimax sur I'ensemble F = Horizon*(Cy; C,) des modeles d’horizon vérifie

r(F;")=0(""1): (1.3)
C’est a dire que l'erreur minimax décroit en " ST ot "2 est la variance du bruit.
Comme les modeles d’horizon appartiennent a notre modele, on a déja une borne
inférieure du risque minimax de notre modele.
Nous proposons dans cette these un estimateur F pour les fonctions f de ©, dont
I’erreur quadratique moyenne vérifie

M SE (F;f;") = O(jlog"j*" )

Une telle décroissance asymptotique est ainsi proche de la décroissance optimale.
Par rapport aux résultats de Korostelev et Tsybakov nous devons donc intégrer un
modele plus complexe, avec un nombre fini de courbes qui peuvent éventuellement
s’intersecter, un lissage et des fonctions qui ne sont pas nécessairement constantes
en dehors des courbes.

1.1.2.2 Debruitage par seuillage dans une base orthogonale

Pour certaines classes de fonctions comme les espaces C®, on sait que la décroissance
asymptotique du risque de l'estimation par seuillage dans une base orthogonale
adaptée B = () est la méme que celle du risque minimax. Si on estime f par

X
F= hY;bib (14)

21
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on a

X X X
E(kF fk?) = jhf; bij 2 + E (jhw; biij ?) = jhf s bij 2 +jljm2: (I.5)
ig 1 21 i21
Le risque de l'estimateur slgxprlme ici comme la somme d’un terme de biais et de
variance. Le terme de biais 21 jhf ¢ QIJ est controlé par les capacités d’approxima-
tion de la base B. En effet le terme ar jhf ; biij 2 est égal & erreur d’approximation
de f par la projection de f sur I’espace engendré par les ()2 ;.

X
jhfbij2 = kf £k
i1

Or cette erreur est au mieux égale a I'erreur d’approximation par la meilleure pro-
jection de f sur un espace de dimension M = jl j. Si on note f 5; cette approximation
de f obtenue en conservant les M plus grands coefficients de f dans la base B, on a

kf fyk?6 ki fk?
Si on arrive a choisir | correctement on pourra avoir
kf  f;k?6 Ckf f,Kk?
et ainsi une borne de 'erreur d’approximation kf  f 5,k? de la forme
kf fyk’®6 C/M © (1.6)
permet de borner le risque par
E(kF k%6 C, (1.7)

Birgé et Massabt ou Willet et Novak ont montré qu’en estimant f par seuillage avec
un seuil T = log "

X p
F = hY;bi; avecT = log "; (1.8)
ihy,biij >T

on a un estimateur qui atteint le risque minimax a un facteur log pres, ou désigne
le cardinal de la base B.

Ces résultats, qui lient la théorie de I'estimation a celle de 'approximation, nous
invitent a rechercher des familles de fonctions qui représentent efficacement notre
classe de fonctions ©,.

10
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psi(x)

_ phiGo

S 0 5

X

Fig. 1.1 — A gauche une fonction d’échelle et a droite I'ondelette associée.

1.1.2.3 Debruitage en ondelettes

Les ondelettes sont aujourd’hui un outil incontournable en traitement du signal,
aussi bien en compression qu’en estimation. Soit W(t) une fonction de R dans R, on
note

(1.9)

. t 2m
j,m(t) =P 2—] 2j
Une ondelette est une fonction W oscillante de moyenne nulle. Il existe des onde-
lettes telles que la famille ( ,,);.» forme une base orthogonale de L2(IR?), voir par
exemple [Mal98, Dau93, Dau92, Mey91, Mey90, CMW92]. Nous utiliserons de telles
ondelettes par la suite pour nos schémas d’approximation. A une échelle j fixée les
ondelettes forment une base d'un espace de détails noté W;. Plus précisément pour
tout jo on a L*(R) = V;, + . W;, ol 'espace Vj, est un espace d’approximation

0

engendré par des fonctions jj,:b appelées fonctions d’échelle définies par
1 t 2m

im(l) = P=

2J 27

(1.10)

Les espaces W; sont les compléntaires orthogonaux des V; a 'intérieur des espaces
Vi

Vj = Vj+1 Wj+1: (111)
Il existe ainsi un lien fort entre 'ondelette et la fonction d’échelle associée. En
particulier les ondelettes et les fonctions d’échelle a 1’échelle | + 1 s’écrivent comme

des combinaisons linéaires finies des fonctions d’échelle ;,
X

j+ln = A jn-

11
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On utilise le terme espace d’approximation parce que la projection de f sur un espace
V; est une approximation de f a I’échelle j. De méme on utilise le terme espace de
détails parce que la projection sur W; est ce qu’il faut ajouter a I’approximation a
I’échelle j pour obtenir 'approximation a I’échelle j 1.
Les capacités d’approximation d’une base d’ondelettes dépendent de son nombre de
moments nuls. Si 8k 6 n 7
(H)t*dt = 0; (1.12)

t
on dit que a N moments nuls.
Si f est une fonction C® par morceaux, 'erreur de la meilleure approximation a
M termes dans une base d’ondelettes admettant au moins moments nuls décroit
comme

ki fyuk6 CM © (L13)

Ce qui est la vitesse de décroissance de 'erreur optimale.

On étend les ondelettes aux dimensions supérieures par produit tensoriel. Une base
d’ondelettes en dimension 2 est ainsi engendrée par trois familles de fonctions :

8 9
< g (X1) jma(X2) 5 i (X1) jma(X2) T

_ (1.14)
: Jymi (X1> Jim2 (X2) '

J,mi,m2

Les fonctions (X;) (Xg) oscillent dans la direction de Xs, les fonctions (X;) (X2)
oscillent dans la direction de X; et les fonctions (X;) (X2) oscillent dans les deux
directions.

Les capacités d’approximation des ondelettes sur les espaces de Holder, Sobolev
et Besov induisent des performances quasi optimales des estimateurs par seuillage
associés, voir [Don93|. Malheureusement, les ondelettes ne sont pas adaptées aux
espaces a régularité géométrique et le meilleur estimateur par seuillage en ondelettes
ne parvient pas a tirer profit de la géométrie des images. En effet pour ’ensemble
F = Horizon*(Cy; C,) le meilleur estimateur f, par seuillage en ondelette vérifie
[Don97]

r(f,;F;")> C"? (1.15)

Cette sous optimalité des ondelettes est due a la sous optimalité de 'approximation
en ondelettes des fonctions de O,,.

Pour pallier ce défaut d’efficacité des ondelettes sur les images géométriques, de
nouvelles familles de fonctions ont été proposées.

12
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gl
i
o

Fig. 1.2 — En haut a gauche une fonction d’échelle (X;) (X3), en haut a droite une
fonction (X;) (X2), en bas & gauche (X1) (X2), en bas a droite (X;) (X2).

[.1.2.4 Estimation en curvelets

Les curvelets proposées par Candés et Donoho dans [CD99, CD00a| sont des frames
de fonctions, c’est a dire des familles ( ;); vérifiant une propriété de conservation
d’énergie X X

A jhf; ,ij?6 kfki6 B jhf; ij2 (I.16)
qui représentent efficacement les fonctions C? en dehors de courbes C2. La meilleure
approximation de f appartenant a cette classe ©5 avec M termes vérifie

ki fuk®6 CM 2(logM)?: (1.17)

Ce qui la vitesse de décroissance asymptotique optimale au facteur logarithmique
pres.

13
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Il existe plusieurs constructions de ces familles dont certaines sont des tight frames
c’est a dire des fonctions vérifiant la relation (I1.16) avec A = B. On a alors une
parfaite conservation d’énergie entre ’espace et les coefficients. Ces fonctions sont
construites en filtrant des fonctions “ridges” paramétrées par trois réels : un pa-
rametre de position b un parametre d’échelle a et un parametre d’orientation

abo(X1;X2) =a Y2 ((Xycos +Xpsin  b)=a): (1.18)

Ou  est une ondelette.

La conservation d’énergie des curvelets ainsi que leur capacité d’approximation per-
mettent de construire un estimateur f ., par seuillage en curvelets dont le risque est
presque optimal [CDS00, CD00b]. Pour toute fonction f 2 ©5 on a

MSE(f,;f;") = O(jlog"j>"*/?): (1.19)

Les curvelets proposent ainsi une solution optimale pour la classe de fonctions C?
géométriquement régulieres. Cependant elles ne sont optimales que pour = 2. Si

> 2, elles n’arrivent pas a tirer avantage de la régularité supérieure 8 C2. Si < 1,
les curvelets sont moins performantes que les ondelettes. Candes, Donoho et Starck
ont ainsi proposé une représentation mixte qui allie les ondelettes aux curvelets
[CDS01]. Nous souhaitons étendre les résultats obtenus par Candes et Donoho pour
s’adapter a la régularité géométrique de 'image et exploiter cette régularité quand
elle est supérieure.

1.1.2.5 Les familles adaptees

David Donoho [Don97] propose en 1997 une famille de fonctions, les wedgelets, qui
permet une approximation optimale des modeles d’horizon. Pour définir les wedgelets
Donoho divise le modele d’Horizon en carrés dyadiques. Pour chaque carré S il
considere des petits segments reliant Ms points V; ¢ régulierement espacés d’une
distance sur les bords de S. Il construit ainsi une famille de edgelets, pour edge
elements

Es;(S)=fe=VsVis; 06 i;i°6 M;g: (1.20)

A partir de ces edgelets il construit les wedgelets qui sont les fonctions indicatrices
des portions de carrés S délimités par les edges :

W;(S) =flsg[ fw,.s:e2 Es(S) non dégénérésg: (I.21)

Donoho approche les modeles d’horizon qui peuvent étre vus comme des images noir
et blanc par des wedgelets. Il montre quune approximation f ,; construite avec M

14
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wedgelets vérifie
kf fyki6 CM -+ (1.22)

ou est la régularité Holderienne de ’horizon.

L’auteur approche I'horizon par des petits segments de droite. Les wedgelets ne
forment pas des bases de 'espace, elles engendrent des espaces d’approximation
adaptés aux modeles d’horizon. Donoho déduit de ce résultat d’approximation quun
estimateur en wedgelets atteint le risque minimax a un facteur logarithmique pres
sur la classe F = Horizon*(Cy; C,) des modeles d’horizon [Don97].

~

r(f wedgelets; F ; ") = O(J IOg "j)r(F ; ") = O(J IOg"j" ZTl) (123)

Ces résultats d’approximation et d’estimation s’étendent naturellement aux modeles
d’horizon avec des fonctions polynomiales de part et d’autre de I’horizon, voir par
exemple [Shu04]. De tels estimateurs sont donc presque optimaux dans le cadre d’un
modele qui n’inclut pas le lissage. Mais cette approche par estimateur adaptatif
génere une erreur d’estimation grande, non optimale pour un modele lissé. Comme
on construit une approximation par morceaux discontinue le long d’une courbe, on
aura toujours une erreur élevée sur le tube constitué par la discontinuité lissée.

Nous proposons d’utiliser une approche mixte entre les curvelets et les familles adap-
tées. Des curvelets, nous conservons l’esprit des bases d’ondelettes géométriques qui
engendrent toutes les fonctions du modeles et permettent de gérer le lissage. Des
familles adaptées telles que les wedgelets, nous conservons l'adaptabilité a une régu-
larité quelconque et 1'idée de découpage en modeles d’horizon et plus généralement
en petits zones élémentaires.

[.1.3 Les bandelettes de premiere generation

Les bandelettes introduites par Le Pennec et Mallat [Pen02, PMO05] sont des frames
qui assurent une représentation optimale des fonctions de 6. Les bandelettes forment
un dictionnaire de frames adaptées aux images de ©,. Pour tout f 2 0, il existe un
frame de bandelettes B dans lequel I'erreur d’approximation non linéaire est bornée
par

kf  fuki6 CM (1.24)

Les bandelettes sont initialement construites localement au voisinage d’une singu-
larité sur des domaines en forme de tubes ou de bandes. Une bande est définie par

B =1(X1;X2) : X1 2 [a;b]; X2 2 [g(X1) + a2; 9(X1) + b]g (1.25)

15
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ol g est une géométrie locale. On définit une déformation locale de I'image
W (X1;X2) = f (X1; X2 + 9(X1)): (1.26)

Par construction de la bande, WB est un rectangle. Si la géométrie g est exactement
celle de I'image, la fonction WT est réguliere selon la premieére variable sur WB.
On va construire une base orthogonale sur WB adaptée a la régularité de WT et
on va ensuite en déduire une base orthogonale adaptée a f sur B.

On construit une base d’ondelettes 2D sur le rectangle WB par tensorisation de
bases d’ondelettes sur l'intervalle

8 9

S (K1) e (Xa) 5 s (K1) (o) T

_ (1.27)
: j,ml(xl) j7m2(x2) '

(4,m1,m2)2 Iws

On modifie ensuite cette base en retransformant en ondelettes les fonctions ; ,,, (X1).
Le but est d’obtenir des fonctions de bases anisotropes, allongées dans le sens de la
singularité horizontale. On obtient alors la base orthogonale suivante

8 9
< l,ml(xl> j7m2(x2) ; j,ml(xl) J}mz(X?) -

_ (1.28)
: Jima <X1> Jym2 <X2) '

(jnl>j7mlvm2)2 IWB

On applique W =W ! & toutes les fonctions de la base pour obtenir une base B :

8 9

< Ly (X1) ma (X2 9(X1)) 5 (K1) me (X2 9(X1)) T

(jnl>j7mlvm2)2 IB

(1.29)
Le Pennec et Mallat [Pen02, PMO05] ont montré que ces bases locales assuraient
une erreur d’approximation optimale si la direction de la géométrie induite par g
était proche de la direction géométrique réelle. Autrement dit, g n’a pas besoin d’étre
exactement la géométrie réelle, ce qui compte c’est que la direction g°soit localement
proche du flot géométrique local.
Les auteurs utilisent ensuite un découpage en carrés dyadiques pour obtenir un frame
globale qui assure une décroissance de I'erreur d’approximation optimale.

Les bandelettes permettent d’inclure un modele de lissage et s’adaptent au degré de
régularité des images. Nous proposons de les utiliser pour construire un estimateur
quasi optimal. Ces bandelettes posent cependant deux problemes importants. Elles
ne sont pas orthogonales et de plus elles ne sont pas fixes, elles s’adaptent a chaque
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fonction. Comme on ne dispose pas de f mais seulement des observations bruitées Y
comment assurer que la famille de bandelettes utilisée pour I'estimation sera adaptée
a f ? Nous apportons des réponses a ces deux questions dans la premiere partie de
cette these

[.1.4 Selection de modeles, estimateur par projection en bande-
lettes

L’estimateur F par seuillage dans une base orthogonale B peut également étre vu
comme le minimiseur d’une fonctionnelle pénalisée

X
F= hYbib: (1.30)
21
ou I’ensemble | minimise X
jnT; bij 2 41T (1.31)
i21

Cet estimateur de seuillage obtenu par minimisation d’'une fonctionnelle pénalisée
entre dans le cadre de la sélection de modeles de Birgé et Massart. Ce cadre théorique
inclut la recherche de meilleure base orthogonale et va méme au dela. On va chercher
un estimateur comme la projection des observations sur un espace vectoriel M
bien choisi. La théorie de la sélection de modeles [BBM99, BM95, ?]| nous explique
comment choisir ce sous-espace M , parmi une collection fM ,gr pour minimiser le
risque. La théorie de la sélection de modeles nous assure que 'erreur quadratique de
I’estimateur défini par

F = argmin KY F.kK*+ Zlog *M, : (L.32)
F =Py Y
2T

vérifie avec une probabilité qui tend vers 1 quand " tend vers 0.

kf Fk*4+ Zlog " *Mp 6 Cil;llﬁkf Py fk?>+ 2log" *M, (1.33)

M, est la dimension de I'espace M , sur lequel Y est projeté pour obtenir F et le
nombre total de générateurs dans I’ensemble des modeles. La théorie de la sélection
de modele assure également un résultat en espérance et permet ainsi de controler le
risque de F. Ces résultats obtenus dans le cadre général de la sélection de modeles
[BBM99] de Birgé Massart, ont été appliqués a l’estimation dans un dictionnaire de
bases orthogonales par Donoho et Johnstone [DJ94b]. Ces idées ont également été
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reprises par Donoho, Mallat, Von Sachs et Samuelides [DMvSS03] pour la construc-
tion de macrotiles. Les macrotiles sont également des estimateurs par projection
construits pour le débruitage audio et ’estimation de covariance.

Le second membre est une expression déterministe dépendant directement des capa-
cités d’approximation du meilleur modele, c’est a dire de la meilleure base orthogo-
nale si on étudie un dictionnaire de bases orthogonales. Apres avoir orthogonalisé les
frames de bandelettes on peut appliquer les résultats statistiques et d’approximation
pour obtenir le résultat souhaité :

Theoreme I.1

Pour toute fonction f C géométriguement réguliere, avec > 1, il existe une
constante C et une constante C tel que pour tout " > 0 l'estimateur F de f a partir
de dY =f (t)dt + "dW vérifie avec une probabilité plus grande que 1  c"

kF fk?6 Cjlog"j?"2/(a+l) - (1.34)

[.1.5 Orthogonalisation

Le théoreme d’estimation que nous avons obtenu ne nécessite pas de bases orthogo-
nales. Cependant si on souhaite déterminer effectivement

F = argmin KY F,k*+ Zlog *M, : (1.35)
F =Py Y
2T

il est indispensable d’avoir une conservation exacte entre I’énergie en espace dans le
domaine des coefficients et donc d’avoir des bases orthogonales ou des tight frames.
Dans ces deux cas on peut déterminer I'optimal par seuillage. Sinon on est obligé
de tester tous les jeux de vecteurs pour savoir lequel assure 'erreur de projection la
plus faible.

Nous expliquons en détail comment nous effectuons cette orthogonalisation dans la
premiere partie. L’idée principale est de faire rentrer les bandes a 'intérieur de rec-
tangles qui forment une partition de [0; 1]? pour éviter la redondance. Cette nouvelle
condition impose un découpage du carré unité plus complexe. En effet le découpage
doit permettre la construction d’un tube incluant la discontinuité a l'intérieur de
chaque rectangle. On doit donc assurer que les courbes de singularité ne soient pas
tangentes aux bords des rectangles ce qui est impossible avec un découpage dyadique.
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.2 Inversion tomographique

Nous proposons ensuite d’estimer un signal appartenant a la méme classe ©, des
fonctions géométriquement régulieres a partir de la transformée de Radon en pré-
sence de bruit.

Y =Rf +W (1.36)
Ou W est un bruit blanc gaussien et R est la transformée de Radon
Z
Rf (;t)= f(X1;X2) (Xpcos +Xgsin  t)dx; dXg (1.37)
1,22

La transformée de Radon est assez proche d'un filtrage. L'opérateur R R est un
filtrage dont la transformée de Fourier vérifie

jRR(1)j=CH! ] (1.38)

Nous proposons d’utiliser les résultats d’estimation dans du bruit obtenus dans la
premiere partie pour estimer f a partir de sa transformée de Radon.

[.2.1 Approcheslineaires

Pour résoudre le probleme général de I'inversion d’opérateur linéaire dans du bruit
Y =Kf +W, (1.39)

on inverse rarement K directement. D’une part parce que le noyau peut étre non
nul et d’autre part parce qu’on risque d’amplifier fortement le bruit sur les espaces
propres associés aux petites valeurs propres. On peut utiliser une régularisation
quadratique,

fa=K K 1)'KY: (1.40)

On peut également utiliser la représentation de f dans une base orthogonale adaptée
a l'opérateur K . C’est ’approche de la méthode SVD, Singular Value Decomposition.
Soit (e,), une famille des vecteurs propres de K K associés aux valeurs propres (K, ), .
Les vecteurs e, forment une base orthogonale. On note h, = K e,=kK e k,.

On a ainsi X
f =k 1'[Kf;hle (1.41)

On estime ensuite f par un opérateur diagonal dans cette base,

~

X
f = 1,k'Y;he: (1.42)
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I, étant un parametre entre 0 et 1.
Pour le meilleur jeu de parametre (! ), on a

. X
E(kf fk3) = P2k, 22 (1 1)k, 2K f;h,)
Y X
> 1=2  min(k, "% jhf; e,ij ?):

v

Le risque d’un tel estimateur est ainsi petit, si on a peu d’éléments jhf ; e,ij qui sont
grands. Quand K K est un opérateur de filtrage les vecteurs €, sont les vecteurs
de Fourier. On déduit ainsi que le risque d’un tel estimateur sera bon quand la
transformée de Fourier de f décroit rapidement. Comme ce n’est pas le cas pour les
signaux admettant des discontinuités comme les fonctions de I’ensemble ©, de notre
modele, on doit procéder autrement.

[.2.2 Decomposition en Wavelet Vaguelette

David Donoho propose dans [Don95] une méthode d’estimation qui s’inspire de la
SVD mais qui permet d’estimer de maniere optimale les fonctions dans des espaces
de Besov.

L’idée de la décomposition en wavelet vaguelette (WVD) est d’utiliser des fonctions
proches des fonctions €,, qui presque diagonalisent 1'opérateur K K qui assurent
également une représentation creuse du signal. Les bases d’ondelettes sont ainsi
parfaites pour la transformée de Radon R et toute une classe de filtres.
Considérons une base d’ondelettes ¥ ot est un indice triple, deux indices spatiaux

et un d’échelle. On pose
K uy=kj (1.43)

ot K; ne dépend que de l'indice d’échelle j mais pas des indices spatiaux. On a la
formule de reconstruction suivante

X
f = [Kf;uk ' a (I.44)
A

Si K = R on peut prendre k; = 27/2 et assurer que ku,k est borné.
On estime alors f en seuillant les coefficients [Y;u,], ce qui revient a seuiller les
coefficients de [Y;k; 'uy] avec un seuil proportionnel a k.
Donoho montre dans [Don95] que le risque minimax pour 'inversion tomographique
dans les espaces de Besov ©;  décroit comme

r(@s . n) n20/(0+3/2) (145>

p,q’
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avec =S 1+2=p
Il montre également que le risque du meilleur estimateur en Wavelet-Vaguelette est
optimal :

r(f WVDs @;,q) 6 Cr (@;,q): (146)

Pour les fonctions géométriquement régulieres de O, les ondelettes presque diagona-
lisent toujours 'opérateur mais n’assurent pas une représentation creuse qui permet
d’assurer l'optimalité de I'estimateur dans ce cas.

[.2.3 Inversion tomographique en curvelets

Comme R R est un opérateur diagonal en Fourier de nombreuses familles de fonc-
tions dont les éléments sont localisés en fréquence permettent de presque diagonaliser
R R. Candes et Donoho proposent ainsi d’utiliser les curvelets pour l'inversion to-
mographique [CDO0b]. Les auteurs construisent de la méme maniére une famille
(Uy)a telle que

R U, =Kk, , (1.47)
qui induit une formule de reconstruction similaire a celle de la WVD
X
f = [Rf;Uk, ' x: (1.48)
A

On construit ainsi un estimateur grace a un opérateur de seuillage S

f= S.(V:U]) » (1.49)
A
avec un seuil dépendant de I’échelle
p——
t,=2logN.k, " (1.50)

ou N est le nombre de curvelets a 1’échelle s.
On obtient alors un estimateur dont le risque est quasi optimal sur ’ensemble ©4
des fonctions C? géométriquement régulieres. Pour tout d > 0

r(fACurvelets; @21 ") = O("4/5+d) (I51>

Que les auteurs utilisent les ondelettes ou les curvelets, la philosophie est la méme.
On inverse 'opérateur par bande de fréquences, par échelle d’ondelettes ou de cur-
velets, on a alors un probleme de débruitage par échelle avec un bruit presque blanc.
On effectue ensuite un seuillage avec un seuil proportionnel a la variance du bruit
amplifié par 'inversion.

Nous proposons une approche similaire en bandelettes.
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[.2.4 Inversion en bandelettes de seconde generation

Pour utiliser une méthode comparable a la WVD on a besoin de fonctions dont le
support fréquentiel est localisé comme les ondelettes ou les curvelets. La construction
des bandelettes que nous présentons dans la premiere partie n’assure pas cette pro-
priété. C’est pourquoi nous utiliserons une autre construction des bandelettes, dites
bandelettes de seconde génération qui sont des combinaisons linéaires d’ondelettes

de méme échelle X
bk,j = A1 (152)

!

Cette relation permet de controler le support fréquentiel des nouvelles bandelettes.
Nous présentons cette nouvelle construction qui nous permet d’obtenir un estimateur
presque optimal :

Theoreme 1.2

Soitt une fonction ayant une régularité géométrique C*, et W un bruit additionnel
de variance " suffisamment petit. Alors, avec une probabilité plus grande que 1
glog(")j", Uerreur de l’estimateur en bandelettes vérifie

ki k26 Cjlog(")jz "2 (1.53)

ou C est une constante qui ne dépend que de f .

.3 Deconvolution de train de Diracs, inversion Sis-
mique.

Dans la derniere partie de cette these nous étudierons le probleme de l'inversion
sismique. Ce probleme peut se modéliser par une convolution monodimensionnelle :

Y =h?f +W (1.54)

Y sont les observations bruitées, W un bruit borné, h un filtre appelé ondelettes en
inversion sismique et f représente la réflectivité du sol a déterminer. Cette réflectivité
est la dérivée de I'impédance acoustique.

(1.55)
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L’impédance acoustique caractérise un matériau et peut raisonnablement étre consi-
dérée comme constante sur des couches homogenes. C’est pourquoi f est souvent
modélisée par un train de Diracs

f=  a, (1.56)

[.3.1 Minimisation [1

Depuis la fin des années 70 les ingénieurs qui ont travaillé sur le probleme de la
reconstruction de train de Diracs a partir de données convoluées [CMT73] utilisent
des minimisations ;.

minkFk; avecY =h?F (L.57)

ou sous forme relaxée

minkh ?F  YK2+ KkFky: (1.58)

Des 1986 Symes et Santosa proposent des résultats de convergence de la minimisa-
tion de la fonctionnelle relaxée dans [SS86] sous contrainte de concision, c’est a dire
si f est composée d'un nombre limité de Diracs. Donoho et Stark traitent également
le sujet en 1989 dans [DS89] et donnent aussi des résultats sous contraintes de conci-
sion.

Ces résultats repris et développés dans le cadre de I’étude de représentations parci-
monieuses dans un dictionnaire redondant par Donoho et Huo [DH99], Donoho et
Elad [DE02], Elad et Bruckstein [EB02], Donoho, Elad et Temlyakov [DET04] et
d’autres, donnent tous des criteres de reconstruction contraints sur le nombre de
Diracs. La borne sur ce nombre dépend de la cohérence du dictionnaire, c’est a dire
dans le cas qui nous intéresse

jhh? ;;h? i

M(h) = o kh 2 X (1.59)

Le résultat optimal pour un dictionnaire quelconque est
kf Ko 6 1=2(1+1=M)) f est solution de (I.57) si Y =h?f (1.60)
La cohérence M (hg) du filtre discret hg

ho(!) = 1t x/27/29(") (1.61)

qui conserve uniquement la moitié basse des fréquence est M (hg) = 2= .

Une telle cohérence ne permet pas d’assurer la reconstruction de signaux composés
de deux Diracs. Pour la plupart des filtres passe bas, on a le méme probleme de
cohérence élevée. Les ondelettes sismiques réelles qui sont essentiellement passe bas
engendrent des cohérences relativement élevées.
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[.3.2 Un autre critere, lI'espacement

On pourrait penser que la borne fournie par la cohérence est grossiere et qu’on ne
peut pas trouver de vecteurs composés d'un petit nombre de Diracs qui ne soient
pas reconstructibles par (I1.57) ou (I.58). Il n’en est rien. Il existe en effet des petites
combinaisons de Diracs non reconstructibles par minimisation 11. Pourtant la mini-
misation 11 et particulierement sous la forme relaxée (1.58)) est utilisée avec succes
en inversion sismique.
Pour expliquer ces bons résultats nous proposons une contrainte sur ’espacement
du support d’un vecteur et non plus sur le cardinal. On dira qu'un vecteur f est
espacé de A si X

f= a,; avec8(i;jj)2S*ji jj> A: (1.62)

25

Ce critere correspond géologiquement a une épaisseur de couche de matériaux. Nous
proposons de montrer que pour tout filtre h il existe un espacement A(h) qui assure la
reconstruction par des vecteurs espacés de A. Cette condition d’espacement
est assez naturelle. Il semble en effet clair que si les Diracs sont tres éloignés, la
méthode de déconvolution les traitera chacun séparément.
Pour montrer cela nous allons reprendre les travaux effectués dans le cadre des
hypotheses de concision classiques en nous attachant a déterminer des conditions
non directement liées au cardinal du support qui assurent la reconstruction d’un
vecteur dans un dictionnaire quelconque. Nous détaillerons le critere proposé par
Gribonval et Nielsen [GN02] qui lie le support S d'un vecteur reconstructible aux

éléments du noyau du dictionnaire :
P

P.1(S;h) = sup —Pkizijkj

T (1.63)
z2ker(h),z60 k JXk)

P1(S;h) < 1=2 assure que tout vecteur a support dans S est reconstructible par
(I.57) dans le cas non bruité.

Nous montrons que les signaux suffisamment espacés vérifient cette condition en
introduisant un nouveau critere.

Nous détaillons ensuite deux criteres introduits par Tropp [Tro05] et Fuchs [Fuc02]
qui assurent la reconstruction de vecteurs par la minimisation relaxée (1.58). Nous
montrons que les signaux suffisamment espacés vérifient ces criteres et nous en dé-
duisons un théoreme de reconstruction dans un cas bruité. Si un vecteur X, est
suffisamment espacé et que le bruit est suffisamment petit par rapport aux compo-
santes de Xg, la minimisation |; relaxée permet de retrouver exactement le support
de Xo. Nous proposons des méthodes numériques pour estimer ces distances A qui
peuvent étre de 'ordre de 5 zéros entre chaque composante non nulle pour un filtre
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ne conservant que la moitié basse des fréquences. Les distances que nous calculons
sont proches des distances réellement observées en sismique. Ainsi notre étude théo-
rique permet de comprendre en partie les bons résultats obtenus par cette méthode
depuis de nombreuses années.
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Chapitre I
Estimation d'images par
bandelettes et
estimateurs par projection

Intro duction

Retrouver une image a partir d’observations dégradées par un bruit blanc gaussien
additif est un probléeme qui releve autant du traitement du signal que de ’estimation
statistique. De nombreuses approches ont permis d’intégrer la géométrie réguliere
des images dans des modeles. Il semble donc naturel de prendre en compte cette ré-
gularité également dans I'estimation statistique de ces images. Dans cette premiere
partie nous proposons de déterminer un estimateur quasi-optimal du point de vue
minimax sur une classe de fonctions géométriques utilisées comme modeles d’images
réelles.

Ce travail prend sa source dans le développement des bases de bandelettes dans
le cadre de 'approximation des images géométriques. Les bandelettes sont des fa-
milles de fonctions qui s’adaptent aux images géométriques et qui en fournissent des
représentations optimales au sens de 'approximation non linéaire. A partir des ban-
delettes nous construisons un estimateur par projection dont le risque est liée aux
capacités d’approximation non linéaires des bandelettes par un principe de sélection
de modele gaussien. L’objet de ce premier chapitre est de montrer que ’estimateur
construit a l’aide des bandelettes est presque optimal au sens minimax :

Theoreme 11.1
Pour toute fonction f C* géométriquement réguliére, avec > 1, il existe une
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constante C et une constante C tel que pour tout > 0 l'estimateur F de f a partir
de dY =f (t)dt + dW wérifie avec une probabilité plus grande que 1  C"

kF fk?6 Cjlog"j?"2/(a+l) - (IL.1)

En effet nous verrons que pour la classe des fonctions de notre modele, les fonctions
C* géométriquement régulieres, la vitesse de décroissance asymptotique du risque
minimax est de Pordre de * 7. Le risque de notre estimateur est ainsi optimal a un
facteur logarithmique pres.

Pour construire ce nouvel estimateur de seuillage en bandelettes, nous avons été
obligé de modifier la construction proposée par Le Pennec et Mallat. Cette nouvelle
construction qui remplace les frames de bandelettes par des bases orthogonales est
décrite entierement dans ce chapitre.

La premiere partie de ce chapitre définit le probleme précis que nous proposons de
résoudre, le modele de bruit et la classe des fonctions régulieres que nous utilisons.
La seconde partie présente le cadre général des estimateurs par projection. Nous y
rappelons les inégalités oracles qui permettent de borner le risque par une entropie
dépendant de la base choisie. Cette entropie dont la décroissance est liée aux capa-
cités d’approximation non linéaires des bases considérées est au cceur des démons-
trations de ce chapitre. La troisieme partie introduit la notion de modele d’horizon
discret et décrit la construction des bases orthogonales de bandelettes. La quatrieme
et derniere partie est consacrée a la démonstration des capacités d’approximation
non linéaire des bandelettes.

1.1 Estimation desimages

[1.1.1 Modele de bruit blanc

Le but de I'estimation est de retrouver un signal a partir d’observations dégradées.
Nous nous intéressons dans ce chapitre uniquement a une dégradation obtenue par
I’ajout d’un bruit blanc. Nous supposerons que le signal f & estimer appartient a
une classe © de L*(D) o D est un domaine fixé et f est altérée par un bruit
blanc additionnel de variance ". Plus précisément, I'observation Y est définie par la

formulation différentielle
dyY =f(t)dt+ dW(t)

ou W est un processus de Wiener standard et " est le niveau du bruit. Si on décom-
pose ce modele sur une base orthogonale on obtient un modele de bruit blanc. Soit

32



Estimationdesimages Sectionll.1

fb,g une telle base de L%(D), le modele de bruit blanc continue devient sur chaque
composante

hY;b.i = H;bi + W,

ou Wy, = Db (t)dW(t) est un bruit gaussien iid. Retrouver f est alors équivalent a
retrouver Hf ;byi pour tout k. Ce modele est différent du modele d’échantillonnage
dans lequel 'observation Y est un nombre n d’échantillons altérés par un bruit
gaussien iid

Y(Xk) =f (Xk) + W,

Cependant, sous des conditions de régularité qui sont satisfaites dans tout ce cha-
pitre, il existe une relation étroite entre le modele d’échantillonnage avec un para-
metre et le modele de bruit blanc avec le parametre * = #= : tous les résultats qui
sont obtenus dans le cadre du modele de bruit blanc peuvent étre énoncés dans le
cadre du modele d’échantillonnage avec ce changement de variables. Une fois qu’on
a choisi une classe O, les questions qui se posent sont : Comment construire un
estimateur efficace F de f a partir de I'observation Y ? Quels sont les performances
de cet estimateur ? Est il optimal ou proche de 'optimalité ? Comment le choix de
Iestimateur dépend-t-il de la classe © qui peut ne pas étre connue. Nous étudierons
lefficacité d’un estimateur dans le cadre minimaxr quadratique. Pour toutes classe
O, le risque minimax quadratique est défini par

infsup E (kf ~ F(Y)k?)
F 429

ou F est un estimateur. On parlera également de la vitesse de décroissance minimax
d’une classe de fonction. Cette vitesse désigne la vitesse de décroissance minimax
du meilleur estimateur sur cette classe. Cette vitesse est liée a la complexité de la
classe considérée.

Dans toute la suite, F désigne 'estimateur ou ’estimé selon le contexte. La vitesse
de décroissance du risque quand " tend vers 0 est appelée vitesse de décroissance
minimax. Notre but est de construire explicitement un estimateur qui atteint la vi-
tesse de décroissance minimax. Nous allons maintenant présenter le modele d’images
géométriques que nous utiliserons dans toute la suite.

[1.L1.2 Un modele pour les images

Les images ne sont pas tres bien modélisées par les espaces de régularité isotropique
classique (C%, Besov, ...) si bien que les résultats d’approximation classiques va-
lables en une dimension ne peuvent étre étendus a deux. De fait il est souvent plus
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naturel et réaliste de décrire les images comme des fonctions régulieres par mor-
ceaux. Les limites de ces régions régulieres sont les contours qui sont les éléments les
plus visibles et les plus significatifs des images. Korostelev, Tsybakov puis Donoho
apres eux proposerent un modele pour les images géométriques en reprenant ces
propriétés de régularité anisotrope qui semblent correspondre a un grand nombre
d’images : les images géométriquement régulieres sont définies comme les images
régulieres en dehors d’un ensemble de contours qui sont eux mémes réguliers. Dans
[PMO5] Le Pennec et Mallat ont proposé une extension de ce modele en ajoutant
un lissage du aux effets de diffraction lors de 'acquisition de 'image. La définition
qu’ils proposent est basée sur les fonctions holdériennes. Si 0 R? est un ouvert,
on note C*(Q2) I'espace des fonctions -holderniennes d’ordre  sur €. Ce sont les
fonctions f : @ R? ayant des dérivées partielles jusqu’a 'ordre [ | vérifiant

0 1

Fite2i@) PR & yilal a
8mi18x22 8mi18m;2 IX Yl

max sup

ific @ = max% avtaz=lo] (z.y)202

8314‘ azf(l')
maxX Sup —aiyaz
ai+azba ;o0 Oz Oz,

avec 8
< bc s 2N
1 si 2N

A partir des fonctions Holdériennes, on définit les fonctions C* géométriquement
régulieres.

De nition 11.1
Une fonction f est C* géométriquement réguliére sur [0;1]* si

—f =f ouf =f 2h avecf 2 C*(A) pour A = [0;1]>  fC,Q166 ¢,

— le noyau de lissage h est C, & support compact dans [ s;s]? et khke 6 s ()

— les courbes de discontinuité C, sont Héldériennes d’ordre et ne s’intersectent
pas tangentiellement si > 1.

Korostelev et Tsybakov ont étudié la vitesse de décroissance minimax optimale que
I’on peut espérer pour un estimateur sur la classe des fonctions C® réguliéres. Ils ont
prouvé que la complexité de cette classe était la méme que celles des fonctions unifor-
mément C® et que la vitesse de décroissance optimale était "2/(@+1)  Notre objectif
est de construire un estimateur qui atteint cette vitesse optimale sans connaissance
précise et préalable de
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Fig. II.1 — Exemples d'images géométriquement régulieres, non lissées a gauche et
lissée a droite.

1.2 Estimateur par projection et selection de modeles

[1.2.1 Estimateur par projection

Un estimateur par projection se construit en deux étapes. On projette d’abord linéai-
rement 'observation Y sur un espace vectoriel L de dimension finie. Cette premiere
étape permet d’avoir une observation Y = P (Y) que 'on projette ensuite sur un
sous-espace M choisi de facon adaptative parmi une collection fM .g,or de sous-
espaces. Ces sous-espaces sont engendrés par des sous-ensembles d’un dictionnaire
fini de vecteurs D = fb,gro . Ces = jK | vecteurs sont appelés générateurs. Chaque
sous-espace M , est défini par M, générateurs de D par

M, =vectfh,; k21, K;jl,j=M,g
et 'estimateur F, correspondant est défini par
F,=Pu Y

Le seuillage dans une base orthogonale de L est un exemple d’estimateur par pro-
jection.

Les sous-espaces M, sont alors ’ensemble des sous-espaces engendrés par les
vecteurs de bases de L. Notons au passage que le nombre total d’espaces M , et
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donc de projections possibles 2% est bien plus grand que le nombre de vecteurs
de base. Ce modele d’estimateur par projection comprend également les estimateurs
par seuillage dans des frames, les estimateurs par projection dans une meilleure
base et les approximations polynomiales par morceaux qui sont présentées dans la

partie 11.2.4

Apres la premiere projection fixe sur L, le probleme qui se pose est de choisir M
de telle sorte que I'estimateur F, ait de bonnes propriétés. Ce choix est réalisé de
maniere adaptative grace a une approche de sélection de modeles par pénalisation.
Ces estimateurs par projection entrent dans la classe des modeles non-emboités in-
troduite par Birgé et Massart dans leur théorie générale de la sélection de modeles.
La restriction sur la structure des modeles a deux fonctions. La premiere est d’avoir
un terme de pénalisation simple et la seconde est d’atteindre des résultats asympto-
tiques presque optimaux.

[1.2.2 Selection de modele par estimation penalisee

Comme il I’a été souligné par un grand nombre d’auteurs, I’estimateur par seuillage
peut étre vu comme un estimateur par pénalisation. En effet, conserver les coeffi-
cients hY; b, qui sont au dessus du seuil T (dont la valeur absolue est au dessus du
seuil T) revient & minimiser sur les sous-ensembles de K

X X
jnY;bij2+ T2
k2~ k2

En utilisant I'orthogonalité de la base fb.Qyo i, cette relation devient
kY FK+TM,

ot F, =Py Y et M, =vectfb,; k2 g Donc l'estimé par seuillage F est égale-
ment solution de B
F = argminkY F.k* +T2M,
F

F est ainsi la solution de la minimisation d’'une fonctionnelle pénalisée avec la pé-
nalisation T?M., associée au sous-espace M .. Ce terme de pénalisatio& est similaire
a celui proposé par Birgé et Massart ou Willet et Nowak pour T = = log

Ce résultat peut étre étendu a la plupart des estimateurs par projection. Soit L un
espace vectoriel de dimension finie et soit fM ,0,2r une collection de sous-espaces
engendrés par des générateurs choisis parmi un ensemble fini D de cardinal
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L’estimateur pénalisé que nous considérons est défini comme étant la solution du
probleme de minimisation suivant :

F = argmin KY F.K*+ Zlog *M,
F =Py ¥
2T

Nous rappelons que Y est la projection de Y sur L.

L’intérét principal de la premiere projection sur L est d’assurer que la quantité a
minimiser est toujours finie et peut donc étre minimisée. En effet, un processus de
Wiener projeté sur un espace vectoriel de dimension infinie a une énergie infinie.
Ainsi, si on ne projette pas Y sur un espace de dimension finie, la fonctionnelle
ci-dessus est toujours infinie.

En reprenant les arguments de Donoho et Johnstone, voir [DJ94a] on montre dans le
théoreme que F minimise presque une erreur quadratique d’estimation pénalisée.

Theoreme 11.2

Soit L un espace vectoriel de dimension finie et soit fM 0,21 une collection de sous-

espaces engeﬁlglrés par des générateurs choisis parmi un ensemble fini D de cardinal
, et > 4 2. Avec une probabilité plus grande que 1 1=, pour tout f et tout

niveau de bruit lestimé F défini a partir de dY =f (t)dt + dW par

F = argmin KY F. K+ Zlog *M,
F =Py Y
~y2T

verifie
ki Fk*+ Zlog *Mp6 C inf kf Py fk>+ Zlog *M,
v
ot M g est la dimension du sous espace vectoriel engendré par les générateurs de F .

Birgé et Massart ont également montré un résultat équivalent en espérance. Nous
avons choisi de présenter d’abord la version en probabilité car la preuve en est plus
simple techniquement et que les différentes idées de la preuve apparaissent claire-
ment. Nous présentons ensuite le résultat en espérance.

Les inégalités de concentration sont au coeur de toutes les preuves concernant les es-
timateurs par sélection de modeles. Le terme de pénalité sert a borner les variations
aléatoires du terme a minimiser. Le lemme utilise une inégalité de concentration
sur les variables gaussiennes pour garantir qu’avec une forte probabilité ’énergie du
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bruit n’est pas grande simultanément sur tous les sous-espaces M .

La démonstration que nous proposons reprend les arguments utilisés par Donoho,
Mallat, von Sachs et Samuelides dans [DMvSS03] et par Samuelides dans sa these
[Sam01] ou les auteurs construisent des modeles appelés macrotiles qui sont éga-
lement des combinaisons linéaires de générateurs monodimensionnels. Notre cadre
étant un peu plus simple que le leur, nous proposons une preuve plus rapide tout en
conservant les idées principales.

Lemme 11.3
Avec une probabilité plus supérieure a 1 1=,

_ p__
8M ;kPy (W)k6 2 log 2M.,
ou W est la projection de dW sur l’espace vectoriel L .

Preuve - Theoremelll.2 -

Soit fo = argming_p ki fk*+ Zlog ?dim(M ) et M la dimension du sous-
2T

espace vectoriel correspondant. Par définition de F on a,

KY Fk*+ Zlog *Mp6 kY fok®+ 2log *M,

en utilisant KY FkZ = kY fkZ+kf Fk*+2hY f;f Fi et une égalité
similaire pour Y  f(, on ontient

kf Fk*+ Zlog *Mp6 kf fok®+ 2log *M,
+2nY i F fyl

Il reste maintenant & borner le terme 2hY f;F  fyi. Nous allons montrer qu’avec
une forte probabilité, il est inférieur & kf  Fk?> + 2log M . On observe d’abord
que 2hY  f;F  foi = 20Pym (Y f);F  foi puis on utilise I'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

20 f3F foij 6 2kPyw (Y  T)KKF ok

KF  fok peut étre borné par 2(kf  Fk*>+ 2log 2Mpg)'/2, en effet
kKF fok6 kF  fk+kf fok
6 (kf Fk*4 Zlog 2Mp)Y2 4+ (kf  fok? 4+ Zlog 2M,)Y2
KF  fok6 2(kf  Fk?®+ 2log *Mp)'/?
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En utilisant le lemme [I1.3 on obtient

kPum (Y T)k6 2(log *(Mp+Mg))"/?
6 2= (kf Fk2>4 Zlog *Mp+kf  fok?+ 2log 2Mg)"/?
6 2" 3= (kf Fk®+ 2log *Mp)Y/?

Ce qui donne

S . P - 9 9 9

ji2ny i F foij 6 4 2= (kf  Fk®+ “log “Mp)
ce qui assure le résultat si > 4p 2. Pour terminer la preuve du théoréme nous
prouvons maintenant le lemme [I1.3!

Preuve - du lemme [11.3 -

L’argument principal de cette preuve réside dans une inégalité de concentration. Le

lemme de Borell montre que pour toute fonction 1-Lipschitz : R™! R (j (x)
(y)j 6 kx yk) si W est un bruit blanc gaussien de variance "? dans R" alors

P((W)>E( (W)+ t)6e /2

Soit L un espace vectoriel de dimension finie et M un sous-espace de dimension M ,
m est définie comme une fonction de L dans R par

m () = kPu (f )k

m est 1-Lipschitz car toutﬁz projection orthogonale est 1-Lipschitz. On applique le
lemme de Borell pour t = 4log M en utilisant le fait que W est un bruit blanc
sur L

p
P kPyWk> E(kPy;WK)+2 logM 6 M

P

Maintenant comme E (kPy,WK) 6 (E (kPy,Wk?))'/2" M 2, on déduit que

p__
P kPyWk>3 logM 6 M
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On conclut en remarquant que

p_ X p__
P 9M ;kPyWk> 3 log M 6 P kPyWk> 3 log M

X

6 2M
M

6 X n 2n

n=1

Xn
6 n

n=1

1

6 ] :

| O
P 9M :kP,Wk> 3 log M 62i

Nous proposons maintenant le méme résultat en espérance. Nous reprenons la preuve
proposée par Barron, Birgé et Massart dans [BBM99).

Theoreme 11.4
1l existe Cy et Cy tels que 'estimateur F défini par

F = argmin kY F.k*+48log " *M,
F=Ppy Y

vérifie

E(kkf Fk?)6 C, inf kf Py fk®+48log *M, +Cy"%
Y

La preuve de ce résultat en espérance est proche de celle en probabilité. Nous allons
travailler en probabilité et passer en espérance a la fin. Nous allons utiliser également
une inégalité de concentration et introduire un terme X., (X) qui permet de controler
le bruit sur un ensemble de probabilité supérieure a 1  €*. C’est cette borne qui
nous permettra de passer en espérance.

On utilisera plusieurs fois dans ce lemme que la pénalisation 48log > 1. Nous ne
le repréciserons pas a chaque fois.
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Preuve - 1.4 -
On note ( le modele associé a F et ; le modele associé a f| défini par

f; = argmin kf  F k*+48log " M.,
F =Py [
2T

Comme précédemment on a
kf Fk®6 kf f,k*+48log M ,,"? 48log M " + 2HW;F  f,i (I1.2)

On va maintenant borner le produit scalaire W;F  fi.
Soit o un modele quelconque et X > 0 un réel positif. A tout h 2 M ., on associe le
processus gaussien suivant

Z(h) = L}h _hf)l' avec | (o ) =kf  hkZ+kf k2422 (IL3)
. 2

2
ol X, = 32(M,, +2x 4+ 6log M ). Ainsi X,, dépend de X.
On va borner ce processus en utilisant le lemme de concentration suivant

Lemme 11.5
!
P supzZ(h)>E+ 6e/ 8 >0 (11.4)
h2M
Si E > E(hzs;/llp Z(h)) et si Var(Z(h))6 2
2

Ce lemme est une conséquence de l'inégalité de Cirel’son, Ibragimov et Sudakov,
voir par exemple [Led96].

On cherche d’abord une valeur de 2

vérifiant I’hypothese du lemme. Comme

Var(hW; ui) = "?kuk? (I1.5)
et ]
L( 9;h)> 5(kh fik? +X.,"%) > kh  fkx!/> ! (I1.6)
on a
Var(Z (h)) ="?kh  fkl ?( 3;h)6 x_," (I1.7)

On peut ainsi prendre dans le lemme =X,
On détermine ensuite une valeur de E vérifiant les hypotheses du lemme.
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Soit (€y;:::;€ey) une base orthogonale de M ,, +M ,,, ona N 6 M, + M.,. Par
Cauchy Schwarz on a
XV XV
z*h)6 kh  fik*1 *( 5;h)  jhWeij?6 x,"*  jhw;eij *: (I1.8)
j=1 j=1

Comme cette derniere majoration ne dépend plus de h2 M ., on peut écrire

XY
sup Z*(h) 6 x.,"*  jhW;ejij? (I1.9)
h2M =1
et donc
E( sup Z*(h)) 6 x,'(M,, + M.,): (11.10)
h2M

2

En utilisant I'inégalité de Jensen on a

E( sup Z(h)) 6 x.,)/*(M,, +M,,)"/%: (IL.11)
h2M

On peut ainsi prendre E = X,,"* (M4, s ,)'/? dans le lemme TL5.
Pour ?=2(x+2log M .,)=x,,, par définition de X, on a

LE6 pﬁ(M71+M72+2X+410g M) 5 1 (1L.12)
X, 4
En appliquant le lemme 1.5/ on obtient
_ 1 1
P(Z(Py (Y))> -)6 P(sup Z(h)> -)6 e 2lerM2g = (I1.13)
2 4 hoM 4
Si on somme toute ces inégalités associées a I’ensemble des modeles 52 T’
!
WPy (Y) i 1 X
P sup v A ), > e e 2lmsMy, (I11.14)
7221 ! ( 2!P|V| Z(Y)) 4 22T

P
Nous avons vu dans la preuve du lemme [IL3 que _ ,€ 2ogrM 5 < 1= < 1.
On applique 'inégalité 11.14] au modele ( et a F pour obtenir, en dehors d’un
ensemble de probabilité inférieure a e ,

AW, F f1i6 1 ( ;F)6 ki fik*+kf FK*+16"* (M., +2x+6log M ,): (I1.15)
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On en déduit en reprenant (I1.2), qu’en dehors d'un ensemble de probabilité infé-
rieure a € ¥, on a

ki  Fk>6 3kf f;k>+96log M .,"? 96log M ,"°

+16"%(M.,, +2x +6log M ) (I1.16)
6 3kf f,k®+8=3 48log M ., + 32" (I1.17)
On pose ) B
V =max(kf Fk®> 3kf fk* 8=3 48logM .,;0) (I1.18)
Par définition de V on a
E(kf  Fk®) 6 3kf fk®+8=3 48logM ., +E(V) (I1.19)

avec P(V > 32x"%) 6 e ®. En intégrant par rapport & X on a E(V) 6 32 d’ou le
résultat. u

[1.2.3 Calcul du risque de I'estimateur.

Dans le paragraphe précédent nous avons montré que ’estimé F minimise presque
ki gk?+ 2%log 2dim(M ) dans le sens ot pour g = F on sait que la valeur de la
fonctionnelle pénalisée ci-dessus est au plus C fois supérieur au minimum ou C est
un réel que l'on sait borner.

On va maintenant utiliser la borne obtenue sur la fonctionnelle pénalisée pour estimer
kf  Fk. Dans un premier temps on borne simplement kf  FK par

ki FK*6 2(kf fk2+ki FK?)

Ainsi un controle sur les deux termes de droite permet-il un controle sur le risque
de Destimateur. Le premier terme kf ~ f k? est 'erreur d’approximation linéaire due
a la projection de f sur 'espace vectoriel L de dimension finie. On peut borner ce
terme en utilisant une borne uniforme sur l'erreur d’approximation linéaire sur la
classe © qui nous intéresse. Ce terme est déterministe et releve donc uniquement de
la théorie de 'approximation.

Le théoreme I1.2 donne une borne sur le second terme sur un ensemble de probabilité
tendant vers 1 quand " tend vers 0. Cette borne est égale a

Cinfkf Py fk>+ *log *M,
2T
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A la constante C pres, cet infimum correspond a la formulation lagrangienne de la
minimisation de lerreur d’approximation kf Py f k? avec une contrainte sur la
dimension de M , :
inf kf Py fk?
V2T, M =M
C’est l'erreur d’approximation non linéaire. Si on oublie la projection sur L, le pro-
bleme qui consiste a estimer

inf kf Py fk?

1
y2I',M =M

a été étudié pour un grand nombre de classes de fonctions pour lesquelles il existe
un exposant (et potentiellement un exposant 9 tel que

inf kf Py fk?6 CjlogMj* M @

V2T, M =M
Ceci implique que pour tout T

11211ﬁ ki Pu fk®+T*M, 6 COj log Tj'/ (D) T20/(et1)
5

Si I'espace L est un espace suffisamment fin, le terme dominant dans la borne sur
kf Fkest kf FKk.DanscecassiT est proportionnel & ", on peut relier 'exposant
de la vitesse de décroissance de l'erreur d’estimation et ’exposant  de la vitesse
d’approximation non linéaire par la relation =2 =( +1).
L’estimateur par projection que nous proposons est une composition de deux pro-
jections. Pour que l'erreur d’estimation soit faible il est nécessaire que les erreurs
dues a ces deux projections soient faibles. Il est d’autre part inutile que I'une soit
bien plus petite que l'autre car l'erreur totale est de I'ordre de celle des deux qui
domine. Nous proposons dans le lemme suivant des conditions sur I'espace vectoriel
L et sur les sous-espaces M ., pour controler au mieux la vitesse de décroissance de
Ierreur d’estimation en fonction du niveau de bruit ".

Lemme 1.6

Soit " un niveau de bruit, s’il existe trois constantes Cy; Cy et Cs et trois exposants
. Oet d tels que les espaces L et M ~ Vérifient les propriétés d’approximation

suivantes.

1. 8f 2 ©;kf  fk?>6 C,"?,
2. 8f 20;8T > 0;infy kf Py fk2+T2M, 6 Cy(jlog Tj¥ T8 +"2)
3. 6 Cy" <
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alors il existe une constante C tel que l'estimateur F défini par

F = argmin kY F.kK*+ Zlog *M,

F =Py YV
~y2T

vérifie avec une probabilité supérieure a 1 1=
ki Fk?6 C(jlogjlog jj +jlog j)* jlog j¥/* #
et on a également pour un bon choix de

E(kf Fk®) 6 CYjlogjlog ji +jlog j)” jlog j*/* 7

Le but de ce lemme est de borner le risque de notre estimateur. Ceci n’est possible
que si les espaces utilisés pour construire I'estimateur F vérifient quelques proprié-
tés. La premiere condition impose que L soit suffisamment fin pour que l'erreur
d’approximation linéaire sur L soit de I’ordre de "2. La seconde condition mesure la
capacité d’approximation non linéaire de la famille des sous-espaces M . La troi-
sieme condition sert a borner le cardinal des générateurs des espaces M  pour borner
I'amplitude du bruit comme nous ’avons vu dans le lemme [IL.3.

Preuve - 11.6 -

Nous proposons la preuve en probabilité, la preuve en espérance est identique et
s’appuie sur le théoreme 11.4.

Nous avons vu que

kf Fk?>6 2(kf fk*4+kf Fk?)
En utilisant le théoreme 11.2 cette inégalité devient avec grande probabilité
6 2(kf f_k2+Ci£11f;kf_ Py fk®>+ 2log °M.,)
v
En insérant f et Py f
6 2(kf fk*+C nglf; k(f f)+(f Py f)+ Py f Py K
v
+ ?log *M,)
6 2(Ckf fk*+C infkf Py f k*+ Zlog *M,)
v
En utilisant les hypotheses du théoreme avec T = P log , et la borne sur

ki Fk?®6 2C°2 + C%loglog +jlog j)ﬁl(bg )6/2 o
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ce qui conclut la preuve. "

Maintenant que nous avons une idée des conditions suffisantes sur les espaces L et
M ., pour borner l'erreur d’estimation, nous devons déterminer de tels espaces. Ces
espaces dépendent de la classe © que nous avons choisie d’estimer. Comment choisir
ces espaces a partir de © pour qu’ils vérifient les conditions d’approximation et de
cardinal du lemme ? Existe-t-il un moyen d’effectuer pratiquement la minimisation
sur tous les sous-espaces M , 7 En effet, le nombre de sous-espaces M  a tester croit
exponentiellement avec le nombre de vecteurs générateurs. Il est donc impossible
pratiquement de tous les tester. Si on veut pouvoir effectuer la minimisation il est
donc indispensable que ’ensemble des modeles, c’est a dire 'ensemble des espaces
M , ait une structure particuliere permettant une minimisation effective et pas seule-
ment théorique. C’est sur ces questions que nous nous penchons maintenant. Nous
présentons dans le paragraphe quelques exemples d’estimateurs par projection avant
de construire le dictionnaire de bases de bandelettes qui vérifiera les hypotheses du
lemme pour la classe des fonctions a régularité géométrique.

[1.2.4 Exemple d'estimateurs par projection pour les images

Dans cette partie nous proposons différents espaces L et M  qui réalisent les condi-
tions du lemme [I1.6 pour différents modeles d’images.

[1.2.4.1 Les ondelettes

Un estimateur par seuillage dans une base d’ondelettes est un estimateur par pro-
jection pénalisé comme il I'a été démontré dans la partie 11.2.2

L’espace d’approximation linéaire L choisi dans ce cas est vectf ;27 > 27°Q et
I'ensemble fMg des modeles est composé de tous les sous-espaces vectf x; (j; K) 2
| f(j; k);29 > 27%°gg. On a ainsi =2 *°  La minimisation

F = argFmin kY Fyk2 + TQMV

est obtenue directement en effectuant un seuillage dans I'espace des coefficients.

X
F = hY, j,ki gk
(j’k)’

2l>2l0
Y ij>T
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La complexité de cet opérateur de seuillage est linéaire en le nombre de pixels, ce
qui est bien plus faible que la complexité d’un algorithme d’exploration de tous les
sous-espaces M , possibles. La complexité d'une telle exploration est linéaire en le
nombre de modeles et donc exponentielle en le nombre de pixels. Le théoreme
correspond dans ce cas a l'inégalité oracle de Donoho et Jonhstone.

Les propriétés d’approximation des ondelettes sont connues pour une grande classe
d’images. Si la classe d’image est celle des fonctions uniformément régulieres, f 2 C?,
alors kf Tk 6 2290 et infy kPyf fk®*+T2M 6 CT2/(e+1) 4 22e50 Donc si on

connait le niveau de bruit " et qu’on choisit 270 = "2 les conditions du lemme 1.6 sont
vérifiées et on retrouve les résultats de Donoho et Johnstone avec =2 = +1).

Sif n’est pas uniformément réguliere mais seulement C* géométriquement réguliere,
les capacités d’approximation des ondelettes sont moins bonnes, ki  fk 6 27 et
infy kPyf fk24+T2M 6 CT +2%. Sion prend 2%© = "2 on obtient une décroissance
similaire mais avec = 1 qui ne dépend plus de

[1.2.4.2 CART et recherche de meilleure base

Comme nous I'avons déja précisé le théoreme [I1.2] est inspiré d’une série d’articles
de Donoho et Johnstone [DJ94al,[DJ94c] et [DJ94b] sur les dictionnaires structurés.
Dans le premier article, les auteurs considerent le cas d’un dictionnaire de bases
fB ;g de I2(N?) engendrées par un nombre total de  vecteurs de base. Ils définissent
la meilleure base associée a I'observation Y et au seuil T comme la base B; = fb,g
minimisant I’entropie

X
E(Y;B;T) = min(jhY; b,ij %, T2):
bn 2 B;

L’estimé F est alors obtenu par seuillage des coefficients de Y dans cette base.

X
F = hY; b,ib,
bn 2 B;
jhY,bnij >T

Cet estimé peut aussi étre vu comme la solution d’une minimisation par double
projection, comme nous I'avons décrit précédemment. En effet 1'espace 12(N?) est
déja de dimension finie et on peut donc prendre L = I?(N?). La premiere projection
est ici sans perte. On considere maintenant ’ensemble M = fM ,g de tous les
sous-espaces engendrés par un sous-ensemble d’'une des bases B; du dictionnaire. Le
nombre de générateurs est inférieur & N2 multiplié par le nombre de bases du
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dictionnaire.
F peut ainsi étre également défini comme la solution de

F= arg;ninkv F.k*+T2M,

La quasi optimalité de cet estimateur est ainsi garantie par le théoreme 11.2.

[1.2.4.3 Les curvelets

Les curvelets introduites par Candes et Donoho dans le cadre de 'approximation
non linéaire définissent un frame de L?(R?).
Nous rappelons qu'un frame de L?(R?) est une famille fb,g de vecteurs engendrant
un espace, potentiellement redondante, telle qu’il existe deux réels A et B tels que
pour tout f dans L?(R?) on ait
X X
A jhb;fij?6 kfk;6 B jhby; f ij 2

v v

Elles fournissent une représentation fixe, indépendante de la fonction f telle que pour
toute fonction f C? géométriquement réguliere, 'approximation f; & M termes
vérifie

ki fuk?6 jlogMj*M 2

ou plus précisément
kf  fuk®>+T2M 6 jlogTjT2 %)

De plus, par construction, les propriétés d’approximation linéaires des curvelets res-
tent similaires a celles des ondelettes. Pour tout ", on peut définir de la méme
maniére un espace L de curvelets dont 1’échelle est plus grande qu’un certain j.
On peut construire également une famille d’espaces M ., dont les générateurs sont
la famille de bandelettes qui définit L. On peut ainsi appliquer le théoreme et
le lemme

Cependant, la minimisation effective nécessite le calcul de projections qui sont un
peu complexes car les curvelets ne sont pas des bases orthogonales. Les projections
sont calculées par un algorithme itératif et doivent étre effectuées pour chaque espace
M .. L’algorithme pratique est ainsi trop cotiteux en calcul.
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Fig. I1.2 — Exemple de curvelets a différentes échelles et différentes orientations.

Les curvelets peuvent également étre des “tight frames” c’est a dire que la suite des
coefficients de curvelets a une énergie proportionnelle & I’énergie de la fonction. Au-
trement dit on a une égalité de type Parseval entre la norme L? de la fonction et la
norme |2 des coefficients de curvelets. Dans la définition que nous avons donnée ceci
correspond a A = B.

Dans ce cas on peut travailler directement dans le domaine des coefficients. Les hy-
potheses du théoreme et du lemme 1.6 peuvent étre transférées dans le domaine
des coefficients de curvelets. L’estimateur pénalisé est ainsi obtenu par seuillage dans
le domaine des coefficients de curvelets puis par un retour dans le domaine spatial.
Cet estimateur est différent de celui défini entierement dans le domaine spatiale mais
les deux estimateurs partagent la méme décroissance asymptotique. Les frames de
curvelets fournissent ainsi des représentations optimales pour les fonctions C? géo-
métriquement régulieres.

11.2.4.4 Approximation polynomiale par morceaux

Différentes extensions de 'algorithme CART permettent d’obtenir d’autres familles
d’estimation par projection. Ces estimateurs partagent la méme structure de parti-
tion avec des modeles simples sur chacun des rectangles de la partition. L’algorithme
CART original correspond a une approximation constante par morceaux. Les Wed-
gelettes sont des fonctions qui sont constantes par morceaux avec des singularités
le long d'un segment a l'intérieur de chaque rectangle. Minh Do et Vetterli en ont
proposé une extension polynomiale : ils considérent une approximation polynomiale
par morceaux et ils autorisent une singularité polynomiale sur chaque rectangle.

Pour chaque rectangle la géométrie est spécifiée par un petit nombre de parametres
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géométriques. Une fois qu'une géométrie est choisie, les approximations polynomiales
sont des projections linéaires. On peut montrer que si le nombre de géométries pos-
sibles pour chaque rectangle ne croit pas trop vite avec la taille du rectangle, comme
c’est le cas pour les wedgelettes et les approximations polynomiales par morceaux ,
I’hypothese sur le cardinal du nombre de générateurs dans le lemme [IL.6 est vérifiée.
Les espaces M ,, correspondent dans ce cas a toutes les partitions possibles et toutes
les géométries possibles. On n’a pas ici de premiere projection sur un espace L mais
on peut 'ajouter artificiellement en considérant une premiere projection sur I’espace
des polynoémes par morceaux a une échelle fine.

Le modele sousjacent est optimal pour une classe de fonctions dont la définition est
similaire a celle des fonctions C* géométriquement régulieres mais ou on ne consi-
dérait pas de lissage. Le lemme [I1.6| assure I'optimalité de I'estimateur polynomial
par morceaux sur cette classe. Il est cependant impossible d’ajouter un lissage a ce
modele si on veut conserver les capacités de I’estimateur.

1.3 Estimation dans une base orthogonale de bande-
lettes

Nous présentons maintenant les bases orthogonales de bandelettes qui vérifient les
conditions du lemme et qui permettent de construire un estimateur dont le
risque est quasi optimal pour la classe des fonctions C* géométriquement régulieres.
A la différence des curvelets, les bases de bandelettes sont adaptatives. Il existe
un tres grand nombre de bases et pour une fonction f donnée il n’en existe que
quelques unes qui assurent une bonne représentation de f. La représentation en
bandelettes suit le méme principe que la représentation polynomiale par morceaux.
On découpe I'image en petites sous-images et traite chaque petite zone séparément.
La ou 'approximation polynomiale propose d’approcher la fonction par un polynéme
par morceaux nous proposons de construire une base orthogonale adaptée a I'image
qui s’appuie sur un polynome.

Une base de bandelettes est ainsi une union de bases orthogonales locales. Ces bases
sont construites pour représenter efficacement des rectangles que nous appellerons
modeles d’horizon car ils sont construits sur le modele proposé par Donoho [Don97].
Les modeles d’horizon sont des rectangles sur lesquels la fonction f est C* en dehors
d’une courbe C® qui peut étre paramétrisée horizontalement ou verticalement et
éventuellement lissée par un noyau h de taille s.

Nous proposons de construire des bases de bandelettes sur de tels modeles d’horizon,
puis de montrer les capacités d’approximations de ces bases pour en déduire le
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risque d'un estimateur par projection en bases de bandelettes. Nous montrerons
dans un second temps comment ces résultats s’étendent naturellement a des images
C? géométriquement régulieres en découpant I'image de la méme maniere que pour
I’approximation polynomiale.

Les bandelettes ont été introduites par Mallat et Le Pennec [Pen02, PMO05] pour
I’approximation linéaire des images C* géométriquement régulieres. Ces bandelettes
ne forment pas des bases orthogonales mais de frames, ce qui pose probleme pour
déterminer effectivement ’estimateur. Ce point a été soulevé dans la description des
curvelets qui forment également des frames. Nous proposons dans cette these une
version orthogonalisée des bandelettes de Le Pennec et Mallat. Nous décrivons dans
le paragraphe suivant leur construction et nous détaillons dans le paragraphe d’apres
les bases orthogonales modifiées.

[1.3.1 Basesorthogonales de bandelettes sur une bande

Les ondelettes bidimensionnelles obtenues par produit tensoriel de bases d’ondelettes
monodimensionnelles ne permettent pas de représenter efficacement les fonctions f
régulieres admettant une discontinuité le long d’une courbe. Cependant si la discon-
tinuité de f suit une ligne horizontale on peut montrer que des bases d’ondelettes
anisotropes dont les fonctions sont allongées le long de la discontinuité permettent
de bien représenter f . C’est en utilisant cette propriété que Mallat et Lepennec ont
construit les bandelettes . Les bandelettes sont des bases qui suivent localement une
courbe géométrique, qui sont allongées le long de cette courbe et qui utilisent la ré-
gularité de la fonction f le long de cette courbe. Le domaine naturel pour construire
des bandelettes est donc un domaine qui suit une courbe géométrique, on appelle
ces domaines des bandes.

Les bandes horizontales sont des domaines de [0; 1] délimités par quatre bords, dont
deux sont verticaux et deux autres sont des courbes polynomiales paralleles. On dé-
finit de maniere analogue des bandes verticales. Dans la suite nous considérons des
bandes horizontales, toutes les constructions et les résultats étant similaires pour les
bandes verticales.

Une bande B est ainsi définie par une géométrie g et des bornes (a;; by; a2; ) :

B =f(X1;X2)j X1 2 [a1; 1] X2 2 [32 + 9(X1); b2 + 9(x1) 0
Le warping W associé a B est 'application de R? dans R? définie par
W(X1;X2) = (X15X2 g(X1))

L’image de B par W est par construction un rectangle R.
Sif est une fonction définie sur B, C* en dehors d’'une courbe paralléle aux bords
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Fig. I11.3 — Exemple de bande

de la bande, I'image Wf de f par W est une fonction C* en dehors d’une courbe
horizontale. Sur R on construit la base d’ondelettes anisotropes suivante :

8 9
< l,ml(xl) j,mz(x2) ; j7m1<xl> j,mz(x2) B

_ (11.20)
: j,ml(xl) j,mz(x2) '

(I>j,m1,m2)2Ig

Pour chacune des fonctions b; de cette base on a
ho; Wfi =hW b;fi:

A cette base d’ondelettes anisotropes sur R on associe une base orthogonale de
bandelettes sur B, image par W = W ! de la base précédente :
8 9
< . =
L (X1) ma (X2 O(X1)) 5 (X1) ma (X2 9(X1))

(I>j,m1,m2)21Ip
(I1.21)
Ces bases de bandelettes tirent leurs capacités d’approximations sur la bande B de
celles des ondelettes anisotropes sur R.
Dans la réalité la géométrie de la bande est polynomiale par morceaux alors que
la géométrie réelle de I'image est réguliere ce qui fait que la discontinuité warpée
n’est pas strictement horizontale. Le Pennec et Mallat ont cependant montré [PMO05,
Pen02] que si la géométrie de la bande est suffisamment proche de la géométrie réelle

alors 'erreur d’approximation décroit de maniere optimale en M ¢,

kf fyk6 CM “:

Pour approximer une fonction C* géométriquement réguliere, les auteurs recouvrent
le carré unité de bandes bien adaptées localement a I'image. Ces bandes se super-
posent et ainsi 'union des bases orthogonales locales n’est pas une base orthogo-
nale globale mais un frame. Nous proposons dans le paragraphe suivant une autre
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construction qui permet d’élaborer des bases orthogonales sur des rectangles en
utilisant la construction précédente. L’avantage des rectangles est qu’ils peuvent fa-
cilement constituer une partition du carré [0; 1]2. On peut ainsi construire des bases
orthogonales qui s'unissent en une base orthogonale globale.

[1.3.2 Des bandelettes sur un rectangle discret

L’idée que nous proposons est simple. Comme on sait construire une base de bande-
lettes orthogonale sur une bande, on divise le rectangle en deux parties : une bande
et le complémentaire de la bande. Il reste ensuite a trouver une base orthogonale
du complémentaire qui assure une bonne décroissance de ’erreur d’approximation
en utilisant la régularité de la fonction en dehors de la bande. Les contours d'une
telle bande sont polynomiaux et donc les contours du complémentaire le sont aussi.
Déterminer une base orthogonale qui a de bonnes propriétés d’approximation sur un
tel domaine n’est pas simple, ¢’est pourquoi nous proposons de raisonner en discret
et de construire des bases orthogonales discretes.

Comme dans le probleme d’estimation nous commengons par projeter la fonction f
sur un espace vectoriel de dimension finie L. La construction d’une base orthogonale
sur L peut étre vue comme un changement de base orthogonale par rapport a une
base orthogonale naturelle de L. Nous proposons pour construire nos bases de ban-
delettes de projeter nos données sur un espace de fonctions d’échelle V;; engendré
par des fonctions ®j, i, , et de construire une autre base orthogonale de V;, adap-
tée aux fonctions C* géométriquement régulieres. Dans le paragraphe suivant nous
détaillons la construction des bases de bandelettes sur I’équivalent de la bande, c’est
a dire un rectangle discret dans notre cas. Nous appelons rectangle discret 1’espace
vectoriel engendré par des fonctions d’échelles formant un rectangle :

R = vectf i ki Ki 2 [ bi]ike 2 [ag; by]g

Nous verrons plus tard comment on construit une base orthogonale de bandelettes
globale sur le carré [0;1]* & partir de bases sur des rectangles discrets.

Les bases que nous construisons sur un rectangle discret doivent permettre de bien
représenter des petites sous-images d'une fonction f C* géométriquement réguliere.
La brique élémentaire des fonctions de cette classe est le modele d’horizon. Si une
base locale parvient a représenter de fagon quasi optimale une fonction f de la
classe © sur les modeles d’horizon alors elle sera a méme de le faire pour la fonction
f globalement. Nous définissons ainsi un équivalent discret du modele d’horizon avec
des contraintes qui permettent la construction d’une base ayant de bonnes propriétés
d’approximation non linéaire
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De nition 11.2
Soit R un rectangle discret, on dira que R est un modéle d’horizon horizontal si

1. La fonction f a support dans R est C* géométriquement régulicre.

2. Si une seule courbe C de singularité de T intersecte le support des fonctions
qui engendrent R .

3. Si cette courbe C fait un angle toujours inférieur a =3 avec ’horizontal.

4. Sila courbe C est éloignée de plus de 4S des bords horizontaux de R.

Les bases de bandelettes que nous construisons sont ainsi adaptées a une certaine
configuration géométrique bien particuliere.

[1.3.2.1 Construction des basessur un rectangle discret

Comme nous l'avons expliqué, nous séparerons le rectangle discret R en deux es-
paces vectoriels. L’un est la bande discrete, notée Bgr, 'autre est l'extérieur de la
s ? . .z N
bande notée Bg. On construit alors deux bases orthogonales associées a chacun de

ces espaces.

Dans un rectangle discret une bande est définie par une géométrie. Soit g la para-
métrisation d’une courbe continue, la bande associée a cette géométrie est définie
par

Br = vectf jox k0K 2 [a B[ ke 2 g(ky) + [ kinﬁf}bl)g(k);bz kﬁif%l)g(k)[g

olt on note g(k) = E(2 J°g(k 2%)) le déplacement vertical de la bande au niveau
de l'indice k. Si g(K) est constant alors la bande représente tout le rectangle.

B2 est Despace vectoriel des fonctions d’échelle  j x, 1, qui sont dans R mais qui
ne sont pas dans B. Comme les fonctions j; », x, sont orthogonales entre elles on a
bien

On définit comme dans le cas continue un warping discret W

W jokike = jokike glka):
Il envoie la bande Bgr vers un rectangle discret WBg

WBg, = vectlf ik Ki 2 [asbi[jke 2 [a k%n[;f}bl)g(k>;bz kg[lfﬁl)g(kﬂg
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Dans ce rectangle on définit également une base d’ondelettes anisotropes

8 9
< l,ml(xl> j7m2(x2) ; j,ml(xl) J}mz(X?) B

_ (I1.22)
;o ma (X)) jmp (Xa)

(I>3>jo,m1,m2)2 Iy

par orthogonalisation des fonctions j, x,x,- Toutes les fonctions de cette base sont
donc des combinaisons linéaires de @, x; -
La base B; de la bande B que nous utilisons est 'image par W ! de la base précé-
dente. Soit ¥; un élément de cette base d’ondelettes anisotropes telle que
X
v; = Ay ko (I)jo,kl,kz
(k1,k2)2 T

La fonction b, = W 10, définie par
X

b = Ak ky jok1ka G(ki)
(k1,k2)2 1,

est une bandelette de la base B;. Les bandelettes de la base By suivent la géométrie g
et nous verrons qu’elles assurent une bonne approximation non linéaire des fonctions
f dont la singularité est comprise dans la bande.

Nous avons étendu la notion de bandelettes continues a celle de bandelettes discretes

en ce qui concerne la bande. Pour l'extérieur de la bande nous proposons une ap-

proche totalement différente. Quand on construira une base de bandelettes associée

N . . ) .

localement & une fonction f, les supports des fonctions ®, 1, x, de B4 n’intersecte-

ront pas la singularité de f . La base que nous devons construire doit donc permettre

d’approcher les fonctions uniformément régulieres. La difficulté réside ici dans la

«“ W 9 ? 9

forme” de I'espace B qu’on ne peut pas transformer en rectangle. Cet espace a

tres souvent au moins deux “composantes connexes”.

Afin de bien représenter les fonctions régulieres nous proposons de construire des

bases d’espaces emboités V;. Ces espaces a 'image des espaces V; serviront d’es-

paces d’approximation. Nous allons construire ces espaces de maniere a assurer que

la projection d’'une fonction réguliere f sur un de ces espaces approche au mieux la
. . ?

projection de f sur B;.

Soit 1, une fonction d’échelle d'un espace V; de R avec j > jo. On peut décom-

poser cette fonction dans la base des @, 4, x, :

X
Jlle = h Jiliylo s (I)jmkl,kzl (I)jo,kl,kz:
k1,k2
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On note ~j7ll7l2 la restriction de ;1 & B, c’est-a-dire
X -
Jlile = h G2y Pio kr kol Lo ke o
(k1,k2), cI>J'(J§k1;k22B7Ji

On définit I'espace V; = vectf (;;.1,)n.,9- Ainsi on a V,, = B%. On vérifie que ces
espaces sont emboités. En effet comme \~/j0 et Br sont orthogonaux, la restriction a
\7j0 est en fait une projection orthogonale sur \7j0. Comme la projection orthogonale
conserve l'inclusion des espaces on a bien une famille d’espaces (V;);> jo emboités.

Les fonctions ;, ;, ne forment pas une base orthogonale de \7j en général. Il se peut
méme que certaines de ces fonctions soient nulles. Nous proposons donc de construire
une base orthogonale de Vj, dont on peut extraire des bases orthogonales des espaces
intermédiaires \7j. On note Wj le complémentaire orthogonal de \7j dans \7j 1- On
construit d’abord une base orthogonale de Vj en orthogonalisant par exemple par le
procédé de Gram-Schmidt la famille de fonctions ( ¢y, 1)1 1,- Ensuite pour j allant
de 1 ajo+ 1 on construit en utilisant le méme procédé des bases orthogonales
des espace Wj. Cette méthode permet d’obtenir des bases orthogonales de tous
les espaces \7j. L’ensemble des fonctions de bases de \7j0 ainsi obtenues forment la
base orthogonale B,. Nous montrons plus loin que cette base a de bonnes propriétés
d’approximation linéaire pour les fonctions qui sont régulieres sur le complémentaire

de la bande.

Il est possible de construire des bases de bandelettes avec n’importe quelle géométrie
continue mais en pratique nous n’utiliserons qu’un nombre limité de géométries. En
effet, pour controler le nombre total de vecteurs de base dans I’ensemble des bases
de bandelettes, il est nécessaire de ne considérer qu'un nombre limité de géométries
par rectangle discret. Nous ne considérons donc que les géométries polynomiales
de degré  quantifiées. Le pas de quantification des coefficients des polynomes est
lié & lerreur tolérée sur ’approximation. Si on veut s’assurer d’étre proche de la
géomeétrie réelle sur chaque rectangle discret en utilisant une géométrie quantifiée, il
est nécessaire de ne construire des bases de bandelettes que sur des rectangles dont
la longueur est controlée. Nous verrons dans les résultats d’approximation comment
on gere cette contrainte de taille sur les modeles d’horizon.

11.3.2.2  Approximation sur un rectangle discret

Nous montrons ici que les bases de bandelettes permettent de représenter de maniere
optimale une fonction sur un modele d’horizon discret.Nous expliquerons ensuite
comment étendre ce résultat au carré [0;1]* et aux images C* géométriquement
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régulieres.
Nous avons le résultat d’approximation non linéaire suivant :

Lemme II.7

Soit R rectangle modéle d’horizon de largeur | et de hauteur h. Il existe un réel
Cy dépendant de f, dépendant de la position de courbe C dans R et une base de
bandelettes B tels que pour tout T vérifiant 27°/26 T 6 s7

E(f;T:B) =kPy (f) frk>+MT?6 C—f T % jlog, Tj max(l;s™):  (IL23)

ou fr est une approximation de f avec les coefficients de f dans la base B dont les
valeurs absolues sont supérieures a T et ou M est le nombre de ces coefficients.

La condition T 6 S7— n’est pas contraignante. En effet si le seuil T est trop grand
on peut toujours relisser f par un noyau de taille s° = T 7. Le Pennec et Mallat
ont montré dans [PMO05] Appendice A.5, qu'un tel lissage introduisait une erreur sur
f inférieure a celle de 'approximation en bandelettes. On peut ainsi travailler sur
f1 = hy ?f et conclure sur la fonction f en ajoutant a la fin 'erreur commise en
remplacant f par f.

L’entropie E(f;T;B) qui correspond a la quantité & minimiser dans le cadre des
estimateurs a pénalité que nous étudions, permet de mesurer la capacité d’approxi-
mation non linéaire d'une base. Elle est directement liée a la vitesse de décroissance
de l'erreur d’approximation non linéaire. On a en effet au passage le corollaire suivant

Corollaire 11.8
Il existe CO tel que

kPy (f) frk?6 CM %jlogMjott: 11.24
Jo

L’entropie a également I'avantage d’étre additive. En effet si une base orthogonale
est formée de I'union de plusieurs bases orthogonales, I’entropie de la base est égale
a la somme des entropies. Cette propriété est au cceur des démonstrations qui vont
suivre. L’entropie peut également étre vue comme le minimum d’une fonctionnelle

pénalisée associée a f; Bet T
|
X !
E(f;T;B) = n%iél jf g bij>+M(Q)T? (I1.25)
g bi 2B

Ou M (g) désigne le nombre de coefficients non nuls de g dans la base orthogonale
B de l'espace vectoriel E. Cette propriété est tres utile pour borner I'entropie.
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Preuve - du lemme [I1.7/ -

Pour construire la base B du lemme nous allons découper le rectangle R modele
d’horizon en tranches, puis en morceaux. Nous construirons ensuite des bases de
bandelettes ou d’ondelettes sur les morceaux dont nous bornerons les entropies.

Comme nous n’autorisons que les géométries polynomiales quantifiees, il est impos-
sible de garantir qu’il existe une telle géométrie qui reste proche de la géométrie
réelle. Or les bases de bandelettes ont été créées pour bien représenter les fonctions
dont la discontinuité reste dans la bande sur toute la longueur du rectangle discret.
L’idée qui permet de se ramener a des rectangles de bonne taille est de découper
R en tranche de longueur s'/®. En effet Le Pennec et Mallat ont montré que si
la géométrie C réelle de la courbe C et la géométrie g pratiquement utilisée pour
construire la base de bandelettes ne divergeaient pas de plus de C;S en norme in-
finie : ke gk; 6 C;s alors la base de bandelettes sur la bande avait de bonnes
propriétés d’approximation. Ou C; est un réel controlé, voir [PMO05] partie 3.2, théo-
reme 1. Plus précisément c’est la direction de g qui compte si on a une géométrie
01 = g+ Z ou g est proche de Cet ou zZ est un réel quelconque @; conviendra égale-
ment. On veut que les lignes de flot induite par g restent proches de celle induites
par C.

Le polynome de degré qui approche le mieux la géométrie réelle diverge d’au plus ¢
de celle ci. Comme les coefficients sont quantifiés au pas 270 6 s@tb/e la différence
entre le meilleur polynome quantifié et le meilleur polynéme est bien controlée. On
en déduit que si | 6 s/* alors 'approximation sur la bande sera bonne.

On ne découpe cependant pas directement R en tranches de longueur s*/¢ car pour
appliquer les résultats d’approximation sur une bande il est nécessaire de pouvoir
borner la hauteur de la bande en fonction de sa longueur. Cette condition permet en
fait de ne pas surdécouper inutilement des parties régulieres loin de la singularité.
Nous proposons donc un découpage en trois temps. D’abord on découpe verticale-
ment R en tranches larges de longueur /%, On redécoupe ensuite chacune des
tranches autour de la discontinuité pour construire de petits modeles d’horizon dont
les deux dimensions sont de 'ordre de sY/® . On peut méme s’arranger pour que
la courbe soit bien centrée dans ces rectangles. Maintenant que la hauteur de ces
rectangles est bornée par s'/(2®) on peut diviser en tranche de longueur s*/¢. Ainsi
on ne surdécoupe pas les zones régulieres et on a bien des petits modeles d’horizon
de longueur souhaitée.

On démontre d’abord le lemme suivant sur chacun des petits modeles d’horizon :
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Lemme 1.9
: N , 1
Soit R un modéle d’horizon, dont la longueur | est bornée par S~ et dont la largeur

h est bornée par sz et telle que | 6 Cih. On note d la distance minimale entre la
courbe C et les bords horizontaux de R et on définit = %. Il existe C et une base

de bandelettes B tels que pour tout 27/26 T 6 s7

E(f;T;B) 6 %T* sTjlog, Tj: (I1.26)

Preuve - 11.9 -

Nous avons vu que les bases de bandelettes sur les modeles d’horizon sont constituées
de deux bases, B; sur une bande discrete et B, sur le complémentaire orthogonal.
Nous proposons une preuve complete des capacités d’approximation d’une base de
bandelettes sur le complémentaire de la bande, puis un résumé de la preuve pour la
base B; sur la bande avec les arguments principaux. En effet, la preuve des capacités
d’approximation non linéaire de la base By est faite intégralement dans [PMO05],dans
la partie 6 et particulierement le lemme 6.1. De plus cette preuve est tres technique
et une partie de celle ci se retrouve dans la démonstration des capacités d’approxima-
tion de B,. Nous bornons donc deux entropies associées a By et By et nous sommons
ensuite les bornes pour obtenir une borne sur ’entropie associée a B = B; [ Bs.

Soit € une paramétrisation de la courbe C qui traverse le modele d’horizon R. On
considere la géométrie g polynomiale de degré  dont les coefficients sont quantifiés
avec un pas de 2/° qui approche le mieux ¢ en norme L; . Comme | 6 s/%, on a
kg ck; 6 s.

On construit la base de bandelettes discrete associée a la géométrie g. Soit By la
base de bandelettes associée a l'extérieur de la bande. On a le lemme suivant

Lemme 11.10

C
E(f;T;By) 6 - T? max(IT ;1) max(hT ;1) : (I1.27)
Preuve - 11.10 -

Pour montrer ce lemme nous allons construire une fonction g; telle que

X

C
—2T2 max(l T %1;1) max(hT %1;1)

N jodakerf Gii*+M (91) T? 6
(k1,k2)2 0
(I1.28)
et conclure par la définition de I’entropie.
Comme le rectangle que nous utilisons est un modele d’horizon, la singularité de f est

59



Chapitrell Estimationd'imagespa bandelettes

éloignée de plus de 4s des bords supérieur et inférieur de R, la bande contient donc
entierement la singularité lissée qui est d’épaisseur 2S. Sur le support des fonctions
®jo x,x, qui engendrent Vj, la fonction f est donc réguliere. Dans ce cas classique
de régularité uniforme on sait que I’échelle de coupure en dessous de laquelle tous
les coefficients sont inférieurs a T est I’échelle TY/(@+1) Nous ajoutons une condition
technique sur cette échelle afin de pouvoir exploiter la régularité de f sur un espace
un peu plus grand que V.

On note 27¢ = min(T+1; L) et g = Py _(f). On veut borner M (g1)

M (g:) 6 K?max(I2 %;1)max(h2 ;1) (11.29)

o 1
Si 2¢ = T 7+ nous avons

M(g) 6 K2max(IT ;1) max(hT ;1) (I1.30)
Sj 2Jc = % nous avons
2K 2K 4K 4
M (g1) 6 K 2max(2eSL 1) max(2R 1) 6 —-max(IT =;)max(hT ~7;1)
(I1.31)
Ainsi dans les deux cas nous obtenons la borne
4K 4C
M(g)T26 —5—max(IT “1;1)max(hT ~1;1)T? (I1.32)

Nous introduisons maintenant une nouvelle famille d’espaces pour borner les coeffi-
cients d’ondelettes

E, = \7j0 + Vec( jniiio < j°6 j such that : Support( )\ G=3)

ou G est la singularité lissée.

X
h josseit 0% =iiPy (F) Py (F)ii? (I1.33)
(k1,k2)2 Q0

Comme V;,  Vj, nous avons

=Py, (1) Py (Py (1) (11.34)

io

= minjjPy; (f) Fjj? (I1.35)
F2V;
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D’aprés la définition de Vj; Py (Py (f)) 2V,

6 jiPy (f) Py (Py ()i’ (11.36)
6 jiPy (f Py, (f))ii (IL37)
Comme \7]'0 ch
6 iPr(f Pu.( )ii? (IL.38)
6 jj W nniPe ()i’ (I1.39)
) 1x<j’6jc l%z | )
6] 2 SN j/,ll,lzjj2 (I1.40)

Jo<j'6 je (l1,12)2;

Ou ;s est 'ensemble des indices (l;;13) tels que les ondelettes /4, 5, n'intersectent

pas G. Comme K 2/¢ 6 &, si 4k, intersecte G on a Pf/jo( ik ks) = 0 et par

orthogonalité des ondelettes on obtient Py ( ji1,05,) = 00uPr_( jin) = i/ kiko

X X |
6 Hf vl 2 (II41)

Jo<j'<je (ll,l2)2~/j ’

Comme ces ondelettes sont toutes orthogonales entre elles
X X

6 C22at2)’ (I1.42)
Jo<j’'<jec (ll,lz)Z’yj /

en utilisant la régularité de f sur le support de chaque ondelette.

X , L
6 C 2(Ra+Di'K 2 9 I 2 I'h (11.43)

Jo<j'<Jje
parce qu'il y a au plus K212 7'h2 7" ondelettes a I’échelle j°©
6 CK?22%¥¢|h (11.44)
d’apres la définition de j. on déduit que

6 CK2T2IT “ThT ~r (I1.45)
6 CT2K?max(IT +;1)max(hT +1;1)  (IL46)
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De (IL.32) et de (I1.46) on déduit (I1.27).

Nous bornons maintenant ’entropie associée a la base B;.

Lemme 11.11

E(f;T;By) 6 CT2 max(IT ~;jlogy(T)j) + max(L;I T =T) max(L;hT —1)
(I1.47)

Nous ne donnons ici que les éléments de la preuve de Le Pennec et Mallat dans
[PMO5] dans le cas discret. Les auteurs réalisent une preuve dans le cas continu et
montre dans la partie 6 comment on peut se ramener au cas discret si les valeurs dis-
crétisées sont obtenues par moyennage local. Ce qui est notre cas car la discrétisation
que nous utilisons est une projection sur un espace de fonctions locales d’intégrale
égale a 1.

Nous montrons d’abord que I’entropie d’une base B®d’une bande continue ) associée
a la bande discrete B est bornée par le membre de droite de I’équation (I1.47). On
utilise ensuite le fait que les entropies locales de B%et B; sont proches pour conclure.

1. Comme la géométrie g choisie est suffisamment proche de la géométrie réelle, on
est assuré que les  premieres dérivées selon la seconde variable de la fonction
W (X1;X2) =f (X1; X2 +9(X1)) est bornée en tout point de la bande €2 définie
par

Q="Ff(Xi;X2)nX1 2 [ by]; X2 2 [a g(X1);k  9(X1)]g
comprenant tous les points dans le support de la bande discrete.
2. Nous montrons ensuite que la base B? définie par
8 9
S (K1) (X 901)) 5 m (K1) me(Xe g(X1)) T

(I>j,m1,m2)21

(I1.48)
est une base orthogonale de €2

3. Nous séparons les fonctions de base de B%en deux bases, celles qui intersectent
la singularité lissée et les autres : B= BY[ BS.
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4. En utilisant la régularité de f loin de la courbe et les propriétés des ondelettes
nous montrons que

X
E(F;BYT) = min(hf ;6 1, % )
bil:k 1:k228é’j>j0
6 CK T2 (max(L;IT 1) max(LhT “r))  (IL49)

En utilisant le fait que la fonction f est réguliere le long de la courbe et que le
nombre de bandelettes qui intersectent la courbe lissée est faible on obtient :

X
E(f;B%:T) = min(jhf ;B i) % T?)
b y,285.9% I
6 CK2T2max(IT ~;jlog, Tj): (I1.50)

L’intérét d’utiliser des fonctions allongées le long de la discontinuité est d’as-
surer qu’'un petit nombre de fonctions de base intersectent la discontinuité.
On déduit ensuite que

Ef;T;B%6 CK2T2 max(IT ~;jlog,(T)j)
+max(L1T 1) max(L,hT ) : (IL51)

5. On conclut alors X

X
E(f;By;T)6 2(E(f;BAT) + it i b i %)
J>jo ka,k2
6 2(E(f;B%T) + C27)
6 2(E(f;B%T) +CT?):
En sommant (I1.47) et (I1.27) on obtient que la base de bandelettes B = By [ B,
vérifie sur un modele d’horizon

E(f;T;B)G %Tz max(lT %;jIOgZ(T)D
+max(1;1T ) max(LhT ) :

Nous montrons maintenant que la base B vérifie I'inégalité .
Comme on a supposé que | 6 s eth6 SzL, on a

C . .
E(f;T;B)6 — T? max(sl T %1;] log,(T)j) + max(1; ST +1) max(1; st T +1)
(I1.52)
Comme T 7 6 S, il existe trois possibilités
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1. s* 2 [T ;T Tjlog, Tj]

E(f;T;B)6 %TZ s2 T 1 +]jlog, T (I1.53)
6 STH ST 4T log, T (IL54)
6 %TZ? (s +5s jlog, Tj) (I1.55)
6 %T— s jlog, Tj: (I1.56)

2. s* 2]TTjlog, Tj; T ]

E(f;T;B)6 -T2 s T & +s5 T = (IL57)
6 %T_ ST T +5s (IL.58)
2
6 —C;T st (I1.59)
(I1.60)
1 1
3.8 >T 1
C_, 3. 2 1 2
E(f;T;B)6 =T? & T “r4+s'T & (IL61)
2C
6 ST ws (I1.62)
(IL.63)
Ce qui conclut la preuve du lemme .

Nous utilisons maintenant cette borne obtenue sur ’entropie d’une base de bande-
lettes d’un petit modele d’horizon pour borner ’entropie sur un modele d’horizon
R quelconque.

On va supposer, sans perte de généralité, que | > sz et h> s7- pour que le dé-
coupage en tranches en deux étapes soit justifié. Si s* 6 | < s7 on ne fait pas le
premier découpage en tranches et si | < s on utilise le lemme précédent. Comme la
borne finale ne dépend pas de h, le cas h < S7 se traite en bornant h par h?> s7-
Comme la courbe Cest plutot horizontale, une division de R en tranches verticales
de longueur sz produit moins de 2| s > rectangles R; qui sont également des mo-
deles d’horizon. Le rapport ; = Z—: qui mesure la position de la courbe dans chacun
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R e e e

e e o
i e L

Fe——— e — —

Fig. I1.4 — Premier découpage d’un modele d’horizon en tranches verticales de lon-
gueur s/

des rectangles est égale au rapport = % du modele d’horizon R pour chacun des R;.
Notons R un de ces rectangles. Comme la courbe C est plutot horizontale (I’angle
entre Cet la direction horizontale est inférieur a %), on peut diviser horizontalement
R, en au plus trois rectangles de telle sorte que

— un d’entre eux soit un modele d’horizon (noté R3) et que les autres soient des
rectangles réguliers (ou la fonction f est uniformément réguliere).
— la hauteur du modele d’horizon soit inférieure a 552 .
— le rapport associé au modele d’horizon soit supérieur a celui de R.
En effet si la distance d; entre C le bord inférieur (par exemple) de Ry est infé-
rieure & Sz~ on divise R horizontalement en deux rectangles a d; au dessus de G.
Par construction on a dy = d; et hy 6 h; et donc 5 > | = . De plus on a bien
1 1 . . . 1
h6 2l +2d, +2s6 4sz + 256 5Sz si S est suffisamment petit. Si d; > sz alors
.. : . ) N
on divise R en trois rectangles a une distance Sz~ au dessus et au dessous de G.
1
Dans ce cason ah 6 2dy, + 21 +2s6 557 et doncona 6 1=5.
Dans les deux cas les trois conditions précédentes sont remplies. Apres avoir divisé
tous les rectangles modeles d’horizon type R en deux ou trois, on divise les rec-
. . 1
tangles modeles d’horizon Rs en tranches de longueur s™. Pour chaque rectangle
.. . 1 . . . ..
R on forme ainsi moins de 2S 2~ petits modeles d’horizon. Ces rectangles vérifient
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7777777

Fe————————————
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Fig. I1.5 — Découpage obtenu apres que chaque rectangle R ait été divisé en 3 pour
obtenir des modeles d’horizons dont la hauteur est comparable a la longueur.

toutes les hypotheses du lemme 11.9 et peut donc leur appliquer le lemme pour borner
I’entropie des bases de bandelettes sur chacun d’eux. Pour borner I’entropie globale
de la base B sur R il reste a borner ’entropie sur les rectangles réguliers. Nous
montrons dans la suite en utilisant les outils que nous avons utilisés a chaque fois
pour les zones régulieres, qu'une base B® d’ondelettes simple vérifie sur un rectangle
régulier de taille | h

E(f;B%T)6 CT?max(IT *;1) max(hT +1;1): (I1.64)
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|
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Fig. I1.6 — Dernier découpage des modeles d’horizon en tranches verticales de lon-

gueur s'/(.

On conclut alors en sommant les entropies des différentes bases sur les différents
rectangles obtenus par la partition de R décrite ci dessus :

X

E(f;B;T)6 E(f;B;T) + E(f;B;;T)

R modele d’horizon Rj rectangles réguliers

6 25 2 9ls & max (E(f;B;;T)) +4ls 7 max (E(f;B;;T))
i J

K4 . .
62s z 2ls 7 C—2T2718ljlog2'|—j

+41s 2 CT? max(1; ;T %)max(l;th %1)

K¢ . .
62s z 2s 7 C—2T2718ljlog2Tj
+4ls = CT2s? T —rT —r

4

K*_2 . . 2
6 4IC—2T T jlogy, Tj+41CT +1:

Ce lemme d’approximation non linéaire permet d’obtenir des résultats d’estimation
directement sur un modele d’horizon discret.
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[1.3.2.3 Estimation sur un modele d'horizon discret

Le probleme de I'estimation sur un modele d’horizon peut paraitre plus simple que
le probleme d’estimation d’une fonction C* géométriquement réguliere. En effet le
probleme est déja discrétisé et il est plus facile de construire un dictionnaire de bases
orthogonales qui assure une bonne décroissance de ’erreur d’approximation sur un
modele d’horizon que sur une image complete. Cependant toute la difficulté réelle
du probleme réside dans le modele d’horizon discret.

La premiere projection sur I'espace L = Vj; est fixe et ne dépend théoriquement
que du niveau de bruit. Plus le bruit est faible, plus on peut espérer retrouver des
informations a échelle fine et plus il est important d’avoir des données a ces échelles.
Cette premiere projection est une étape obligée et tres classique en théorie de 'ap-
proximation. On définit tres souvent une premiere échelle de coupure en dessous de
laquelle on sait qu’il n’y a plus d’informations a aller chercher.

Le second point est technique mais pas fondamental. En effet il n’est pas si facile
de réaliser une partition du carré unité en modeles d’horizon et rectangles réguliers,
mais ce qui permet d’assurer une bonne décroissance de 'erreur d’approximation
¢’est la borne obtenue plus haut sur ’entropie des bases de bandelettes adaptées sur
les modeles d’horizon.

Nous aurions pu choisir de ne donner uniquement que le résultat d’estimation sur
les images C® géométriques mais nous pensons qu’il n’est qu'une conséquence lo-
gique du résultat d’approximation et d’estimation sur un modele d’horizon. Nous
proposons donc un théoreme d’estimation sur un modele d’horizon discret.

Soit f la projection d'une fonction C* géométriquement réguliere sur un rectangle
modele d’horizon R. R est engendré par des fonctions d’échelle (Pj; ky k)i k-
On a ainsi X

f = Hf X (I)jo,kl,kzi (bjo,khkz: (1165)
k1,k2

Soit dW un processus de Wiener. On cherche & estimer f & partir de

X -
Y = HE+"dW; Do iy kol P pr i, =F +W (I1.66)

k1,k2

ol W est un bruit blanc gaussien de variance "? dont la dimension est celle de R.
Comme on a le résultat d’approximation non linéaire du paragraphe précédent sur
les modeles d’horizon discret, il suffit de montrer que le nombre total de bandelettes
dans ’ensemble des bases de bandelettes possibles sur R est bien controlé, pour
pouvoir appliquer le lemme et donc avoir un borne du risque de I'estimateur en
bandelettes.
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Lemme [1.12
Le nombre Rr de bandelettes dans toutes les bases d’un modéle d’horizon R de
dimension 2 % 2 Jo est borné par

r 6 C2 (a+2o; (IL.67)

On a considéré ici que les géométries étaient uniquement polynomiales d’ordre et
quantifiées.

On considere qu’a chaque polynome quantifié correspond une géométrie différente.
Pour étre précis le terme constant ne compte pas car c’est uniquement la dérivée
de la courbe qui indique la géométrie. Ainsi on peut estimer qu’il y a au plus 2 %
bases de bandelettes différentes par modele d’horizon. Le lemme se déduit alors du
fait que toutes les bases contiennent moins de C2 ° vecteurs.

On peut maintenant appliquer le lemme pour obtenir le théoreme d’estimation
suivant.

Theoreme 11.13

Soit Y =f +W ot W est un bruit blanc gaussien de variance "? et ot f est la
projection d’une fonction C* géométriquement réquliere sur un espace de fonctions
d’échelle V;,. Si 270 = "2 qlors il existe 3 réels ¢, C et CO tels que l'estimateur en
bandelette défini au lemme IL.6 vérifie avec une probabilité supérieure a 1 c"

KF k26 Cjlog"j2" (I1.68)

et
E (kF 1‘_k)2 6 C‘] log"j2"271 (I1.69)

On remarque simplement que les 3 hypotheses du lemme sont remplies avec
=2 =( +1)et °=1, comme =2+ ©°6 2 on a le résultat.

La condition "2 = 2% est une condition double, en effet si 270 est vraiment trop petit
par rapport & "2, le nombre de vecteurs dans l’ensemble des bases de bandelettes
deviendra trop grand, on considérera donc un ensemble de modeles trop riche et les
bornes obtenues sur le risque seront moins bonnes. En pratique elles le resteront si
270 reste de l'ordre d’une puissance de ". Si 2% est trop grand, le modele n’est pas
assez riche et on a toutes les chances de perdre des détails qui sont pourtant au
dessus du niveau du bruit.

Nous allons maintenant montrer que pour chaque fonction f C% géométriquement
réguliere, il existe une base de bandelettes globale qui assure une bonne représen-
tation de f. Nous verrons ensuite un analogue du résultat d’estimation précédent
pour ces fonctions.
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11.3.3 Base de bandelettes sur [0, 1]?
11.3.3.1 Construction d'une base de bandelettes sur [0; 1]?

Nous considérons maintenant une fonction f appartenant a la classe © des fonctions
C® géométriquement régulieres dans son entier. Nous avons vu comment on pouvait
construire des bases de bandelettes sur des rectangles discrets, comment passer a des
bases globales qui conservent les mémes capacités d’approximation non linéaire ?
Nous souhaitons construire des bases de L%([0; 1]?) et pas seulement d’un espace de
dimension finie. Toute fonction doit pouvoir s’écrire dans une base de bandelettes.
Certaines fonctions seront bien approchées avec peu de coefficients, d’autres pas
mais toutes auront une représentation en bandelettes. Pour construire ces bases
nous considérons une décomposition multiéchelle de L?([0; 1]?) associée & une base
d’ondelettes orthogonale :

L2([0; 1)) =V, W;: (I1.70)

J6 jo
Une base de bandelettes est 'union de deux bases orthogonales, I'une sur ’espace
vectoriel de dimension finie Vj, et I'autre sur I'espace W; de dimension infinie.

.

Ainsi, a tout jo on associe un dictionnaire de bases cjle]bandelettes Dj,. La base

naturelle de 'espace de détails . W; est la base d’ondelette tensorielle bidimen-
0

sionnelle. Comme nous ne nous ]in%éressons a la géométrie des images qu’au dessus

d’une certaine échelle pour 'estimation, nous utiliserons cette base naturelle qui sé-

pare les échelles grossieres des échelles fines.

La géométrie intervient dans la construction de la base de bandelettes sur Vj,. En

effet, une base de bandelettes de V;, est une union de bases sur des rectangles dis-

crets et nous avons vu que ces bases étaient définies par des géométries locales.

Ainsi une base de bandelettes est définie par trois éléments :

— une échelle j,

— une segmentation de l'’espace Vj, en rectangles discrets,

— une géométrie sur chacun des rectangles.

Nous avons vu dans I'étude des bases sur les rectangles discrets, qu’on pouvait se

restreindre aux géométries polynomiales quantifiées et assurer une bonne approxi-

mation de f .

Le but de la segmentation est de se ramener a des situations que l'on sait traiter

localement, comme pour 'approximation polynomiale par morceaux. L’idéal pour

assurer une bonne représentation des fonctions de © serait de pouvoir segmenter

I'espace Vj, en modeles d’horizon et les traiter séparément. Malheureusement c’est
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rarement possible, ne serait-ce qu’aux endroits ou les courbes se coupent. Les mo-
deles d’horizon discrets sont des briques élémentaires mais ils ne peuvent a eux seuls
servir a partitionner I'image. Si on veut obtenir une base globale qui assure une
bonne représentation, c’est a dire dont I'entropie est aussi faible que possible on ne
peut pas partitionner I'image n’importe comment.

Nous proposons comme Le Pennec et Mallat [PMO05] de diviser 'espace qui est ici
discret en trois classes de rectangles :

— les rectangles modeles d’horizon,
— les rectangles réguliers,
— les rectangles de jonction ou singuliers.

Les rectangles réguliers désignent les rectangles discrets sur lesquels la fonction f est
uniformément C¢. Les rectangles singuliers sont des rectangles qui n’appartiennent
pas aux deux autres catégories, souvent ils contiennent des intersections de courbes
ou une seule courbe mais ne remplissent pas toutes les conditions pour étre un
modele d’horizon. Trouver des bases qui assurent des entropies faibles sur des rec-
tangles réguliers n’est pas un probleme. En effet des bases d’ondelettes classiques
représentent de maniere optimale les fonctions uniformément régulieres. Sur ces rec-
tangles les bandelettes seront ainsi des ondelettes classiques.

Comme on controle assez peu ce qui se passe dans les rectangles singuliers, il est
difficile de construire une base adaptée. Afin d’assurer une entropie faible sur ces
rectangles, nous bornerons leurs deux dimensions par un multiple de S et nous limi-
terons leur nombre. Nous utiliserons des bases d’ondelettes sur ces rectangles.

Une base de bandelettes au dessus de 1’échelle | o est donc une union de bases décrites
précédemment, forgées sur mesure pour les modeles d’horizon et de bases d’onde-
lettes locales. Pour montrer que parmi ces bases globales il en existe une pour chaque
fonction qui assure une bonne représentation il suffit de montrer qu’il existe bien
pour chaque fonction f un bon découpage permettant de construire une base B dont
I’entropie vérifie une inégalité similaire a celle obtenue pour un modele d’horizon,

E(f:T;B)6 CT =jlog, Tj: (IL71)

Comment effectuer un découpage adéquat c’est a dire qui assure que les rectangles
singuliers soient petits et peu nombreux et que les autres ne soient pas trop nom-
breux ? Si I'image est surdécoupée on tire moins bien partie de sa régularité et on
perd en approximation. Dans le prochain paragraphe nous décrivons le probleme de
la détermination d’'un bon découpage, nous expliquons ensuite quelle famille de dé-
coupages nous avons choisi et nous montrerons dans les paragraphes suivants que ce
découpage assure l’existence d’une base de bandelettes ayant de bonnes propriétés
d’approximation.
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11.3.3.2 Quel decoupage?

La méthode la plus couramment utilisée pour réaliser ce genre de partition est une
division diadique de l’espace. Ainsi Le Pennec et Mallat [PMO05] proposent 1'utilisa-
tion d’un arbre quaternaire pour diviser I'image et les petits carrés qui serviront a
construire les bandes sur lesquelles sont construites les bases de bandelettes. L’idée
de ce découpage est simple, tant qu’on n’a pas atteint une taille minimale fixée
par l'erreur qu’on s’autorise, on redécoupe tous les carrés qui ne sont ni réguliers
ni modeles d’horizon. Cette approche a beaucoup d’avantages. Elle est simple, le
nombre de rectangles a explorer est limité et la structure arborescente permet une
optimisation effective et rapide.

Malheureusement nous ne pouvons l'utiliser directement. En effet la définition que
nous avons choisi pour les modeles d’horizon ne s’accorde pas avec un tel décou-
page. Pour qu'un rectangle soit un modele d’horizon il est nécessaire que la courbe
qui le traverse soit éloignée de plus de 4s de ses bords . Si la fonction f admet
une discontinuité horizontale exactement au milieu de I'image tous les découpages
qui engendreront un bord de rectangle tangent a cette courbe poseront probleme.
Comme f n’est pas réguliere au niveau de la courbe on ne pourra avoir ici de rec-
tangles réguliers. Comme le bord du rectangle est trop proche de la courbe, on ne
peut avoir de modeles d’horizon. Si on utilise ici des rectangles singuliers on en aura
besoin sur toute une portion de courbe ce qui est trop si on veut assurer une bonne
approximation. D’une maniere générale, tout découpage qui impose une césure a un
endroit précis donné posera le méme probleme.

Ajoutons que nous imposons une autre contrainte au découpage que nous voulons
construire : il doit permettre une minimisation effective. Le nombre de partitions de
Vj, en rectangles discrets est colossal et croit au moins exponentiellement avec 2 7.
Il n’est pas envisageable de toutes les comparer pour déterminer la base de bande-
lettes optimale. La structure d’arbre quaternaire permet de déterminer la meilleure
base globale a partir d’un petit nombre de comparaisons locales. C’est la structure
hiérarchique du découpage qui permet cela et qui assure de pouvoir effectuer en un
temps raisonnable la minimisation.

Nous utiliserons une méthode de découpage hiérarchique proposé par Huang, Pol-
lak, Do et Bouman [HPDB]. Cette méthode a été introduite pour la recherche de
meilleure base et congue pour permettre une minimisation effective. On considere
I’ensemble des découpages qui peuvent étre obtenus par une succession de divisions
verticales et horizontales de rectangles de la partition, sur une grille fixe. A chaque
étape, on choisit un rectangle obtenu par les découpages précédents et on le divise
en deux rectangles. Chaque division devant étre effectuée verticalement ou horizon-
talement selon une grille fixée.
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Ces contraintes limitent le nombre total de découpages et assurent de pouvoir ef-
fectuer la minimisation. En effet si on associe une fonction de cout sous-additive
quelconque a chaque rectangle, dans notre cas cette fonction de cotut est ’entropie
de la meilleure base de bandelettes, il existe une méthode qui permet de déterminer
la partition qui optimise la fonction de cotuit globale. On entend par fonction de cotit
sous-additive, une fonction telle que pour tout rectangle R,

c(R)6 c(R;)+c(Rz); 8(Ri;Ry) tels que Ry Ry =R:

Pour effectuer la minimisation, T étant fixé, on calcule d’abord l’entropie de la
meilleure base de bandelettes construite sans diviser en sous-rectangles, sur tous les
rectangles. Le temps que prend cette opération dépend du nombre de rectangles
donc de la finesse de la grille de division et du nombre de bases par rectangle. Dans
notre cas on s’autorise des divisions sur une grille proportionnelle a celle de Vj,.
Ainsi le nombre total de rectangles est borné par 2 4o,

Ensuite pour chaque rectangle, en commencant par les plus petits on compare 1’en-
tropie de la meilleure base avec la somme des entropies des meilleures bases de R et
R, pour toutes les partitions R en deux. Le nombre de comparaisons par rectangles
est proportionnel au périmetre du rectangle. Comme on commence par les plus pe-
tits, on est assuré que la partition choisie sera optimale parmi toutes les partitions
car tous les couples (R1;R2) de partitions possibles auront également été optimisés
préalablement. Si le découpage s’effectue sur une grille de taille N N, le nombre
de comparaisons par rectangle est borné par 2N, le nombre de rectangles est borné
par N*=2 et I'optimisation nécessite donc moins de N° opérations.

On ainsi a le résultat suivant :

Lemme 11.14
L’ensemble des bases de bandelettes construites sur un espace V;, de dimension 2 2%

a+6)

contient moins de C2 (“+6)io pandelettes et Uoptimisation nécessite de lordre de

2 (10+e)jo onérations.

En effet, nous avons vu que I’ensemble des bases de bandelettes sur un modele d’ho-
rizon contenait moins de C2 (*¥2)Jjo handelettes de bases et le nombre de rectangles
discrets est borné par 2 4°. Pour l'optimisation on doit calculer les coefficients dans
chaque base locale. Chaque coefficient nécessite au plus C;2 2 opérations. Chaque
base locale nécessite donc au plus C;2 #° opérations pour décomposer f . Comme
on a 2 (@+2)j0 hases par rectangles et 2 *° rectangles, on en déduit que le calcul de
’ensemble des bases locales s’effectue en moins de 2 (10+®)i0 gpérations. Le temps
d’optimisation est ainsi négligeable par rapport au temps de calcul des décomposi-
tions locales de f .
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Cette famille de découpages, outre qu’elle permet une optimisation effective, a I’avan-
tage d’étre plus souple que la division dyadique. Pour toute courbe horizontale il
existe un découpage qui laisse la courbe loin des bords des rectangles de la partition.
C’est cette propriété qui va nous permettre de construire un découpage adapté a
chaque fonction f .

Dans le paragraphe suivant nous donnons des bornes sur les entropies des bases
d’ondelettes sur les rectangles réguliers et singuliers puis nous expliquons comment
on construit un découpage adapté a la fonction f en utilisant la méthode décrite
ci-dessus. Pour s’assurer que le découpage final peut étre obtenu par une succession
de divisions en deux rectangles, il est décrit par une succession d’étapes qui peuvent
elles-mémes étre décomposées en une succession de division en deux.

11.3.3.3 Approximation globale en basesde bandelettes

Nous avons déja vu qu’il existait une base de bandelettes sur un modele d’horizon
qui assurait

C_o . .
E(f;T;B) 6 —T 1 jlog, Tjmax(l;s"*)

ou | est la longueur du modele d’horizon.

On montre maintenant que l’'on peut obtenir des bornes similaires pour les rectangles
réguliers et singuliers avec des bases d’ondelettes. Pour les rectangles réguliers on a
la borne suivante avec des bases d’ondelettes :

Lemme [1.15
Soit R un rectangle régulier dont la longueur est | et la hauteur h. Il existe Cg tel

que pour tout 27°/26 T 6 s7-

E(f;T;B)6 CpT2 max(1;IT *)max(l;hT +): (IL.72)

Ce lemme exprime simplement les capacités d’approximation des ondelettes sur les
fonctions régulieres. Les termes max(IT S 1) et max(hT = 1) rappellent qu’il
faut une taille minimale au rectangle pour exploiter la régularité. En dessous de cette
taille, on prend uniquement les fonctions d’échelles, I'approximation sera bonne mais
elle nous aura cotité un nombre constant de coefficients pour un tout petit rectangle.

Preuve - I1.15 -
Nous allons prouver qu’il existe un réel C dépendant uniquement des bornes sur les
dérivées de f , une échelle j . telle que la projection g; de f sur V;, vérifie

X X

1

M okl +M (@) T26 C max(1;1T T )max(l;hT —~)T? (IL.73)

Jo<j<jc ki,k2
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ou M (g;) désigne le nombre de coefficients nécessaires a définir ¢; dans 'espace V.
La propriété de minimalité vérifiée par I’entropie permet d’assurer

X X .
E(f;T;B)6 h; o rkl +M(0)T?

Jo<j<Jjc k1,k2

6 C max(1;IT %)max(l;hT %)T2

ou B est la base d’ondelettes associée a Vj.
On choisit 27¢ = T T, on a ainsi

M (g) 6 K2 max(L;IT 1 )max(1;hT 1)

ou K est une borne sur la longueur du filtre associé a la base d’ondelettes. De plus,
de la régularité de f , on déduit qu’il existe C; dépendant des bornes sur les dérivées
de f tel que

X X X X ,
M jkakl 6 C, 2%+ (I1.74)
Jo<j<jc k1,k2 j0§j<jc k1,k2
6 K 2C; max(1;12 /)max(1;h2 7)2%e+Di  (I1.75)
Jjo<j<je

La série étant géométrique
6 CKZmax(1;12 %) max(1;h2 Je) 22t (I1.76)

On conclut en utilisant la définition de 27

6 CK2max(1;|T *)max(l;hT +1)T2 (IL.77)
Ce qui termine la preuve du lemme [I1.15. "

Pour les rectangles singuliers on ajoute une condition de dimension pour assurer
que l'entropie associée a une base d’ondelettes est suffisamment faible.

Lemme 11.16
Soit R un rectangle singulier dont la longueur | est inférieure a C1S et dont la

longueur h est inférieure a Cys. Il existe Cg tel que pour tout T 6 57

E(f;T;B) Cs max(T s T2): (I1.78)
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Preuve - 11.16 -

Nous allons utiliser la régularité du noyau h de taille S pour borner ’entropie sur R
Soit 27 = (T SO‘)+1. On note comme dans le cas régulier g; la projection de f sur
le sous-espace Vj,. On va montrer que

X X 2 2
W ki TM(Q)T?6 C7C max(T 715 +;T?): (I1.79)

Jo<j<Jjc k1,k2

et conclure comme nous 'avons déja fait en utilisant la propriété de minimiseur de
I’entropie.

M (g;) désigne le nombre de coefficients qui définissent @; dans l'espace V;,. D’abord
on borne M (g;)

M (g1) 6 K? max(I2 ;1) max(h2 ;1) (I1.80)
6 K2 max(C,s(Ts*) ~;1)2 (11.81)
6 K2C2 max((sT )~r;1)? (11.82)
On borne ensuite les coefficients d’ondelettes en utilisant la régularité du noyau de

lissage,

X X X X .
W gl 6 92012 g 2a (11.83)
Jo<j<jc k1,k2 joi]’<jc k1,k2
6 K2 max(C;s2 7;1)22@0+2i g 2o (11.84)
Jjo<j<je

On utilise le fait que la série soit géométrique,
6 CC2 max((sT !) #;1)2220H2ig 20 (11.85)

et donc, d’apres la définition de j ..

6 CC2 max((sT !)#;1)2T? (I1.86)
On déduit le lemme 11.16/de (I1.82) et de (I1.86) n

On sait donc borner 'entropie de la meilleure base de bandelettes sur chacune des
trois classes de rectangles par des termes qui sont au moins aussi bons que la borne
obtenue sur le modele d’horizon.

La borne obtenue sur les modeles d’horizon est proportionnelle a la longueur du
rectangle si celui ci est assez grand. Si nous arrivons a découper l'espace Vj; de telle
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sorte que les modeles d’horizon ne soient pas trop petits, on peut obtenir une borne
sur ’entropie de I'union des bases sur ces rectangles qui est majorée par un terme de
la forme CT Zle log, TjL ou L est la longueur totale des courbes de singularité de f .
De méme la majoration de I'entropie sur les rectangles réguliers est proportionnelle
a leur surface s’ils sont assez grands. Si on ne surdécoupe pas trop on va pouvoir
borner la somme de ces entropie par un terme de la forme CT ST car la somme des
surfaces est bornée par 1. Enfin la borne obtenue sur les rectangles singuliers est en
fait proportionnelle & T2 ou s¥©@+DT T selon la valeur de T. Si le nombre de ces
rectangles reste raisonnable et en particulier croit moins vite que s %+ alors on
aura la borne souhaitée sur la somme des entropies sur ces rectangles.

Le lemme suivant affirme qu’il existe un découpage obtenu par la procédure décrite
dans le paragraphe précédent qui divise ’espace V;, en un petit nombre de rectangles
discrets des trois classes.

Lemme [1.17

Pour toute fonction f de la classe , si jo est suffisamment petit, il existe une
partition du rectangle discret associé a [0;1]?, en sous-rectangles discrets d l’échelle
Jo et un réel Cp tel qu’il y ait au plus

— Cpjlog, Sj? rectangles réguliers

~ Cpjlog, Sj? modéles d’horizon ot est minoré uniformément.

— Cpjlog, s rectangles singuliers dont la taille est bornée par Cs Cs.

Ce lemme permet de conclure a 'existence d’une base globale dont ’entropie est
bien controlée. En effet la somme des entropies des bases associées aux rectangles
réguliers est bornée par

X X X
E(f;B;;T)6 E(f;B;T)+ E(f;B;;T)
R rectangles réguliers li>T_’}1_ ot hi>T_}1_ j <T_’%1_ ou hj <T_’:'L1_
6 Cplih,TT + Crmax(l;;h)T 0 T (IL87)
( J
6 CRT o +CrCpT T jlog, sj> (IL.88)

Comme T 6 s on en déduit une majoration de j log, Sj
6 CrT 1 +CrCpT 7 (CT +1jlog, Tj?) (I1.89)
d’ou si T est suffisamment petit

2

6 2CLT i (I1.90)
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Un raisonnement similaire permet de borner la somme des entropies des bases de
bandelettes sur les modeles d’horizon.

X X X
E(f;B;;T)6 E(f;B;T)+ E(f;B;;T) (I1.91)
R jmodeles d’horizon 1j6 s1= lj >s1=
X cC X C
6 LT wjlog, Ti+ 28T “tjlog, Tj
i J
(I1.92)
C . . C . . .
6 —fLT 2le log, T] + —fsl/o‘T Zle log, TjCpj log, Sj*
(I1.93)
et donc des que S est suffisamment petit par rapport a L
2C . .
6 LT “Tjlog, Tj (I1.94)

On fait de méme sur les rectangles singuliers

X
E(f;B;;T) 6 Cpjlog, Sj CoT T max(s¥©@+); T2+ (11.95)

R rectangles singuliers

Suivant la valeur du maximum, on a

X 2 2
E(f;B;;T)6 CpCsT s jlog,sj6 CpCgT : (I196)

R rectangles singuliers

des que S est suffisamment petit, ou

X
E(f;B;T)6 CpCsT 1 (CYlog, TjT¥+) 6 CpCyT 1
R rectangles singuliers
(I1.97)
des que T est suffisamment petit. Dans tous les cas si T et S sont suffisamment petits
on a X ,
E(f;B;;T)6 CpCsT 1 (I1.98)
R rectangles singuliers
Donc de (I1.90),(I1.94) et (I1.98) on déduit que pour tout f dans © il existe une base
globale By de bandelettes tel qu’il existe C; dépendant de f tel que

E(f;T;B) 6 CoT jlog, Ti: (11.99)
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Cette borne va nous permettre d’appliquer les résultats d’estimation sur la fonction
f globalement et non plus que sur un modele d’horizon.

Pour que ce résultat soit tout a fait complet il faut démontrer le lemme concernant
I’existence du découpage. Nous proposons de donner ici une description d’un décou-
page correspondant au lemme [I1.17. Les détails de la démonstration sont proposés
en annexe. Nous proposons un découpage en plusieurs étapes.

Le premier découpage découpe V;, en un nombre fini de rectangles qui dépend de f .
Il a pour but de séparer les différentes courbes. Comme ces courbes sont en nombre
fini et que leurs dérivées sont bornées, il existe un découpage qui sépare l’espace
en rectangles réguliers, en rectangles singuliers qui contiennent des intersections
de courbes et en rectangles orientés. Les rectangles orientés sont définis comme
les modeles d’horizon sauf qu’on n’impose pas de condition de distance entre la
courbe et les bords. En revanche on impose qu’aux alentours des bords horizontaux
(resp verticaux) de ces rectangles les courbes fassent un angle minimal ( avec I'axe
horizontal (resp vertical). Cette condition est indispensable pour pouvoir construire
des modeles d’horizon par la suite.

Comment réaliser un tel découpage? Si on n’a pas de condition sur les angles des
courbes, il suffit juste de prendre un découpage suffisamment fin. On considere un
tel découpage en petits carrés de dimensions d  d. On montre en annexe qu’il existe
une petite perturbation de ce découpage, en modifiant 1égerement les césures qui
posent probleme, qui permet de conserver l'isolement des courbes tout en assurant
Iexistence d'un ¢ et d’une distance dy autour des bords tels que les portions de
courbes & moins de dy des bords fassent un angle supérieur a o avec les bords. C’est
le nombre fini de courbe et une borne sur les dérivées qui permet cela.

Pour arriver au découpage final, il reste a redécouper les rectangles qui contiennent
des intersections de courbes pour n’avoir qu'un petit rectangle singulier au niveau
de l'intersection et a redécouper les rectangles orientés en modeles d’horizon.

Le second découpage traite les intersections de courbes. On va diviser récursivement
ces rectangles toujours transversalement aux courbes pour ne pas avoir de probléemes
de tangence et isoler l'intersection des courbes dans un rectangle de taille inférieure
a C;s Cis. On montre en annexe qu’on peut le faire pour chaque intersection avec
un découpage en Csjlog, §j rectangles, dont un seul est singulier. Les autres sont
soit réguliers soit orientés.

Le dernier découpage traite les rectangles orientés, il permet de diviser chaque rec-
tangle orienté en au plus Csjlog,s] rectangles dont deux au plus sont singuliers
et les autres sont soit réguliers soit des modeles d’horizon. On ne découpe pas si
le rectangle est déja un modele d’horizon. Sinon il existe un point proche d’un
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bord horizontal (avec une courbe horizontale), on 'isole dans un rectangle de taille
4=tan o 4=tan ( afin d’assurer qu’en dehors de ce rectangle, la courbe soit suf-
fisamment éloignée du bord et on fait ensuite un découpage logarithmique pour
assurer que 1= n’explose pas dans les autres rectangles.

Au final, si on fait les comptes, on obtient bien le nombre de rectangles décrit dans
le lemme I1.17.

[1.3.4 Estimation des fonctions C* geometriquement regulieres

Les résultats d’estimation sur les fonctions C% géométriquement régulieres s’ob-
tiennent de la méme maniere que dans le cas du modele d’horizon. La principale
différence est la premiere projection sur un espace vectoriel de dimension finie qui
était invisible dans le cas du modele d’horizon. On a donc le théoreme annoncé.

Theoreme 11.18

Pour toute fonction f C* géométriquement réquliere, avec > 1, il ewxiste deux
constantes C et C° et une constante C telles que pour tout > 0 lestimateur F de
f a partir de dY =f (t)dt+ dW wérifie avec une probabilité plus grande que 1 c"

kF  fk?6 Cjlog"j?"2/(e+l) - (I1.100)

et
E(KF  fk?)6 CYlog"j? 2/t - (I1.101)

Ce résultat est une conséquence directe du lemme I1.6. Pour démontrer le résultat
nous allons vérifier qu’il existe une bonne base de bandelettes vérifiant les hypotheses
du lemme. On choisit pour cela 'espace L =V, avec 270 = "2, Dans le lemme I1.14
nous avons vu que le nombre de vecteurs de base était polynomial en 27 et nous avons
montré qu’il existait une de ces bases de bandelettes qui assurait une approximation
en T%j log, Tj. Toutes les conditions du lemme T1.6/ sont remplies avec les mémes
=2 =( +1)et %=1 que pour le cas d’'un modele d’horizon. D’ott le résultat.

1.4 Annexe Decoupage

Nous présentons ici la construction détaillée du découpage qui a été présenté dans
le premier chapitre.
Toutes les constructions qui sont proposées ici sont toujours faites sous réserve que
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20 soit suffisamment petit. Nous voulons dire ici que pour tout f 2 © et pour tout
lissage S il existe une échelle j (f ; S) en dessous de laquelle la construction suivante est
possible. j (f;s) dépend d’un grand nombre de choses, dont la géométrie des courbes,
de s mais pas de la précision d’approximation souhaitée. Sijo > j (f;s), alors on peut
considérer que la fonction est réguliere a ’échelle S. Dans toute la suite on considerera
donc que jo 6 j (f;s) et qu'il est possible d’effectuer les découpages. Pour conserver
un minimum de clarté on assimilera le rectangle discret a un rectangle physique.
Cette confusion permettra de désigner une division en deux rectangles discrets par
une division spatiale. Si j, est suffisamment petit il existera toujours une division
discrete tres proche de la division spatiale qui assurera les mémes propriétés. Cela
nous permettra de ne pas faire des aller-retours entre les deux domaines et de ne pas
calculer sans arrét les indices discrets de 'espace Vj, associés aux positions réelles des
points et des courbes. Comme précédemment on parlera de distance entre des points
et des courbes dans I'espace discret. Cette distance n’a pas de sens a 1’échelle j o car
le support des fonctions d’échelle | n’est pas ponctuel mais si jo est suffisamment
petit, on peut considérer que ce support de dimension K 270 K 270 est négligeable.
C’est a dire que si ’échelle de discrétisation est suffisamment fine on peut parler
de la distance entre deux fonctions d’échelle. La lourdeur des notations qu’il aurait
fallu pour décrire précisément le découpage discret aurait totalement noyé ’esprit
de la méthode de découpage que nous employons. C’est pourquoi nous avons préféré
cette approximation.

Nous définissons d’abord une nouvelle classe de rectangles discrets qui vont nous
servir d'intermédiaires de calcul.

On dira qu’'un rectangle est orienté horizontalement s’il n’est traversé que par une
seule courbe horizontale (qui conserve un angle inférieur & =3 avec 1'horizontal) et
tel qu’il existe une distance dy et un angle g tel que tout point de la courbe ou I'angle
avec I’horizontal est inférieur a o est distant de plus de dy des bords horizontaux
du rectangle.

La définition d’'un modele d’horizon est similaire.

On garantit que si la courbe s’approche d’un bord horizontal alors I’angle entre la
courbe et I'horizontal est supérieur a une certaine valeur. En particulier, dans un
tel rectangle, la courbe ne peut étre tangente aux bords. Le découpage que nous
proposons peut étre décomposé en plusieurs étapes.

Le premier découpage ne dépend que de la position et de la géométrie des courbes
et pas de sni de T. Il a pour but de les isoler

Lemme 11.19
Pour toute fonction f il existe K tel que si 270 est suffisamment petit, on peut diviser
V;, en
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Fig. II.7 — Premier découpage

1. moins de K rectangles réguliers.
2. moins de K rectangles orientés.
3. moins de K rectangles singuliers contenant une intersection de courbe.

De plus on assure que les angles des courbes ne varient pas plus de =6 dans chaque
rectangle.

Preuve - 11.19 -
Pour démontrer ce lemme, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 11.20

Soit > 0 et (C)jek, courbes horizontales paramétrées par des fonctions f ;
0;1] 1 [0;1] telles que kf Pki1 < Ky 8] 6 Ky. Il existe o> 0 eti 2 Z dépendant
de K1;Kq et tels qu’il existe une droite A :y = K2' avec K 2 N telle que la
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distance entre A et les points de C; ot la tangente fait un angle avec l'aze horizontal
inférieur a o est supérieure a 2°.

Preuve - 11.20 -
Soit n 2 N, supposons que pour tout k 2 [1;n] il existe X, tel qu’il existe j tel que

(k1)

K. . .
fie) 2 [ ] f Axn)i <

) 2(2K, + 1)

Si on considere n valeurs (X;);6, sur [0; 1] il existe un intervalle fermé de taille 2K71L—+1
qui contient au moins 2K + 1 valeurs. Parmi ces valeurs, il y en a moins trois qui
correspondent au méme indice j, si ] est choisi parmi un ensemble de taille K.
Parmi ces trois points, il en existe au moins deux dont la différence des indices est
supérieure ou égale a deux. Donc il existe X; < X; associés a la méme courbe Cj; tels
que X;  X; 6 et jf . (x)  fi(x)j > L.

On supposera maintenant que f (X;) < f;;(X;) sans perdre en généralité.

Z
x|
fO)dx="f,(x) fj(x;)> - (11.102)
z,
fO — )X > = ; II.1
E L B To P e s it o eun s L (I1.103)
z,
fO —)dX > — 11.104
R ek )%™ o, (1L.104)
Comme ij%(XZ)j < m et kf]%(kH 6 K,
Z 0 (2K 4+ 1)%K,
f — )dx< ——~+ = II.1
00 oy on? (I1.105)
On déduit donc
2K 1)2K
< PKat 1)K, (I1.106)
Donc si on suppose n > M, il existe Kq tel que
— soit il n’existe pas de X tel que 8j f;(x) 2 [W %],
— soit pour tout X tel que pour tout j tel que f;(x) 2 [W %] ; alors jf](.)(x)j >

__n___
202K1+1)"
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Dans les deux cas si on choisit i = E[logﬁW)] et o= arctan(m) on

peut construire A vérifiant la condition du lemme. "

On propose maintenant de déterminer un découpage qui sépare les courbes puis
nous modifierons ce découpage en utilisant le lemme précédent pour pouvoir assurer
que les conditions du lemme T1.19 sont vérifiées.

Comme les courbes sont en nombre fini, que leurs dérivées sont bornées et qu’elles ne
sont pas tangentes, il existe une distance d et un angle ; tel que sur tout rectangle
dont les dimensions sont inférieures a d  d, 'angle des courbes ne varie pas de
plus de 1 et que les courbes s’intersectent avec des angles supérieurs a 3 1. Soit
un découpage du carré unité en rectangles généré par des divisions séquentielles de
rectangles par des droites, tel que chaque intersection de courbes soit contenu dans le
tiers central d’un carré de dimension d d. Par définition de d, en dehors de ces carrés,
les courbes sont distantes d’au moins 2dtan( ;=2)=3. Si on réalise un découpage
en dehors de ceux qui isolent les intersections de courbes en rectangles dont les
dimensions sont inférieures a dtan( ;=2)=3 alors on est assuré qu’en dehors des
rectangles qui contiennent les intersections de courbes, chaque rectangle contient au
plus une courbe dont I’angle varie trés peu. Ajoutons que si on modifie les positions
des droites qui engendrent ces découpages d'une distance inférieure a dtan( ;=2)=6
le résultat est toujours valable.

Nous utilisons maintenant le lemme I1.20/ pour modifier 1égerement ce découpage.
D’apres le lemme [I1.20, on déduit que pour tout intervalle | de taille ; il existe
un o et un g tel qu’il existe une droite horizontale A qui passe par | tel que les
courbes C; font un angle supérieur a ( avec I’axe horizontal aux points qui sont a
une distance inférieure a o de la droite A. En prenant des intervalles de longueur
dtan( ;=2)=6, on peut remplacer les droites qui engendrent le découpage précédent
par de nouvelles droites qui assurent la méme séparation des courbes et qui assurent
également les conditions de distance entre les courbes et les bords des rectangles du

lemme 11.19

Le second découpage isole les intersections de courbes dans les rectangles singuliers

obtenus par le découpage précédent. Les dimensions des rectangles ne dépendent
pas de la géométrie des courbes ici. Il dépend du lissage S. En effet, nous souhaitons
isoler les intersections de courbes dans des rectangles singuliers dont les dimensions
sont de l'ordre de s S.

Lemme 11.21
Soit R un rectangle singulier contenant Ky courbes. Par hypothése sur f on sait
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Fig. I1.8 — Découpage d’un rectangle contenant une intersection de courbes.

qu’il existe 1 > 0 tel que les courbes s’intersectent avec un angle plus grand que
2 1. De plus comme la direction des courbes change peu sur chacun des rectangles
on peut supposer que l’angle entre chaque courbe sur R est toujours supérieur a 1.
Il existe C > 0 dépendant de | tel que si 27° est suffisamment petit, il existe un
découpage de R qui engendre au plus

1. 1 rectangle singulier dont la taille est inférieure a Cs CS.
2. Cjlog, Sj rectangles réguliers.

3. Cjlog, S| rectangles orientés dont les angles associés sont tous supérieurs au
o du premier découpage.

4. Cjlog, sj modeles d’horizon ot est minoré uniformément..

Preuve - I1.21 -
Pour démontrer ce lemme on utilise un lemme qui va permettre de construire récur-
sivement le découpage souhaité.

Lemme 11.22
On notel la longueur de R et h sa hauteur. Sans perte de généralité on peut supposer
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| > h. Il existe un découpage de R en au moins 2K 1 +1 rectangles tels que l'un d’euz
noté Ry soit un rectangle singulier dont la longueur est inférieure a 1(1  Lsin %1)

8
et au plus K1 rectangles orientés et K1 rectangles réquliers.

Preuve - 11.22 -

On suppose sans perte de généralité que ; 6 %.

Notons X lintersection des courbes G. On peut supposer que X se trouve dans
la partie droite de R. On note A la droite d’équation X = ésin gl. On note Ry le
rectangle formé a la droite de A et Ry Iautre.

Par construction R vérifie bien les hypotheses du lemme.

On note Z; = (X;;Y;) les intersections de A et des courbes G. Il y a au plus K,
points Z; et K¢ courbes dans R .

Par construction de A on a

8ij) iz Zii=iY: Yji> 2 %Sm Dsint>lsinl(1L107)
Soient (X;;Y;) et (X;;Y;) deux points dans R sur deux courbes G et C;, par construc-
tion de A on a
sin —) = = sin —:
(I1.108)
Comme X est dans la partie droite de R, les angles entre les courbes G qui sont dans
R et I'axe horizontal sont toujours inférieurs a 7. Ensuite on peut diviser R avec
des droites horizontales A; qui séparent les courbes G en s’assurant que les droites
A; sont distantes de plus de ésing des courbes G. On déduit qu’a I'exception des
courbes inférieures et supérieures dans R, chaque courbe peut étre mise dans un
modele d’horizon R? tel que
— la longueur 9= Lsin %,
— la distance d? entre la courbe et les bords horizontaux deR ? vérifie d? =
— la hauteur h? vérifie h? 6 2d?+ tan ZI?
On en déduit h9 6 2d%+2196 4d%et donc ; est minoré par 1=4 sur tous les rectangles.
On note R, le modele d’horizon supérieur. Si la courbe dans R, est plus proche que
do du bord du rectangle alors ’angle de la courbe avec I’horizontal est supérieur a
o au bord du rectangle. On peut alors le diviser en deux verticalement comme dans
le lemme [I1.23] et obtenir un modele d’horizon et un rectangle orienté avec un angle
associé supérieur a . Le méme raisonnement est valable pour le rectangle inférieur.
||

i vi> Y YioiYsovioy ij)>I(sm§1 2 tang o

01

S1n DR

1
8

Nous poursuivons maintenant la preuve du lemme [I1.21
On applique récursivement le lemme |I1.22 au rectangle singulier R jusqu’a obtenir
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un rectangle de taille proportionnelle a S S. On s’arréte avant la taille S de maniere
a ce que les minorations des distances entre les courbes et les bords des modeles
d’horizon soient toujours supérieures a 4S. Le nombre n d’étapes nécessaires est
borné par

ne

2log, s
01

logy(1  isin%)

(11.109)

Ainsi le nombre total de rectangles orientés, de modeles d’horizon et de rectangles
réguliers produits par ce découpage est proportionnel a jlog, Sj. n

Apres ce second découpage, il reste un certain nombre de rectangles orientés a
redécouper. On propose de les découper en deux temps. Soit dy et ¢ les distances
et angles associés a l’ensemble des rectangles orientés. Par construction, ces deux
valeurs existent et sont strictement positives.

Lemme 11.23
On peut diviser chaque rectangle orienté en au plus 3 rectangles tels que

1. un est un modele d’horizon.

2. deux au plus soient des rectangles orientés tels que [’angle entre la courbe et
la direction associée est toujours supérieur a g

Preuve - 11.23 -

Comme 'angle entre la courbe qui traverse R et I’horizontale est supérieur a ¢ a
proximité des bords, on ne peut avoir que deux portions de courbes a moins de dy des
bords. On peut donc découper verticalement R de maniere a séparer les rectangles
ol la courbe est a moins de dy=2 du bord et donc que 'angle est supérieur a g, du
rectangle ou la courbe est distante de plus de dy=2 des bords. "

Le dernier découpage permet d’isoler la singularité éventuelle dans le rectangle
orienté et de construire des modeles d’horizon loin de cette singularité.

Lemme 11.24

Soit R un rectangle orienté horizontal tel que l’angle entre la courbe C et la direction
horizontale est supérieur a o, on peut diviser R, en plusieurs sous-rectangles tels
qu’il y en ait au plus :

1. 1 rectangle singulier dont les dimensions sont inférieures a Cs CSs.
2. Cjlog, S| rectangles réguliers.

3. Cjlog, S| modeles d’horizon ot est minoré uniformément.
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Fig. I1.9 — Découpage d’un rectangle orienté en un modele d’horizon au centre et
deux rectangles orientés avec un angle minimal.

Preuve - 11.24 -

On suppose sans perte de généralité que la courbe C est éloignée du bord supérieur
de R et que g est proche de 0 et positif. On note Z = (X;Y), le point de C tel que
Y est minimal.

On définit (A;);>1 les droites verticales qui intersectent R, d’équation X = X + e S
On définit ainsi au plus Cjlog, Sj sous-rectangles R; tels que I'un d’entre eux noté
R, contient le point Z et que les autres sont des modeles d’horizon tel que la distance
entre la courbe Cet le bord inférieur de R est supérieur a 27! s. La longueur |; de
chaque rectangle R; est tz;zo S

On divise ensuite Ry en au plus 4 parties :

2i +1

8s 16s

1. Un rectangle dont les dimensions sont inférieures a .
tan g tan g

2. Trois rectangles réguliers, un au dessus, un éventuellement a gauche et un
éventuellement au dessous de Ry.

On divise ensuite chaque rectangle R; horizontalement en 3 rectangles tels que :

. N . i+1
1. un d’entre eux soit un modele d’horizon de longueur |; = tin—eo S et de hauteur

h, 6 21*2s 4+ 21, pour assurer que la distance entre la courbe C et le bord

horizontal inférieur soit supérieure & 2*'s et donc que ; > tai el

2. les deux autres soient réguliers.
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Fig. I1.10 — Découpage d’un rectangle orienté avec un angle toujours supérieur a .

Finalement on obtient 1 petit rectangle singulier, Cj log, Sj modeles d’horizon ou
est uniformément minoré et Cjlog, Sj rectangles réguliers.

Vérifions maintenant que la suite de ces découpages amene au lemme [11.17
A Tissue du second découpage, il existe Ko, C; et Cy

1. Cyj log, Sj rectangles réguliers,
2. Cyjlog, ] rectangles orientés,

3. un nombre fini K; de rectangles singuliers dont les dimensions sont inférieures
aCis Cis.

Apres le découpage en 2 ou 3 des rectangles orientés, on récupere Csj log, S| modeles
d’horizon et au plus 2Cyjlog, S] rectangles orientés avec un angle minimum. La
derniere étape permet d’obtenir de 'ordre de

1. Cjlog,sj? rectangles réguliers,
2. Cjlog, sj*> modeles d’horizon,
3. Cjlog, sj rectangles singuliers dont les dimensions sont inférieures a Cs Cs.

d’ou le résultat.
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Chapitre III

Application a l'inversion
de la tomographie

Ce chapitre utilise les bases orthogonales de bandelettes pour inverser I'opérateur
de tomographie en présence de bruit. Un estimateur est construit par seuillage dans
une meilleure base de bandelettes.

Cette construction exploite a la fois la capacité des bandelettes orthogonales a bien
représenter les fonctions géométriques, et la localisation en échelle des fonctions
de base. Nous montrons comment étendre les résultats classiques de débruitage et
d’inversion dans une base fixe au cadre d’un dictionnaire de bases. Ceci nous permet
de démontrer I'optimalité de l'estimateur en bandelettes pour les fonctions ayant
une régularité géométrique.

Des exemples numériques sur des données synthétiques montrent que notre nouvelle
méthode apporte une amélioration par rapport aux ondelettes.

[11.1 Intro duction

Nous proposons maintenant d’utiliser les bases de bandelettes pour estimer un signal
f appartenant a la classe O, des fonctions C* géométriquement régulieres a partir
de la transformée de Radon de f en présence de bruit.

Y =Rf +W

Out W est un bruit blanc gaussien de variance "? et ot R désigne la transformée de
Radon.
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L’opérateur de tomographie R, autre dénomination de la transformée de Radon, est
défini pour f 2 L*([0;1]?) par :
Z
(Rf)(t; )= f(X) (Xycos +Xgsin  t)dx:

La valeur (Rf )(t; ) somme les contributions de la fonction originale f le long d'une
droite paramétrée par sa pente et son abscisse t. Cette opérateur est associé au
procédé de tomographie [Her80], ou des données sont acquises par lancé de rayons.
Les applications dans le domaine médical sont innombrables, principalement en ra-
diologie [Ne81].

Image d'origine f Transformee de Transformee de Donnee bruitlee
g ¢ Radon R f Radon bruitee Y inversee R°Y

Fig. III.1 — Exemple de transformée de Radon bruitée.

Estimation par seuillage La transformée de Radon s’apparente a un filtre, en effet
lopérateur R R est un filtrage et

JRR()j=CH!j:

Cette propriété induit en particulier que R ! n’est pas borné et qu’on ne peut es-
pérer avoir un estimateur de f correct en calculant R Y. Il est ainsi nécessaire de
construire un estimateur plus robuste qui ne risque pas de faire exploser le bruit aux
hautes fréquences.

De nombreuses opérations en traitements d’images correspondent a 'inversion d’un
opérateur linéaire comme par exemple la déconvolution ou l'inversion de la tomo-
graphie.

Y =Kf +W:

L’inversion de ces opérateurs est mal posée, et le cadre probabiliste est adapté a la
description de ces probléemes, voir a ce sujet la présentation de O’Sullivan [O’S86].
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La théorie de la régularisation a été développée par Tikhonov [Tik63] pour résoudre
ces problemes dans le cadre de ’analyse fonctionnelle. Ces méthodes par régularisa-
tion se focalisent sur une classe de fonctions qui forment un a priori pour I'inversion.

Des modeles bayesiens permettent de généraliser ces approches, voir par exemple
I'approche d’Archer et Titterington [AT95]. La régularisation des problemes mal po-
sés est aussi un cadre unificateur pour décrire les modeles physiologiques, comme par
exemple 'ont montré Bertero et al.pour la vision humaine et Poggio et al.[PTKS85]
pour la vision par ordinateur.

Des méthodes pénalisant la variation totale de I'image ont été proposées par Rudin
et al.[ROF92] ainsi que par Jonsson et al.[JHCI§].

Des méthodes récentes exploitent comme a priori un critere de bonne représentation
dans une base fixée, comme par exemple la base d’ondelettes qui est utilisée par
Daubechies et al.[DDMO03]. Ces approches sont équivalentes a une régularisation par
pénalisation, mais avec des normes fonctionnelles plus variées.

Il est également possible d’utiliser la représentation de f dans une base orthogonale
adaptée a 'opérateur K. L’approche SVD, Singular Value Decomposition, consiste
a utiliser une base de vecteurs propres de l'opérateur K K et de construire un
estimateur diagonal dans cette base. Soit (e,), une base de vecteurs propres de
lopérateur K K associée aux valeurs propres (K, ),. Les vecteurs €, forment une
base orthogonale. On note h, = Ke,,=kK e ks et on a la formule de reconstruction
suivante X
f =k, 1'[Kf;hle:

14
ou [; ] désigne le produit scalaire sur 'espace de Radon.
On estime ensuite f par un estimateur diagonal dans cette base,

X
f= 1,k 1'[Y;hle:

v

(!,) étant une suite d’éléments de [0; 1], choisie a priori pour assurer la convergence
de la série.

Comme la base (&,), est orthogonale, on peut minorer le risque pour le jeu de
parametres (! ), optimal

. X
Ekkf fk3) = 12k, "2+ (1 1,)%k,*[Kf;h,]?
Y x - ..
> 1=2  min(k, "% jHf; e,ij ?):
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Le risque d’un tel estimateur est ainsi lié a la décroissance des coefficients jhf ; e,ij .
Pour la transformée de Radon, comme pour tous les filtres, la base (e,), est la base
de Fourier. L’estimateur par SVD sépare ainsi les fréquences et les traite séparé-
ment en atténuant plus celles qui sont amplifiées par I'opérateur inverse K 1. Si
les coefficients de Fourier du signal f & estimer décroissent rapidement, la SVD est
parfaitement adaptée a l'estimation. Si f contient des singularités, la transformée
de Fourier ne décroit pas rapidement et la forte atténuation des hautes fréquences
provoque un lissage visible au niveau des singularités.

Si on considere I'opérateur de radon R cette approche n’est pas satisfaisante pour
les fonctions de notre modele ©,,.

Ce défaut d’estimation est lié au fait que la base (e,), utilisée est entierement
construite a partir des propriétés de I'opérateur. Donoho dans [Don95| propose une
construction similaire a ’aide des ondelettes qui permet d’estimer des fonctions dans
des Besov. Candes et Donoho dans [CD00b] poursuivent cette voie en proposant un
estimateur diagonal en Curvelets presque optimal pour les fonctions C* géométri-
quement régulieres.

L’idée sous-jacente a ces trois méthodes est d’utiliser une représentation adaptée
a lopérateur et aux fonctions a estimer. A chaque fois on sépare les bandes de
fréquences et on les traite séparément. On effectue sur chacune de ces bandes ’équi-
valent d’'un débruitage.

Nous proposons de reprendre cette méthode et de 'appliquer a l'espace ©, des
fonctions C* géométriquement régulieres en utilisant les bandelettes de seconde gé-
nération. Nous montrons pourquoi cette famille est particulierement bien adaptée a
ce probleme et comment on peut appliquer les résultats obtenus en débruitage.

Nous reprenons maintenant plus en détail la Wavelet Vaguelette Decomposition de
Donoho et I'inversion en curvelets de Donoho et Candes. Nous mettrons en évidence
le fait que ces inversions peuvent étre vues comme des débruitages par bandes de
fréquences. Nous en déduirons une méthode d’inversion en bandelettes de seconde
génération. Nous présenterons cette méthode sous la forme d’une suite de débruitage
afin d’utiliser le cadre de la sélection de modele et les résultats existants sur le
débruitage en bandelettes.

96



Inversioret seuillagedansunebase. Sectionlll.2

[11.2 Inversion et seuillage dans une base.

[11.2.1 Wavelet-Vaguelette Decomposition

Donoho prend acte des limites de la SVD pour les fonctions dans des espaces de
Besov et propose pour I'inversion de certains filtres et de la transformée de Radon une
décomposition similaire avec une base d’ondelettes ( y)x. L’objectif de cette nouvelle
décomposition est d’exploiter la localisation fréquentielle des ondelettes qui presque
diagonalisent ainsi R et la capacité de ces dernieres a bien représenter les fonctions
des espaces de Besov. On définit ainsi une famille R uy =k; . = (j; l1;l2) est un
indice triple, représentant un indice d’échelle j et deux indices d’espaces I1; l5. K; est
un réel ne dépendant que de 1’échelle | qui permet de normaliser Uy, de l'ordre de
27/2 Les  jouent le role des vecteurs propres et les K; des valeurs propres associées.
On a par définition de uy la formule de reconstruction suivante :
X
f = [Rf;uk '
A

On estime ensuite f en seuillant les coefficients de [Y;u,] avec un seuil t; adapté a
chaque échelle | X
f = Stj ([Y, U)\])kj ! A
A

Les termes [Y; U] cachent en quelque sorte une inversion. En effet
[Y;uy] = [Rf +W;uy] = [R(f +R 'W);uy] = +R 'W;R uyi = k;if +R 'W; i

Au facteur k; pres [Y; u,] correspond au coefficient d’ondelettes des données Y bruta-
lement inversées. Le facteur k; est présent pour controler 'explosion du bruit R 'W
sur les échelles fines.

On peut ainsi voir I'estimateur f en wavelet-vaguelette comme une somme d’esti-
mateurs fAj

X

A ~ X M
f= f; avecf;=k;' Sy(HF+R W, ;i ,0) juu:

J l1,l2

Ces estimateurs fAj sont obtenus par seuillage des données R 'Y dans la base d’onde-
lettes. On effectue ainsi un débruitage bande de fréquences par bande de fréquences
de R 'Y avec un bruit controlé par bande de fréquences. Le niveau du seuil t; est
choisi en fonction de la variance "% du bruit R 'W; ;; ;, qui croit comme "2 7.
Du fait que les ondelettes presque diagonalisent R, le bruit lR 'W; ;,, ;, est proche
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d’un bruit blanc et on peut transposer des méthodes développées dans le cadre de

bruit blanc pour déterminer des seuils t; qui assurent I'optimalité de 'estimateur

sur les espaces de Besov.

Donoho a ainsi montré que la décroissance asymptotique du risque du meilleur esti-

mateur par seuillage en wavelet-vaguelettes était optimale sur des boules d’espaces

de Besov ©; .. Voir [Don95] pour plus de détails.

Les deux points qui assurent que 'estimateur va étre performant sont :

— Les ondelettes presque diagonalisent 'opérateur. Cela permet de controler au
mieux la variance du bruit [W;u,] en fonction de

— Le fait que les espaces de Besov soient orthosymétriques dans une base d’onde-
lettes. Cela permet de concentrer 1’énergie des fonctions f sur peu de coefficients
et ainsi de garantir a chaque échelle un minimum de coefficients au dessus du seuil.

Kalifa et Mallat dans [KMO3| utilisent un seuillage adapté dans des bases d’on-

delettes miroirs pour inverser un filtrage hyperbolique. Les auteurs montrent que

leur estimateur est optimal pour 'estimation des fonctions a variation bornée en

encadrant I'espace BV par deux espaces de Besov orthosymétriques dans la base

d’ondelettes miroirs.

Ces résultats encourageants ne permettent cependant pas d’estimer de maniere op-

timale les fonctions géométriquement régulieres. Donoho et Candes dans [CD00a,

CD00c| proposent d’appliquer la méme méthode avec les curvelets.

[11.2.2 Inversion en curvelets

Les curvelets () forment un tight frame qui assure une représentation presque
optimale des fonctions G, régulieres. De plus elles sont localisées fréquentiellement
comme les ondelettes et presque diagonalisent donc R. On établit une formule de
reconstruction a partir de la famille U, définie par R Uy = K, » ou K, ne dépend
que de I’échelle s. X
f = [Rf ; U)\]ks ! A-
A

On détermine de la méme maniere un estimateur par seuillage

. X
fCurvelets = Sts ([Y, U)\]) A (IIIl)
A
avec un seuil dépendant de 1’échelle
p——
t,=2logN.k, " (I11.2)
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ou N est le nombre de curvelets a 1’échelle s.
On obtient alors un estimateur dont le risque est quasi optimal sur ’ensemble ©4
des fonctions C? géométriquement régulieres. Pour tout d > 0 et pour tout f 2 O,

M SE (f curvetets; T ;") = O("4/5+4) (I11.3)

Ce risque est presque optimal sur cette classe. En effet, Candes et Donoho ont mon-
tré [CD00c| que le risque optimal est borné inférieurement par C"4/%jlog"j 2/°.

On peut faire la méme observation que pour la WVD et voir cet estimateur comme
une somme d’estimateurs de débruitage.

Nous proposons d’utiliser les bandelettes de seconde génération et les résultats ob-
tenus en débruitage avec les bandelettes de premiere génération pour étendre les
résultats de Donoho et Candes a la classe ©, des fonctions C* géométriquement
régulieres.

[11.2.3 Inversion en bandelettes

De par leur construction, les bandelettes proposées dans la premiere partie ne per-
mettent pas d’établir un estimateur optimal. En effet, méme si elles assurent une
bonne représentation des fonctions de ©,, elles ne sont pas localisées en fréquence.
Les orthogonalisations des fonctions d’échelles  j, &, 1, ne permettent pas de contro-
ler le spectre des bandelettes. La construction des bandelettes de seconde génération
proposée par Gabriel Peyré dans sa these [Pey05] orthogonalise des fonctions  j j, x,
de mémes échelles. X

Vinn = Qg ko gk ko
k1,k2

On est ainsi assuré de la localisation spectrale des bandelettes. Ces bandelettes,
comme les précédentes, assurent une représentation optimale des fonctions de O,.
Nous expliquons rapidement dans un paragraphe suivant la construction de ces ban-
delettes.

Sur le modele de la WVD nous proposons un estimateur construit échelle par échelle
dans une base de bandelettes adaptée. Nous allons utiliser les résultats précédents
sur le débruitage issus de la théorie de la sélection de modeles de Birgé et Massart
pour garantir le risque des estimateurs fAj sur chaque bande. Nous allons considérer
le méme découpage en espaces d’ondelettes que Donoho dans [Don95]. Nous utilise-
rons un autre estimateur par seuillage a chaque échelle qui va exploiter la régularité
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de la fonction f & chaque échelle. Ainsi le bruit N, projection de R 'W sur les
espaces d’ondelettes,
X - X
Nj - I‘R 1W, ]nl jn2 j/2 [W, an] jn:

n n

que nous essaierons de supprimer a chaque échelle est identique a celui traité par le
WVD. Ce bruit est proche d’'un bruit blanc, nous utiliserons comme pour la WVD
le fait que les bases U;, sont des bases de Riesz pour traiter la coloration de ce bruit.
Nous agregerons ensuite les estimateurs fAj pour définir un estimateur global f dont
les performances seront liées aux capacités d’approximation non linéaire des ban-
delettes. Nous énoncerons des résultats en probabilité pour conserver une preuve
simple mais il également possible d’obtenir les mémes résultats en espérance. Nous
avons vu dans la premiere partie comment passer a un résultat en espérance avec
des arguments plus techniques. La preuve est identique au débruitage échelle par
échelle. La seule différence est le défaut d’orthogonalité de la base U;, qui ne pose
pas de probleme du fait qu’elle est une base de Riesz comme nous le montrons dans
la preuve en probabilité que nous présentons.

Apres avoir introduit les notations associées aux bandelettes de deuxieme génération
et décrit la construction et les propriétés de ces bandelettes, nous construisons notre
nouvel estimateur.

[11.2.4 Notations

Dans une base orthogonale B = fg,g, d'un espace L? ou \5,
mation avec M termes d’une fonction f 2 L? ou d’un vecteur f 2 *2 dans B peut
se calculer a I'aide d'un opérateur de seuillage

X
Sr(f;B) = H;giig, avec M 2 Cardf njhf;g,j > Tg;
inf,g ij>T

la meilleure approxi-

ot h; i est le produit scalaire canonique sur L% ou “2.

Dans la suite, on note fn une fonction d’ondelettes a 1’échelle 27 et orientation

k2fV;H;Dg,avecn 2 f0;:::;2 7 1g® Pour f 2 1.2 on note

8n2f0;::;27 1g% fFn)=H; K

m

les coefficients d’ondelettes de f & 1’échelle 27 et orientation K. De la méme facon,
si X est un processus aléatoire dont les réalisations sont de carrés intégrables, on
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note X f le vecteur aléatoire obtenu par projection sur les fonctions d’ondelettes a
’échelle 27 et orientation K.

On va utiliser a la fois des normes fonctionnelles
Z
def.

ifite ) = | (X)ji*dx pour A [0;1]%

et des normes discretes

X
- - def. . .
it it = jf¥n]j* pour A [0;1]%
(21n)2A

ol jz(A) est I'espace des vecteurs fQ[n|gei,y24. Par exemple, les coefficients de la
transformée en ondelettes f ¥ & une échelle donnée 27 et orientation k d’une fonction
f appartiennent a “%([0; 1]?). Dans la suite, on notera f ; 2 *2 Jorsqu’il n'y aura pas
de confusion possible sur ’échelle 27 ou l'orientation K.

I11.3 Bandelettes orthogonales de deuxieme genera-
tion

Comme nous 'avons déja remarqué, le schéma d’approximation en bandelettes or-
thogonales dans la premiere partie, bien qu’adapté a ’approximation de fonctions
géométriques, ne convient pas a l'inversion de l'opérateur de tomographie. En ef-
fet, les fonctions bandelettes que nous avons construites, ne sont pas localisées en
fréquence, ce qui est nécessaire pour bien représenter 'opérateur de tomographie.
En effet I'orthogonalisation de Gram Schmidt mélange des fonctions de toutes les
échelles. De plus le fait de travailler en espace, sur des rectangles crée des ondelettes
de bord dont on ne controle pas le spectre.

Pour palier ce probleme, un nouveau schéma d’approximation en bandelettes or-
thogonales de seconde génération est introduit dans [PMO05]. Cette nouvelle classe
de bases orthogonales est construite directement sur les coefficients discrets d’une
transformée en ondelettes. Les fonctions de base sont ainsi des combinaisons linéaires
d’ondelettes a une échelle fixée.

Dans cette section nous expliquons la construction de ces bandelettes de seconde
génération, et énoncons le résultat d’approximation dans une base adaptée de ban-
delettes qui sera utile pour démontrer 'optimalité de notre estimateur.
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[1.3.1 Transformee en bandelettes sur un petit carre

Soit f une fonction avec une régularité géométrique C%, 2/ une échelle fixée de
transformée en ondelettes, et K une orientation.

Une transformée en bandelettes est implémentée a I’aide d’un ensemble d’opérateurs
orthogonaux locaux opérant sur les coefficients en ondelettes de f . Plus précisément,
chaque opérateur agit sur un sous ensemble de coefficients fg = ff f[n]g(gj ny2s Ol
S=S, S,2]0;1]* est un carré.

(a) Fonction originale (b) Transformée en ondelettes (c) Zoom
Fig. II1.2 — Une image avec de la régularité géométrique et ses coefficients en
ondelettes.

La figure montre un zoom sur les coefficients en ondelettes d'une fonction
géométrique, pres d’une courbe de singularité. Les opérateurs orthogonaux qui im-
plémentent la nouvelle technique de bandeletisation sont capables d’exploiter la re-
dondance directionnelle qui existe dans cet ensemble de coefficients.

Parametrisation de la geometrie On construit une base de bandelettes orthogo-
nales discrétes B(S;gs) de “%(S), qui est paramétrée par une géométrie approchée
gs. Pour décrire cette géométrie, il faut tout d’abord un parametre €2 qui code le

type de la géométrie, qui peut étre

une géométrie horizontale si 2 = H. Dans ce cas, nous utilisons une courbe
paramétrée par (X; g%(x)) 2 S. Ce type de géométrie est utile si un contour unique
g; traverse S tout en restant relativement horizontal.

une géomeétrie verticale si {2 = V. Dans ce cas, nous utilisons une courbe para-
métrée par (g(y);y) 2 S.

aucune géométrie n’est utilisée si () = =. Ceci est utile si le carré S ne contient
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aucune courbe de singularité, ou bien s’il contient un coin ou deux contours concou-
rant.

Il est important de noter que chaque valeur de g donne naissance & une base de
bandelettes, et que le calcul d'un jeu de parametres adaptés a une fonction donnée
fait partie d’'une stratégie globale de meilleure base décrite a la section T11.3.3.

Lorsque Q2 = =, nous gardons les coefficients en ondelette f g de la fonction d’origine,

ce qui revient a définir B(S;g) comme étant la base de Diracs discrets de "%(S).

Lorsque 2 & Z, nous utilisons une géométrie polynomiale quantifiée g pour définir
notre base. Nous ne considérons qu’un nombre fini de géométries potentielles. La
paramétrisation exacte de la géométrie est expliquée a la sous-section I11.4.4.

Bandeletisation par transformee de Alpert On se place toujours a une échelle 27
fixée, et on s’intéresse & un carré S [0; 1]? de largeur b. Dans la suite, on considere
seulement le cas d'une géométrie horizontale, paramétrée par (X; g(X)), qui intersecte

S.

On définit une base de bandelettes de f(S) a ’aide de vecteurs discrets qui oscillent

dans de petites bandes suivant la géométrie approchée §g.

Pour ce faire, on utilise la déformation qui amene cette géométrie approchée sur la
direction horizontale

8X2S; W(xiiXs) = (Xi;%2  g(x1)):
Cette déformation W correspond au warping W décrit dans la premiere partie.

On subdivise le domaine déformé § = w(S) en petite bandes de largeurs b2¢ pour
"6 0.

Pour chacune de ces largeurs dyadiques, on okéient une segmentation de § en un
ensemble de Ny ' 2 ¢ bandes paralleles § = ﬁ\io lﬁgi comme montré a la figure

I11.3, et on définit par by = w 1(8) les bandes dans le domaine d’origine.

On peut ensuite ilétroduire les sous-espace vectoriels de “?(S)
< i :
8Xn 2 or nj= Pz E,
Gede:f.. 92\2(8) b@ g[ ] ( )

Il ©

et P; est polynoémial de degrés p:

Ces espaces satisfont G, G, 1, ce qui permet de définir une base orthogonale
fw,g", ! de Tespace des détails Hy

Vect(Uy) =Hy, ou H, ° G, =Gy 1 (IT1.4)
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Déformation Déformation
" \—

W/ bror % -
N " y =

bandes & l’échellﬁ bandes a l’écheﬁ

Fig. 111.3 — Ezemple de dispositions de bandes pour plusieurs tailles b2°.

)

On peut remarquer que la dimension m, de l'espace H, est (p+ 1)(Ny, 1 Ny),
excepté pour les échelles grossieres 2¢, ou il peut exister des bandes by; contenant
moins que P+ 1 points X,,.

On définit ensuite une base de bandelettes discretes B(S;g) de “%(S) par

def.

B(S;g) =f¥y; n 2jlog,(b)6 "6 0 e 06i6 m, 1g:

Cette base est une extension bidimensionnelle des bases de multi-ondelettes de Al-
pert [Alp93] utilisant des polynomes déformés. La décomposition d’un vecteur de
"2(S) dans cette base est calculée a l'aide d’un algorithme multirésolution rapide.
Cet algorithme suit I'implémentation décrite dans [Alp92], et utilise une procédure
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour calculer, & chaque échelle *, une base de
I’espace G, | commencant par les vecteurs de G, et terminant par les vecteurs de

Hy.

[11.3.2 Baseset dictionnaire de bandelettes

Parametrisation d'une basede bandelettes Pour chaque échelle 27 et orientation
K, on construit une base discréte de bandelettes orthogonales B(I'Y) de “2([0;1]%).

Les parametres géométriques I‘? = ( f ;fg50s) sont composés de :

Une segmentation en quadtree Qg‘? of [0; 1]2. Un quadtree est obtenu en subdivisant
de fagon récursive le carré [0;1]* en quatre sous-carrés de taille égale. La figure
montre un exemple de quadtree adapté a une image donnée.

Pour chaque carré S 2 Qg‘? , une géométrie approchée gs. Comme décrit dans la
section précédente, gg est défini par un type 2 2 fH;V;Z=g, et si 2 & =, par un
polynome quantifié. La précision de quantification dépend directement du niveau
"2 du bruit additionnel. La procédure exacte de quantification est détaillée a la
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sous-section [I11.4.4, et donne naissance & un ensemble Gz (S) d’environ " 2 1)

géométries potentielles gg.

Carré regulier

un contour

Petit carré contenant

/ \ “ - R\ D Carré contenant

un contour
& I
— . Carré contenant
Transformée en ondelettes Quadtree un coin

Fig. II1.4 — Un exemple de quadtree.
Une base de bandelettes B(I'Y) de tout espace discret “#([0; 1]?) est alors définie par

L
B(I'Y) = B(S;8s)
52Qk

ou nous avons implicitement étendu les vecteurs des bases B(S;gg) a I'extérieur de
S en leur assignant la valeur zéro.

Un vecteur de bandelettes ¥, 2 B(Fé‘?) est ainsi spécifié par = (j; k; S;gg; ;1) ou

27 est léchelle d’'une transformée en ondelettes 2D, et k 2 fV;H;Dg est une
orientation,

S2 Qf est un carré dyadique de largeur b= L 27,

gs est une géométrie approchée quantifiée,

U,; dans la base de bandelettes orthogonales B(S;gs).

Nous avons ainsi défini

8x,2S2Q% W,[n]=Vun] where B(S;gs)="fVug:

A quoi ressemblent des bandelettes orthogonales ? Ces vecteurs discrets ¥, 2
“2([0; 1]%) peuvent étre transformés en fonctions €, 2 L?([0; 1)) en définissant
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La figure TI1.5 montre plusieurs fonctions bandelettes. Ces fonctions sont aussi régu-
lieres que les fonctions d’ondelettes 2D utilisées. Bien que chaque quadtree segmente
I’espace des coefficients en carrés disjoints, la reconstruction apres une décomposi-
tion en bandelettes seuillée ne souffre pas d’effets de blocs. Ceci est du au fait que
la reconstruction par blocs des coefficients d’ondelettes est filtrée par la transformée

en ondelettes inverse.

Localisation en ondelettes

Fig. IIL.5 — Graphical display of bandelet functions for various scales 27.

Bandelettes
discretes 2 4;

7

Fonctions
bandelettes@ ,

Structure d'un dictionnaire de bandelettes Soit 27 une échelle fixée, et k une
orientation. Le dictionnaire D;? de base de bandelettes discretes est composé des
bases B(F?), obtenues en faisant varier les segmentations en quadtree Qf ainsi que
les géométries approchées fgsg a l'intérieur des carrés de la segmentation.

En restreignant les géométries gs & un ensemble fini G2(S), on obtient ainsi un

106



Estimateuren bandelettes Sectionlll.4

dictionnaire fini D ?52 de bases de bandelettes

DF., = B(I*)2DF I't=(Q¥fasg) et 8S2QY gs2 Ga(S)

7,e?

[11.3.3 Approximation dans une meilleure base de bandelettes

Pour comparer les différentes bases de bandelettes pour 'approximation d’une fonc-
tion f donnée, nous utilisons comme précédemment, une entropie qui est aussi une
fonctionnelle pénalisée. Soit B(F?) ERA .0, une base de bandelettes pour une échelle
27 et orientation k. On définit, pour une fonction f 2 L2,

X
E(f 5 BT T) = e, £ R+ T2 M (I11.5)
i xkij<T
ou n |/ o]
M = Card i@, fij>T +Mg+Mg; (I11.6)

et ot Mg+ Mg est le nombre de parametres nécessaires pour décrire la segmentation
en quadtree et les géométries approchées qui composent les parametres Ff.

La meilleure base de bandelettes minimisant cette entropie sous forme lagrangienne
est alors capable de représenter de facon efficace les coefficients de f & I’échelle 27
et orientation K. L’algorithme effectif calculant cette meilleure base est décrit a la

sous-section 111.4.4

Theoreme 111.1 ,
Soit T > 0 et f une fonction avec une régularité géométrique C*. Soit 27 > T 5T
une échelle et K une orientation. On a

E(f}1B%T)6 CTr; 0i B* = argmin E(f;B;T) ; (IIL7)
B2D
jT2

et C est une constante qui dépend uniquement de f .

[11.4 Estimateur en bandelettes

[11.4.1 De nition de l'estimateur

On souhaite estimer une fonction f géométriquement réguliere a partir de

Y =Rf +W:
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Comme nous 'avons expliqué nous allons estimer f échelle par échelle a partir des
projections sur un espace d’ondelettes de R Y.

Dans la suite, on note X Jk 2 jz les coefficients de la décomposition en ondelettes de
X & Déchelle 27 et orientation k, ot X est le signal inversé X = R Y =f +R W.

Pour chaque échelle 27, on définit le seuil suivant
(t;)* = jlog(")j"?2 7,

oll est une constante qui sera définie plus tard lors de I'analyse de notre estimateur.
A une échelle 27 vérifiant

. . 2 2
97 > 9jo ®L maTr _ waty

et une orientation K, I’estimation f;’? des coefficients en ondelettes f f de f est défini
par la minimisation de la fonctionnelle pénalisée :

“k . k 2 | 42

fi7= argmin kX7 Fk*+t;M,
F =Py Xf

2T

oukF, =Py X Jk désigne les coefficients d’ondelettes de la projection sur l'espace de
bandelettes M , du signal associé¢ aux coefficients X f

Dans le cadre déterministe de ’approximation de fonctions, on utilisera le terme
entropie, comme dans la partie consacrée au débruitage. L’entropie que nous avons
définie sous la forme d’un Lagrangien est égale a la fonctionnelle pénalisée. Nous
utilisons le terme fonctionnelle pénalisée dans le cadre statistique car nous utili-
sons la sélection de modeles. Nous utilisons le terme entropie que nous reprenons a
Donoho et Johnstone [DJ94b] qui 'ont eux méme repris a Coifman et Wikerhause-
rauser [CWT73] pour la sélection de meilleure base. L’entropie permet dans un cadre
d’approximation de sélectionner une meilleure base.

On peut ainsi également définir f f en définissant une base optimale

B (I'") % argmin E(X ¥ B(I%);t)):
/ B(ij)zojk,,2 ’ ’

et
fres, (X5B (Th):

Comme nous ne considérons que les modeles construits a partir de vecteurs ap-
partenant a une méme base orthogonale, ces deux définitions sont rigoureusement
équivalentes.
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On note M ,; le modele associé a f et M,, la dimension de ce modele. Pour les fines
échelles restantes 27 < 2%, on définit f ¥ = 0.

On peut alors agréger les estimateurs a travers toutes les échelles en ondelettes pour
obtenir un estimateur f de f

[11.4.2 Estimateur oracle

Comme pour le probleme de débruitage, nous allons borner le risque en deux temps.
D’abord, nous allons montrer grace a des arguments statistiques que l'estimateur
choisi avec la pénalisation adéquate est presque aussi bon qu’un estimateur oracle.
Puis nous allons utiliser les capacités d’approximation des bandelettes pour montrer
que cet estimateur oracle et donc que 'estimateur sélectionné est bon.

Soit f une fonction ayant une régularité géométrique, C, 27 > 2/ une échelle en
. . . def.

ondelettes, et K une orientation. Dans la suite, on va noter f; = f Jk et on ne fera

plus référence a 'orientation courante K.

f jl est I'estimateur oracle défini a partir de f par

f!= argmin kf FK*+t:M, (I1L.8)
F =Ppm f
~y2T

Cet estimateur par projection peut également étre vu comme un estimateur par
seuillage dans une meilleure base de bandelettes On note M ., le modele associé
a fj et M), la dimension de ce modele. On peut maintenant montrer comment
lefficacité de notre estimateur peut étre bornée a l’aide de ’estimateur oracle.

Proposition [11.1

Soit f; Uestimateur en bandelettes défini a la sous-section |I11.4.1, et fj1 I’estimateur
oracle défini a l’équation (IIL.8). Si > 32C, ou C est un constante dépendant
seulement de l'opérateur R et de la base d’ondelettes, alors avec une probabilité
supérieure a 1 4"*, on a

if; fAjjiZz + ()" My 6 Cy if; fiT + ()M, (1IL.9)

- 1
ouCyE 1 p320= .
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Preuve - I11.1 -
En utilisant la définition de f; comme minimiseur de la fonctionnelle pénalisée, on a

iX; fAjJ'iZ.z + (t;)* Mo, 6 jX; fjlji?]? + (t;)* M.

On utilise ensuite la décomposition suivante

8
< JX; fjjizz: iX; fi+f; fjji?jz 6 jX; fjji22+jifj fjjiZerhXj fif;

iX; fjlji?jz: iX; fi+f; fjlji?jz 6 jX; fjjiZeriifj fle'iZerhXj fif;

ce qui mene a
8
S X R BX5 fie ()76 ()M,

it i 0t G B (1) My 6 (1) My

On a ainsi

1;.
lir o (1IL10)

if; fAyiiZz +(t;)* My, 6 jf; fjll'i?jz + ()M, +20X; i f, f

On définit M comme étant le modele de jz engendré par les bandelettes discretes

générant fAj et f jl. Dans la suite, on note N, les coefficients en ondelettes du bruit
additionnel R 'W. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

WX; ;6 flinPw (Ny); f; 16 jf; f iz i P (N))je: (IIL.11)

En utilisant la définition de f !, on a

1
2

if; flie6df; fie+if; flig62 i, fiiz+ )M, " (11112

Pour borner la norme de la projection du bruit N; sur M , nous utilisons un lemme
statistique dont la démonstration se trouve a la section I11.6.1 et qui s’appuie sur le
lemme de Borel et sur les propriétés de la WVD pour gérer un bruit qui n’est pas
tout a fait blanc.

Lemma 111.2

Soit N; les coefficients en ondelettes de R "W ou W est un bruit blanc gaussien
de variance "2. Il existe une constante C telle que, avec une probabilité plus grande
que 1 4", pour n’importe quel sous-espace E;, de dimension K, généré par des
bandelettes, on ait

i P& (N))j% 6 Cjlog(")j"2K: (I11.13)
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En utilisant le fait que la dimension de M est plus petite que M., +M,,,, en utilisant
le lemme 111.2, on a avec une probabilité plus grande que 1 4"4,

iPwm (Nj)ji2 6 Cjlog(")j "? My + M)
Ainsi, pour n'importe quel > 0, on a, avec une probabilité plus grande que 1 4"4

. . c . e
I Pwm (Nj)ﬂ26 —  jlog(") ?(M’YO_I_M'Yl)

¢

6 if; fAy’J'iZz + (t;)°My,) +jif fjll'i?jz + (t;)° M,

De part la définition de f !, on déduit que

iPw(Nyj*6 =2 jf, fi2+(t)*M(f;) : (I11.14)

En exploitant les bornes fournies par les équations (III.10), (I11.11), (TI1.12) et
I11.14) on obtient

it O+ il iM(E) 6 0, fiR+ "Hilog(iM(F))

i
+4 — jf; £+ ()M ()

ce qui conclut la preuve de la proposition. n

[11.4.3 Resultats d'estimation

Apres avoir montré que le risque de notre estimateur fAj était de 'ordre du risque
de D'estimateur oracle f jl pour un bon choix du seuil t;, on utilise maintenant les
propriétés des bandelettes de deuxieme génération pour déterminer ce risque. Nous
allons pour cela, utiliser les capacités d’approximation des bandelettes.

Proposition 111.2

Soit f une fonction ayant une réqularité géométriqgue C, et "2 > 0 la variance du
bruit additionnel. Soit 27 > 270 yne échelle et kK une orientation. Alors, avec une
probabilité plus grande que 1 4", on a

jf & f;’?jigjz 6 Cjlog(")j2 7+ ", (IT1.15)

J

ou C est une constante qui dépend seulement de f .
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Preuve - I11.2 -
On définit f ]Q comme suit

f? =S (f;;B") ot B® = argmin E(f;; B; ) (TI1.16)
Bszk,,2

ot Pon a utilisé un niveau de seuillage (€)? g

a

(";)%. De par la définition de f !, on

E(f;;B;t;) 6 jlog(")i E(f;; B% &): (IIL.17)

Ou B est la base associée au modele M, et a f .

On peut maintenant utiliser la capacité des bandelettes a bien représenter une fonc-
tion géométrique. En appliquant le théoreme [[11.1} il existe une constante C qui ne
dépend que de f telle que

E(f;;B%€)6 C(§) ™ =C( "2): (I11.18)

J

En insérant les inégalités (I11.17) et (III.18) dans I'inégalité donnée par le lemme
II1.1, on conclut la démonstration de la proposition [I11.2. "

On peut maintenant agréger les résultats d’estimation a travers toutes les échelles
en ondelettes.

Theoreme 111.3

Soit f une fonction ayant une réqularité géométriqgue C*, et" > 0 un bruit addition-
nel suffisamment petit. Alors, avec une probabilité plus grande que 1  Cjlog(")j"*,
on a

jf  fj% 6 Cjlog(")jz "7, (I11.19)

ou C est une constante qui ne dépend que de f .

Preuve - 111.3 -
L’erreur globale commise lors de I'estimation de f se calcule en sommant les erreurs
commises lors des estimations de chaque f f .

Pour les fines échelles 2/ < 270, on utilise le fait que f 2 L*([0; 1]?) et que jf jo est

borné, ce qui implique

. X . .
if iz 6 C127 9 itf fliz62C2°6 jlog(")jz s "2 (II1.20)

k7j<j0
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Pour les échelles restantes 279 > 27, f;’? est défini comme un seuillage dans une
meilleure base de bandelettes discretes. On peut donc appliquer les résultats de
I11.2, et sommer les erreurs pour obtenir, avec une probabilité plus grande que 1

Cjlog(")j"*,

. ~ X 2. o X ,
jf fi;.6 C" T jlog(")j2 1 + Cy 2 (I11.21)
k.j> jo k,j<jo
6 Clog(")j7™ "7 (I11.22)
ce qui termine la preuve du théoreme II1.3. "

Ces résultats sont a comparer a ceux de Candes et Donoho dans [CD00b]. Pour des
fonctions a régularité géométrique C2, les auteurs montrent que l'erreur d’estimation
décroit en

M SE (fAcurvelets;f ) - O("4/5+d) 8d>0

En prenant = 2 on trouve un risque
M SE (fAbandelettes;f ) = O(J 10g"j"4/5)

Le risque en bandelettes est ainsi comparable a celui obtenu en curvelets pour = 2
et généralise le résultat pour un  quelconque.

Remarque 1

Tous ces résultats sont encore valides lorsque 'on mesure le risque E (jf ; fAjjiz),
c’est-a-dire lorsque l'on remplace les bornes valides avec grande probabilité par des
bornes en espérance. La preuve est identique a celle du débruitage et reprend ainsi
la preuve initiale de Barron, Birgé et Massart [BBM99]

[11.4.4 Estimation rapide en bandelettes

Dans cette section, nous décrivons chaque étape du calcul de I'estimateur en bande-
lettes.

Image discretisee Les calculs qui suivent sont effectués non pas sur des fonctions
f 2 L? mais sur des images discrétisées f 2 2, ce qui correspond & la pratique
numérique.

Une image discrétisée f de N N pixels est obtenue par la projection d’une fonction
f 2 L*([0;1]?) sur un ensemble de fonctions d’échelle f @ 5, g, & une résolution 27 =
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ou

L'algorithme  Le calcul de 'estimateur en bandelettes inclut la transformée en ban-
delettes, un seuillage adapté suivant 1’échelle et enfin la transformée en bandelettes
inverse. La transformée en bandelettes est calculée avec un algorithme rapide qui
comprend a la fois le calcul de la meilleure base de bandelettes, B*(F;?) pour chaque
échelle et le calcul de la décomposition de I'image inversée sur cette base.

(1) Donneesde l'algorithme. L’utilisateur dispose de données bruitées et discré-
tisées Y = RT + W, oil W est une réalisation d'un bruit blanc gaussien de variance

. On commence par calculer le signal discrétisé inversé g = R 'y =f + R 'W de
taille N N pixels. On souhaite donc estimer le signal discrétisé d’origine f & partir
de I'image bruitée §. La variance du bruit peut étre estimée directement a partir
du signal corrompu Yy a I'aide de techniques standards [D.J94a)].

(2) Transformee en ondelettes 2D. On calcule la transformée en ondelettes dis-
cretes 2D des données d’origine g. Ceci donne une série de coefficients fgé‘?gp 7k Ces
nouvelles images Qf, pour chaque échelle 2/ et orientation k 2 fV;H;Dg, peuvent
étre stockées dans une unique image de la méme taille que l'image 1'originale @.
Les étapes suivantes (3)-(7) implémentent la bandelétisation et sont répétées pour
chaque échelle et orientation.

(3) Selection des carres dyadiques. Un carré dyadique S est, par définition,
obtenu en subdivisant de fagon récursive le carré [0;1]? en quatre sous-carrés de
meéme taille. Ceci permet de regrouper les coefficients fgg?[n]gn par carrés dyadiques
formés par les n vérifiant 2/n 2 S. Les étapes suivantes (4)-(7) sont répétées pour
chaque carré dyadique S & une échelle fixée 27 et orientation k de la transformée
en ondelettes. On note gy = fgf (NG ny2s 2 ?(S) I’ensemble des coefficients en

ondelettes a l'intérieur de S.

(4) Quanti cation de la geometrie. On doit maintenant trouver la meilleure géo-
métrie quantifiée possible gg a 'intérieur du carré S. On va donc tester, pour chaque
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type de géométrie Q2 2 fH;V; =g un ensemble suffisant de courbes géométriques (sauf
bien str pour le cas 2 = = ou 'on ne re-transforme pas gg).

Dans la suite, on note f ;g% la base orthogonale des polynomes de Lagrange sur
I'intervalle couvert par S (d’abord horizontalement, puis verticalement suivant la
valeur de €2). On teste Uefficacité de la base de bandelettes B(S;g;.) de “%(S) pour
les géométries
X 1
g= m? , on jmj6 A, % et Q2fV;Hg;

i=0
pour chaque catégorie 2 2 fH;VQg et pour chaque ensemble de coefficients m =
fmlgl vérifiant ijJ 6 Ay 2,

L’étape suivante (5) est répétée pour chaque géométrie potentielle g, ainsi que pour
le cas particulier Q2=.

(5) Calcul de la transformee de Alpert. Pour une géométrie donnée g = g}, on
calcule ’ensemble des produits scalaires

A, (gs)[;i] Z hgs; Ui ol B(S;g) = U0

Cette transformée A, peut étre calculée avec 'algorithme de transformée de Alpert
discrete, comme expliqué dans [Alp92]. Pour le cas particulier g = Z, la transforma-
tion Az est l'identité.

(6) Selection de la meilleure geometrie. 1l faut maintenant sélectionner la géo-
métrie g¢g qui minimise le Lagrangien
X
E(gs; B(S;@s);t;) & iAG(go)[31li* + Card3) + Mg

(£,i)2 o
ol t; est le seuil qui dépend de I’échelle 27 défini a 1'équation IIL.4.1 et ou
I =05 niA(g9)[5ili> g

et Mg =1si Q=Z¢et Mg = sinon. On est ainsi capable de définir la géométrie
optimale a l'intérieur de S par

gs = argmin E(gs;B(S;g); ) :
&m
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(7) Construction du quadtree. Une fois que I'on a calculé les coefficients trans-
formés A ;. (Qs) pour chaque carré dyadique, on choisit la meilleure segmentation en
carrés. Grace a l'additivité du Lagrangien et a la structure hiérarchique des quadtree,
la minimisation de E peut étre effectuée avec une procédure rapide comme introduit
dans [Don99] et déja employé dans [LMO05].

Lors de I'étape précédente (6), nous avons enregistré, pour chaque carré dyadique
S, la valeur E(S) = E(gs; B(S;0s); t;) du Lagrangien restreint a S, en méme temps
que la meilleure géométrie quantifiée gg. Alors, pour chaque échelle 27 et orientation
K, on calcule la structure de quadtree optimale :

Initialisation du quadtree : chaque petit carré S de largeur b= 27 est une feuille
de 'arbre. On enregistre dans les feuilles de ’arbre la géométrie optimale gg et on
initialise By, le Lagrangien cumulatif sur le sous-arbre, a Ey(S) = E(S).

On démarre avec des carrés S de taille b=2 27,

Pour chaque carré S, on note (Sy; Sy; S3;Sy) ses 4 sous-carrés et

EYS) 2 Ey(S)) + Eo(Sz) + Bo(Ss) + Bo(Sa) +

est le Lagrangien du sous-arbre (le facteur additionnel t? est du au cotit du codage
de la subdivision, évalué a un coefficient). Les sous-carrés sont regroupés si E(S) <
EYS). Si c’est le cas, on déclare S comme une feuille et on enregistre la meilleure
géométrie gs dans I'arbre. On met & jour Ey(S) = min(E(S); EXS)).

Tant que b< 1, faireb 2 bet répéter I’étape précédente.

(9) Seuillage des coe cients.  Pour chaque carré S du quadtree, on enregistre
les coefficients de la transformée de Alpert Ag (gs). Ces coefficients peuvent étre
stockés a la place des coefficients de la transformée en ondelettes. On met ensuite a
zéro les coefficients dont la valeur absolue est en dessous du seuil t;.

(10) Calcul de la transformee en bandelettes inverse. Le calcul de la trans-
formée inverse est implémenté en inversant d’abord la transformée de Alpert sur
chaque carré dyadique S faisant parti du quadtree a chaque échelle et chaque orien-
tation, puis en inversant la transformée en ondelettes. Ces calculs ne demandent
aucune recherche de meilleure base, puisque 1’on utilise les parametres géométriques
(quadtrees et géométries quantifiées) trouvés lors de la transformée directe.

Complexite numerique Pour une image de N N pixels, la complexité numérique
de la transformée en ondelettes rapide est de I'ordre de O(N ?). Pour chaque échelle
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2/, chaque orientation K et chaque taille dyadique de carrés b, la complexité de
calculer les coefficients de Alpert est

C(j; b = H{:Zbgf f:igﬂf Ff{z_? _Cco%

nbr.carrés  complexité Alpert tr.  nbr.géometries

puisque le nombre de tels carrés est proportionnel a jlog( )j et que < 1. La com-
plexité totale du calcul de estimateur est donc asymptotiquement de O(N2 (@ 1),

Bien que polynomiale en N et en !, la complexité de la recherche de la géomé-
trie par exploration exhaustive est trop grande pour de grandes images. Les implé-
mentations rapides utilisent des heuristiques pour réduire le nombre de géométries
potentielles et se restreignent a des carrés de taille 4 27 et 8 27,

[11.5 Resultats numeriques

Nous avons testé les algorithmes d’estimation par seuillage en ondelettes et en ban-
delettes sur des données synthétiques. On utilise une image discrétisée f connue a
I'avance (voir figure 77 (a)). On perturbe artificiellement cette image dans le domaine
de Radon en posant y = Rf +w, olt W est une réalisation d’un bruit blanc gaussien
de variance 2. La figure 77 (b) montre I'image bruitée et inversée R 'y =f +R lw.
Dans la suite, on quantifie la variance du bruit w en % relativement a la variance
de la transformée de Radon de f notée " (Rf ).

La transformée de Radon est implémentée numériquement avec ’algorithme de Aver-
buch, Coifman, Donoho, Israeli et Walden[ACD*02]. Ce dernier utilise une paramé-
trisation des droites d’intégration qui n’est pas exactement polaire, mais ceci n’a pas
d’influence sur 'analyse mathématique.

Nous avons testé I'estimateur en bandelettes 1’9, calculé par I’algorithme présenté a la
section précédente, ainsi que l'estimateur par seuillage dans une base d’ondelettes.
Ces deux estimateurs ont été rendus invariants par translation en réalisant une esti-
mation des différentes versions translatées de I'image et en moyennant les résultats
recalés. L’utilisation d’estimateurs invariants par translation améliore grandement
les résultats numériques, comme expliqué par Donoho et Coifman [DR95]

On mesure la qualité de I'estimateur a I’aide du PSNR
PSNR(f;f) = 10log,(jif M2 js ):

Sur la figure 77, en haut, on peut voir la comparaison des deux estimateurs pour une
large gamme de variances 2. On peut observer un gain constant d’environ 0.9dB en
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e
2 N\ 0 o Ondelettes
A ’ —— Bandelettes

U.‘Q% ()‘44% ()4‘6% US% 1 0 12%
(a) Image (b) Image bruitee  (c) Estimateuren  (d) Estlmateur en
d’origine f inversee f+R™'W  ondelettes [y bandelettes b

Fig. II1.6 — Comparaison de 'inversion de la tomographie par seuillage en ondelettes
et en bandelettes. Les images montrées ont été estimées pour un bruit = 1%"(Rf).

faveur de l'estimateur en bandelettes. En (c¢) et (d) on peut voir une comparaison
visuelle entre les deux estimateurs. L’estimateur en bandelettes respecte mieux les
contours tres marqués de cette image synthétique. Il reste cependant un travail
numérique important pour tester et améliorer cet estimateur en bandelettes dans
des cas réels possédant des géométries complexes.
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111.6 Appendices

[11.6.1 Preuve du lemme I[I11.2

Soit E; un sous-espace vectoriel engendré par K bandelettes. Comme pour le débrui-
tage nous allons utiliser 'inégalité de Borell, démontrée par exemple dans [AdI03]
que nous rappelons ici sous forme de lemme

Lemma 111.3
St ® : R ! R est une fonction I1-lipschitz et W est un bruit blanc gaussien de
variance "2, alors on a

P(D(W)> E(®W))+"t)6 e /%

Pour appliquer ce lemme, nous devons écrire j Pg, (N;)j comme 'image d'un bruit
blanc de dimension finie W; par une fonction Lipschitz f. Avec les notations de la
WVD | nous avons

X X*
Nj: K 1W, jni jn2 3/2 [W’ an] j”:

On définit alors

U = Vect U, n6 2% ;
et W; est la projection orthogonale du bruit W sur U;, divisée par ". Comme "W
est une projection orthogonale d'un bruit blanc gaussien W sur un espace U; dont la
dimension est 2 %, W, est un bruit blanc gaussien de dimension 2 %. On en déduit
donc que
X
N =" W] jn:

n=0

On a ensuite jj Pe(N;)j = f (W;), ot W; est un vecteur de dimension finie composé
de variables aléatoires gaussiennes, centrées, de variance unité, et indépendantes. De
plus,

8

% i
u, ! R

- 2 ..
X7 jPe (" L [XiUpn] o)l
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ouf est (Cz";)-lipschitz, puisque la norme L? gst 1-lipschitz, la projection sur E; est
1-lipschitz et la fonction g telle que g(X ) = [X;Uj,] jn est Cs lipschitz. Cette
propriété qui est au coeur de la WVD est entierement détaillée dans [Don95] et vient
du fait que la base vj, = 2//2R , vérifie

UVl = ap

et est une base de Riesz
- X - - - - X -
Coj a2 6 j(an)ie 6 Csj aVajp2
A A

On peut maintenant appliquer, pour tout > 0, le lemme de Borell I11.3]a j Pe, (Nj)ji,
PfjijEl(Nj)ji E(J| PE(Nj)ji)j > g6 2e IX2/(Cae )2:

En appliquant I'inégalité de Jensen, on déduit, pour tout > 0

q
Pf” PEl(N]>]| > 4 C32K "jg 6 2 %AZ/(Cgsj )2:

Si on choisit > CZK"2, on obtient
Pfij Pe, (N))j > 2 g6 2 2¥/(%a)%;
q -
On choisit =2 C3K"%log( ) pour obtenir :

q
PfijPe,(N,)j > 4 C2K"2log( )g6 2 <

La dimension de E; est bornée par 2N et le nombre de sous-espaces E; dont la

dimension est K est borné par [ , ainsi
& 2K R K 2K & K 1
6 — 6 62
K K!
K=1 K=1 K=1

On a finalement
n q_—_— 0
P 8E tel que K 6 2N; jPg (N;)j 6 4 C%K"?log( ) >1 4 1.

ce qui permet de conclure en bornant !

1g 2%0 =4
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Chapitre IV

Inversion sismique Sous
contrainte d'echelle

I\VV.1 Intro duction

Nous abordons maintenant le probleme de I'inversion sismique. Le but de I'inversion
sismique est de déterminer la structure du sous-sol en analysant la réponse de ce
dernier a une onde artificielle. Le probleme peut étre modélisé par une convolution
monodimensionnelle

y=h?x+W: (IV.1)

y sont les données observées, h un filtre appelé ondelette sismique, W un bruit borné

et X la réflectivité du sous-sol. Le terme ondelette introduit par Morlet est a 1’origine

du nom des bases d’ondelettes. Les ondelettes sismiques sont en effet des fonctions

passebandes oscillantes. La réflectivité X est la dérivée par rapport a la profondeur

de I'impédance acoustique

@(z).
@

L’impédance acoustique mesure la capacité d’'un matériau a laisser passer une onde
de pression et caractérise les matériaux. La connaissance de la réflectivité et donc
de I'impédance permet de reconstituer la nature du sous-sol. Le modele train de
Diracs est un modele de réflectivité utilisé depuis de nombreuses années par les
géophysiciens. Ce modele revient a approcher I'impédance réelle par une impédance
constante par morceaux et donc a considérer des couches géologiques homogenes.

X =

(IV.2)

X= a (IV.3)
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Fig. IV.1 — Données sismiques réelles

Nous souhaitons utiliser cet a priori de concision pour estimer au mieux X a partir
de y. Nous montrons dans cette partie comment une minimisation |, directe

mgin kgk; avecy=h?g (IV.4)
permet de résoudre le probleme non bruité
y =h?x (IV.5)
et comment une forme relaxée
i %ky h2gk + Kok, (IV.6)

permet d’estimer X en présence de bruit (IV.1) ou en I'absence de bruit (IV.5).
Nous détaillons différents criteres qui assurent une bonne estimation de X par mini-
misation |; obtenus dans le cadre de la reconstruction de représentations concises de
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vecteurs dans des dictionnaires redondants. Nous utiliserons alors un autre forma-
lisme. Nous considérerons le dictionnaire D formé des images de Diracs par le filtre
h

D=[g=h? ;i6 NJ: (IV.7)

Les résultats obtenus dans ce cadre permettent d’estimer une borne sur le cardinal
du support d'un vecteur X pour assurer qu’il est I'unique solution de (IV.4) ou proche
de la solution de (IV.6) avec y = h ?X. Nous verrons que cette borne s’appuie sur
un controle des produits scalaires hg;; g;i .

Nous verrons également que Gribonval et Nielsen [GN02|, Fuchs [Fuc02] et Tropp
[Tro05a] proposent des conditions plus générales qui assurent la reconstruction par
minimisation |; d’un vecteur X. Ces conditions dépendent également des produits
scalaires hg;; g;i. Nous allons utiliser le fait que pour la convolution ces produits
scalaires dépendent uniquement de la distance ji | pour montrer qu’il est possible
d’estimer les signaux a ug certaine échelle par minimisation |; en ’absence ou en

présence de bruit. Si X =, a; 4, 'échelle A de X est définie par
A= min ji
(i,4)2 S,i6j

Cette notion d’échelle peut étre vue comme une contrainte de concision, en effet un
signal d’échelle A comprend une proportion supérieure a (A 1)=A de 0. On borne
ainsi le nombre de composantes non nulles par une proportion de la taille du vecteur.

V.2  Sismique et minimisation |4

Nous souhaitons estimer X a partir de
y=h?x+W (IV.8)

ol X est signal & une certaine échelle A et ou h est une ondelette sismique. A chaque
probleme d’inversion correspond une ondelette particuliere estimée par des mesures
le long de puits. Les transformées de Fourier de ces ondelettes sont souvent nulles
au dela d’une certaine fréquence et faibles ou nulles aux fréquences proches de 0. Si
on note les fréquences dans U'intervalle [ ; ] on peut considérer que

A

h(! ) =0 pourj!j>"!_.avec! . proche de =2: (IV.9)

Cette caractéristique de 'ondelette sismique va limiter les possibilités de recons-
truction en utilisant les méthodes précédentes. En effet si on sépare 'information
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Fig. IV.2 — Ondelette sismique réelle, a gauche en espace, a droite en fréquence

par bande de fréquences comme le fait la Wavelet-Vaguelette decomposition [Don95]
on ne pourra rien retrouver aux hautes fréquences, a 1’échelle la plus fine. Il existe
des méthodes d’inversion sismique par ondelettes mais les meilleurs résultats sont
obtenus par minimisation |;.

Les ingénieurs qui se sont confrontés a ce probleme des les années 1970 ont pro-
posé de résoudre ce probleme par minimisation |y, voir Clearbout et Muir [CMT73].
Il existe plusieurs versions de cette minimisation. Sans bruit, ie y = h ?Xx

mgin kgk; avecY =h?g; (IV.10)
ou avec bruit, ie y = h ?x + W, directement
m;n kgk, avec KY h?gki6 " (IV.11)
ou sous forme relaxée ]
min 5kY h?gk?+ kgki: (IV.12)

Les premiers résultats obtenus dans les années 80 utilisent des contraintes sur le
cardinal du support du vecteur, voir Santosa et Symes [SS86].

Ces dernieres années de nombreux résultats ont été obtenus sur I'inversion d’opéra-
teurs linéaires sous contrainte de parcimonie. Le cadre mathématique utilisé par les
auteurs, Donoho et Stark [DS89], Donoho et Huo [DH99|, Donoho et Elad [DE02],
Donoho, Elad et Telmyakov [DET04], Bruckstein et Elad [EB02], Gribonval et Niel-
sen [GNO2] est celui de la recherche de représentation concise dans un dictionnaire
redondant. Dans ces différents articles les auteurs proposent des bornes sur le car-
dinal d’un support d’un vecteur X, pour qu’il soit solution de

min kxk; avec DX = DX,: (IV.13)
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Ces criteres sur le cardinal sont intéressants pour des dictionnaires quelconques mais
souffrent d’un vrai probleme pour la déconvolution sismique. Les bornes obtenues
sont de I'ordre de 2 ou 3. Ceci est dii aux propriétés spectrales des ondelettes. Comme
le spectre des ondelettes est compris dans une bande de basses fréquences, les images
de deux diracs proches sont proches. Nous verrons que ces bornes estimées sur un
dictionnaire quelconque dépendent de cette proximité.
Le probleme est qu'un signal sismique contient souvent plus de 2 ou 3 coefficients non
nuls. Les bornes obtenues avec des hypotheses de concision classiques ne permettent
donc pas d’assurer une bonne estimation par minimisation |;. Pourtant I’expérience
montre que cette méthode donne des résultats relativement corrects. Nous proposons
d’utiliser les méthodes développées pour la recherche de représentations concises a
la reconstruction des signaux ayant une échelle suffisamment grande pour montrer
que ces derniers sont estimables par minimisation |;.
Le paragraphe suivant décrit des résultats obtenus sur la recherche dans un diction-
naire redondant D de signaux concis dans un cadre non bruité, qui nous seront utiles
pour la déconvolution de signaux d’échelle suffisamment grande. Le dictionnaire D
dans lequel nous ferons nos recherches sera formé par les vecteurs images des diracs
par le filtre h

D=[g=h? ;16 N]J (IV.14)

Nous pouvons noter des a présent que les produits scalaires hg;; g;i sont une fonction
deji jj.

V.3 Representation concise de vecteurs dans un dic-
tionnaire

Dans cette partie nous proposons de trouver une représentation concise d’un vec-
teur y 2 R¥ dans un dictionnaire. Nous empruntons la définition du dictionnaire &
Gribonval et Nielsen [GN02]

De nition V.1
Un dictionnaire de RE est une famille de N > K wecteurs normés fg;g qui en-

naire.

Supposons que nous savons que Y peut étre représenté par une combinaison linéaire
d’un petit nombre de vecteurs de D, c’est-a-dire qu’il existe un vecteur X 2 RY
ayant un petit nombre de composantes non nulles tel que y = DX. X est ici une
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représentation de y dans le dictionnaire D.

Comme le dictionnaire D est redondant il existe souvent une infinité de combinai-

sons linéaires d’éléments de D qui correspondent a y. Ce qui nous intéresse c’est

de retrouver parmi toutes les combinaisons linéaires possibles une qui soit concise,

faisant intervenir un minimum de vecteurs de D. Une telle représentation corres-

pond & un vecteur X 2 RY qui a un petit nombre de composantes non nulles. Deux

questions importantes se posent naturellement :

— Etant donné un vecteur y comment retrouver le vecteur X qui exprime Yy avec le
moins possible de vecteurs de D ?
Exprimé autrement, comment peut on retrouver la combinaison linéaire X qui
produit le vecteur y en utilisant le fait que le cardinal du support de X est petit ?

— Etant donnée une méthode qui, a un vecteur y associe sa représentation la plus
concise X dans D, quels sont les vecteurs X qui vont étre retrouvés par cette
méthode. Quels criteres doit on imposer sur X pour qu’il soit reconstructible a
partir de y = Dx?

La méthode la plus simple qui répond a la premiere question est d’essayer de mini-

miser directement la norme |y du vecteur X sous la contrainte y = DX.

min kxky; avec DX =y: (IV.15)

Malheureusement dans la plupart des cas, ce probleme releve de la combinatoire car
la seule solution est de tester tous les supports possibles pour X et d’inverser un
systeme au sens des moindres carrés.
Une idée simple pour régler ce probleme est de chercher une fonctionnelle proche de
(IV.15) qui soit calculable numériquement et qui donne des solutions identiques ou
proches de celles obtenues par la minimisation ly. La minimisation |; sous contrainte
d’attache aux données vérifie ces propriétés. On considere donc la seconde fonction-
nelle

min kxk;; avec DX =y: (IV.16)

Pour désigner a fois les deux fonctionnelles nous nous utiliserons la fonctionnelle
générique

min kxk;; avec DX =y: (IV.17)
Contrairement a la minimisation lq il est possible de réaliser pratiquement une mi-
nimisation |;, par programmation linéaire ou par l'intermédiaire d’une fonctionnelle
relaxée. Un algorithme itératif par projections alternés proposé par Daubechies, De-
frise et De Mol [DDMO04], et aussi par Chambolle [Cha04] et par Figueiredo et Nowak
[EN03], permet de minimiser la fonctionnelle relaxée rapidement en une dimension.
La troisieme partie est entierement consacrée a cette méthode de relaxation et aux
propriétés de sa solution.
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La question qui se pose maintenant est de savoir quels sont les vecteurs X que 1’on
retrouve par ces deux minimisations. Un vecteur X est dit reconstructible s’il est
solution de (IV.17) avec y = Dx. S’il minimise uniquement (IV.15) la possibilité
de reconstruction est théorique, s’il minimise la reconstruction peut étre
effective.

IV.3.1 Un critere de reconstruction sur le support du vecteur

Gribonval et Nielsen explicitent un lemme générique dans [GN02] que I'on retrouve
sous différentes formes dans un grand nombre de preuves de reconstruction sous
contrainte de parcimonie. Nous reprenons leur formulation générale.

On définit d’abord le support d'un vecteur

De nition V.2
Le support d’un vecteur = ( ), 2 RN est

S()=fn; ,&00 (IV.18)

On définit ensuite comme pour les applications linéaires, le noyau du dictionnaire,

De nition V.3
ker(D) = fx; Dx = 0g: (IV.19)

Gribonval et Nielsen exposent un critere sur le support d’un vecteur pour déterminer
s’il peut éetre solution de (IV.17).

Lemme IV.1
Soit S f1;:::;Ng un ensemble d’indices. Pour 2 f0;1g on définit
P .
X T
P.(SD)= sup -P2H (IV.20)

z2ker(D),z6-0 ijij

1. SiP.(S( );D) < 3 alors  est l'unique solution de (IV.17) avecy =D .

<
2. Si P,(S;D) = % alors pour tout tel que S( ) S, est une solution de
IV.17) avec y = D . D’autre part il existe au moins un élément o dont
le support est inclus dans S et un élément o & ¢ tels que D ¢ =D ¢ et
k OkT == k okT.
3. 51 P.(S;D) > % il existe  tel que S( ) S and  tel que jj jjr < Jjr et
D =D .
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Remarquons que la borne supérieure pour définir P(S;D) est en fait un maximum.
Pour =1 la borne supérieure sur tous les éléments du noyau est égale a celle sur
les éléments du noyau de norme 1 et comme l’ensemble des éléments du noyau de
norme 1 est un compact, la borne est atteinte. Pour = 0 la borne supérieure est
prise sur un ensemble fini.
La derniere partie du lemme permet d’affirmer qu’il existe des vecteurs a support
dans S qui ne sont pas solution de (IV.17). Il peut cependant exister des vecteurs
a support dans S qui sont solutions uniques de (IV.17). La démonstration de ce
lemme permet de comprendre que le signe de X sur son support est un élément qui
peut jouer sur son caractére reconstructible si P-(S;D) > 1.
Ce lemme nous indique également que la possibilité de reconstruire un vecteur dé-
pend du lien qui existe entre son support et les éléments du noyau du dictionnaire.

Preuve - IV.1 -
Supposons P,(S;D) < 1 et un vecteur tel que S( ) S. Soit un autre vecteur

tel que D =D . Comme X = appartient au noyau de D on a
X - - X - -
Xe" XiJT > 0: (IV.21)
k28 k28

Par inégalité triangulaire on déduit que

X . . x . . . .
X"+ (G T k)>0 (Iv.22)
k28 k28
Et donc X X X
b+ 0T JH™>0 (Iv.23)
k25 k28 k28

D’ou le résultat.

Les cas P.(S;D) = % se traitent de la méme fagon en remplagant les inégalités par
des égalités.

Soit S tel que P-(S;D) = 1. Montrons I'existence de ¢ et .

Comme la borne supérieure est atteinte, il existe un élément X du noyau tel que

P o
X
P,.(S;D) = _przs X7, (IV.24)
kJXkJT
On construit o le vecteur tel que pour tout kK 2 S; , = X et pour tout kK 2

S; 1 =0et le vecteur ¢ tel que pour tout K2 S; , =0et pour tout K Z2S; ;=

Xi.OnaainsiD ¢ D g=Dx=0et k ok, =k ok;.

Si P.(S;D) > %, on construit un vecteur & support dans S et un vecteur ayant
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la méme image et de norme |, plus faible. =)

Pour cela on consideére un vecteur X du noyau tel que  ,, ¢ jXg)” > JXi)7=2. Pour

tout K2 Son prend , = Xget =0 et pour tout KZ S on prend ; = 0 et
r = Xg. On a bien D D =Dx=0etjj jj->1]j Jjj- n

Ce lemme permet de donner une caractéristique précise des supports des vecteurs
que I'on peut retrouver par minimisation lg et |1 sous contrainte, méme si en pratique
il est difficile d’estimer précisément la quantité P.(S;D).

L’idée la plus naturelle pour déterminer si S vérifie P,(S;D) < 1 est de borner son
cardinal ie trouver une valeur f (D) telle que

1
Si card(S) < f (D); alors P,(S;D) < 5 (IV.25)
qui correspond a un résultat d’unicité de la forme
Sijj jjo< f(D),alors est l'unique solution de (IV.17) (IV.26)

Nous montrons par la suite que la condition P,(S;D) < % est également vérifiée
pour des signaux d’échelle suffisamment grande.

Une telle borne fait intervenir ce que Donoho et Elad appelle le Spark de D dans
IDE02] :

De nition 1V.4
On définit la quantité = Spark(D) comme le plus petit nombre possible tel qu’il
existe un ensemble de  vecteurs de D qui soient linéairement dépendants.

On a en effet le résultat suivant explicité sous cette forme par Gribonval et Nielsen
mais qu’on retrouve dans [DE02] ou dans [DET04].

Lemme V.2
Notons 3
< ‘ .
Spark(ID)=2 st Spark(D) est pair
fom) T D) park(D) est p (IV.27)
(Spark(D) + 1)=2  si Spark(D) est impair

— Pour =0, (IV.25)) est vrai si et seulement si f (D) 6 fo(D).

— Si (IV.25) est vérifiée pour =1 avecf (D) alors (IV.25) est également vrai pour
=0 avec f (D) et donc f (D) 6 fo(D).

Preuve - IV.2 -
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— Pour tout S on a

_ card(S) card(S)
PO(S,D) 6 :(:ZkerrI%%})(,xG:O kaO 6 Sp&l‘k(D) (IV28>

Donc si f 6 Spar; D) alors (IV.25) est vraie. Si Spark(D) est impair et f 6
(Spark(D) + 1)=2, pour tout S, card(S) < f implique card(S) 6 (Spark(D)
1)=2 < Spark(D)=2 et donc (IV.25)) est vrai.

Pour la réciproque on traite les cas pair et impair séparément.

Supposons Spark(D) pair. On prend X 2 ker(D) tel que kxkq = Spark(D). Si
f > Spark(D)=2 il existe S S(x) tel que card(S) = Spark(D)=2 < f. Par
définition de Py(S;D) on a

P

| X d(S) 1
S szsJXkJO _ car _ .
w IXkJo Spark(D) 2 (IV.29)

Supposons que Spark(D) est impair. On prend toujours X 2 ker(D) tel que kxky =
Spark(D) et f > (Spark(D) + 1)=2.
Soit S un sous ensemble du support de X de cardinal (Spark(D) + 1)=2.

P -
o _presiXio _ Spark(D) + 1 S

1
Po(S;:D = —!
o(S:D) LI Xkjo 2 Spark(D) 2

(IV.30)

Ce qui conclut la preuve du premier point.

— Soit f tel que card(S) < f implique P;(S;D) < 1. Nous allons montrer que
card(S) < f implique Py(S;D) < 3.
Soit  tel que kK kg < f, par hypothése est I'unique minimiseur de (IV.16)) avec
y=D .Soit telque D =D ettel quek Kg6 j kg, onak jo<f et donc

est 'unique minimiseur de (IV.16) avecy =D =D | donc =
On en déduit que si & et D = D alors k jo > k Ky et donc que  est
I'unique minimiseur de (IV.15).
Pour tout S tel que card(S) < f on a montré que tous les éléments  a support
dans S sont les uniques minimiseurs de (IV.15) alors d’apres le lemme on en
déduit que Py(S;D) < 1.
D’apres le premier point du théoreme on déduit enfin que f 6 fq(D).

La quantité Spark(D) permet donc de controler le cardinal maximal d’un support

qui induit une reconstruction parfaite, cependant il peut exister des ensembles dont

les cardinaux sont plus grands que Spark(D) qui vérifient P,(S;D) < %
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Nous avons ainsi a notre disposition une valeur qui permet d’assurer qu’'un en-
semble dont le support est restreint est reconstructible. En pratique cette valeur
n’est pas toujours accessible et il peut étre nécessaire de ’estimer ou de la borner.
Dans [DE02], les auteurs proposent différents criteres et méthodes qui permettent
d’estimer Spark(D).

Nous proposons ici un autre critere général qui permet d’assurer qu’'un vecteur est
reconstructible par minimisation |;. Ce critére que nous appellerons WERC comme
Weak Exact Recovery Coeflicient est une version affaiblie du critére introduit par
Tropp , voir [Tro04], [Tro05a] et [Tro05b]. Ce critere a été également proposé par Gri-
bonval et Nielsen dans [GN05]. Ses propriétés découlent directement du lemme IV.1.
C’est grace a ce nouveau critere que nous allons montrer que les signaux d’échelle
suffisamment grande sont reconstructibles par minimisation |; directe et relaxée.

Il donne une condition facilement estimable a partir des produits scalaires des vec-
teurs du dictionnaire pour savoir si un support S vérifie P1(S;D) < % Ce critere
donne une condition suffisante mais pas nécessaire. Nous expliquons plus tard ce
qu’est 'ERC, nous verrons comment il est relié a WERC.

Le WERC apparait naturellement & la suite du lemme IV.1] et permet de se faire

une idée plus précise des supports S qui sont reconstructibles par minimisation |;.

Lemme V.3
Soit S f1;:::;Ng on définit

_ (5
WERC(S) = 5 (IV.31)
avec X
(S) =sup jhge; giij (IV.32)
25 125 keei
X - ..
(S)=sup  jhgs; g;ij (IV.33)
725 25
WERC(S)< 1) Py(S:D) < % (IV.34)

et donc si Xq est a support dans S avec WERC(S) < 1 alors Xo est l'unique mini-

museur de (IV.16).

Preuve - IV.3 -
Soit Z = (z;); un élément du noyau de D. Par définition de Z on a

X
g, =0 (IV.35)
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Ainsi pour chaque indice k 2 S comme les vecteurs de D sont normés on a

X - x - x -
Z. + z;hg; gil = z;hg.; gl = z;hgy; gji: (IV.36)
i2 8,i6k 28 28
d’ott pour tout indice kK 2 S
- - X - .. .. X - .. ..
jzij jzijihge; gl 6 jz;jihge; g;ij : (IV.37)
i2.8,i6:k 28
Si on somme toutes les inégalités associées aux indices de S on obtient :
X - - X X . .. .. X x - .. ..
jZij jzijjhg; giij 6 izjihgr; g;ij - (IV.38)
k2S k2 S i2 S,i6k k2S 28
X - - X - - X - .. X - - X - ..
jzij jzij jhge il 6 jzii g g (IV.39)
k2S 28 k2 S,k6i j2S k28
D’ou par définition de (S) et (S)
X X
(T (S) jzi6 (S) jzi (IV.40)
k28 28
Et donc X X
jz,j 6 WERC(S)  jzjj: (IvV.41)
k28 28

Donc si WERC(S) < 1 la moitié de la norme I; d’un vecteur du noyau ne peut étre
contenue sur S d’ou le lemme.
Notons enfin que la condition WERC(S) < 1 est équivalente & (S)+ (S)< 1. =

Si on borne chacun des produits scalaires des couples de vecteurs par M on peut
montrer grace a le WERC que les supports de petits cardinaux assurent une recons-
truction. C’est I'objet du paragraphe suivant, mais ce peut également étre vu comme
une conséquence de ce lemme. Ce lemme pointe également une idée importante qui
sera utile pour la déconvolution : si on veut assurer une reconstructibilité on peut
essayer de borner une somme de produits scalaires. C’est en quelque sorte la norme
I; des produits scalaires qui importe. On peut borner le maximum de ces produits
scalaires pour obtenir des résultats sur des vecteurs concis mais ce n’est pas la seule
maniere. Dans le cadre du filtrage nous verrons que la décroissance des produits
scalaires permet également de controler le WERC des signaux de grande échelle.
Mais dans un cadre général si le dictionnaire n’a pas de structure particuliere la
seule quantité que I'on puisse borner est le maximum de ces produits scalaires. Nous
introduisons dans le paragraphe suivant la notion de cohérence d'un dictionnaire qui
est un outil pratique, facilement calculable et qui permet de borner Spark(D).
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IV.3.2 Utilisation de la coherence du dictionnaire

Comme la quantité Spark(D) est difficilement calculable en général on la borne en
utilisant la cohérence M (D) du dictionnaire définie par

De nition V.5

M (D) = maxjh; gy : (1V.42)
(=]

Le théoreme suivant donne un critere facilement vérifiable sur le support d’un vecteur
pour démontrer qu’il est reconstructible.
Theoreme V.4

Pour tout dictionnaire D, si

K Ky < %(1+1:|V| (D)): (IV.43)

alors  est l'unique solution des problémes de minimisation (IV.15) et (IV.16).

Preuve - IV.4 -

On note M (D) =M.

On va montrer que (IV.25) est vrai pour =1 avec fg=(1+ L)=2.

Considérons X 2 ker(D). Pour tout k on B XiGk = wer X O, ainsi en prenant
le produit scalaire avec g, on a jXzj 6 M o, JXj, d'ott 'on déduit que

(14+M)jxgj 6 MKkxk;: (IV.44)

On somme sur tous les indices k 2 S et on obtient

d(S)M
Py (S:D)kxky 6 “EIEM ket dome (IV.45)
1+M
card(S)M
Pi(S; D)6 ————— < 1=2 V4

(D)6 1S (V.46
des que card(S) < (1 4 1=M )=2. On conclut une nouvelle fois en utilisant le lemme
IV.1 "

Une conséquence de ce théoreme et du lemme IV.2 est la minoration de Spark(D)
suivante

Spark(D) > 1+ 1=M: (IV.47)
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Ce résultat a été proposé la premiere fois par Donoho et Huo [DH99] dans le cas
particulier ou le dictionnaire est composé de deux bases orthogonales.
La cohérence d’un dictionnaire ne peut pas étre aussi petite que 'on veut. Si le
nombre de vecteurs N de D est strictement supérieur a la dimension K de l’espace
vectoriel engendré par ces vecteurs on a
S
K

KN D (IV.48)

Iyggjhgj; O] >
Voir [SJDHO4] pour plus de détails. D’un maniere générale on a souvent une borne
inférieure de la cohérence qui est au moins de l'ordre de 917 En effet si le dictionnaire
D contient une base orthogonale et un autre vecteur cette borrrf: est déja atteinte :
Si les K premiers vecteurs forment une base orthogonale on a szljthH; Okij 2 =
kgr1k3 = 1 et donc max_ | jhgr . 1; gij 2 > 1=K d’on

M (D) > By (IV.49)

En pratique dans les cas étudiés comme K est souvent plus petit qu’une fraction
ded\l_,11V.48) assure que M (D) est minorée par une quantité qui est de I'ordre de
1= N. Nous verrons en particulier que la cohérence du dictionnaire associé a un
filtrage passe bas n’est pas proche de 0 et que ce n’est pas un bon moyen d’estimer
Spark(D).

Cependant, la plupart des résultats d’inversion sous contrainte de concision utilise
des bornes issues de la cohérence. Dans la suite nous tacherons de comprendre quelle
est son utilité et comment nous en passer dans des cas ou elle est trop grande.
C’est pourquoi nous développons dans les paragraphes suivants des criteres plus
généraux tel celui de Gribonval et Nielsen, qui permettent d’assurer que X, est
I'unique minimiseur d’une fonctionnelle. Ces criteres peuvent étre utilisés avec la
cohérence et le sont généralement car c’est souvent le seul élément que I'on controle
dans le dictionnaire, mais sont plus généraux et permettent dans certains cas de
s’affranchir de la cohérence.

V.4 Minimisation d'une fonctionnelle relaxee

On peut résoudre le probleme de minimisation |; (IV.16) directement par program-
mation linéaire, voir [CDS99] pour les détails, en utilisant des slack-variables. En
pratique on utilisera la fonctionnelle relaxée suivante :

minjj DX yis+ Jixiiz >0 (IV.50)
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Le parametre  doit étre bien choisi, nous expliquerons comment. Un avantage de
cette approche est qu’il existe plusieurs algorithmes efficaces qui minimisent (IV.50).
Nous avons utilisé I’algorithme itératif par projections alternées proposé par Daube-
chies, Defrise et De Mol dans [DDMO04] d’une part, par Figeiredo et Nowak [FNO3]
et Chambolle [Cha04] d’autre part. Un autre algorithme proposé par Maria et Fuchs
dans [SFO05] permet de résoudre (IV.50) également. La méthode LARS proposée
par Efron, Hastie, Johnstone et Tibshirani [EHJT04] et une méthode utilisant des
polytopes proposé par Plumbley [Plu05a, Plu05b] permet également de résoudre le
méme probleme.

Un autre avantage important de cette approche est qu’elle permet d’envisager le cas
bruité. En effet nous verrons que que le vecteur X( ) qui minimise cette fonctionnelle
ne vérifie jamais DX( ) =y.

est un parametre qui pondere 'importance de la norme |; dans la fonctionnelle
(IV.50), plus est petit et plus DX( ) se rapproche de Yy, plus est grand plus la
norme |; de X( ) est petite.
Dans I’hypothese ot les données y sont bruitées on ne recherche pas nécessairement
un antécédent exact de y mais un vecteur X avec une norme |, faible qui donne un
résultat proche.
Nous montrerons que sous certaines conditions 'optimum de (IV.50) converge vers
le minimum de (IV.16). Cependant il n’est pas nécessaire de construire une suite
de , qui tend vers 0 pour retrouver la solution de (IV.16). En effet un des lemmes
présentés dans cette partie assure que des que est suffisamment petit, le support
de X( ) est le méme que celui du vecteur X, recherché, si X, vérifie certaines hypo-
theses. Cette propriété est importante car la connaissance du support S du vecteur
recherché permet de retrouver ce vecteur simplement par projection sur S.
Dans la suite on considérera autant D comme un dictionnaire que comme la ma-
trice d’une application linéaire. Ainsi on effectuera des produits matriciels et des
inversions, on considérera également la transposée de D ou d’un sous-dictionnaire
ou sous-matrice de D.
Nous dirons qu’un vecteur X, est reconstructible s’il existe tel que le minimiseur
X( ) de (IV.50) avec y = DX, ait le méme support que Xq et que les composantes
les composantes non nulles de X( ) et Xy aient mémes signes.
Nous proposons dans cette partie une étude de la solution de (IV.50), nous montrons
comment 'optimum de cette fonctionnelle permet de reconstruire certains vecteurs,
dont les vecteurs concis que nous avons décrits dans la partie précédente.
Nous analyserons en particulier deux criteres de reconstruction I'un proposé par
Tropp l'autre par Fuchs qui nous serviront de base pour la déconvolution de signaux
d’échelle suffisamment grande. Nous présentons d’abord les deux criteres en faisant
le lien avec le WERC précédemment introduit puis nous donnons les résultats de
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convergence dans les cas bruité et non bruité obtenus par Fuchs.

IV.4.1 Exact Recovery Coe cient

La plupart des théoremes utilisables qui assurent la reconstruction d’un vecteur X
a partir de y = DXy + W imposent des conditions sur le cardinal du support de Xj.
Ces conditions de concision sont en fait des corollaires de conditions sur le support
qui sont vérifiées par les vecteurs concis.

Fuchs et Tropp proposent deux criteres tres proches qui sont plus généraux que la
concision et qui permettent d’assurer la reconstruction d’un vecteur Xj.

Le critere proposé par Fuchs [Fuc02, Fuc05] est un critére sur le support de X, et sur
les signes des composantes de Xg. Celui proposé par Tropp [Tro05a| ne fait intervenir
que le support.

Nous faisons une description assez détaillée de ces deux criteres dans l'optique de
la déconvolution. En effet méme s’ils ont étés développés dans un cadre de diction-
naire quelconque et jusqu’a présent utilisés essentiellement avec la cohérence ils sont
remarquablement adaptés a la déconvolution avec une échelle minimale.

Soit S un ensemble d’indices, on définit les matrices Dg et f)s comme les matrices
extraites de D composées respectivement des colonnes indicées par S et des autres
colonnes. De méme on peut décomposer tout vecteur X en deux sous vecteurs Xg et
Xg composés des coordonnées d’indices i 2 Set ] ZS.

On note enfin BT = (B'B) 'B* le pseudo-inverse de B pour toute matrice B extraite
de D.

Le critére utilisé par Fuchs que nous noterons F (Xg) est défini par

F(xo) = mZaSng}’fl_D?sign(Xo)j (IV.51)
J

ou S est le support de Xj.

Fuchs montre que si F(Xg) < 1 alors si  est bien choisi on peut reconstruire Xy en
minimisant (IV.50), les détails précis sont donnés dans le paragraphe suivant.

Si on sait calculer la matrice f)g't, il est facile de savoir si Xg est reconstructible.
Le critere utilisé par Tropp est appelé ERC pour Exact Recovery Coefficient et ne
fait intervenir que le support S, en cela il est moins précis mais tout aussi intéressant
quand on a seulement des hypotheses sur le support d’un vecteur. L’ERC est défini
comme suit

ERC(S) =1 majDigji (IV 52)
J
Comme pour tout ] Z S on a

jg'Dsign(xo)j = jhDYg;;sign(Xo)ij 6 kDigk;  ksign(xo)ky = kD{gjki: (IV.53)
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avec une égalité si on choisit sign(X) = sign(DZg;), d’olt

ERC(S) =1 sup F (Xo): (IV.54)

z0, support(zg)=S

Tropp dans [Tro05a] montre que tout vecteur Xy a support dans un ensemble S tel
que ERC(S) > 0 est reconstructible en minimisant (IV.50).

Fuchs dans [Fuc02] montre que tout vecteur Xq tel que F (Xg) < 1 est reconstructible.
Il est clair donc d’apres (IV.54) que si ERC(S) > 0 on a nécessairement F (Xo) < 1.
ERC est donc sensiblement plus faible que F, c’est pourquoi nous réaliserons les
preuves uniquement sur F.

I'ERC est cependant un critére fin car Tropp montre également dans [Tro05a] que
si ERC(S) < 0 alors il existe un vecteur X, dont le support est S qui ne soit pas
reconstructible.

L’ERC mesure la proximité des vecteurs (g;);2s avec les autres vecteurs, ceux de S
et ceux en dehors de S. En effet

ji(DDs) 'Dsgjiii 6 iDsgiiis  Jj(DsDs) iz 1! (IV.55)

Oﬁ X
jiAjj1 1= max jbyi:

en effet siY = AX on

X
kYk, = iYil (IV.56)
XZ . X .
S (IV.57)
XZ X J . . .
6 jayiix;i (IV.58)
XZ . ‘7 . X . .
6 X Jay) (IV.59)
J i X
J .
6 kX kl kAkl 1 (IV61>

Remarquons qu’on a également l'inégalité suivante, si Y%= A‘X

kY%; 6 kAk; 1kXK; ;

141



ChapitrelV Inversionsismiquesouscontrainted'echelle

en effet

kY% = maxjy;j
CX
=maxj  &;X;]
7 X j
6 max  jayjx;]
X
6 max  ja;;jkXk;
J
6 kAkl 71k>( kl .
Ainsi si A est symétrique et Y = AX on a
kYk; 6 kAks 1kXk; et KYky 6 kAky kX kg (IV.62)

La matrice (DDg) ! étant symétrique, on utilisera I'une des deux inégalités de
(IV.62) selon le besoin.
Le vecteur D%g; est formé des produits scalaires entre le vecteur g; et les vecteurs
(9)izs- thngkl mesure ainsi la cohérence entre un vecteur qui n’est pas dans S et
'ensemble des vecteurs de S. Notons que maxkD%g;k; = (S).

728

La matrice D{Dg est la matrice de Gram des vecteurs de S, plus les vecteurs de S
sont proches de 'orthogonalité plus la matrice de Gram est proche de I'identité et
plus l'inverse est proche de I'identité. Notons que la norme kf)tsf)gkl 1 correspond
par définition a la quantité 1+ (S) précédemment définie qui mesure la cohérence
interne du jeu de vecteurs de S.

Maintenant que nous avons montré le lien entre les deux criteres nous expliquons
pourquoi nous avons évoqué un ERC affaibli dans la premiere partie.

Lemme IV.5
Pour tout vecteur Xo a support dans S, si WERC(S) < 1 alors
ERC(S)>1 WERC(S) (IV.63)
et
F(Xo) 6 WERC(S): (IV.64)
Preuve - IV.5 -
Soit ] 2 S, comme nous I'avons déja écrit plus haut
ji(DsDs) 'Digjji1 6 jiDsgjiin  ji(DsDs) Yjjx 1 (IV.65)
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Par définition de (S) on a
X

iiDsgiii = ihg;gii 6 (S): (IV.66)
i28
La norme jj:jj1 1 est une norme d’algebre sur les matrices en effet si A et B sont
deux matrices

X X
KABKk; ; =max ] aikby;j (IV.67)
i
XZ X k - - -
6 max Jaurjj i (IV.68)
XZ - k - x . -
6 max  jbyj  jau] (IV.69)
J .
Xt X
6 max  jbyj max jaiL] (IV.70)
T i
6 kAkl 1 kB k]_ 1 (IV?l)

La matrice (D4Dg) est la matrice de Gram des vecteurs (g;)i2s donc par définition
de (S)ona

k(D{Ds) 1k 1= (S): (IV.72)
On écrit DDy sous la forme | H, avec jjHjj; 1 = (S)< 1. Dot
i(DsDs) tji1 1= J'J'g< H) i1 a (IV.73)
=ji HMj1a (IV.74)
X7
6 jiH"i1 . (IV.75)
%°
6 jiHjiT , (IV.76)
%°
6 (S)F (IV.77)
k>0
6L . (IV.78)
: ) .

On déduit alors que pour tout j 2 S on a k(D4Dg) 'D%g;k, 6 WERC(S). Dot le
premier résultat, I’autre se déduit immédiatement avec (IV.54).

Ce lemme montre donc que le critere WERC < 1 est plus faible que les deux autres
et par conséquent que si WERC(S) < 1 alors tout vecteur Xy a support dans S est

143



ChapitrelV Inversionsismiquesouscontrainted'echelle

reconstructible par la minimisation de (IV.50). Le critere WERC permet d’assurer
la reconstruction par les deux minimisations |, une relaxée I’autre non.
On peut énoncer un corollaire a ce lemme pour les vecteurs concis.

Corollaire 1V.6

kxoky < %(1+1=|\/I)) F(xo) < 1: (IV.79)

ou M est la cohérence du dictionnaire D.

On en déduira du théoreme|IV.11 qui est démontré dans le paragraphe suivant qu’'un
tel vecteur Xy est reconstructible.

Preuve - IV.6 -

Nous allons montrer que pour un tel vecteur X, dont le support est noté S on a
WERC(S) < 1 et il suffit alors d’appliquer le lemme précédent.

Pour un tel Xy on a

X 1 M +1
(S) = max  jhgigil <M =(1+2M) = = 1. (IV.80)
725 e 2 2
D’autre part on peut borner (S) :
S) —max  jhgugi <M lasim) 1 =2 M vl
snex G gl 5( + ) =5 (Iv.81)
128,16k
d’ott on déduit
(S) M +1 1
E = < < 1: IV.82
WERC(S) = g5 < ("5) 3m (1v 82
Ce qui conclut la preuve. "

Fuchs dans [Fuc02] et [Fuc05] et Tropp dans [Tro04] et[Tro05a] démontrent des
résultats intéressants sur leurs criteres respectifs. Nous ne présentons dans le para-
graphe suivant que les preuves sur F car elles permettent également de déduire les
propriétés de reconstruction de 'ERC. Cependant il est important de noter que la
condition ERC > 0 permet d’assurer une reconstruction par d’autres méthodes, par
exemple a l'aide d’un algorithme glouton [Tro04] et n’est pas un outil exclusivement
réservé a la minimisation de (IV.50).

Nous proposons ici deux résultats de Tropp démontrés dans [Tro05a] qui montrent
I'intérét de ’'ERC.
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Lemme IV.7
On note as = DgD&(y) = Ps(y) la projection de'y sur l’espace engendré par les
vecteurs indicés par S. Si

kD(y as)ks 6 FERC(S): (IV.83)

Alors le minimiseur X( ) de (IV.50) est a support dans S.

Ce lemme permet d’estimer la qualité d’un support potentiel de la solution.
La positivité de ERC(S) assure la reconstruction pour un  bien choisi si les données
Y ne sont pas bruitées, Tropp montre une réciproque partielle a ce résultat,

Theoreme 1V.8
Soit S un ensemble d’indices tel que ERC(S) > 0, il existe un vecteur Xq tel que le
minimiseur de (IV.50) avec'y = DXq n’est pas a support dans S quand  est petit.

Ce résultat rappelle le troisieme point du lemme IV.1. En effet on est assuré qu’il
existe un vecteur a support dans S qui ne soit pas reconstructible, en revanche il
n’exclut pas qu'un vecteur ayant S pour support soit reconstructible.

IV.4.2 Reconstruction sous la condition F(xzo) < 1

Notons X( ) le minimum global de (IV.50), on utilise les mémes notations que pré-
cédemment ot T désigne le sous vecteur ou la sous matrice extrait de T selon le
support de X( ), T désigne la sous matrice ou le sous vecteur formé des éléments de
T qui ne sont pas dans T. On notera de méme T, le vecteur extrait de T en fonction
du support de X et T le vecteur complémentaire.

On utilise la notion de sous-gradient, noté @ X]j1, qui désigne un ensemble de vec-
teurs

@xjj1 = fuju'x = jixjj = 1;jjujj; 6 1g (IV.84)
= fuju; = sign(x;) si X; 6 0 et ju;j 6 1 sinong: (IV.85)

En effet on peut caractériser le minimiseur x( ) de (IV.50) a I'aide du sous-gradient,
voir [Fle87] :

Theoreme IV.9
Le point X( ) est un minimum global de (IV.50) si et seulement si

9u 2 @xjjtel que D'(Dx( ) y)+ u=0: (NSC)
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Les résultats suivants s’appuient sur un corollaire a ce théoreme qui donne une
condition suffisante sur X( ) pour assurer qu'il est le minimiseur de X( ).

Corollaire 1V.10
Les trois conditions suivantes assurent que X( ) est un minimum strict de (IV.50) :

1.
Di(y Dx( )= sign(x( )); (IV.86)

jg(y Dx())j< forg;2D; (IV.87)

3. D est de rang mazimum.

ot X( ) est le vecteur associé auzx composantes non nulles de X( ) et D la matrice
extraite de D telle que DX( ) = DX( ).

Remarquons que si les conditions du corollaire précédent sont vérifiées la relation
(IV.86) amene a une définition implicite de X( ) :

x()=D'y (D'D) 'sign(x( )): (IV.88)

On déduit ensuite un critere qui permet de savoir si un vecteur X est reconstructible,
c’est a dire si le minimiseur X( ) de (IV.50) a le méme support que Xo et que leur
composantes sont de mémes signes.

Theoreme 1V.11 B B
La solution Xo de DX =Y avec Dq et Xqg définis comme précédemment, si Dq est de
rang maximum, peut étre reconstruite a partir de 'optimum de (IV.50) si

1.

jgidoj < 1; 8g; 2 Dy avec dy = D" sign(Xo); ie F (xo) < 1 (IV.89)
2.
2]0; [ le domaine dans lequel signfXo  (DiDy) *sign(Xo)g = sign(Xo):
(IV.90)
De plus si  tend vers 0 le minimiseur X( ) tend vers X.
Preuve - IV.11 -
Comme X, = D]y, le parametre  vérifie
signf Dfy  (DiDy) 'sign(DJy)g = sign(DJy): (IV.91)
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On définit le vecteur X de la maniére suivante.
X =DJy (DiDg) 'sign(Xo): (IV.92)

On a ainsi sign(X ) =sign(Xg) et donc X =DJy  (D{Dy) !sign(x ).

Le couple (X ;Dy) vérifie donc (IV.86). De plus par définition de X on a
igi(y Dox )i = igiDg'sign(Xo)i = jgjdi: (IV.93)

D’ol on conclut que (IV.89) implique (IV.87) pour le couple (X ; Dy).

Comme (X ;Dyg) vérifie les trois conditions du corollaire précédent, on en déduit que
le vecteur X complété de X par des zéros est 'unique solution de (IV.50). Comme X,
et X ont méme support et mémes signes on en déduit que X est bien reconstructible.

On déduit donc de ce théoreme que si la condition (IV.89) est vérifiée, il suffit que
soit suffisamment petit pour retrouver X.

Cette approche permet également de traiter le cas bruité si le bruit est borné et
suffisamment faible. Fuchs énonce un résultat dans le cas concis qui permet d’assurer
que le support de la solution de (IV.50) est contenu ou identique a celui de Xo. Un
tel résultat permet ensuite par minimisation au sens des moindres carrés d’estimer
Xo de maniere optimale.

Theoreme 1V.12

Soity = Dxo + W avec KWKy 6 ", tel que le support S de X vérifie ERC(S) >
1 A>0.

On suppose également que jj(DEDyg) Yjj1 16 B. On note Xpin la valeur absolue de
la plus petite composante de Xq.

Si 6 T etsi” < (1 A) alorsx( ) Uoptimum de (IV.50) dans le cas bruité et
Xo ont des supports identiques et leurs composantes ont méme signe.

Si on suppose simplement” < (1~ A) alors le support de loptimum X( ) est inclus
dans celui de Xo.

Une conséquence immédiate de ce lemme est que le support de X( ) solution de
(IV.50) est inclus dans celui de Xy pour tout si les données y ne sont pas bruitées,
ie y = DXy.

Preuve - IV.12 -
On montre d’abord le premier point, le second se traite de maniere similaire.
Pour une meilleure clarté on notera Do = D.
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Par hypothese, Xq vérifie la condition (IV.89) dans le théoreme IV.11, en effet
F(Xo)6 1 ERC(S)6 A< 1.

Si 6 ZImnen utilisant (IV.62) on a

2B 7

k (D'D) 'sign(Xo)ki 6 B 6 Xin=2

et donc

sign(Xq) = sign(X,  (D'D) !sign(X)) (IV.94)
Donc si on pose pour un tel
Xl( ):XQ (f)tf)) lsign()?o): (IV95)

On sait d’apres la preuve du théoreme IV.11 que X;( ) est solution du probléeme
IV.50) avec y = y; = DX, on sait que X, est reconstructible a partir de X;( ) et
on sait de plus que la plus petite valeur absolue des composante non nulles de X;( )
est supérieure a “t.

On en déduit qu'’il existe un vecteur U du sous-gradient en X;( ) tel que

D'Dxi( ) yi)+ u=0: (IV.96)
On a ainsi en particulier
Di(y1 Dxi( )= sign(Xi( )) (IV.97)
et que pour tout | 2 S on a
igi(y1 Dxi( )6 A : (IV.98)

Voir preuve du théoreme IV.11, I'inégalité (IV.93).

Nous allons montrer maintenant que X ( ) = X;( )+ est le minimiseur de (IV.50)
avec Y = DXy + W o est le vecteur & support dans S tel que = DtW.

Par définition le support de X ( ) est inclus dans S.

D'y Dx ())=D'(yi+W D(x( )+ )) (1V.99)
=D'(y; Dxi( ))+D/W DD'W) (IV.100)

sgn(x,( ))+D'W DDDD) 'D'W  (IV.101)

= sign(Xo) (IV.102)
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De plus,
kx () X (ki =kxy( ) X (kg (IV.103)
= kD*tWk; (IV.104)
=k(D'D) 'D'Wk; (IV.105)

En utilisant (IV.62

6 k(D'D) 'k; ; kD'Wk; (IV.106)

6B " (IV.107)
et comme " < 6 *W- on déduit

< X’;"" (IV.108)

Comme la plus petite valeur absolue des composantes non nulles de X;( ) est supé-
rieure & “3% on est assuré que X () et X, aient les mémes signes, d’ott

D'y Dx ()= sign(x ()): (IV.109)
D’autre part pour tout j 2 S on a

jgily Dx ())j=jdi(y1+W Dxi() D)
6 jgi(y1 Dxi( ))j+jg;(W DD*W)j

6 A+jjWij
6 A4
<

Ce qui permet de montrer que X ( ) est bien le minimiseur recherché. Il a bien le
méme support que Xq et est de méme signe que Xj.

Supposons maintenant " < (1~ A) sans borner inférieurement
Soit X9 le minimiseur de la fonctionnelle suivante

%ky Dxk3 + kxk;

ol on a remplacé D par D par rapport a (IV.50). Nous allons montrer que le vecteur
X tel que X = X5 et X = 0 est solution de (IV.50) avec y = DX+ W.
Par définition de X il existe U dans le sous-gradient en Xy = X tel que

D'y Dx )=D'ly Dx)= u
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Soit ] Z S.
jgily Dx)j=jgi(y Dx)j
En insérant X = D*y  (D!'D) '0 dans I'égalité précédente on a
jgily Dx)j=jgi(y DD*y+ D(DD) 'o)]
6 jgi(y DDYy)j+ jgiD*0)j
6 joi(yi+W DD¥(y; +W))j+ kg/D*k;kok,
6 jg/(W DD*W)j+ (1 ERC(S))
6"+A <

Ce qui conclut la preuve du lemme. n

Nous avons vu précédemment que k(D*D)k; ; 6 #(S) Nous avons montré dans
un lemme précédent que dans le cas concis on pouvait borner cette quantité a 'aide
de la cohérence. D’autre part si WERC(S) < 1 on a toujours #(S) < ﬁ < ﬁ
Nous proposons de montrer que ces résultats peuvent s’appliquer aux signaux de
grande échelle pour un opérateur de filtrage. Utiliser directement le critere ERC

sans passer par la cohérence permet de traiter des situations plus variées.

On peut méme étre un peu plus précis quand on dit que le support de X( ) est
inclus dans celui de Xy pour tout si les données ne sont pas bruitées. Si Xq respecte
certaines conditions, on peut montrer que le support de X( o) est inclus dans celui
de 1si 1< 5. Nous proposons de montrer ce résultat en deux temps. D’abord
nous montrons que pour un g fixé le support de X( ) est identique a celui de X( o)
si > get estprochede (. Nous montrons ensuite comment le support de X( )
décroit quand  croit.

Lemme V.13

Soit o> 0 et X( o) une solution de (IV.50) avec y = DXq. On divise D en deuz
sous matrices D et D selon les composantes non nulles de X( o). On suppose que
KD'D* sign(X( ¢))k1 < 1 et que D est de rang mazimal.

Il existe 1 tel que pour tout 2| o; 1| la solution de a le méme support
que X( o) et le support de X( 1) est strictement inclus dans celui de X( o).

De plus on a kx( )k < kx( o)ky pour tout > .

Preuve - V.13 -
Comme X( ) est solution de (IV.50) on déduit de (NSC) qu'il existe u dans le
sous-gradient en X tel que

D'(y Dx( g)) = ou( o): (IV.110)
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En reprenant (IV.88) on déduit de I’égalité précédente une définition implicite de
X( 0).

X( o) =D%y  o(D'D) 'sign(x( o)) (IV.111)
En introduisant cette égalité dans la précédente on déduit également
1 - _
(o) =—D"(y?  oD™'sign(x( o))); (IV.112)

0
ouy’ =y D'Dy. On note ; le plus petit réel tel que
X(1)=D"y  1(D'D) 'sign(x( o))
ait une composante nulle. Pour tout 2] ¢; 1[ on définit x( ) par
X()=D"y (D'D) 'sign(x( o)) etX( )=0:

En prenant u( ) défini par
a( ) =sign(x( o)) et a( )=-D'(y>  D¥sign(x( o))

On vérifie que

et
kD'(y Dx( )ki =k U( )k

I
=~
[
<
—~
<

N
s
2.
o]
=
—
x
~—
(=}
~—
~—
~—
=
=

Comme par définition de U( () on a
1 - _
k—D'(y?  (D"sign(x( o))k 6 1
0

comme par hypothese on a

KD'D*tsign(x( ¢))ky < 1

et comme kiD!(y?  Dtlsign(x( ¢)))K: est une combinaison convexe de ces deux

termes on en déduit . B

kD'(y Dx( )k; <1
et ainsi que X( ) est I'unique minimiseur de (IV.50) en utilisant le corollaire TV.10.
Comme > ( en écrivant les deux propriétés de minimalité de X( ) et X( () on

obtient
kX( )kl 6 kX( 0)k1:
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On définit X; par

En posant

0, = sign(x( o)) et O — ~DIy?  D*sign(x( o)))
1
on a B
D(y Dx;)= ju;:

On vérifie comme pour U( ) que U; 2 @xK; au point X; et on en déduit que x( 1)
est un minimiseur de (IV.50) pour = ;. n

On peut maintenant montrer que sous certaines conditions sur X, vérifiées pour les

vecteurs concis et d’échelle suffisamment grande, le support du minimiseur x( ) de
(IV.50) est inclus dans celui de Xg.

Lemme V.14

Soit Xo un vecteur tel que Dy est de rang mazimal et que pour tout S, S on ait
ERC(S,)>1 A>0.

Pour tout > 0 il existe un unique minimiseur X( ) de (IV.50) a support dans celui
de Xo et pour tout ( 1; o) tels que 1< o, S(X( 2)) SX( 1))-

Preuve - IV.14 -

On va utiliser K fois le lemme précédent pour montrer que le support de X( ) décroit,
ou K est le cardinal du support de X;. .

On décompose D en deux sous-matrices Dy et Dy selon le support de Xo. Soit ; le
plus petit réel tel que

Xo( 1) =Dgb  1(DgDy) 'sign(x( o))

ait une composante nulle. Par hypotheése ERC(S) > 0 et Dy est de rang maximal. On
peut donc appliquer le lemme précédent en prenant , tres proche de zéro d’apres

le théoréme IV.11

Pour tout  2]0; 1[, X( ) a le méme support que Xo. On sait aussi que X( 1) défini

comme dans le lemme précédent est solution de (IV.50) pour = ; et de support
strictement inclus dans S.
On prend maintenant ¢ = 7 dans le lemme précédent. On redécompose D selon le

support de X( 1) inclus dans celui de X,. Par hypothese, la nouvelle matrice D; est
de rang maximum et on a également par hypothese ERC(S(X( 1))) > 0 On montre
alors qu’il existe o> 1 tel que pour tout 2] 1; [, X( ) est solution de (IV.50)),
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que X( o) est solution de (IV.50) avec = o et le support de X( ) inclus dans celui
de X( ) et donc de X( 1). On itere le procédé, les hypotheéses assurant qu’a chaque
étape la matrice extraite est bien de rang plein et que ERC(S( ;)) > 0. n

IV.5 F, ERC et WERC pour la deconvolution

Dans cette partie nous montrons en quoi les précédents résultats assurent la recons-
truction des signaux de grande échelle en montrant que pour ces signaux WERC(S) <
1. On considere un signal discret X d’échelle A. On considere toujours

y=h?x,+w: (IV.113)

En utilisant F (Xo) 6 WERC(S) et les propriétés de F(Xo) on en déduira que les
signaux dont les échelles Delta sont suffisamment grande sont reconstructibles.
L’idée qui se cache derriere la déconvolution de tels signaux est relativement simple.
Si on sait que I'image g; d’un Dirac est supportée sur un ensemble de diametre A,
alors la déconvolution d’un signal d’échelle A est en quelque sorte une union de
déconvolution d’un seul Dirac. Les Diracs sont alors suffisamment séparés pour étre
considérés chacun comme unique.

Pour un tel signal de support S,;ona (S)=0et (S)=M,ouM est la cohérence
du dictionnaire D associé a h. On a ainsi WERC(S) = (S)=(1  (S)))=M < 1.
Notre objectif est d’'utiliser F; ERC et WERC pour étendre ce résultat a des filtres
h dont la réponse impulsionnelle est a décroissance rapide. On va montrer qu’alors
si A est suffisamment grand (S) est proche de 0 et (S) proche de M et ainsi
WERC(S) < 1.

Notons au passage que Fuchs a étudié un cas particulier de déconvolution dans
[Fuc04]. L’auteur propose un résultat de reconstruction par programmation linéaire
des signaux dont toutes les composantes sont positives. Cet exemple illustre la pos-
sibilité de reconstruire des signaux qui sont non concis, si on connait un autre a
priori fort sur le signal.

IV.5.1 WERC des sighaux de grande echelle

Nous considérons maintenant le dictionnaire

D=[g=h?;i6 N] (IV.114)
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Fig. IV.3 — Signal ayant 5 coefficients non nuls, filtre h a support compact et image
du signal par le filtrage

Les produits scalaires hg;; g;i dépendent ainsi uniquement de la distance ji ], plus
précisément on a

hgi;gii =M? ;h? ;i =h;h?h( )i =h2h{i jj): (IV.115)

ouh(i)=h( i).

Cette remarque permet d’estimer rapidement la cohérence du dictionnaire comme
la seconde plus grande valeur de H = jh ? hj, la premiére étant 1 au point 0.

On pourrait espérer utiliser tous les résultats précédents sur les signaux concis mal-
heureusement en pratique les filtres qu’on utilise produisent une cohérence élevée,
souvent supérieure a % et parfois proche de 1. Le filtre hy passe bas défini par

8
A <1 sijlje =
ho(!). (IV.116)
0 sijlj> =2
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Fig. IV.4 — Transformée de Fourier du filtre hy, réponse impulsionnelle de hy et
zoom sur la réponse impulsionnelle

qui conserve totalement la moitié basse des fréquences et qui annule les autres fré-
quences, induit une cohérence proche de % En effet hy ? hg est un sinus cardinal :

Hy (k) = jhy 2 (k] = 0 2 (1v.117)
On observe que la seconde plus grande valeur de ce vecteur est % quand k = 1. Ceci
signifie que deux Diracs voisins ont des images proches, ce qui n’est pas surprenant
pour un filtre passe bas. Plus généralement la cohérence du dictionnaire associé a un
filtre passe bas h dont la transformée de Fourier est I'indicatrice de [ ! ;! .| avec
1.< 2est

sin(! )

|

*C

M (h) = (IV.118)

Les filtres qui sont utilisés pour modéliser les ondes sismiques induisent des cohé-
rences élevées. Rappelons qu'une cohérence de % permet d’assurer la reconstruction
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0.8 T T T T T T T 0.8

-0.4

Fig. IV.5 — Signal ayant 4 coefficients non nuls et non reconstructible, le minimiseur
de la fonction (IV.50) et I'image commune de ces deux vecteurs par le filtre hy. La
norme |; de la reconstruction est plus petite que celle de 'originale

d’un signal comportant moins de %(1 + 10) = 5:5 composantes non nulles.

Dans la figure on montre ’exemple d'un signal supporté sur 4 Diracs qui n’est

pas reconstructible pour le filtre hy. La fréquence de coupure du filtre hg est pourtant
=2. Le support spectral des ondelettes sismiques est souvent plus étroit et on peut

construire des vecteurs non reconstructibles avec 2 ou 3 Diracs.

Ainsi les résultats d’inversion sous hypothese de concision ne peuvent donc s’appli-

quer ici. Cette remarque est confirmée numériquement, il existe des vecteurs ayant

un petit nombres de composantes non nulles qui ne sont pas reconstructibles. Le

plus simple pour le montrer est de calculer numériquement 'ERC d’un ensemble

d’indices pour un filtre h donné. En effet d’apres le théoreme TV.8 si ERC(S) < 0

il existe un signal a support sur S non reconstructible.

Si h est un filtre dont la transformée de Fourier est réguliere. On montre que les

signaux dont 1’échelle est suffisamment grande sont reconstructibles en minimisant
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(IV.16) ou (IV.50). Pour cela on montre que le Weak Exact Recovery Coefficient de
ces supports est plus petit que 1.

Lemme V.15

Soit h un filtre tel qu’il existe C tel que H(n) = jh 2 h(n)j 6 ﬁ Il eziste
A > 0 et A(A) tels que tout ensemble d’indices S d’échelle supérieure a A vérifie
WERC(S) 6 A(A) < 1 et DDy est inversible.

Preuve - IV.15 -
Soit S un ensemble d’indices d’échelle supérieure a A.
X X
(S) = max Hi k)62 H(A+I): (IV.119)
"5 i s ek i

En effet pour tout K il existe au plus 2 indices qui sont & une méme distance de K,
d’autre part aucun n’est a une distance inférieure a A
Cpmme la série des (H (i)); est convergente, pour tout " > 0 il existe un A; tel que
2 _H(A;+1i)< " et donc tel que (S) < ". D’autre part
X
(S) = max H(Gi j): (IV.120)

25
175 o siek

Comme la série (H (i)); est convergente on a aussi
8" 9Astel que 8k: H(Ay + k) < " (IV.121)

Soit S un ensemble d’indices d’échelle supérieure & Az = max(Aq; 2A,).
On note j g I'indice n’appartenant pas a S réalisant le maximum dans la définition
de (S), on a X
(S)= H(s 1) (IV.122)
28
Il existe au plus 2 indices i; et i5 dans S dont la distance a j g est inférieure a A;.
On a ainsi

(S)6 H(js i)+H(is i2)+2x H(A+i)6 H(j i)+H( ia)+" (IV.123)

i

Soit 17 I'indice le plus proche de j 5. Par définition de Ay on a jjg iaj > As et donc
H(s i) <"

On borne H(js i) par la cohérence M. On déduit donc que pour tout " il existe
une échelle A telle que tout signal d’échelle supérieure a A vérifie

(S)+ (S)6 M +2" (IV.124)
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Fig. IV.6 — Transformées de Fourier de deux filtres hy et h; 'une est discontinue,
I’autre réguliere.

Comme M < 1 on peut choisir " < %.

On déduit qu'il existe A et A(A) tels que si S est d’échelle supérieure a A alors
(S)+ (S)6 A1(A) < 1 et donc que

S
Comme kD4Dgk; 1 = (S) on sait que (S) < 1 assure Dinversibilité de DDy, ce
qui conclut la preuve du lemme. "

La décroissance spatiale de la réponse impulsionnelle d'un filtre est liée a la régula-
rité de sa transformée de Fourier. Du fait que F (xo) 6 WERC(S) et que F (Xo) < 1
implique une reconstruction par minimisation de (IV.50) on déduit que pour tout
filtre dont la transformée de Fourier est suffisamment réguliere il existe une échelle
A qui assure que tout vecteur d’échelle A est reconstructible par (IV.50). Si le filtre
n’est pas régulier on a davantage de problemes. En effet une décroissance du type de
celle du sinus cardinal géne un algorithme de reconstruction a cause des nombreux
rebonds. La figure IV.7 représente un vecteur X, non reconstructible pour un filtre
dont la transformée de Fourier est discontinue, figure IV.6 a gauche et reconstruc-
tible pour un filtre ayant la méme fréquence de coupure et dont la transformée de
Fourier est réguliere, figure [IV.6| & droite. La figure|[IV.6 représente les images par
ces deux filtres du vecteurs. Les deux reconstructions sont présentées dans la figure
IV.14. Dans le premier cas, le support n’est pas inclus dans celui de Xy, dans le
second le support est bien inclus dans celui de Xg.

Cependant il est toujours possible de régulariser le filtre en refiltrant les données par
un second filtre. Ce second filtre h,. de régularisation doit étre construit de maniére
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Fig. IV.7 — Signal Xq. Pour hg on a ERC=-0.22 et F=1.14 le signal n’est pas recons-
tructible. Pour h;y ERC=0.05 et F=0.95 le signal est reconstructible.

a ce que la transformée de Fourier h, = h, ?h de h; = h, ?h soit réguliere.

On effectue ensuite la minimisation a partir des données h, ?y images de y par le
filtre h,.. Les résultats précédents s’appliquent sur h; et on en déduit que pour tout
filtre h il existe une échelle A tel que tout vecteur Xy d’échelle A est reconstructible
par une minimisation (IV.16) ou (IV.50).

On a également un résultat de reconstruction dans le cas de données bruitées di-
rectement en appliquant le théoreme V.12 de reconstruction dans le cas bruité.

Theoreme 1V.16

Soit h un filtre Ct et W un bruit tel que KWk, 6 .

Il existe A > 0 et A tel que pour tout vecteur Xo dont le support S est d’échelle
supérieure a A vérifie ERC(S)> 1 A > 0 et kK(D{Dy) 'ky ;1 6 2

Tout Xqo d’échelle supérieure a A et tel que Xpin > 15€A est reconstructible a partir

de b=Dxy + W.

De plus si > = alors le support de X( ) est contenu dans celui de Xg.

Preuve - IV.16 -

Le premier point est une conséquence directe du théoreme précédent et de sa preuve.
En effet dans la preuve nous avons vu qu'il existe A tel que (S) < 1=2 et donc
1=(1  (S)) < 2. On déduit le résultat de I'inégalité démontrée dans le lemme TV.5|
k(DBD()) 1k1 1 6 1=(1 )

Le deuxieme point est une conséquence du théoreme IV.12. En effet comme 1
ERC 6 WERC(S) < 1, en prenant = ﬁ on vérifie bien toutes les conditions
du théoreme V.12
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- k(f)gf)o) lkl 1 6 2

5e Tmin

11 A) 4
St A) < (1 AA))
et on applique le théoreme 1V.12 pour déduire le résultat.

Le troisitme point vient du théoréme IV.12. En effet, si Xy est d’échelle A, alors
tout vecteur Xy, inclus dans le support de X est d’échelle A et ainsi ERC(S(Xy)) >
1 > (. On applique alors le second point du théoreme V.12

Pour illustrer ce résultat par un exemple pratique, nous proposons dans la figure
IV.10, trois inversions sismiques d’un méme jeu de données. Il apparait que le support
de croit globalement quand  décroit.

IV.5.2 Resultats numerigues

Nous avons testé le pertinence de nos résultats théoriques sur des données artificielles
afin de tester différentes valeurs de F, ERC et WERC. Nous proposons également des
résultats obtenus sur des données réelles. La figure TV.8 présente une inversion réelle.
La figure TV.9 donne deux exemples de traces issues des données bidimensionnelles
présentées dans la figure [IV.8.

IV.5.2.1 Estimation de A

les résultats que nous avons proposés sur A ne sont pas constructifs. Il existe un
moyen algorithmique de déterminer une échelle A entre les indices du support d’un
élément qui assure sa reconstruction.
A partir de H on construit qui est I'infimum des vecteurs décroissants qui majore
H:
8k2N; (k)= I§1>a]z(H (j): (IV.126)

Cette fonction permet de borner le produit scalaire de deux vecteurs si on a une
borne inférieure sur la distance qui les sépare, jhbh ?e;;h?e;ij 6 (k) siji  jj> k.
Si on se fixe un A on peut ainsi borner 'ensemble des (S) et (S) pour S d’échelle
A. Par exemple si ’échelle de S est supérieure a A on a

(S) 6 2 (KA) et (IV.127)
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(S)6 max( (1) + (A J))+ (S) (Iv.128)
Ces bornes permettent de déterminer un A qui assure la reconstructibilité.
En revanche, pour savoir si un support assure la reconstructibilité, le mieux est de
calculer son ERC. Si on veut estimer le plus petit A pour un filtre donné, on le
majore en utilisant la fonction et on essaie de trouver des supports S tels que
ERC(S) < 0 avec une échelle la plus grande possible. En effet Tropp a montré dans
le théoreme qu'un ERC négatif assure I'existence d’un vecteur non reconstruc-
tible.
Cette méthode consistant a borner inférieurement et supérieurement A a permis d’es-
timer A a 1 pres pour les filtres réguliers que nous avons testés. Quelques exemples
de filtres passe bas sont présentés dans la figure IV.12
Les expériences numériques ont montré qu’il était parfois plus intéressant de refiltrer
les données pour diminuer le WERC et 'ERC, si on souhaite avoir le support exact.
En effet, méme si effectuer un filtrage passe bas supplémentaire renforce souvent
la cohérence, il est parfois meilleur d’avoir une décroissance rapide de la réponse
impulsionnelle du filtre. Cette remarque prend tout son sens quand on essaie de
retrouver un signal a partir de la moitié basse des fréquences. Un bon filtrage régu-
larisant permet de diminuer les valeurs de WERC(S) et ERC(S) et ainsi de diminuer
sensiblement la distance minimale A associée au filtre.

IV.5.2.2 Algorithme iteratif par projections alternees

Pour effectuer nos expérimentations numériques, nous avons utilisé ’algorithme dé-
veloppé simultanément par trois équipes, Daubechies, Defrise et De Mol [DDMO04],
par Chambolle [Cha04] et Figueiredo et Nowak [FN03|. Nous utilisons les notations
de [DDMO04] pour décrire notre algorithme.

Les auteurs montrent que la suite définie par

f,=S\(f, 1+ K (Y Kf, 1)) (IV.129)
converge pour tout fy vers le minimum de la fonctionnelle
J(f)=KKf Yk*+ kfk, (IV.130)

Si K est un opérateur strictement contractant et ot Sy(g) désigne 'opérateur de
seuillage doux avec un seuil = 2.

X
S\(f)= sign(hf; ;i)max(jhf; ;ij =2;0), (IV.131)
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Comme nous avons considéré des filtres h normalisés, il est nécessaire d’effectuer la
minimisation en utilisant K = h ou  2]0;1[. On en déduit que pour tout f, la
suite (f,,)n2n définie par

. =f,+ 2h2(Y h2f,)=f,+ *h?2Y + ?(h?h)?2f, (IV.132)
fri1 = Sz, (0n): (IV.133)

tend vers le minimiseur de (IV.50)
1 o 12 )
§kY h?fk;+ kfki:

A chaque étape on a ainsi un calcul de H(f,) et un seuillage doux. Le choix de
2]0; 1] est libre. Il est conseillé de choisir  proche de 1 car 1'algorithme converge
plus vite.

IV.6 Perspectives

Nous avons justifié I'utilisation de la fonctionnelle relaxée (IV.50) pour la décon-
volution de traces sismiques. Cette minimisation tire avantage d’une concision en
bases de Diracs de la réflectivité monodimensionnelle. Elle néglige en revanche toute
redondance spatiale. En effet les données sismiques réelles sont tridimensionnelles et
on retrouve dans ces données des structures régulieres, des surfaces ou des courbes.
Le sous-sol a ainsi une forte régularité géométrique.

Cette double propriété a été exploitée par Hennenfent, Herrmann et Neelamani dans
un travail [HHNO5] qui date de juin 2005. Les auteurs proposent de minimiser la fonc-
tionnelle (IV.50) ou la norme |; est celle des coefficients en curvelets. Les auteurs
esperent ainsi profiter des deux a priori de la réflectivité, la concision verticale et
la redondance horizontale. Il est probable qu'une approche similaire en bandelettes
donne des résultats équivalents.

Nous pensons toutefois qu’il serait meilleur d’utiliser des bases plus adaptées a I'in-
version sismique. En effet méme si les réflectivités ont une régularité géométrique, un
modele C* en dehors de courbes C* ne correspond pas a la régularité verticale d'une
réflectivité. Des bases de fonctions , qui ont une régularité géométrique horizontale
et un support géométrique proche du Dirac verticalement, semblent plus adaptées
au probleme.
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Fig. IV.8 — En haut données sismiques réelles. Au milieu ondelette, en espace et en
fréquence. En bas, reconstruction totale par minimisation |,



8000 T T T T T T 4000

6000 1 30001 1
4000 F 4 2000 1
1000} 1
2000+ 4
or 1
or 1
-1000 1
2000 1
-2000 4
4000 | 1
-3000F 1
6000 ¢ 1 -4000 1
8000 - 4 5000} 1
10000 . . . . . . 6000 . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
x10° «10*
3 T T T T T T 15
1 1
2t 1
05 1
1t 1
0 1
° ] -05 1
1 b -1 1
-15 1
2+ 1
ol 1
3+ 1
-25
0 20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140

Fig. IV.9 — En haut deux traces sismiques et en bas les deux reconstructions asso-
ciées.



Fig. IV.10 — Différentes reconstructions avec des  différents. Plus  est petit plus
on récupere de Diracs. En haut a gauche, les données originales, en haut a droite,
une reconstruction avec un  grand, en bas a gauche une reconstruction avec un

un peu plus petit, en bas a droite une reconstruction avec un encore plus faible.
On observe que les supports des solutions sont presque intégralement inclus les unes

dans les autres.
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Fig. IV.11 — A gauche sont représentées le vecteur hy ?hy et le vecteur  associé qui
forme une enveloppe de la courbe oscillante. A droite la méme chose pour le filtre h;.
Dans le second cas I'approximation de H; = jh; ?hyj par  est une approximation
fine. On décele a peine que H n’est pas rigoureusement décroissante.



12 T T T T T 1
1k 4
0.8 4
0.8 1
0.6 4
0.6 4
0.4 4
0.4 1
0.2r B
0.2 1
ot b or 1
-0.2 . . . . . 02 . . . . .
200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200
12 T T T T T 12 T T T T T
1 B 1 B
0.8 B 0.8 B
0.6 B 0.6 B
0.4 - 0.4 4
0.2r B 0.2r B
0 B 0 B
0.2 . . . . . 0.2 . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200

Fig. IV.12 — Différents filtres passe bas pour des fréquences de coupures différentes.
Pour une fréquence ! . = =2 (en haut a gauche) 'utilisation de la fonction et
de 'ERC permet d’obtenir A = 5. Pour ! . = 5 =12 (en haut a droite) on obtient
A =6. Pour ! . = =3 (en bas a gauche) on obtient A = 8. Pour ! . = =4 (en bas
a droite) on obtient A 2 [11;12].
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Fig. IV.13 — Images de X, par les filtres hg et h;.
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Fig. IV.14 — A gauche la reconstruction par inversion de hy. En zoomant on voit
que le support differe en 3 points. A droite la reconstruction par inversion de hy, le
support est identique a celui de Xj.
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