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MODELISATION & ANALYSE

Equation de Fragmentation  Entropie Relative
Renouvellement Cellulaire Valeurs/Vecteurs propres



I - Chaines de Markov : Temps - Espace Discrets

Un début a tout : le déplacement du lapin




I - Chaines de Markov : Temps - Espace Discrets
Un début a tout : le déplacement du lapin
Au temps n : II"" = Proba. Lapin soit dans la Mangeoire

Au temps n : IIf, = Proba. Lapin soit dans les Copeaux
Au temps n : IIf, = Proba. Lapin soit dehors



I - Chaines de Markov : Temps - Espace Discrets
Un début a tout : le déplacement du lapin

Au temps n : II"" = Proba. Lapin soit dans la Mangeoire
Au temps n : IIf, = Proba. Lapin soit dans les Copeaux
Au temps n : IIf, = Proba. Lapin soit dehors

Sous ['hypothese :
Le Lapin est crétin et ne se souvient pas des temps < n — 1

Alors (formule des probabilité totale) :
(I 1y 1) = (= y T,y 1)@

n—1



I - Chaines de Markov : Temps - Espace Discrets

Un début a tout : le déplacement du lapin

Alors (formule des probabilité totale) :

(I 10, 10, = (T 105, 4 1T, 1)@

n—1

Avec

Pmm Pcm Pem
Q: Pmc Pcc Pec
Pme Pce Pee




I - Chaines de Markov : Temps - Espace Discrets
Un début a tout : le déplacement du lapin

Sous I’hypothese (pas optimale du tout)
Q>0,ie P >0 Vi je€{ec,m},

impliquant rréductibilité et aperiodicité, on a

Théoreme 0.1 Sous les hypotheses précédentes :

1) Il existe un unique (IT"" T1€ 11€) positif non nul tel que
7 4 T4 TI€ = 1 et (I TI° T1¢) = (I 11° I1%)Q
(Valeur/Vecteur propre - Th. Perron-Frobenius)

2) 1imy—oo(TT7 TIC T1€) = (I TI€ I1¢)
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I - Chaines de Markov : Temps - Espace Discrets
Un début a tout : le déplacement du lapin

Hypotheses sur les proba. de transitions (on mélange "bien” les
états)

4

Comprendre la dynamique de la Chaine de Markov



II - EDO : Temps continu - Espace Discrets
Suite : Modélisation Malthusienne

Population totale au temps t : N(t)

Mort avec un taux d = 0, 9%

Taux de naissance b = 1, 3%

N'(t) = bN(t) — dN(t)

||||||||||||

N(t) = N(0)elb—d)t
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

Les limites du modele liées aux hypotheses!

[ - Croissance exponentielle : Ressources limite la croissance

II - Décroissance exponentielle : La population devrait s’éteindre
en temps fini

IIT - Il y a croissance exponentielle de la population, quelque soit
la population de départ...
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

Il v a croissance exponentielle de la population, quelque soit la po-
pulation de départ.

Population Représentative :
- Jeunes
- Adultes (en age de se reproduire) g

Le taux de naissance est plus |
élevé et le taux de mortalité plus §

faible.
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

Il v a croissance exponentielle de la population, quelque soit la po-
pulation de départ.

Population Représentative :
- Jeunes
- Adultes (en age de se reproduire)

Le taux de naissance est plus
élevé et le taux de mortalité plus

faible.
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

Il v a croissance exponentielle de la population, quelque soit la po-
pulation de départ.

Population d'un centre de
Gériatrie :

- Vieux
- Tres vieux

e taux de naissance est nul  '-;': .
et le taux de mortalité plus éleve. =
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

Population d'un centre de
Gériatrie :

- Vieux
- Tres vieux

Le taux de naissance est nul
et le taux de mortalité plus élevé.
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets
Il faut prendre en compte 'age de la population.

Quantité

/ .

Enfants Adultes Vieux

Ny(t) = Nombre d’individus d’age C [0, a),
Ni(t) = Nombre d’individus d’age C [ag, a1],
Ns(t) = Nombre d’'individus d’age C [aq, 00|
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

DANS LES CHOUX...

No(t) = bN1(t) — tor1 No(t) — doNo(t)
ou b est le taux de natalité chez 'adulte,

dg le taux de mortalité chez 'enfant,

to—1 le taux de passage de ”Enfant” vers " Adulte”.
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

GRANDS ENFANTS...

Ni(t) = to1No(t) — t1o N1 (t) — di N (1)
to—1 le taux de passage de ”Enfant” vers 7" Adulte”,

dy le taux de mortalité chez 'adulte,

t1—9 le taux de passage de " Adulte” vers ”Vieux”.
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

N3(t) = t1-2N1(t) — daNo(t)
do le taux de mortalité chez 'adulte,

t1,—9 le taux de passage de " Adulte” vers ”Vieux”.
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

On parle alors de population STRUCTUREE en age : on classe
les individus par catégorie d’age.

Ny —dp — to1 b 0 Ny
Ny | = to1 —dy —t12 0 Ny
No 0 t19 —dg Ny

On obtient un systeme d’EDO linéaires.
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

/2

<

Enfant \
/
L Adultcr N 0
/\ N I
No

Vieux
O,\)
Mort
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

(" 105, 105 = (M 10, 11 )@
[0+ 105, + 115, = 1
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

/2

<

Enfant \ NO / NO
L Adultcr N 1 = Q N 1
A w)

- Ny + Ny + Ny # Constante
)
,\ Mort
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

Proposition 0.2 5t la matrice () est diagonalisable, alors 1l

existe une base X; de vecteurs propres (de vap. ;) et pour N
solution de

N'(t) = AN(1),
(avec N(0) = > . a;X;) on a
N(t) — Z az-e)‘@'tXi.
1
[ 11 suffit de vérifier que N = AN -

N'(t) =) a; qie Xy =) a;e™AX; = AN(t).]
i AX; =M X, i
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

Si
N(t) = Z az-e)‘itXZ-.
1
La valeur propre de partie réelle maximale A = A; donne le com-
portement dominant de la dynamique :

N(t)e_/\t —t—00 aiOXiO'

On a le taux de croissance exponentiel (Malthusien) : A.

On a le profil asymptotique : a;, X;,.
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

Théoréme 0.3 (Théoréme de Perron-Frobenius)
S1 () est une matrice carrée positive et irréductible alors

- le rayon spectral de () est une valeur propre simple > 0 de (),
- 1l n’existe pas d’autre valeur propre de module €gal a p(Q),

- Il existe un vecteur propre > 0 associé a la valeur propre p(Q)
pour la matrice 'Q).

Le comportement dominant de N’ = QN est donné par A =

p(@)!!
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

Définition 0.4 Une matrice carrée QQ = (q; ;) de RP est dite
positive (resp. strictement positive) si pour tout,j € |1, p|,
gi.; =0 (resp. > 0) et on note Q >0 (resp. > 0).

Définition 0.5 Une matrice () > 0 est irréductible ssi son
graphe G((Q)) est fortement connecté (il y a un mélange
suffisant des états)
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II - EDO : Temps continu - Espace Discrets

N'(t) = QN (1),

Théoreme 0.6 (Entropie)
S () est une matrice carrée positive et irréductible alors

N(t)e P@F - CXx,

avec

X, U>0, QX=pQX et 'QU=pQ)V,
et C'= ) i Ni(t = 0)¥;/ > ; Xi¥;.

N(t> ~t—o00 CX€p<Q)t
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III - EDP : Temps - Espace continus

De Leslie-Usher vers un modele de renouvellement de population

Cn=an
avec
(fléa — 51/0t foda f3da ... fkéa\
s1/0t —s9/0t —dy ... 0 0
Q = 0 S9 /0t e 0 0
0 0 0
\ 0 0 Sk_1/5t _dk /

s; sont les "taux” de transition d’'une classe d’age a l'autre,
f; les "taux” de naissance,
d; les "tau”’x de mort.
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III - EDP : Temps - Espace continus

Soit en discrétisant en temps
n(ida,t + 6t) ~ n(ida,t)+

5t [Z=tn((i — 1)da, 1) — <in(id,¢) — din(ida, 1)),

avec pour condition au bord (renouvellement) :

n(0,t 4 dt) = Z fidan(ida,t),
1

n(tda,t + ot) — n(ida,t) - dan((z —1)da,t) — n(ida,t)
5t st Sa

— [d; + (Si—gt_ Si)]n(wa, t).

30



III - EDP : Temps - Espace continus

n(ida,t + ot) — n(ida,t) - oan((i — 1)éa,t) — n(ida,t)
5t BT N
Si—1—S8i) .
— [d; + — 1& “In(ida, t).

n(0,t 4 dt) = Z fidan(ida,t),
1

En passant a la limite da = ot — 0, on trouve :

0 0

pril + —sn = —dn,

0 Oa
n((),t):/f(a)n(a,t)da.



III - EDP : Temps - Espace continus

2n + gsn = —dn,
n(0,t) /f n(a,t)da.
Taux constants : f(¢,a =S5, d(t,a)=D,ona
gn + Sgn —Dn n(O t) = F/OO n(a,t)da
ot da ’ I ’ '

Proposition 0.7 On a p(t) := f()oon 0 Do
d
%P(t) = (SEF—D)p(t) et lim n(a,t)e —(SF-D)t _ p(O)e_Fa

t—00
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III - EDP : Temps - Espace continus

%TL—I—S%H_ —Dn, n(0,t) = F/OO n(a,t)da = Fp(t).
INT. /Om%nda—h? O —nda——D/ nda,
©plt) + Sn(oo, 1) — n(0, 1)) = ~Dp(t
%p(t) + 5|0 = Fp(t)] = =Dp(t),

DONC
p(t) = p(0)eS =D
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III - EDP : Temps - Espace continus

Taux constants : f(t,a) = F, s(t,a)=S5, d(t,a)= D, ona

Qn—k Sgn = —Dn, n(0,t) = F/OO n(a,t)da
ot da ’ R A ’ '

m¢(a) = n(aS, t+a), a%mt(a) = S(%n)(a& t+a)+(%n)(a$, t+a)
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III - EDP : Temps - Espace continus

Taux constants : f(t,a) = F, s(t,a)=S5, d(t,a)= D, ona
0 0

O
— —n=-—-D = F :
5" + S@an n, n(0,t) /O n(a,t)da

m(a) = n(aS,t + a), a%mt(a) = —Dn(aS,t+a) = —Dmy(a)

On integre
my(a) = my(0)e P
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III - EDP : Temps - Espace continus

Taux constants : f(t,a) = F, s(t,a)=S5, d(t,a)= D, ona
0 0

O
— —n=-—-D = F :
5" + Sa&n n, n(0,t) /O n(a,t)da

me(a) =n(aS,t+a), my(a) = mt(O)e_Da,

n(aS,t+a) = n(0,t + 0)e P4 = e 7P p(t)
_ Fe_Dap(O)€<SF_D>t
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III - EDP : Temps - Espace continus

Taux constants : f(t,a) = F, s(t,a)=S5, d(t,a)= D, ona

Qn—k Sgn = —Dn, n(0,t) = F/OO n(a,t)da
ot da ’ R A ’ '

n(aS,t + a) = Fe Pp(0)e 3D
n(A,T) = FePAIS p0)el SF=PIT=A/S) — () SF=DIT e =4

DONC

lim n(A, T)e_(SF_mT = p(0)e— 4

T—0o0
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III - EDP : Temps - Espace continus

Dans le cas général

0 0

—n+—n = —dn.

n(0,1) /f

En supposant que le taux de mortalité d et le taux de naissance f
satisfont

d e L]0, 00]),
f € LY([0, 00]),

!/mﬂ) —Jo dw)dwg, 1
0
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III - EDP : Temps - Espace continus

0 0
pril + 5 —dn.
N'(t) = QN(t),
n(0, ) / fla
Th. Q > 0 et irréductible
alors
N(t)e P@F _ CX,
290 avec X,V > 0,

QX =p(Q)X et 'QU=p(Q)Y,

ot 0 = TN
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III - EDP : Temps - Espace continus

0 e, iy

——n—dn)— 1’n.

o N'(t) = QN(t),
(0 /f (2) (?)

299 QRX = p(Q)X,

40



III - EDP : Temps - Espace continus

6 0
— — —n —dn) ="0Q1"n.
o T -
n(0, 1) / f(a
° X(@)e @ = a@(X(a) ) — d(a)(X a)e —p<Q>t>.
/f Qtda,
" QX = p(Q)X,

( Xe—p@)t)’ = Q( Xe—p@)t)
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III - EDP : Temps - Espace continus

0 8

_t — —n —dn) ="Q1"n.
N'(t) = QN (),
(0, ) / fla
@X(a) = —%X( )~ d(a) X (a)
X(0) = [ f@X(@)da
X(a) = X(0) Jo



III - EDP : Temps - Espace continus

2 —gn—dn)—” 1’n.
ot N'(t) = QN(¢t),
n (0. 1) / f(a
(Q)X(a) = —ix d(a)X (a).
/ fla
_ P @Q)a— [y d(a)da

/f 6’0 a)dd g,
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III - EDP : Temps - Espace continus

2 —gn—dn)—” 1’n.
ot N'(t) = QN(¢t),
n(0.1) / fa
(Q)X(a) = —ix d(a)X (a).
/ fla
X(a) - ) d(d)dd’,



III - EDP : Temps - Espace continus

9, 0

—n+—n = —dn.

N'(t) = QN(t),
(0 /f (?) (?)

277 ‘QU = p(Q)V,
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III - EDP : Temps - Espace continus

0 0
—n + —n = —dn.
n(0,t) !/f
279 (qb,t Q) = p(Q)(, V), Vo

Qe —p(Q)o, V) =0, Vo
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III - EDP : Temps - Espace continus

9, 0

—n+ —n = —dn

oy oo N'(t) = QNI(2).
n(O,t)—/f(a)n(a,t)da.

[ -p(Qusta)-d(a)o(a) 5 ot Va)da =,

Vo : $(0) = / f(a)p(a)da.
Q6 — p(Q)6,T) =0, Vo



III - EDP : Temps - Espace continus

9, 0

pril + 5 —dn.
N'(t) = QN(1),
o /f 1) = QN
[ -plQ¥(0)-dla)¥a)+ - v@)g(ada+B(0)6(0) o,

Vo : $(0) = / f(a)p(a)da.
Q6 — p(Q)6,T) =0, Vo



III - EDP : Temps - Espace continus

9, 0

—n+—n = —dn.

N'(t) = QN(t),
(0 /f (?) (?)



III - EDP : Temps - Espace continus

9, 0

—n+—n = —dn.

o /f v
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III - EDP : Temps - Espace continus

Proposition 0.8 Pour H est positive et convexe, la quantité
(entropie relative, energie...)

H(t) = /H(n(a,t)eAt/N(a))N(a)qﬁ(a)da est décroissante.

Q >0 et irréductible — f > 0 sur |a, §|
Th. Alors

n(a,t)e Pt~ CX(a),
avec X,V > 0,

QX =p(@Q)X et "'QU =p(Q)Y,
et C = [n(a,0)¥(a)da/ [ X(a)V(a)da.

o1



III - EDP : Temps - Espace continus

Equations de renouvellement et de division cellulaire

2n + gn = —dn.

ot oa
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III - EDP : Temps - Espace continus

Equations de renouvellement et de division cellulaire

2n + gn = —dn.

ot oa
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III - EDP : Temps - Espace continus

Equations de renouvellement et de division cellulaire

2n + gn = —dn.

ot oa
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III - EDP : Temps - Espace continus

Equations de renouvellement et de division cellulaire

2n + gn = —dn.

ot oa
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III - EDP : Temps - Espace continus

Equations de renouvellement et de division cellulaire

2n + gn = —dn.

ot oa
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III - EDP : Temps - Espace continus

En taille

En age (age et maturité)

S >—+*M
£, . #}*M

0 d
_n(t7y) + a_n(tay) +d(t7y)n(t7y) = 07
X , Yy —

Ot
, s aand mort nt0) =0
évol temp  vieillissement

= / by, y')n(t,y")dy',
Y

(&

-~

n(t,0) = /0 Bty )n(t.y)dy

- Fn(t,y) + 2n(t,y) + By)n(t,y) = 4B(2y)n(t, 2y)
naissance _—

o7



III - EDP : Temps - Espace continus

En age (age et maturité)

ﬁ»**M

0 d
_n(t7y) + a_n(tay) +d(t7y)n(t7y) = 07
X , Yy —

Ot
) S mort
évol temp  vieillissement

n(t,0) = /0 Bty )n(t.y)dy

~~

naissance

o8

En taille

( a 8 ©
) + gty + Bnty) = [ bty
ot dy —_— y
évol tem " ’mort’ apres div
P croissance naiss apres div
n(t,0) =0 ,
—_——

| pas d’individu de taille 0

Fn(t,y) + gonlt,y) + Bly)n(t,y) = 4B(2y)n(t, 2y),
—_———

naiss apres mitose

n(t,0) =0,



IV - Convergence CM

[Mp41 = p@
et I1 = T1IQ, (1) = (1)!Q (Th. Perron Frobenius). On pose
Vi, = Z H (11 /TIIT, (0.1)
On a

Vi1 = ZH /IO ZH ZH Qji/ 1)
Q'z’H Hn T N\
- EZ:HQ]: Zkgkink I = EZ:H(%: BirIT', (0.2)

Q i1l I,

ou ;5 = S O H/‘J et 7“] TR
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IV - Convergence CM
Vn—ZH MY, = Viu = ZH Zﬁw PO, (0.3)

. _ sz' I,
ou @j EDYNIL et rj T

Lemme 0.9 57 on suppose que H est strictement convexe, alors
Vn—l—l < Vn-

Preuve En effet, ) i Bij = 1 pour tout ¢ et H strictement convexe

impliquent H(Z] 6237“?) < Zj ﬁwH(T;L) Or, Y. @;jﬂi/ﬂj —
> _; @i = 1 puisque @) est une matrice stochastique, donc

Vier =3 HO By < 3 [ Byl /W H)IV = Vi,
l J J _

5
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IV - Convergence CM
Définition 0.10 On note
Cz:{ji@jz'>0}
ALORS par stricte convexité, si

ig 3(5', 5 € C;,

tel que 7’?, £ 7“?,, on a

H(Y ~ Bigr™) < Y BigiH(rY).
J J

61
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IV - Convergence CM
Définition 0.11 On note

Ci = {j ; sz’ > O} (0.5)
Hyp.
Vi,j Jig..in—1 : Ci{ \Ciy» Cir(\Cirrys Cin [ )Cj # 0.

ALORS par stricte convexité, si (5, 5"7) tel que 7"?, £ 7“?,, on a
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IV - Convergence CM
Définition 0.12 On note

C; = {] ; sz' > O} (0.6)
Hyp.
Vi,7 dig... i1 : Cj ﬂCil, Cik ﬂCZ-kH, Cin—l ﬂCj £ ().
On note que V(5’, 5"7) 7“:’777 = r't, = R implique

J
Mty =17 = R = RZH/—ZH]/T,—Zﬂnzl
] ]

DONC tant que le vecteur (T;?“)j n’est pas égal a (1 1... 1),
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IV - Convergence CM

Puisque 0 < Vi1 < V), la suite Vi, est convergente, donc
Vel — Vi —n—o0c 0.

et donc

7“? —n—oo 1, Vj
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IV - Convergence CM

Puisque 0 < Vi1 < V), la suite Vi, est convergente, donc
Vel — Vi —n—o0e 0.

[I- Compact ) r™ = (r}'); bornée de RM = limy, oo 7?7 = ¢

[T - V¢< ) > () décroissante donc convergente et

limyp— 00 Vg =2 H(rj)Il/
hmn—>oo V¢(n_|_1 S ZZ (Z] BZ]T])HZ

Z H(Z ﬁZ]T])HZ = Z H(TJ)H] =T = (1)
? J J

rf(n) —n—oo 1, V7
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IV - Convergence CM

Puisque 0 < Vi1 < V), la suite Vi, est convergente, donc

Vi+1 — Vi —2n—o0 0.

[I- Compact ) 7™ = (r}'); bornée de RM = limy, oo 7?1 = ¢

[1T - Diss. Entropie) V11 — Vi —=pn—oc 0
¢(n)

" —n—oo L, VJ

IV-H:zm (z—12 V? = ZZ(H%/HZ — 1)211, décroissante et

V(§<n> —n—00 0 donc V,,% —n—oo 0 et I}, —p o0 1T
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IV - Convergence CM

[- Th. Perron Frobenius/Krein Rutman ) Il existe II solution de
[T =TIQ (4+probleme dual)

[1- Compact ) r" = (7“?) ;j bornée de RM = limy, oo r®™ =

[1T - Diss. Entropie) V11 — Vi —n—o00 0
o(n)

" —n—oo I, Vj
IV-H:z+ (z—12%V? = ZZ(H?H/HZ — 1)%11, décroissante et

V(f(m —n—00 0 donc VT% —n—oo 0 et I}, —p o0 1T
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