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1 Introduction

1.1 Permutations de Baxter et orientations bipolaires

Les permutations de Baxter et les orientations bipolaires, objets d’étude de ce mémoire, sont
des objets combinatoires reliés de maniére bijective.

Définition 1.1. Une permutation o € S, est dite de Baxter s’il n’existe pas d’entiers i < j < k
dans [1,n] tels que

o(j+1)<o(i)<o(k)<o(j) ouo(j)<o(k)<o(i)<o(j+1).
On note P, 'ensemble des permutations de [1,n] de Baxter, et P = [J,,cry Phn-

Remarque 1.2. La définition ci-dessus est un peu formelle. Historiguement, les permutations de
Baaxter ont été introduites par Glen Baxter dans [’étude des points fives d’une composée de deux
fonctions continues qui commutent (pour la composition). Soient f,g deuz fonctions continues de
[0, 1] dans lui-méme telles que fog = go f. Supposons que h = fog ait un nombre fini de points fizes,
notés {x1 < ... < zp}. Remarquons que si h(z) = x, alors h(f(x)) = f(g(f(x))) = f(h(x)) = f(x).
De plus, puisque f restreinte & {x1,...,xn} est forcément injective (pour que h restreinte a cet
ensemble soit injective), on en déduit que f est une bijection de {x1,...,x,} dans lui-méme, et que
g est son inverse. Comme le nombre de points fizes de h est fini, on peut distinguer trois types de
points fixes. Un point fize xi peut étre tel que

1. h(x) < x juste avant xy, et h(x) > = juste apreés xy.
2. h(x) > z juste avant xy, et h(x) < x juste aprés xy.
3. h reste du méme coté de la diagonale au voisinage de xy.

On rattache les cas particuliers ot h(0) = 0 et h(z) < x prés de 0, ou h(1) = 1 et h(z) > = prés
de 1 au deuxieme type, et les cas particuliers ou h(0) = 0 et h(z) > x prés de 0, ou h(1) = 1 et
h(z) < z au troisiéme type. Baxter a moniré dans [2] que f stabilisait ces trois types de points fizes.
De plus, dans [5], il a montré avec Joichi que les permutations induites par les restrictions de [ a
chacun des deux premiers types de points fixes sont des permutations de Bazter.

Définition 1.3. Une carte planaire est un plongement d’un graphe connexe dans le plan & homéo-
morphisme préservant orientation du plan prés. Plus précisément, chaque sommet du graphe est
envoyé sur un point du plan de maniére injective et chaque aréte est envoyée sur un chemin joignant
les deur points correspondant ne croisant pas les autres chemins et sommmets.
— Les composantes connexes du plan privé des chemins ainsi tracés sont appelées faces. Elles
sont bordées par des arétes.
— La composante connexe non bornée est appelée face externe, les autres étant appelées les faces
mnternes.

Définition 1.4. Une orientation plane bipolaire m est une carte planaire munie d’une orientation
acyclique des arétes avec exactement une source s (d’ow partent des arétes sortantes) et un puits p
(ot viennent des arétes entrantes), ces sommets étant tous les deuz sur la face externe de m. La
taille de m est le nombre d’arétes de m et est notée |m/.



On note O 'ensemble des orientations bipolaires (planes) et O,, 'ensemble des orientations bipo-
laires (planes) de taille n. Dans la suite, on dira simplement "orientation bipolaire" pour orientation
bipolaire plane. Remarquons que toute orientation bipolaire peut étre tracée dans le plan de sorte
que chaque aréte soit orientée de bas en haut, avec notamment la source s en bas et le puits p en
haut (c’est notamment une conséquence du théoréme 1.9 ci-aprés). On peut alors découper la face
externe en tragant une demi-droite verticale au dessus de p et une demi-droite verticale en dessous
de s, délimitant ainsi une face externe gauche et une face externe droite.

— Etant donné un sommet, on définit son degré entrant comme le nombre d’arétes menant a

ce sommet et son degré sortant comme le nombre d’arétes partant de ce sommet.

— Etant donnée une face interne, son degré gauche est le nombre d’arétes bordant le coté gauche

de la face et son degré droit est le nombre d’arétes bordant son c6té droit.

— Etant donnée une aréte, sa face gauche (resp. droite) est la face bordée par cette aréte et

située & sa gauche (resp. droite) de l'aréte.

Définition 1.5. Si m est une orientation bipolaire, on définit l'orientation duale m* de m. Ses
sommets sont les faces de m (en distinguant la face externe gauche et la face externe droite). Deux
sommets de m* sont reliés par une aréte si les faces correspondantes sont séparées par une aréte
e dans m (voir figure 1). On dira que l'aréte ainsi définie dans m* est l'aréte duale de e, souvent
notée e*. Les arétes de m* sont orientées de la face externe droite (qui devient la source) a la face
externe gauche (qui devient le puits).

Face externe gauche ) Face externe droite

Arétes sortantes

face gauche face droite

sommet du haut

Arétes entrantes

p*

Arétes sortantes

haut

arétes de gauche

face droite
sommet du bas

Arétes entrantes

FIGURE 1 — Une orientation bipolaire m (en noir a4 gauche) et son orientation duale m* (en rouge
a gauche) ainsi que la description des objets entourant un sommet, une aréte, ou une face d’une
orientation bipolaire (& droite)

On voit que m* est elle aussi une orientation bipolaire. De plus, m** a les mémes arétes que
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m, mais orientées dans le sens opposé. En particulier, m**** = m. Etant donnée une orientation

bipolaire m, on définit arbre plan T'(m) ("down right tree" que lon traduira par "arbre descendant
a droite") enraciné en la source obtenu a partir de m en détachant en dessous de chaque sommet
toutes les arétes entrantes sauf la plus & droite (voir figure 2). Rappelons 'une des définitions
possibles d’un arbre plan : un arbre plan est un ensemble d’arétes muni d’une relation binaire pére-
fils pour laquelle chaque aréte a au plus un pére. Les fils de chaque aréte sont ordonnés, de méme
que les arétes sans pére. Ces derniéres sont attachées au dessus de la racine. On peut alors définir
plus précisément 'arbre T'(m) :

Définition 1.6. L’arbre descendant a droite T'(m) de m est caractérisé par le fait que
— Les arétes de T'(m) sont les arétes de m.
— Si e est une aréte de m, son pére est l'aréte entrante la plus & droite (si elle existe).
— L’ordre des arétes au dessus d’une aréte e dans T'(m) est induit par ’ordre de gauche o droite
dans m, de méme pour les arétes sans pére.

Le parcours en profondeur (ou "exploration") de T'(m) nous donne une énumeération des arétes
de m, notée €1, ..., €y

Définition 1.7. Soit n > 1 et m € O,. On définit OP(m) comme 'unique permutation o € S,
telle que pour tout i € [1,n], la i-éme aréte visitée dans l'exploration de T'(m) (c’est-a-dire e;) ait
pour aréte duale la o(i)-éme aréte visitée dans Uexploration de T (m*). Autrement dit, 'exploration
de T(m*) énumere les arétes de T'(m*) dans 'ordre e(*f,l(l), e ’e:'*l(n)'

p

P*

FIGURE 2 — A gauche, les arbre T'(m) et T'(m*) avec leurs arétes étiquetées. On lit ici o0 = OP(m) =
(1,5,4,6,8)(2,10,9,3,11)(7). A droite, les deux cartes m et m* sont dessinées sur le diagramme de
la permutation o.

Théoréme 1.8. (théoréme 2 de [6]) La fonction OP est une bijection entre O et P (préservant la
taille).



Par ailleurs, la bijection OP se comporte trés bien vis & vis de la dualité. Si o € S, on peut
la représenter par son diagramme, constitué du carré [0, n] x [0,n] sur lequel sont placés les carrés
de coté 1 et de sommet en haut a droite (i,0(7)). Notons ¢* la permutation obtenue en tournant le
diagramme de =*. De maniére équivalente, 0*(i) =n + 1 — o~ 1(7). Alors

Théoréme 1.9. (théorémes 2 et 3, propositions 1 et 4 de [6]) On peut dessiner m et m* sur le
diagramme de o = OP(m) de sorte que pour tout i € [1,n], les arétes e; el e} se croisent au point
(i,0(i)). En particulier, en tournant un tel dessin de =*, on a directement’

OP(m*) = OP(m)*.

Expliquons seulement comment dessiner 'orientation sur le diagramme de o sans vérifier qu’il
s’agit bien de m. Pour tout i € [1,n], on note b; = (i,0(i)). De plus, pour chaque indice a de
montée (c’est-a-dire tel que o(a) < o(a+1)), on note ¢, = max{o(i); i <a+1let (i) <ola+1)}.
Remarquons que comme o est de Baxter, si ¢ > a + 1 est tel que o(i) > o(a), alors o(i) > £,. On
pose w, = (a 4+ 1/2,¢, + 1/2). Le point w, correspondra au point en haut de 'aréte étiquetée a
dans 'exploration de T'(m), et cette aréte étiquetée a sera ’aréte la plus a droite menant a ce point.
L’aréte étiquetée a 4+ 1 dans 'orientation m sera ’aréte la plus & gauche issue du point w,. Enfin,
on pose aussi wg = (1/2,1/2) et w, = (n+1/2,n 4+ 1/2). On trace alors le diagramme de Hasse de
I’ensemble des points w, et b; pour 'ordre lexicographique. Autrement dit, puisque les coordonnées
des points sont distinctes, on met une aréte orientée d’un point (1, y1) & un autre (z2,y2) si 1 < 2
et y1 < y2 et s'il n’existe pas de point (z3,ys3) tel que z; < x3 < x2 et Y1 < y3 < ya. Par la remarque
précédente, il ne peut pas y avoir de telle aréte entre deux points b; (et encore moins entre deux
points w,). Une telle aréte ne peut donc étre que de la forme (wg, b;) ou (b;, w,). On oublie ensuite
les points b;, qui correspondront aux arétes de la carte. Etant donné un sommet w,, ses arétes
sortantes se situent en haut & droite et ses arétes entrantes se situent en bas & gauche. Aprés pas
mal de travail, l'article [6] montre qu’on obtient ainsi le dessin de m sur le diagramme de o (voir
figure 2).

1.2 Des orientations bipolaires aux marches en tandem

A une orientation bipolaire, Kenyon, Miller, Sheffield and Wilson ont associé une marche sur le
quadrant positif N? dans [11], définie & partir de I'exploration (e;)1<ij<pn de I’arbre T'(m). Soulignons
déja un résultat utile : le parcours en profondeur de T'(m**) énumeére les arétes dans l'ordre inverse
de I'exploration de T'(m). En effet, on distingue deux cas (voir figure 3) :

— i ej41 est fils de e; dans T'(m), alors par définition de e;41, e;41 est 'aréte la plus & gauche
sortant de e; et, par définition de T'(m), e; est aréte la plus & droite menant a e;41. Ainsi,
dans m**, e; 1 est I’aréte la plus & droite menant a e; et e; est 'aréte la plus a gauche sortant
de e;+1 donc e; sera exploré juste apres e; 1 dans T (m**).

— ginon, le chemin d’interface traverse une face f de m : 'aréte e; est en haut du bord gauche
de f et e;+1 est en bas du bord droit de f. Mais alors e; est en bas du bord droit de f dans
m** et e;41 est en haut du bord gauche de f dans m**. Ainsi, e; sera exploré juste aprés e;;
dans T'(m™*).

1. en utilisant le fait que larbre T'(m**) est exploré dans le sens inverse de 'exploration en profondeur de T'(m),
justifié au début de la sous-section 1.2.



dans T'(m) dans m dans T'(m™)
T(m**)

€it1

€; €;
€; / . 6/\‘
Chemin d’interface €it1 €it1 * €it1

FIGURE 3 — A gauche, les arbre T'(m) et T(m**) avec le chemin d’interface qui les sépare. A droite,
la correspondance entre I’exploration de T'(m) et celle de T'(m**).

Définition 1.10. Soit m € O,,. On définit la marche associée 4 m et notée OW(m) = (X+, Y2 )1<t<n €
(Nz)n ot Xy est la hauteur du sommet en bas de e; dans T'(m) et Yy est la hauteur du sommet en
haut de e; vue dans Uarbre T'(m™**).

Remarque 1.11. Dans la définition ci-dessus, on voit que la marche (0, X7 +1,..., X, + 1) est
le processus de hauteur de T'(m), c’est-a-dire la suite des hauteurs des sommets de T(m) selon
leur ordre dans Uexploration de T'(m). Puisque l'exploration de T (m™*) visite les arétes dans l'ordre
inverse, la marche g, Yo+ 1,Y1+1,...,Y1+1) est le processus de hauteur de l’arbre T'(m**). Si

on note W = (yt, teefin] = Yar1—t; Xnt1-t)ie[in], alors W = OW(m**).

Le théoréme suivant sera une conséquence de la suite :

Théoréme 1.12. (théoréme 2 dans [11]) OW est une bijection (préservant la taille) entre O et
I’ensemble W des marches sur N?> commengant sur l'aze des ordonnées, se terminant sur l’aze des
abscisses et ayant leurs pas dans

A={(+1, =D} U{(~45); 4,5 € N}.

L’ensemble W est appelé ’ensemble des marches en tandem. On note W, 'ensemble des marches
en tandem de taille n. Vérifions déja que OW est bien & valeurs dans W. Soit m € O, Si la
frontiére gauche est de degré h 4 1 et la face droite de degré k 4+ 1, avec h, k € N, alors la marche
(Xt, Yi)1<t<n = OW(m) commence en (0,h) et se termine en (k,0). En effet, dans T'(m), laréte
e1 se situe au niveau de la racine sur la frontiére gauche car c’est la premiére & étre explorée, donc
X1 = 0. Dans T'(m**), les arétes de la frontiére gauche restent reliées entre elles, donc le sommet en
haut de e; est de hauteur h+1—1 = h dans T'(m**), d’ou Y1 = h. Par symétrie (quitte a renverser



Porientation de m et a appliquer la remarque 1.11), on a aussi X,, = k et Y,, = 0. Par ailleurs,
par positivité de la hauteur, OW(m) est bien une marche & valeurs dans N2. Il ne reste plus qu’a
montrer que les pas de la marche sont dans A. Pour cela, on considére le chemin d’interface dessiné
lors de lexploration de l’arbre T'(m) (voir figure 3).
Pendant I’exploration, deux cas se présentent :
— i Paréte ey est fille de 'aréte e; dans T'(m) (et donc e; est la fille de €11 dans T(m**))
alors I'incrément est (+1,—1).
— sinon, le chemin d’interface traverse une face f de degré gauche i + 1 et de degré droit j + 1
avec i,j € N. Alors l'incrément est (—i,+j) car dans T'(m) (resp. T'(m**)), le bord gauche
(resp. droit) de la face est préservé (voir figure 3).
Pour montrer que OW est une bijection, on explicitera son inverse. Mais nous définirons son
inverse pour des marches plus générales : elles ne seront plus forcément a valeurs dans N2

Définition 1.13. Si I est un intervalle (fini ou infini) de Z, on note (1) l'ensemble des marches
bidimensionnelles d’espace de temps I vues & une constante additive prés. Formellement, 20(I) =
(ZQ)I/ ~, ot w ~ w' s’il eriste x € Z? tel que Vi € I, w(i) = w'(i) + z. On note WA (I) C W(I)
l’ensemble des marches ayant leurs incréments dans A.

Si 0 € I, on prendra la plupart du temps comme représentant la marche passant & 1’origine au
temps 0. Remarquons qu’on a une injection naturelle de W,, dans 204 ([1,n]). Dans le méme temps,
si I = [¢, k] est un intervalle fini de Z, définissons I’ensemble des orientations bipolaires marquées :

Définition 1.14. On note m(I) l'ensemble des couples (m,vy) ow m € O ety C [1,|m|] est un
intervalle de longueur k — ¢ + 1 tel que les arétes e; pour t € [1,|m|] \ v se situent soit sur la
frontiere gauche, soit sur la frontiére droite (on exclut le cas ot une méme aréte appartient auz deux
frontiéres) et que sur chacune des deuz frontiéres il existe au moins une aréte e; pourt € .

On étiquette les arétes e; pour t € «y par les entiers £,/ 41, ..., k dans 'ordre d’exploration. Les
arétes ainsi étiquetées sont aussi dites explorées puisqu’en quelque sorte I'intervalle « définit une
exploration partielle de m. L’aréte étiquetée k est dite active. L'intervalle v dit exactement quelles
arétes sont étiquetées. Remarquons qu’alors les arétes inexplorées sont soit en dessous de ’aréte
étiquetée ¢ sur la frontieére gauche, soit au dessus de ’aréte étiquetée k sur la frontiére droite. Les
éléments de m(I) sont appelées orientations bipolaires marquées. On notera souvent les orientations
marquées m au lieu de (m, ). De plus, au lieu de noter les arétes explorées (e¢)ic, on les notera
(ei)ier selon leur étiquette dans I. Remarquons qu’on a 'injection naturelle

O, — m([1,n])
m = (m,[1,n]).

Soit I un intervalle fini. Définissons l’application © : 204(I) +— m([) par récurrence sur la taille de I
(la construction par récurrence est illustrée par la figure 4). Pour Uinitialisation, on envoie 'unique
élément de Q0 4({¢}) sur 'orientation marquée (m,{1}) constituée d’une unique aréte étiquetée ¢
(qui est le seul élément de m({¢})). Supposons maintenant ’application © définie pour des marches
de longueur n. Soit I = [/, k] un intervalle fini de longueur n + 1. Soit W € 3 4([¢, k]). Notons
m’ = O(W|fgr—17)- On distingue alors deux cas :
— Si Wi, — Wi = (1,—1), et si m a une aréte inexplorée au dessus de 'aréte marquée k — 1,
on I’étiquette k. Si m n’a pas une telle aréte inexplorée, on rajoute une aréte supplémentaire
au dessus du puits et on ’étiquette k.



— Si Wy — Wi_1 = (—i,7), on rajoute & m’ une face f de degré gauche i + 1 et de degrée
droit j + 1. Le bord gauche de f est collé & la frontiére droite de m/, en commencant par
identifier I’aréte en haut a gauche de f avec aréte active de m’ (étiquetée k—1). On continue
a identifier tant qu’on peut les arétes en dessous sur la frontiére droite de m’ avec celles sur
le bord gauche de f. Les arétes (s'il en reste) du bord gauche de f qui n’ont pas pu étre
identifiées avec des arétes de m’ sont inexplorées. L’aréte en bas a droite de f est quant a
elle étiquetée k (et les autres arétes du bord droit sont inexplorées).

L’orientation marquée m ainsi construite est bien dans m([) car les éventuelles nouvelles arétes
inexplorées se situent bien sur les frontiéres gauche et droite de m et puisque I'aréte étiquetée k sera
bien explorée juste aprés 'aréte marquée k — 1 (et se situe sur la frontiére droite).

(1,-1) (-1,2) (—=1,0) (1,-1) (0,0)

FIGURE 4 — A gauche, les coordonnées X; et Y; d’une marche W € 24 ([—4,5]). A droite, son
image par © construite par récurrence. A chaque étape, les arétes inexplorées sont en pointillés et
I'aréte active est en rouge.

Remarque 1.15. De maniére équivalente, on peut définir © dans Uautre sens. Etant donné un
intervalle fini I = [0, k] de Z tel que k — ¢ > 0 et W € 24(I), on considére m = O(W) et
m' = O(W|q1,47)- Alors,

— i Wyyp1 — Wy = (+1,—1), on obtient m a partir de m’ en étiquetant £ l’aréte inexplorée juste
en dessous de aréte étiquetée £ + 1 si elle existe et en en rajoutant une étiquetée £ sous la
source si elle n'existe pas.

— 8i Wyy1 — Wy = (—1,7), on obtient m & partir de m’ en collant une face [ de degré gauche
i+ 1 et de degré droit j+1 a m' de la fagcon suivante : on identifie l’aréte en bas a droite de
f o Uaréte étiquetée £+ 1. Puis on identifie les arétes au dessus du bord droit de f avec celles
de la frontiére gauche de m'. Les arétes qui n’ont pas pu étre identifiées restent inexplorées.
L’aréte en haut du bord gauche de f est étiquetée £ et les autres arétes du bord gauche de f
sont inexplorées.

L’équivalence les deuz constructions de © se démonire par une récurrence initialisée pour les inter-
valles de taille 2.



Proposition 1.16. (théoréme 1 de [11]) Pour tout intervalle fini I de Z, 'application © : Q04(1) —
m(I) est une bijection. De plus, pour tout n > 1, O(W,,) = O, et

Oy, = OW 1,

Enfin, © se comporte bien vis-a-vis des restrictions : si W € Q4(I), et si [¢,k] C I, alors l'orien-
tation marquée ©(W |y ) est obtenue a partir de ©(W) en gardant

1. les arétes étiquetées de £ a k (qui seront les arétes explorées)
2. les faces bordées par de telles arétes

3. et les autres arétes bordant de telles faces (qui seront les arétes inexplorées).

Démonstration. Montrons par récurrence sur la taille de I = [¢,k] que © : W4 (I) — m(]) est
bijective. C’est clair pour les intervalles de taille 1. Soit m € m(I). Montrons d’abord la surjectivité.
Regardons 'aréte e étiquetée k. Deux alternatives se présentent :

— ou bien cette aréte est la fille de l'aréte étiquetée k — 1. On "désétiquette" e (et on la
supprime si e était située en haut de m a la fois sur les frontiéres gauche et droite). On
applique ’hypothése de récurrence a la carte ainsi obtenue et on rajoute (1, —1) a la fin de
la marche.

— ou bien elle est en bas a droite d’une face de degré gauche ¢ + 1 et de degré droit j + 1. On
enléve alors cette face, les arétes sur son bord droit et toutes les arétes inexplorées de son
bord gauche. On applique alors 'hypothése de récurrence a la carte obtenue et on rajoute
(—i,7) a la fin de la marche.

Dans les deux cas, on a construit un antécédent a m par ©, d’ou la surjectivité. L’injectivité est
claire puisque les deux possibilités ne peuvent avoir lieu en méme temps et car la carte obtenue
dans chacun des deux cas admet un unique antécédent par hypothése de récurrence.

L’application OW peut étre étendue & m(I) en prenant la méme définition mais portant sur le
sous-chemin des arétes explorées. Lextension OW est alors & valeurs dans 25(I). Par récurence sur
1| (toujours la méme disjonction de cas), OW = ©~L. De plus, OW(O,,)) = OW(O,,)) C Wj,. Il ne
reste plus qu’a montrer que si W € W, alors (m,v) = O(W) € O,,. La marche W = (X, Y1)1<i<n
commence en (0, h) et se termine en (k,0) en restant dans le quadrant positif. Notons ey, ..., e, les
arétes étiquetées 1,...,n. Par définition de OW et par positivite de Xy, la hauteur dans 7'(m) du
sommet en bas de e; est toujours supérieure ou égale & celle du sommet en bas de e;. Donc, par une
récurrence immédiate s’appuyant sur la disjonction de cas habituelle, il n’y a pas d’aréte inexplorée
sur la frontiére gauche de m. De méme, pour tout ¢, la hauteur dans 7'(m™*) du sommet en haut
de e; est supérieure ou égale & la hauteur du sommet en haut de e,. Donc, par une récurrence
immeédiate s’appuyant sur la remarque 1.15, il n’y a pas d’aréte inexplorée sur la frontiére droite
de m. Donc (m,v) € O,. Enfin, le troiséme point de la propriété se vérifie lui aussi a ’aide de la
remarque 1.15.

O

Dans [1], Borga et Maazoun introduisent un quatriéme objet combinatoire : un processus de
marches coalescentes. Cet objet leur permet de calculer les limites locales et les limites d’échelle
d’orientations bipolaires, de permutations de Baxter et de marches en tandem uniformes. Nous
retracons leur raisonnement dans les sections qui suivent. Les propositions, lemmes et théorémes
auxquels aucune référence n’est accolée sont issus, & d’infimes modifications prés, de [1]. Les résultats



marqués d'une astérisque * font quant a eux l'objet d’une contribution personnelle (ils sont situés
dans les sous-sections 4.2 et 4.4).

On introduira tout d’abord dans la section 2 le processus de marches coalescentes associé & une
marche en tandem et nous verrons comment récupérer la permutation de Baxter associée directement
a partir de ce processus. Puis dans la section 3 nous ferons le lien entre les marches en tandem
uniformes et une marche aléatoire sur Z? conditionnée & rester dans le quadrant positif. Enfin, forts
de ce lien, nous établirons les résultats de limites locales en section 4, suivis des résultats de limites
d’échelle en section 5. La limite d’échelle des permutations sera obtenue en tant que limite d’échelle
sur ’espace des permutons.

2 Préliminaires combinatoires

2.1 Des marches en tandem aux processus de marches coalescentes

Soit I un intervalle fini ou infini de Z.

Définition 2.1. Un processus de marches coalescentes sur I est une famille <(Z§t))52t) de
sel/ tel

marches Z®) sur 7 telles que
—vtel, ZP =0
— vt eI, VK >k 72V > 270" — 70> 7).

En particulier, s’il existe un temps k tel que Z,(f) = Z,(:l)7 alors VK’ > k, Z,S) = Z,(;). On dit
que Z® et Z) coalescent et on appelle point coalescent un point (¢, Z}“) tel que ¢ = min{k >

max(t,t'); Z,it) = Z,gtl)}_ On note €(I) l'ensemble des processus de marches coalescentes sur un
intervalle 1.

Définition 2.2. Soit W = (X4, Yi)ier € Wa(I) une marche en tandem. On définit le processus de
marches coalescentes WC(W) = (Z(t))tef par Zt(t) =0 el pour tout £ >t tel que £+ 1€ 1,

— 51t Wiy — Wy = (1,-1), alors Zéi)l — Zét) = 1.

— 51 Wyp1 — Wy = (—1,7) avec i,j € N, alors

J st Zét) >0
z®, -z = i siZ <0et 72 +i<0
=720 iz <o0et 2D +i>0.

Autrement dit, du temps £ au temps £+ 1, la marche Z® varie comme Y quand elle est positive,
comme —X quand elle est strictement négative et le reste, mais si évoluer comme —X la rend
positive alors elle rejoint la marche Z© . Un exzemple est donnée par la figure 5.

Le processus ainsi défini est bien un processus de marches coalescentes puisque, quand les
marches sont positives, elles évoluent de la méme maniére (donc 'ordre ne change pas), de méme
quand elles restent strictement négatives. Enfin, quand quelques unes deviennent positives, elles
rejoignent la marche positive la plus en bas et évoluent ensuite comme celle-ci. Ainsi, WC est bien
a valeurs dans €(I). On pose C,, = WCW,,) et C = ;> Cn.
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FIGURE 5 — A gauche, les coordonnées X; et Y; d’une marche W € 2 4([—4,5]). A droite, son
image par WC.

2.2 Des processus de marches coalescentes aux permutations de Baxter

Etant donné un processus de marches coalescentes Z € €(I), on peut définit une relation binaire
<z sur I par
1<z1
i<zj sii<jetZ! <0
J<z1 sii<jetZ]<i)20.
Proposition 2.3. <z est un ordre total sur I.

Démonstration. On a bien Vi, j, i <z jouj <z i. On a aussi clairement 'antisymétrie et la
réflexivité. Ne reste que la transitivité. Soient ¢ < j < k. Si ¢ <z k et 7 <z k, la transitivité est
évidente. De méme si ¢ >z k et j >z k. Ne restent que le cas ot @ <z k et k <z j et le cas ou
J <z ket k <zi. Lesdeux cas se traitent de la méme maniére. Supposons étre dans le premier cas,

alors 2, <0< 2. Alors Z" < 7/ = 0, donc i < j. O

Remarque 2.4. Sii,j € I et k € I est tel que k > i,j. Puisque Z est un processus de marches
coalescentes, ‘ ‘
7V <79 — i<y

Un ordre total sur un ensemble fini peut se voir comme une permutation de cet ensemble, d’ott
la définition suivante :

Définition 2.5. Soitn > 1 et Z € €([1,n]). On définit CP(Z) comme l'unique permutation o € S,
telle que
o(i)<o(y) < i<z].

Autrement dit,
0'_1(1) <z 0_1(2) <z...<yz O'_l(n).

On va montrer le théoréme suivant :
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Théoréme 2.6. Le diagramme ci-dessous commute :

0, OoP P,
oW CPp
Wh Cn
WC

Pour cela, sim € O,, on va récupérer I’arbre T'(m*) & partir du processus de marches coalescentes
associé a m. Mais avant, on a besoin d’introduire un autre objet généralisant les arbres plans.

Définition 2.7. — Un arbre plan planté en Z est un arbre plan (enraciné) dont la racine est
équipée d’une aréte supplémentaire (identifiée a la racine) qui a un indice dans Z.
— Une forét plane plantée sur Z est un C-uplet (Ty,...,Ty) d’arbres plans plantés sur Z tels que
les indices de chacune des racines soient croissants.

Remarque 2.8. Une forét admet un processus d’exploration : la concaténation des explorations des
T; dans l'ordre de la suite.

Définition 2.9. Soit Z € €(I) ou I est un intervalle fini de Z. On définit sa forét coalescente
LFor(Z) comme la forét plane dont les arétes sont étiquetées par I lelle que :
— l’ensemble des arétes s’identifie avec I.
— pour tous i < j € I, l'aréte i est un fils de l'aréte j si (j,0) est le point coalescent de Z) et
Z9) et si ZO) ne s’annule pas sur [i + 1,5 — 1].
— les enfants sont ordonnés par <gz.
— les arbres ainsi obtenus sont ordonnés dans le (-uplet de sorte que leurs racines soient crois-
santes pour <gz.

— Uindice de l'arbre de racine 1 est ZI(]:;;XI,

Remarquons que si ¢ < j € I, 'aréte j est 'ancétre de ’aréte ¢ si et seulement si Z ](i) = 0.

LFor(Z)

FIGURE 6 — A gauche, le processus Z de marches coalescentes obtenu dans la figure 5 et a droite la
forét coalescente LFor(Z) associée.

12



Proposition 2.10. LFor(Z) est une forét plane plantée sur 7 munie d’un étiquetage des arétes par
1. De plus, lordre total <z coincide avec l'ordre d’exploration de la forét.

Démonstration. La premiére partie est immédiate. Montrons la deuxiéme partie. Les ordres coin-
cident entre les racines des arbres par construction. Regardons & l'intérieur d’un arbre. Si j est un
ancétre de 7, alors Z j@ = 0. Soient maintenant ¢ # j € I. Soit k leur plus proche ancétre commun,
io le fils de k qui est 'ancétre (au sens large) de 7 et jo le fils de k& qui est lancétre de j. On peut
supposer ig < jo-
— Si iy <z jo, comme & partir de l'instant jo les marches Z(® et Z(0) ont coalescé ainsi que
ZW) et ZU0) on a Z](.;) = Z](.éo) <0= Z](-g), donc ¢ <z j par la remarque 2.4, ce qu’on voulait.
— Si jo <z ig, on a forcément Z](Z)O) > 0 (car sinon ig serait le descendant de jp). On conclut
comme ci-dessus.

O

Remarque 2.11. En particulier, si I = [1,n], par définition de o0 = CP(Z), o(i) est la position
de laréte i dans [’exploration de LFor(Z).

Définition 2.12. Soit m € m(I), ou I est un intervalle fini de Z. Rappelons que 'on note e; l'aréte
étiquetée par i € I dans m et e son aréte duale. On définit sa forét plane étiquetée DualF(m)
comme la restriction de T(m*) auz arétes (ef)icr (et ces arétes sont étiquetées par les éléments de
I). Plus précisément,

— les arétes de DualF(m) sont les e} pour i € I.

— une aréte e est fils de e} si c’est le cas dans T(m*)

*

— les aréles e] sans pére sont plantées sur Z de la fagcon suivante :

1. sie; est sur la frontiére droite de m, on indexe e par la hauteur relative (négative) de e;
par rapport a l’aréte active.

2. sinon, Uaréte duale de l'aréte e (inexplorée) en haut & droite de la face droite de e; est le
pere de e dans T'(m*). On prend pour indice la hauteur relative (strictement positive) de
e par rapport a laréte active.

Remarque 2.13. Sim € O,, DualF(m) est obtenu en détachant la racine de T'(m*), en étiquetant
les arétes selon leur position dans l’exploration de T'(m) et en indexant les arétes-racines par leur
hauteur (négative) relative dans la frontiére droite de m (par rapport a l'aréte du haut).

Proposition 2.14. Soit I C Z un intervalle fini de Z et W € 4(I). Soit Z = WC(W) et
m = O(W). Alors
DualF(m) = LFor(Z2).

Par les remarques 2.11 et 2.13, la proposition ci-dessus implique le théoréme 2.6. Montrons désormais
cette proposition.

Démonstration. Montrons le par récurrence sur ||. Si I = {k}, alors 'unique élément m de m(I)
est constitué d’une seule aréte étiquetée k, donc DualF(m) est la forét constituée d’une seule aréte
étiquetée k et plantée en 0. De 'autre coté, le processus de marches coalescentes associé Z est consti-
tué d’une seule marche Z*) définie seulement a I’instant k, donc on a bien LFor(Z) = DualF(m).
Supposons maintenant I = [¢,k + 1] avec ¢ < k. Soient W € 4(I) et m = (W) € m(I).
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FIGURE 7 — La forét DualF(m) associée a la carte marquée m = O(W).

On note toujours (e;)ies les arétes explorées de m. Soient m/ = © (Wl k), F = DualF(m) et
F’ = DualF(m/).
Dans le premier cas, ou Wyy1 — Wy = (1,—1), m s’obtient & partir de m’ en remontant de un
Paréte active. La forét F a donc une aréte supplémentaire par rapport a F’, c’est €r41- Cette aréte
est sans pére, a pour indice 0 et est le pére de toutes des arétes qui étaient d’indice 1. Toutes les
autres arétes sans parent le restent et leurs indices décroissent de 1.
Dans lautre cas, Wy11 — Wy = (—i,j) pour i,j > 0. L’orientation marquée m s’obtient en
collant une face f de degré gauche i + 1 et de degré droit j + 1 a la frontiére droite de m'. La
précédente aréte active e est en haut a gauche de f tandis que la nouvelle aréte active egy1 est en
bas & droite de f. Les arétes sans parent d’indices strictement positifs restent sans parent et leur
indice augmente de j, celles d’indices strictement inférieurs & —¢ restent sans parent et leur indice
augmente de i. Les arétes sans parent d’indices dans [—i, 0] sont les fils dans T'(m*) de I’aréte duale
de l'aréte € en haut & droite de f. Il faut alors distinguer deux sous-cas :
— si j =0, alors € = ej41. Donc les arétes sans pére dans F’ d’indices —i, ...,0 deviennent les
fils de la nouvelle aréte sans parent ey, d’indice 0.

— Si j > 0, alors € n’est pas une aréte explorée, donc les arétes sans pére de F’ d’indices
—1,...,0 restent sans parent mais leur indice est maintenant la hauteur de e, c’est-a-dire j.
La nouvelle aréte sans parent ey ; d’indice 0 n’a dans ce cas pas de fils.

Regardons maintenant comment obtenir LFor(Z) a partir de LFor (Z|f,4) (voir figure 9).

Dans le premier cas, Wy11 — Wi = (+1,—1), donc Vt < k, Z,S?rl = lit) —1et Z,g]f;l) =0.On
rajoute donc une aréte sans pére d’indice 0 qui devient le pére des arétes qui étaient d’indice 1.
Toutes les autres arétes sans parent le restent et leur indice décroit de 1.

Dans le second cas, Wy1 — Wi = (—i,7). On a pour tout t < k, Z,gt) >0 = 7z

O
k1= 2y T

et

® - o)
Z;it)<0:>Z;(Q1={Z’f.+Z S04 <0

J sinon.

On distingue deux sous-cas :
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%
Cr+1

€k+1

ou ou

Chot 1

e, X 1

Wi — Wi = (1,-1) Wi =Wy = (=i,j) et j =0 | Wiy — Wi = (—i,j) et j >0

FIGURE 8 — Evolution de la forét DualF(m) selon le pas de la marche W

— si 7 =0, les arétes plantées en des indices positifs restent sur place et les arétes plantées en
des indices strictement inférieurs & —i montent de ¢. Les arétes plantées en des indices dans
[—i,0] deviennent les enfants de la nouvelle aréte k + 1 plantée en 0.

— si j > 0, les arétes plantées en des indices positifs montent de j et les arétes plantées en des
indices strictement inférieurs & —i montent de ¢ tandis que les arétes plantées en des indices
dans [—¢,0] sont replantées en j. Enfin, une nouvelle aréte (k + 1) est plantée en 0.

Wit = Wi = (+1,-1) Wi = Wi =(=i,j) et j =0 Wig1 = Wi =(=i,j) et j >0
FIGURE 9 — Evolution du processus de marches coalescentes Z selon le pas de la marche W

Ainsi, par récurrence, LFor(Z) = DualF(m). O

Une conséquence de la proposition est le corollaire suivant :
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Corollaire 2.15. Soit Z € Cy, et soient m, W, o les objets associés par le diagramme commutatif.

On note Ly = (Lg) (j))1 oy la famille des processus de temps locaus en zéro des marches Z¥
<i<j<n

définie par ‘ ‘
LY () = #{k e [i.]: 2" =0},
Notons W* = (X}, Y )icpin) = OW(m*). Alors, sii € [1,n],

Xip = LY (n) - 1.

Plus généralement, si on note P; la lignée ancestrale de Uaréte e dans T(m*), alors pour tous
1<i<j<n, Lg) (j) est égal au nombre d’arétes dans P; avec une T (m)-étiquette inférieure ou
égale a 7.
Démonstration. Par définition, X;(i) est la hauteur dans T'(m*) du sommet en bas de ’aréte visitée
a linstant o(i) dans l'exploration de T'(m*), c’est-a-dire ef. Mais, par définition, L(ZZ) (n) — 1 est
le nombre d’ancétres stricts de i dans LFor(Z). Or la hauteur dans T'(m*) est la hauteur dans
DualF(m) = LFor(Z), d’ou la premiére égalité.

De plus, les zéros de Z() correspondent aux arétes de la lignée ancestrale P; et leur position est
leur T'(m)-étiquette. Or L(ZZ) (7) est égal au nombre de zéros de Z® positionnés jusqu’en j, donc est
aussi égal au nombre d’arétes de P; ayant une T'(m)-étiquette inférieure ou égale a j. O]

Enfin, on aura besoin dans la suite de la proposition ci-dessous qui souligne un lien entre les
)
arétes sortant d’une aréte e; et la marche Z (@),

Proposition 2.16. Soit I C Z un intervalle fini de Z et W € 4(I). Soit Z = WC(W) et
m = O(W). Soient i € I, e; l'aréte étiquetée i dans m, v le sommel du haut de e;. Si j > i est

le plus petit indice (s’il existe) apreés i t'el que Z]@ =0 et Z](Q1 <0 ets>j+1 estle plus petit
indice (s’il existe) aprés j+ 1 tel que ZLgZ) >0, alors le nombre d’arétes sortantes de v est d’au plus
s—jg—1.

Démonstration. Déja, les arétes sortant de v doivent avoir des étiquettes plus grandes que 2. Mais
comme Z(i)‘[[i,j]] > 0, Z(i)\[i,ﬂ] coincide (& une constante) prés avec Y|f; ;7. En particulier, pour
tout k € [i,7], Y > Yi. Donc les arétes e, pour k € [i + 1, j] sont toutes des descendantes (pas
forcément les filles) du sommet v dans T'(m™*), tout comme e;. Elles ne peuvent alors pas étre des
arétes sortant de v dans m. De plus, comme ZJ@ = 0, l'aréte e; sort de v dans T(m**). A l'inverse,
Z(i)\[[jﬂ,s_lﬂ < 0, donc Z(i)\[[j,s_lﬂ coincide avec —X|[; s—1]- Ainsi, les arétes e pour k € [j+1,s—1]
sont les descendantes (pas forcément les filles) de e; dans T'(m), elles peuvent donc éventuellement
sortir de v dans m. Enfin, puisque Zéi) >0, X5 < Xj et e; n’est pas une descendante de e;, ce qui
signifie qu’on a fini 'exploration des descendants de e;. Ainsi, les seules arétes qui peuvent sortir
de v dans m sont les arétes e;, pour k € [j + 1, s — 1] (voir la figure 10).

O

2.3 Le comportement de ces bijections vis-a-vis de la dualité

On note % = {0, x, xx, x x x} le groupe Z/47Z agissant par dualité sur les orientations bipolaires.
Soit m € O,. Pour tout § € %, on note W% = (X% Y9 7% 5% et LY = L o les différents
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o W

f Y

FIGURE 10 — A gauche, les arétes entrantes et sortantes de v. L’aréte ej est 'aréte entrante la plus
a droite tandis que l'aréte ej;1 est l'aréte sortante la plus a gauche. A droite, la marche processus
Z® ainsi que les marches —X et Y qui la définissent.

objets déf(iiis précédemment ? correspondant a l’orientation m?. On sait déja (remarque 1.11) que
VO € %, W7 = WP et par le corollaire 2.15 que
V0 € %, Vi€ [1,n], X%, = L% (n) —1. (2.1)
En particulier, on a

Proposition 2.17. W* s’obtient a partir de Z et Z** = WC(W) par les relations

(XDieqng = (L7 O =1) et (Fieqg = (L7 D) - 1)

i€[1,n] i€[1,n]

Démonstration. 11 suffit de remarquer que Y;* = X% _; puis de montrer que o*(n +1 — i) =

(o)™ (), ce qui est évident par définition de o*. O

2.4 Permutations et orientations infinies

En vue des résultats de limites locales, on doit définir les notions de permutation infinie et
d’orientation infinie étiquetées par un intervalle I C Z infini.

Définition 2.18. Une "permutation” de I est un ordre total sur I.

On note &(I) l'ensemble des permutations de I. L’application CP s’étend & &(/) en la définissant
directement comme Z —<z. Pour les cartes, c’est un peu plus complexe.

Définition 2.19. Une quasi-carte infinie orientée est une collection (ensemble avec répétitions)
infinie dénombrable de polygones finis avec des arétes orientées collés le long de certaines arétes
en préservant l'orientation. Si le graphe correspondant (obtenu en identifiant les arétes collées) est
localement fini, on dit que la quasi-carte est une carte orientée infinie.

Définition 2.20. Sim est une carte orientée infinie, sa frontiére est la collection des arétes qui ne
sont pas collées a une autre aréte. De plus, on dit que m est

2. La définition de o* correspond bien a celle donnée précédemment puisque par le théoréme 1.9, OP(m™*) =
OP(m)*.
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— simplement connere® si pour toute sous-carte finie f C m, il existe une sous-carte f' C m

finie qui s’identifie a une carte planaire et telle que f soit une sous-carte de f’.
— sans frontiére si sa frontiére est vide.
Si les deux conditions ci-dessus sont vérifices, on dit que m est une carte planaire infinie®.

Remarque 2.21. Si m est une carte planaire infinie, on peut lui associer sa carte duale m* (qui
est aussi une carte planaire infinie) en plagant des sommets sur chaque face de m et en tracant une
aréte d’un sommet v* 4 un sommet w* dans m* au niwveau de chaque aréte de m ayant 4 sa gauche
la face correspondant & w* et & sa droite la face correspondant a v*.

Etendons maintenant © & 2J4(1) pour I infini. Soit W € 204(I). On construit la quasi-carte
infinie marquée ©(W) comme limite projective des © (W|;) pour J C I intervalle fini. Par la
proposition 1.16, si J' C J C I sont des sous-intervalles finis de I, 'orientation © (W] ;) est une sous-
carte de © (W];) définie de maniére unique. Soit maintenant .J,, une suite croissante d’intervalles
finis telle que I = {J,, Jn. On définit m = ©(W) en prenant pour collection de polygones 1'union
croissante des polygones des © (W ) et en regroupant par paires certaines arétes de ces polygones
de la facon suivante : deux arétes sont collées si elles le sont dans © (W], ) pour un certain n.
Cela définit une quasi-carte orientée infinie si la marche fait un nombre infini de pas de la forme
(—1,74) pour 7,5 € N (sinon on n’a pas un nombre infini de polygones). Les arétes qui ne sont jamais
explorées sont alors sur la frontiére de m. Les arétes explorées sont étiquetée par I : une aréte est
étiquetée i si elle est étiquetée ¢ dans © (W ) pour un certain n.

Remarque 2.22. * Si W € Q4(I) avec I infini et m = © (W), on peut définir ** obtenue en
renversant l'orientation et en changeant I’étiquette ¢ en —i. On pourrait se demander s’il est possible
de définir une carte duale étiquetée m*. On peut la définir en tant que carte planaire infinie, mais
on ne peut pas 'étiqueter par I "dans l'ordre" o = CP o WC(W) (qui induit 'ordre d’exploration
de DualF (©(W|;)) pour tout intervalle fini J C Z). En effet, rien ne garantit que cet ordre total
soit isomorphe a I : par exemple, 'ordre total obtenu peut pour certaines marches étre isomorphe a
Z en partant de I = N ou a un ordre ayant un maximum et un minimum en partant de I = 7 (voir
figure 11). La carte duale m* associée 4 m = © (W) peut donc étre définie de maniére plus faible
comme la donnée de la carte planaire infinie m* et d’un ordre total sur ses arétes qui correspond a

lordre total o0 = CP o WC(W) sur I.

3 Etude d’une marche conditionnée a rester dans le quadrant positif

Soit W = (X, Y)ken la marche aléatoire sur Z2 de pas
1 —i—j-3 k—(—3
v=gduiont Y 27 0 = )0 2 0.
i,j>0 (k,0)EA

On note dans cette section IP, la loi de cette marche telle que Wy = 2 (dans les sections suivantes,
Wy = 0). Remarquons que —X 11 + X +2 et Y1 — Y + 2 suivent des lois géométriques (pas
indépendantes) de parameétre 1/2 (commencant en 1). En particulier, Ev = 0.

3. Cette définition est équivalente a la simple connexité de I’espace topologique quotient formé du recollement des
polygones. En effet, un compact de cet espace est forcément contenu dans un ensemble fini de polygones.

4. L’espace topologique (non compact) associé est d’ailleurs homéomorphe au plan par la classification des surfaces
de dimension 2.
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Waip1 — Wai = (=20 +1,0) | W =(...,(0,0),(0,0),(1,—-1),(0,0),(0,0),...)

Waiys — Waipr = (1,-1)

FIGURE 11 — A gauche, la carte associée a une marche W définie sur N est telle que l'ordre o =
CP o WC(W) est isomorphe & Z. A droite, la carte associée & une marche W définie sur Z est telle
que 'ordre 0 = CP o WC(W) est isomorphe a un ordre infini ayant un maximum et un minimum
que l'on peut obtenir en mettant bout & bout deux copies de N dont la deuxiéme serait renversée.

Relions tout d’abord cette marche W & l’ensemble des marches en tandem W,. Si n € N*, on
note 2% _ . C W4 ([0, n — 1]) ensemble des marches & valeurs dans N? de longueur n commencant
et se terminant en (0,0) ayant leurs incréments dans A.

Remarque 3.1. La restriction
w2z W,

A,exc

w — W’[[l,n]]

est bien définie et est une bijection. En effet, si W € QUZJ;?(C, puisque la marche est a valeurs dans
N2, le premier pas ne peut pas étre (1,—1), donc est de la forme (—i,j) avec i,j > 0. Mais pour
rester dans N2, il faut aussi que i soit nul, donc W1 = (0, 7). On raisonne de méme pour le dernier
pas.

Proposition 3.2. Conditionnellement a {(Wk-)(]gkgn+1 € Qﬂztic}, la loi de (Wy)o<k<ni1 est la
n+2

e €t donc (Wi)i<k<n est uniforme sur W,.

loi uniforme sur 23

n+2

Démonstration. Soit w € )"~ .

Notons (—i, jr) = w — wr_1. On a
P((Wk)0§k§n+1 = U}) = H 2_Zk_Jk—3 — 2—3(n+1)

k=1
O

Dans le reste de cette section, on étudie les propriétés limites de cette marche, qui nous seront
utiles tant pour les résultats de limites locales que pour les résultats de limites d’échelles. Si (Z)ken
est un processus a temps discret, pour tout t € R on note Z; = (t — [t]) 241 + (1 =t + [t]) 2}
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. S . 2 -1
I'interpolation linéaire de Z en t. Remarquons que puisque Var(v) = (_ 1 9 ), par le théoréme
de Donsker,

1 — loi
<\/%Wnt> nﬁoo(wt)teRa
teR

ott (W;)ter est un processus gaussien (centré) continu & valeurs dans R? de noyau de covariance
tA —2(tA
K(t,s)z( X 2 S))

—3(tAs) tAs

Le processus W;),cr = (X4, Vi)ier est appelé mouvement brownien bidimensionnel standard de
corrélation —1/2.

Enoncons quelques propriétés de la marche W conditionnée a rester dans le quadrant positif N2
qui nous seront trés utiles dans cette section ainsi que dans la suivante. La premiére propriété est
un résultat de limite d’échelle :

Proposition 3.3. (cas particulier du théoréme 4 de [10]) Soient x,y € N2. Alors, dans C([0, 1], R?),

]. —_— _— 2 i
Po (= Wdosicr €| W(I0D) € N =) BOVe <),

ot We est un processus continu a valeurs dans Ri appelé excursion d’un brownien bidimensionnel
de corrélation —1/2 dans le quadrant positif Ri.

Pour la démontrer, nous allons énoncer deux lemmes qui nous seront trés utiles dans la suite.
Le premier lemme "déconditionne la loi de la marche privée de son début et de sa fin".

Lemme 3.4. Soit h : (Z?)"~?™*1 — R une fonction bornée. Soient x,y € N? et m un entier tel
que 1 <m < n/2. Alors

E, (h ((W1+m — Wm)ogignfgm) ‘ W([[O, n]]) C N2 et Wn = y)

=Eq <h (Wi)o<i<n—2m) ap, <— inf Wi7Wn—2m>>

i€[0,n—2m]
o - B 2 B A 2
apy(a,b) = Y Pe(Win = 2, W([0,m]) € N)Py(Wr, = 2 + b, W([0,m]) € N¥)
’ zEN2 P, (W, =y, W([0,n]) C N?)
z—a€eN?

en notant, pour tout z € R?, 2 le point obtenu en échangeant les deux coordonnées de z et en notant
pour toute famille (W)ier = (X;,Y;)ier € (R?)!, infie; Wi = (infier Xi, infier Y5).

Démonstration. Munissons Z? de I'ordre coordonnée par coordonnée : (z,y) < (2,t) <= z <
z et y < t. On réécrit 'événement
{W([0,n]) C N* et W, =y} ={W,, + inf (W;—-W,,)>(0,0)}
m<i<n—m

N{ inf W;> (0,0)}

0<i<m

N { inf (anz — Wn + y)

0<i<m

N {Wn—m - Wn +y= Wm + (Wn—m - Wm)}

Y
—
=

(=)
~—
—
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Puis on décompose selon la valeur de W,,, ce qui donne

1W([[0,n]])cN2 et Wn=y Z 1Wm:z x 1inf0§i§m W;>(0,0)
2EN?
Z+1nfm§1§n7m(szwm)z(ovo)
x 1

infogigm(Wn—i_Wn"Fy)Z(O’O) X 1(anm_Wn‘i‘y):Z"‘(anm_Wm) :
Mais par indépendance des incréments de la marche, on isole dans ’expression ci-dessus trois groupes

de v.a. indépendants : celles qui dépendent de W; — W, pour i € [m,n —m], celles qui dépendent
de W; pour ¢« < m et celles qui dépendent de W,,_; — W, pour ¢ < m. Donc

P, (W([0,n]) C N® et W,, = Y| Witm — Win)o<i<n—2m)

= Z Po(W,n = z et W([0,m]) € N?)
2€N?
Z+infm§i§n—m(Wi_Wm)Z(an)

X Px (VZ S maWn—i - Wn + ) € N2 et Wn—m - Wn + y==z + (Wn—m - Wm)‘ (Wz—i-m - Wm)OSiSn—Qm) .

Mais dans la probabilité de droite, W,,_,, — W, est une fonction de (W, — Wm)ogign_gm et le
reste est indépendant. De plus, la marche (W,,—; — W,)o<i<n a pour pas v(—z, —y) = v(y,z) donc

a méme loi que (W;)o<i<m issue de 0. Ainsi, (W,—; — W, + y)o<i<m a méme loi que (W;)o<i<n
issue de y. On peut donc écrire pour tout b € Z2,
Py (Vi <m,Wys =Wy +y €N’ et Wy — Wy +y=2+0b)
= Py(¥i <m,W; €N2 et W, = 2+ b)
= Py(W([0,m]) C N? et W, = 2 + D).

Ainsi, par définition de oy,

P, (W([[O,n]]) C N2 et Wn = y‘ (WH_m — Wm)ogign_Qm)

(I, =y et W0 ) < W)aiy (= | Wi

m 0<i<n—2m

ol WZ = WHm — W, ce qui conclut. O

:E’y

Le deuxieme lemme montre quant & lui la convergence uniforme de la fonction o ne] a4 un
b

changement d’échelle preés.

Lemme 3.5. Soient z,y € N2, soit ¢ €]0,1/2[. Alors

. 2y _ a b _
i e oy (o)~ e (oo ) 0
beZ?

ol Qe ]R%_ x R%2 = R est la fonction continue bornée définie par

ac(a,b) = 8@ - g (JZ?) g <’i/¥)) dz (3.1)

. 12,2
ot g(x1,23) = F=mrwa(11 + wp)e 3T,
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Pour montrer ce lemme on va utiliser les estimations ci-dessous (admises) :

Lemme 3.6. (propositions 8.2, 8.5 et 8.6 de [7]°) Soit x € N?. Il existe une fonction V : N? — R*

telle que
1

Px(W([[()?n]]) C Nz) ~n—+o0 mV(x)n_?’/Q, (3'2)
T,n) = sup |n / W, = w n - M i
81 (z, )._y@@ PR (W, =y, W([0,n]) C N?) 8\/%9(\/%) L0 (3.3)
! L V@)

P.(W, =y et W([0,n]) C N2) ~

P — (3.4)

Démonstration du lemme 3.5. On note m = |ne|. Considérons aym(a,b). Par (3.4), on voit que le
dénominateur, qui ne dépend pas de a et b, est équivalent &
1L V(@)V(y)
831 nt

Regardons le numérateur. On coupe la somme selon si |z| > ty/n ou non pour t > 0. Le reste de la
somme est majoré par

Ryi= Y Pu(Wy =zet W([0,m]) C N*)Py(W,, = 2+bet W([0,m]) C N?)
2>ty

Mais d’une part

U gy oy supgd1(9, k) V)suPez 9 C(y,e)
Py(Wp, =24+ bet W([0,m]) C N*) < -y + W < 572

d’autre part,
P, (W, = 2z et W([0,m]) € N?) = P (W,, = z|W ([0, m]) € N*)P.(W([0,m]) C N?)

et P, (W([0,m]) C N?) ne dépend pas de z et est équivalent par (3.2) a ﬁV(x)m_?’/Q. Donc

Ry, < C(z,y,e)n3/?n 5/ Z P,(W = z|W ([0, m]) C N?)
o[>ty
= C(z,y,e)n Py (|Wpe)| > t/n| W([0, [ne]]) € N?)

Mais par un théoréme central limite sur la marche W contitionnée & rester dans N? (proposition 8.5
de [7]), on a la convergence étroite de mesures de probabilité

1 _
P, —=W, €- 2 - .
. (\/EW € ‘W([[O,nﬂ) CN ) n_)—+>oog(u,v) w>odudv

Ainsi, en notant

da(x,y,e,n,t) = C(x,y, )Py (‘WLMJ‘ > t\/ﬁ‘ W ([o, [ne]]) C Ng) ,

5. Ces résultats sont aussi prouvés sans les constantes explicites mais dans un contexte plus général dans [9]
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on antR, < d(z,y,e,n,t) et limy_, 1 lim SUP, s 1 o0 02(,y,€,m,1) = 0.
Posons maintenant

B, = > Py (Won = 2 et W([0,m]) C N2)Py(W,, = 2+ b et W([0,m]) C N?).

z€N?
z—a€N? et |z|<t\/n

En utilisant deux fois (3.3) et que g est bornée,

1 V(z)V(9) ( 2 ) 24b

B,=——71—"-

md  (8y/m)? Z§2 I\ Vaen ) ? V2en
z— aeN2 et |z|<tv/n

O()(tv/n)*— (51(96 m) 4 61(g,m))

ou le O(1) ne dépend que de n (et pas de t) et le (t\/n)? vient de la majoration du nombre de termes
dans la somme.
Finalement, comme

P (o = y ot T ([0,0]) © N)al Y, (a.8) = Bal < o,

et puisque 61(z, |en]) — 0, 01(7, [en]) — 0, on a

Y (g h) = nt o L 8V3r+o(1) - 2t
A eny (,0) = O()n* Ry + o(1) + CNGE %% 9<\/ﬁ>g<\/ﬁ>

z—a€N? et |z|<t\/n

(les chapeaux disparaissent dans g car g est symétrique). On utilise ensuite I'uniforme continuité
de g et le fait que le nombre de points au bord du disque est de l'ordre de \/n = o(n) (et que g est
bornée) pour remplacer la somme par une intégrale. Enfin en effectuant le changement de variable

-z
w= -,

b
1 vV3+40(1) w w+ 5
wy(a,b) = O(1)n'R, + o(1 / = d
LgnJ (a7 ) ( )n +0( )+ 55 8 wzﬁ ot ‘w‘gtg 28 g \/% w

Tous les termes d’erreur sont uniformes en a et b et seul le premier o(1) dépend de ¢. Or

() =B () (S

=

Ainsi,

a b !

a® Lan(“ b) — . <n’f>' O()n*R, + o(1 )+O(1)/|w|>tg <\/7“;7€> g (w;%ﬁ> dw

— O(1)n* R, + o(1) + O(1) /le>tg <\/%> dw

ot les O(1) ne dépendent pas de t. On fait donc d’abord tendre n vers U'infini, puis ¢ vers 'infini. O
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Il ne reste plus beaucoup de travail pour démontrer la proposition 3.3 :

Démonstration de la proposition 3.3. Par les lemmes 3.4 et 3.5, si h: C([0,1 — 2¢],R) — R, alors

1 . . .
E; (h <m(Wnt+[nsj - WLnsJ)0<t<12€> ‘ W([0,n]) € N* et W,, = y)

1 — I
=Ey|h| | —=Wn a™Y <— inf Wi, W _arm >
’ ( << V.2n t> 0§t§1—28> mInel \ - ogi<n—2fne] el )

1 — 1 — 1
—Ey (| —W, ac (= inf (=Wt ) + s =W (1) + O
° ( <<v2n t) 0§t§1—2g> : < 0<t<1-2 <v2n t) K Van U >>

ot le o(1) vient du lemme 3.5 et ou 0y, 7, — 0 p.s. par le fait que (1/y/n) maxi<j<,(|X; — Xi—1|+
|Y;—Yi—1|) — 0 p.s. (par exemple parce que la loi géométrique de paramétre 1/2 admet un moment
d’ordre 4). On applique ensuite Donsker pour conclure que

1 . . .
E, <h <m(Wnt+Lnsj - WLnsj)0<t<1—2€> W ([0,n]) C N? et W,, = y>

— E (h (W‘[O,lfQE]) Q <— inf W,W1_25>> .

n—+00 [0,1—2¢]

Par un calcul d’intégrales, on vérifie que E (aa (— inflg 1o W, Wl_gg)) = 1. Ainsi, pour tout € > 0,

on a la convergence en loi désirée sur [¢,1 — &]. De plus, puisque z/v2n — 0 et y/v/2n — 0, on a la

convergence des fini-dimensionnelles. Reste la tension sur [0, 1] tout entier. Pour 'obtenir, il suffit

par les critéres usuels de montrer que pour tout € > 0, pour tout § > 0, il existe n > 0 et ng € N

tels que pour tout n > ng,

P 1|W Wol > 6 1|W Wl >6

sup —=|Wnt —Wo| >dou  sup —=|Wpy — >

: tefo.n) V2n " te[l-n,1] V2n " "

W([0,n]) Cc N* et W, = y) <e.

Par retournement du temps, il suffit se concentrer sur Uintervalle [0,7]. Nous ne détaillerons pas
la fin de la preuve (on n’a détaillé que les étapes de la preuve qui seront utiles dans la suite). On
renvoie notamment a [10] pour une preuve compléte dans un cadre plus général. O

Un corollaire de la preuve ci-dessus est un résultat d’absolue continuité de la loi de We|z,1_¢) —
We(g) par rapport a celle de W.

Corollaire 3.7. Pour tout ¢ > 0, pour toute fonction h: C([0,1 — 2¢],R?) — R intégrable,

ER (Wele +£) = We(@))osi<t22) = E (h (Wloa-22) o (— Jint_ W, wl_%)) .

4 Limites locales

4.1 Les objets limites et quelques unes de leurs propriétés

On a déja introduit un premier objet : la marche W. Ici, et dans toute la suite, Wo = 0 et
on étend l'espace de temps & Z tout entier. On a notamment vu dans la proposition 3.2 qu’en
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conditionnant cette marche de fagon appropriée, (W;)1<i<p, était uniforme sur W, ce qui donne
un avant-gotit de son role de limite locale. Etudions ici Z = WC(W), 5 = CP(Z) et m = O(W) les
objets aléatoires associés & W.

Proposition 4.1. Pour tout t € Z, Z(t) a la loi d’une marche aléatoire commencée en 0 au temps
t de méme pas que Y (c’est a dire G(1/2) —2).

Remarque 4.2. Pourtant, les incréments d’une marche de Z ne sont pas toujours égaux & ceus de
—X ouY (quand la marche passe de négative & positive).

est une fonction mesurable de (W;)

Démonstration. Soit k > t. Par construction, (79) < s

t<s<k
Donc Wk+1 — W}, est indépendant de (7(t)

s . Mais on peut écrire

)tgsgk
Wi — Wi = B(1,-1) + (1 - B)(=U,V)

ou B~ B(1/2) et U+1,V+1 ~ G(1/2) sont indépendantes et indépendantes de (7&“) e Mais
t<s<

par définition de Z, on a

=1t () (1)

Z8 -7V = B +0-B)( 10,V e (UL, e +(V=Z"1, o))
— 7* — _ _’—' Vv
Wit =Wi=(1,-1) varie comme Y varie comme —X rejoint Z““) enV

Ainsi, conditionnellement & (79) ,
t<s<k

70 50 _ ~B+(1-B)V si Zy) >0
k+1 k . (1)
—B+ (1-B)(Uly<g+ (V+q)lysq) siZ, =—¢<0.

Mais par I’absence de mémoire de la loi géométrique, Uly<q + (V + ¢)1y>, a méme loi que V

quel que soit ¢ > 0. Ainsi, conditionnellement & (7@”) i’ la loi de 7,(31 — 7](;) est la loi de
t<s<

~B+(1-B)V. O
Considérons maintenant m.

Proposition 4.3. Presque sirement m est une carte planaire infinie dont les arétes sont étiquetées
par 7.

Démonstration. Déja, m est p.s. une quasi-carte infinie puisque la marche a p.s. un nombre infini
de pas de la forme (—i,7) et donc 7 a un nombre infini de polygones. Il faut maintenant vérifier
qu’elle est localement finie, simplement connexe et sans frontiére.

Pour la finitude locale, soit i € Z l'indice d’une aréte e de m (les arétes non étiquetées ne sont
pas importante pour la finitude locale car chaque sommet n’est relié qu’a au plus deux arétes non
étiquetées, on verra méme ensuite que p.s. toutes les arétes sont explorées). Soit j > i le plus petit
indice (aléatoire) tel que Zgz) =0et Zﬁl < 0 et soit s > j+1 le plus petit indice (aléatoire) tel que
79 > 0. Ces deux indices existent p.s. car Y est récurrente. Ainsi, par le corollaire 2.16, le nombre
d’arétes sortant de e est d’au plus s — 7 — 1 dans toutes les sous-cartes finies de la forme © (W! 1)
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pour I intervalle fini de Z et donc aussi pour m. Pour les arétes entrantes, il suffit de considérer

vl
la quasi-carte m** obtenue en renversant l'orientation et de remarquer que m*™ = © <W>, ol
%

W = (?_t,y_t) tez (cela se veérifie facilement par la définition comme limite projective). Mais
v(—i,j) = v(—j,4) pour tous i,j € Z, donc m** a méme loi que m. Ainsi, presque stirement, le
nombre d’arétes entrant dans e dans m est fini. Comme il y a un nombre dénombrable d’arétes,
p.s. pour toute aréte le nombre d’arétes sortantes et entrantes est p.s. fini. Mais comme la marche
est récurrente, tout sommet admet une aréte entrante et une aréte sortante explorées (en effet,
si on se donne un sommet v qui n’ait par exemple pas d’aréte entrante, alors il est sur les deux
frontiéres de toute sous-carte finie ot il apparait. Mais comme la marche est récurrente, il existe un
sommet parcouru aprés lui de hauteur relative strictement inférieure, contradiction). Ainsi, m est
p.s. localement finie.

Pour la frontiére, vérifions déja que p.s. il n’y a pas d’aréte inexplorée. Quitte & regarder m**,
il suffit de montrer qu’il n’y a pas d’aréte restant inexplorée sur la frontiére droite. Supposons
donc que dans © (W“[,i,i]]) il y ait h arétes inexplorées au dessus de 'aréte active e;. Mais par la
récurrence de la marche —Y (et car —Y ne monte que par pas de +1), il existe un temps j > i
tel que —Yj +Y; = h. Mais, pour t € [i,j], =Y+ Y; — h est la hauteur de Daréte active e
relativement au puits. Celle-ci s’annule en ¢ = j, donc toutes les arétes inexplorées au dessus de e;
ont été explorées. Ainsi, toutes les arétes sont étiquetées. Soit maintenant ¢ € Z l'indice de e; € m
et j > i le plus petit indice tel que 7?) = 0 (qui existe p.s. par récurrence de la marche. Alors
en notant m = © (W“[i,j]])’ aréte e} est fille de 'aréte e} dans DualF(m) donc il y a une face a
droite de e;. En regardant m**, on voit aussi que e; admet une face & gauche. Ainsi, p.s. M est sans
frontiére.

Enfin, la simple connexité est triviale puisque par définition de 7, toute sous-carte finie de m
est incluse dans une carte planaire de la forme © (W| J) ol J est un intervalle fini de Z. ]

4.2 Topologies locales

Les résultats limites locaux concernent la carte vue autour d’une aréte fixée, ou la marche vue
depuis un temps fixé... On doit donc introduire les notions de marche enracinée, de processus de
marches coalescentes enraciné, de permutation enracinée et de carte enracinée. On pose donc

We = Upso W), €= Ly50€(I), &= L5 &)

La taille d’'un objet (notée | -|) de 2W,, €, ou S, est définie comme la taille de V'intervalle I sur
lequel il est défini. Si n € N* U {oc}, 207 est ’ensemble des marches enracinées de taille n. On
définit de méme €7 et &7. On note aussi W,, €4 et S, les ensembles d’objets de taille finie. On
a les identifications suivantes qui montrent en quoi les objets définis ci-dessus sont bien des objets
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"enracinés" :

Wy, x [1,n] — 207

(W, 4) = Wiktemitin—g € W([—i+1,n—1i])
C, X ﬂl,nﬂ — [

(Zi) = () sseiiamg € C([-i+1n—1i])
Sy x [Ln] —» &n

(o,1) — <o €eS([—-i+1,n—1])

ol <47 est défini par £ <, j <= o({ +1i) < o(j+1). Les deux premiéres identifications ne sont
que des injections tandis que la troisiéme est une bijection. Munissons les espaces QNU.,Z’E. et G,
d’une topologie. Pour cela, si h € N*, notons 7y la fonction qui & un objet défini sur un intervalle
entier I associe sa restriction a 'intervalle I N [—h, h]. La fonction ry, est donc définie de ﬁ., ¢, et
é. a valeurs dans 2,, €, et G,. Les distances locales sur %,, E. et é. sont définies par

d(0y,0y) = 2° sup{h>1; rp(01)=rp(02)}
ou par convention sup ) = 0, supN* = co et 27°° = 0. Autrement dit, deux objets sont proches si
les restrictions autour de leur racine coincident le plus loin possible.
Proposition 4.4. L’espace métrique (é., d) est compact.

Démonstration. Soit <, une suite de &,. Comme G! est fini pour tout A € N* on extrait pour tout
h € N* des sous suites telles que pour tout h > 1,

— =

<
’I”h(_ n——+oo

@10"'Oeoh("))

Puis on remarque que si h > k, alors 7, (%) ==<k. On définit alors < comme la limite projective des
<p (i < jsii<p j pour un certain h). Alors <,= r;(x). On conclut par extraction diagonale. [

Proposition 4.5. Les espaces métriques %, et (~’:. sont polonais mais non compacts.

Démonstration. La séparabilité est immeédiate par densité des ensembles dénombrables W, et &,.
Montrons maintenant la complétude pour 2, (le méme raisonnement fonctionne pour &,). Soit
(W,,) une suite de Cauchy. Alors pour tout h > 1, r,(W,,) stationne en un certain W". Remarquons
que forcément si b > k, Wk = r,(W"). On définit alors W comme la limite projective des W".
Alors pour tout h > 1, r,(W,,) stationne en W" = r,(W). Donc W,, — W. Enfin, 20, est non
compact puisque (((0,0), (=%, 7)))i ;>0 est une famille qui n’admet pas de sous-suite convergente (on
en trouve facilement une analogue pour E.) O

Proposition 4.6. Les applications WC : Qf\ﬁ. — E. et CP : 6, — é. sont 1-lipschitziennes.

Démonstration. Par définition de WC (définie pas & pas) et CP (Iordre relatif de i < j ne dépend
que de Z](l)), onaryoWC=WCory,etry,oCP=CPor,. Donc

(W) = (W) = r(WC(W)) = rp(WC(W)).

De méme pour CP. O
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Proposition 4.7. * Si i < j sont deux entiers relatifs, I'application Z + Lg) (j) de ¢, dans N
définie par L(ZZ)(j) = #{k € [i,j]; Z,(;) = 0} (temps local discret de la marche Z¥) en zéro de
Pinstant ¢ a Iinstant j) est continue.

Démonstration. C’est évident puisque le temps local ne dépend que de r,(Z) pour h = max(|i|, |j]).
O

Proposition 4.8. *SiW = (X,Y) € W4 (I) avec I 5 0, notons T = {—t;1€Tl}et We Wa(l )
la marche définie par W i = (Y5, X;). Alors 1 apphcamon de W, dans lui- meme qui a W associe
est une isométrie. Si W € Qﬁ., on pose aussi Z = WC (W) Alors W Z est 1-lipschitzienne de

%. dans €, comme composition d’applications 1-lipschitziennes.
Démonstration. Cela vient du fait que rh(W) =rp(W). O

Dans le cas des cartes la théorie est 1égérement différente de celle présentée auparavant. Pour un
intervalle entier I, on note M () ’ensemble des cartes planaires orientées (c’est-a-dire dont chaque
aréte est orientée) dont les arétes sont étiquetées par I (ce n’est pas du tout 'ensemble m(7) utilisé
dans la section précédente puisque l'étiquetage ne suit pas forcément l'exploration). On note

Mo = | | M)
130
[T|<oo
L’aréte étiquetée par 0 est appelée la racine. La taille d’'un objet est toujours la taille de I'intervalle
sur lequel il est défini. On note M7 ’ensemble des cartes planaires orientées étiquetées par un
intervalle entier de taille n contenant zéro. On a l'identification (bijective)

M([L,n]) x [1,n] — Mg
(m, i) — m avec des étiquettes translatées de — i.

On a aussi une injection naturelle de O,, dans M([1,n]) en étiquetant les arétes dans l'ordre
d’exploration de T'(m). Pour définir la distance locale, il faut se donner des boules autour de la
racine. Si m € 9M,, on définit donc la boule Bj(m) de rayon h dans m autour du sommet v en
bas de la racine comme la sous carte (étiquetée) composée des faces de m contenant un sommet a
distance au plus h de v. On définit la distance locale sur 9t par

d(m, m/) — 9= sup{h>1; Bh(m)th(m’)}.

On note ﬁ. la complétion de (9M,,d). Remarquons que les cartes planaires infinies munies d’un bon
étiquetage sont dans M, en tant que limites d’une suite de sous-cartes finies qui soient des cartes
planaires orientées. L’étiquetage choisi n’est par contre pas arbitraire : il faut que, quitte & bien
choisir la suite on puisse étiqueter chacune des sous-cartes de la suite par un sous-intervalle fini J
contenant 0 et que les étiquetages coincident sur toute boule de taille fixée arbitrairement grande a
partir d’un certain rang. Cette condition est clairement vérifiée p.s. par I'étiquetage de ©(W). Donc
p.s. O(W) € Mo. On a méme mieux

Proposition 4.9. La fonction - -
O : W, — M,

dont le domaine de définition contient p.s. | |, e« Wh x [1,n]) U {W} est p.s. continue en W.
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Démonstration. Par la proposition 4.3, on peut supposer que m = O(W) est une carte planaire
infinie enracinée (quitte & se placer sur un événement de probabilité 1). Soit h > 0. Bp(m) est
une sous-carte finie de ™ donc pour n assez grand, Bp(m) C © (W’[[—n,n]])- Soit W’ € W, dans le
domaine de © telle que d(W’',W) < 27", alors W|[_,, n] = W|[_p - Ainsi, By(m) = B (0(W')).

O

Remarque 4.10. Si I 5 0 est un intervalle entier et w € Wa(I), O(w) n’est pas forcément dans
{DVT., Par exemple, si I est fini, certaines arétes ne sont pas nécessairement explorées, donc pas
étiquetées. Pour un intervalle I infini, ezemple de gauche de la figure 11 montre une quasi-carte
dont certaines arétes ne sont pas étiquetées et 'exzemple de droite de la méme figure montre une
quasi-carte dont le graphe sous-jacent n'est pas localement fini. Dans ces deux exemples ©(w) n’est
donc pas limite de cartes planaires orientées étiquetées finies.

Si m € 9M,, on peut étiqueter 'aréte e* de m* par la méme étiquette que e. Si m € M,, on
définit sa carte duale m* comme la limite des cartes duales d’une suite de cartes finies convergeant
vers m.

Proposition 4.11. * L’application de Mo dans lui-méme qui & une carte étiquetée m associe sa
carte duale (ou Iaréte e* a la méme étiquette que e) est continue.

Démonstration. Soit h € N. Soit m € i/DVT.. Considérons ’ensemble des faces de m dont 'un des
sommets est sur une face telle qu’il existe une suite d’au plus h + 1 faces de sorte que deux faces
consécutives aient une aréte en commun et que la derniére face soit la face & droite de I'aréte racine.
Alors cet ensemble correspond aux sommets de Bp,(m*). Soit k la distance maximale d’un sommet
d’une face de cet ensemble au sommet v en bas de laréte racine. Alors, si Bi(m’) = Bg(m), on a
Bp(m*) = Bp(m*). O

D’autre part, compte tenu de la remarque 2.22, on introduit un autre espace de cartes : I’espace
des cartes (planaires) orientées ordonnées enracinées. On note 9, 1’ensemble des triplets (m, <, e)
ol m est carte finie orientée, < est un ordre total sur les arétes de m et e est une aréte de m appelée
laréte racine. On définit la sous-carte (non étiquetée) Bj(m) comme la boule de rayon h dans m
autour du sommet en bas de la racine. On munit cet espace d’'une topologie locale autour de la
racine métrisée par la distance

d((m, <€), (m',<',€)) = 2_S“p{h21; Br(m)=Bn(m') et <|BMm):‘"Bh(mW}.

Notons O, le complété de O,. Par construction, ¢’est un espace polonais. Remarquons que si m est
une carte planaire finie munie d’un étiquetage par un intervalle I 5 0, c’est-a-dire d’une bijection f
des arétes de m dans I, cet étiquetage induit un ordre total <; sur les arétes (isomorphe & l'ordre
usuel sur I) défini par

e<sd < fle) < £(€).

Cela nous définit une injection de My dans O, qui consiste & oublier I’étiquetage des arétes et & ne
retenir que Pordre dans lequel elles sont étiquetées (et laquelle est étiquetée 0). Comme tout ordre
total fini est isomorphe a un intervalle entier, linjection ¥ : (m, f) — (m, <z, f71(0)) est en fait
une bijection de My dans O,.

Proposition 4.12. * La bijection ¥ : My — O, est 1-lipschitzienne et se prolonge donc en une
application ¥ 1-lipschitzienne de MMy dans .
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Démonstration. Cela vient du fait que g<f|Bh(m):g<f | B,y (m)- O

Remarque 4.13. * Si m est une carte planaire infinie étiquetée par une bijection f de ses arétes
vers un intervalle infini I 5 0 telle que (m, f) € M,, alors V((m, f)) peut s’identifier au triplet

(m, <5, f7H(0)).

Remarque 4.14. * La réciproque =1 : O, — 9, n’est pas continue puisque dans O seul 'ordre
autour de la racine est considéré, peu importe si une aréte loin de la racine est étiquetée par un
petit indice.

On aura aussi besoin de la continuité de 'application qui & une carte étiquetée par I et un ordre
total sur I associe la carte ordonnée par le tiré en arriére de cet ordre par I’étiquetage.

Proposition 4.15. * Notons 5.7?. X é. Padhérence de
|| o) x e(1)

I120,|I|<0

dans ﬁ. X é.. Alors Papplication

M XSy — O,
((m, f),=) = (m,<of, f710))

est continue, ot < of est défini par
e(xof)e’ <= fle) < f(e).

Démonstration. Supposons Bp(m) = Bp(m') (en tant que boules étiquetées, c’est-a-dire aussi
flB,m) = f'lB,mn)). Soit £ tel que f(Bp(m)) C [, £]. Supposons de plus r,(<) = r¢(<'). Alors

(g oNlBym) = (5" of B, m)-

O

Enfin, introduisons 'espace des bijections enracinées Bij, = | |;5,Bij(I) ot Bij([) est I'’ensemble
des bijections de l'intervalle entier I dans lui-méme fixant zéro. On le munit d’une topologie locale
définie comme les précédentes & 'aide de la restriction r4(7) = 7|[_px) pour h € N. L’espace
métrique ainsi obtenu n’est pas complet mais est séparable. La topologie associée n’est rien d’autre
que la topologie de la convergence simple. De plus, on a une injection continue évidente de Bij,
dans G,. La proposition ci-dessous énonce quant & elle la continuité de ’application qui & une carte
étiquetée et une bijection fixant 0 (définies sur le méme intervalle) associe la carte étiquetée obtenue
en composant la bijection avec ’étiquetage.

Proposition 4.16. * Notons ﬁ. X Bij, I'adhérence de
|| o) < Bij(D)

I30,|I|<o0

dans ﬁ. x Bij,. Alors Papplication

M, X Bij, — M.
((m,f),7) = (m,7of)

est continue.
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Démonstration. Supposons Bp(m) = Bp(m') (en tant que boules étiquetées, c’est-a-dire aussi

f1Buem) = F'1Bumr))- Soit £ tel que f(Bp(m)) C [—¢,£]. Supposons de plus T|j_¢q = T'l[—¢,-
Alors

(7o HlBuimy = (7 0 B,

4.3 Les résultats limites locaux

Nous pouvons maintenant énoncer les résulats limites locaux. Le premier est un résultat de
convergence de Benjamini-Schramm trempée ("quenched" en anglais) .

Théoreme 4.17. Soit W, uniforme sur Wy, et Z,,, on, my, les objets associés. Soit i, choisi indé-
pendemment de Wy, uniforme sur [1,n]. Alors dans We X €q X Sq X M,, on a

. . . . P = 5 — —
L((Whnyin), (Znsin), (Onyin), (Mn, in)) W) — LW, Z,5,m)

n—-+o0o

Le résultat ci-dessus entraine par convergence dominée une convergence de Benjamini-Schramm
recuite ("annealed" en anglais).

Corollaire 4.18. On a la convergence en loi dans QAﬁ. X E. X é. X E)Aﬁ. :

(Whsin), (Znyin), (Onyin), (Mpsin)) ~2 (W,Z,7,m).

n——+o0o

Pour montrer le théoréme 4.17, on se concentrera sur ’étude de la marche W, pour ensuite
étendre le résultat limite aux autres objets grace aux propriétés de continuité énoncées dans la
sous-section précédente. On s’appuiera en particulier sur les deux lemmes ci-dessous :

Lemme 4.19. Soient h € N, I = [~h,h] et W € 24(I) C W2+, Soit £ €]0,1[. Alors uniformé-
ment sur i tel que [ne| +h <i<|[(1—¢)n|—h,

P(ry(Whp,i) = W) = P(rpy(W) = W)

Lemme 4.20. Soient h € N, I = [~h,h] et W € Q4 (I) C W21, Soit e €]0,1[. Alors uniformé-
ment sur i,j tels que [ne| +h <i,j < |(1—¢e)n| —h et|i—j| > 2h,
P(rp(Wn, i) = rin(Wa, j) = W) = B(ra(W) = W)?.
Avant de se lancer dans la preuve de ces deux lemmes, en commencant par celle du second, la
plus technique, énongons une remarque évidente qui sera & cette fin trés utile.
Remarque 4.21. Soit x = (2;)ic[o,n] = (Z;:l yj) o] une marche dans Z? issue de (0,0) de
1€(0,n

taille n + 1. Soient h € N et 2’ = (});cfon] = (Z;Zl y;) ol Fizons k < ¢ dans [0,n]. Soit
2€|0,

2" = (2])icjon+2n) la marche obtenue en insérant deuz copies de x' dans x auz temps k et £. Alors

inf 2= inf z;+A
0<i<n+2h 0<i<n

6. La terminologie trempé/recuit vient du vocabulaire de la métallurgie : la trempe et le recuit sont deux procédés
métallurgiques différents. Ici, dire que le résultat est trempé signifie qu'on fixe le milieu aléatoire W, et regarde
comment la loi de la carte enracinée (Wi, i,) conditionnellement & W,. A I'inverse, le résultat suivant est dit recuit
dans la mesure ot I'on regarde la loi de (W, i,) sans conditionner par rapport & W,.
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ot Uinfimum est pris coordonnée par coordonnée, A = (A1, As) = Az, k, 4,2"), |Aq1] < 22?:1 Y31l
h

et D] <2375 [yl avee yj = (Y] 1,Yj2)-

Démonstration du lemme 4.20. Posons E = {rh (W’[[l,n]])i) =7, (W\[l’nﬂ,j) = W} Par la propo-

sition 3.2,

P(Th(Wnai) = Th(Wnaj) = W) =P (E ‘(Wt)0§t§n+1 S mn+2 ) .

Aexc

Mais, par le lemme 3.4, si |[ne] +h <i,j < [(1 —¢e)n] —

A7 n+2 0,0 7 Ti7
P <E }(Wt)OStSnJrl € mATeXC) =E <IE Cnt1,|ne| ( [0, n+11 fQW“] W, Wn+1—2|_n€j)> (4.1)

ot E = {rh (W| [Ln]s? — Lnej) =7y (W’[[l,n]»j — Lnej) = W} De plus, par la remarque 4.21, sous
E

7

- inf W, W, 1_ = (- inf S —A,S, 1-9ne|— 20 ) =: f(S
( N L S nt1 2\_na]> ( o2 o) nt1-2|ne|—2(2h4+1) T > f(9)
ott S = (S})tez est la marche obtenue & partir de W en enlevant les 2h pas autour de i — |ne| et
autour de j — [ne|, A = A(S,i—h — |ne],j — 3h — |ne], W) est une variable aléatoire bornée par
une constante ne dépendant que de W et 6 = W), — W_;,. En effet, sous F, les deux morceaux de
la marche qui sont retirés coincident avec la marche W. Ainsi, le terme de droite de (4.1) est

E (15050, 1) (F3)) = P(E)EQSY, | (F(3))

En effet, E ne dépend que des deux morceaux retirés donc est indépendant de S. De plus, ]P’(E) =
P(r,(W) = W)2 car |i — j| > 2h et par indépendance des incréments. Il ne reste plus qu’a montrer
que

Ea?zﬁl,\_nsj (f(g)) njoo 1

o® - ()| =0

D=\ - 26
o) < Vn ([0 n+l— QLna 2(2h+1)] >’\f n+1—2|ne|—2(2h+1) T ))

Il suffit donc de montrer que Ea. (g(?) - (W,O

uniformément en ¢, j. Mais par le lemme 3.5,

Ea®?

n+1, Lne] — Ba,

sup

avec

) — 1 uniformément en i,j. Pour cela, on

remarque d’abord que la loi de S ne dépend pas de 4, j (contrairement & celle de A). De plus, par
Donsker,

g(g) ﬂ> <— inf Wt,wl—2g)

n—-+o0o 0<t<1—-2¢
Par le théoréme de représentation de Skorokhod, on peut trouver un méme espace de probabilité
dans lequel la convergence ait lieu presque stirement. Mais alors, puisque A est bornée,

250

_ A _ b
9(5) = <\/ﬁ’0> a <_ ogtlgnlqu Wt’Wl25> n—-+00
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Ainsi, par continuité de «., o, (g(?) — <%,O>> — o (—infoci<i—2e Wi, Wi—_2c) uniformément

en i, j p.s. donc par convergence dominée (comme a. est bornée),

_ A )
Bae <g(S) a <\/ﬁ’0>) S 0 <_ ogtléllf—% We, W125>
uniformément en ¢, j. Enfin, le terme de droite est égal a 1 par le corollaire 3.7. O

Démonstration du lemme 4.19. On commence comme avant :

P(ry,(Whp,i) =W) =P <rh(W,i) =W )(Wt)ogt§n+1 € W2 ) (par la proposition 3.2)

A,exc

= EIEaO’O W, Wn+1—2LnsJ) (par le lemme 3.4)

_ inf
n+1,Ln5J< [[07n+11132[n5“]

ot E = {r,(W,i— |ne]) = W}. Mais, sous E (par une remarque analogue & la remarque 4.21 ou
I’on n’insére qu’une seule marche 2’ dans x),

w, Wn+1—2|_naj> = (- S — A, Sni1-aine|—(2h41) + 5)

(— inf inf
[0,n+1—-2|ne]] [0,n+1—=2|ne|—(2h+1)]

avec S la marche obtenue de W en retirant les 2h pas autour de i — [ne|, § = W), — W_j et A est

une fonction de S, i — |ne| — h et W bornée par une constante ne dépendant que de W. On utilise

ensuite 'indépendance de E et de S ainsi que le fait que ]P’(E) = P(r;,(W = W) pour obtenir

. = 0,0 . = =
P08 ) =) = PAT) = WBOL g (= 005 = Srtca-cnen ).

On conclut en montrant de la méme maniére que précédemment que le facteur de droite converge
vers 1 uniformément en 3. O

Nous avons désormais tous les outils pour montrer le théoréme 4.17.

Démonstration du théoréme 4.17. Pour montrer le théoréme 4.17, il suffit par les résultats de conti-
nuité énoncés précédemment de prouver que

. P —
fin = L (W, in)[Wp) n_>_+>OO£(W)'
En effet, la fonction
d: 9, W, x Co x Go x M

.
W (W, WC(W),CP(WC(W)), 0(W))

dont le domaine de définition contient |, ~, supp pn U supp £ (W) mod 0 est p.s. continue en W
par les propositions 4.6 et 4.9. De plus, L(®((Wy,in))|[Wy) = LWy, in)|[Wn) 0 @1 = p, 0 &L
Supposons avoir montré que p, — L(W) en probabilité. Soit p(n) une extractrice, alors il existe
une extractrice 1 (n) telle que fi,oy(n) converge p.s. vers L(W). Donc pour toute fonction f : We —>

R mesurable bornée continue p.s. en W, p.s. pooyn)(f) — L(W)(f). Ainsi, pour toute fonction
f W, x € x G4 x My — R continue & support compact, p.s. Hgoup(n)(f o @) — LIW)(f o ®).
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Donc, par séparabilité de ’espace des fonctions continues a support compact définies sur un espace
polonais, P.S. fgoy(n) © ®~! converge p.s. vers L(W) o &~ = L(W, Z,5,m), ce qu’on voulait.
Mais puisque la limite de la suite est déterministe, il suffit de montrer que

L((Wayin)[Wa) % L(W).

n—-+o0o

En réalité, on a juste a vérifier que pour tout h € N* et pour tout W € Q0 4([—h, h]) C W,
B(ry(Wayin) = WIWa) =% P(ra(W) = W), (4.2)

En effet, si on suppose (4.2), alors puisque 7, (W, i) ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs

Yh € N*, L(rn (W, in)|[Wn) ~25 L(rp(W)).

n——+o00

Soit f : W, — R bornée 1-lipschitzienne. Alors f o r, — f uniformément quand h — +oo car
d(rp(w),w) < 27" Or si (4.2) est vraie, alors

E (f(rh(Wna Zn)) |Wn) njoo Ef(?"h(W)),

ce qui permet de voir que

E /(W i) [Wa) —> Ef(T).

Ainsi, on doit seulement montrer (4.2). Pour ce faire, remarquons que

. 1. , 1
P(ra(Wh,in) = W|Wy) = E#{] € [Ln];ra(Wh,j) =W} = n Z Ly (Wa.g)=w-
Déja,
1 I ,
E\ Z Ly wagp=w | =~ ZP(Th(WmJ) =W).
j=1 j=1

Mais si on fixe € > 0, par le lemme 4.19,

sup P(rp,(Wy,i) = W) —P(rp(W) =W)| — 0
|ne|+h<i<|(1—e)n|—h n—+00

Ainsi, o
EP(ry(Wh,in) = W|W,) T P(rp,(W) = W).

Par ailleurs,

2
1 < 1 , , 1
E - Z Ly, (Whg)=w =3 Z P(rp(Wh,i) = ry,(Whp,j) = W)+ O (n)
j=1 1<i,j<n
li—j|>2h
0 P(r,(W) = W)? (par le lemme 4.20).

Alors P(r,(Whp,in) = W|W,) — P(ry (W) = W) dans L? et donc aussi en loi, d’ot1 (4.2).
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4.4 Comportement de la limite locale vis-a-vis de la dualité

Dans la remarque 2.22, nous avons constaté que pour certaines marches infinies, la permutation
(c’est-a-dire 'ordre total) associée n’était pas forcément isomorphe & un intervalle de Z, ce qui
entravait la définition de ’étiquetage de la carte duale. On souhaiterait que ces cas pathologiques
n’apparaissent qu’avec une probabilité nulle.

On reprend donc les notations du théoréme 4.17 et celles de la sous-section 2.3. On note par
ailleurs

%= oplin), i3 =n4+1—in=0h(i) et i =n+1—0n(in) = 01* (i)

Alors pour tout @ € v, % est uniforme sur [1,n] et indépendant de W,,. Ainsi, par le théoréme
4.17, on obtient
£ (W), (28,10, (08, i8), (mb i) | Wa) 55 £(W, 2,7, 7), (43)

n—-+o00

ot mY est étiquetée selon I'exploration de T(mf). On aimerait avoir la convergence de
0 .0 0 ;0 9 -6 0 -0
L (((anln)v (Zm Zn)? (Un7 Zn)7 (mnv Zn))GE*’ Wn) :

On sait que (Wi, in), (Zn,in), (Mn,in), (0, in)) converge en loi vers (W, Z,m, 7). On peut donc
supposer par le théoréme de représentation de Skorokhod que la convergence est presque stre. Alors,
si on étiquette la carte duale m; selon I'exploration de T'(my,), par la proposition 4.11, on a

£ in) 25 omt (4.4)

(m
n—-+o0o

Or, si on étiquette m) en remplagant ’étiquette i (selon I'exploration de T'(m,,)) par l'étiquette
on (i), on a par (4.3)
. loi. __
(my,, o0 (in)) njoo m

De cette remarque découle la proposition suivante :

Proposition 4.22. * L’ordre & est isomorphe a Z p.s.

Démonstration. La limite en loi écrite précédemment a lieu dans ﬁ., donc aussi dans 55. en com-
posant par ¥, qui est continue par la proposition 4.12. Notons f,, 'étiquetage de m,, et de m;,
selon I'exploration de T'(m,,) translaté de —i,. Notons aussi f l'étiquetage de m. Remarquons que
(m?,on(in)) a pour étiquetage f,: = (on(- +in) — on(in)) © frn. On peut donc réécrire

W(ms, f7) = (M3, (Onyin) © fo, [71(0) =5 W(m, ) = (m, <7, [1(0))

dans 9,. De plus, par (4.4) et par la convergence p.s. de (o, i,) vers @,

((m:7fn)v (Unain)) o ((m*,f),ﬁ)

n—-+00
dans M, K G,. Donc, par la proposition 4.15,

(35 (Onsin) © fu, £7(0)) =% (m*,50 f, f71(0))



dans O,. Ainsi, 7o f a méme loi que <. Donc p.s. (quitte & compléter la tribu) oo f =<{g(w) Dour
une certaine bijection g(w) de I'ensemble des arétes vers Z, d’ou

— —1
T =Sg(w) °f " =Sgwjer1= L
0

Comme @ est p.s. isomorphe & Z, on peut définir une bijection @ : Z — Z par 5(0) = 0 et, si
i,j € Z,3(j) = o(i) + 1 si et seulement si j est le successeur de i dans 'ordre . On peut aussi
définir p.s. son inverse & ' : Z — Z ainsi que sa permutation conjuguée &* : Z — 7Z définie par
7 (i) = —o 1(4).

Lemme 4.23. * Soient i < j € Z. Alors p.s. il existe k > j tel que 755) = 7,(5). Autrement dit, les

marches 7@) et Z(j) coalescent p.s.

Démonstration. On sait qu’il n’y a p.s. qu'un nombre fini d’indices strictement compris entre ¢ et
j selon lordre & (car il est isomorphe & Z). Donc p.s., puisque & = CP(Z), si 79 et ZY) ne se
rejoignent pas, par exemple si Zﬁ") > 7@ pour tout t > j, alors, & partir d’un certain rang, a chaque
fois que Zgi) >0> Zij), on a Zﬁi) =0et Zﬁj) = —1 (car sinon il y aurait une infinité d’indices entre
1 et j selon 'ordre @. Or les marches 7(i) et Z(j) sont récurrentes ne peuvent descendre que de —1.
Alinsi, Zﬁj) = —1 infiniment souvent p.s. et donc (Z(ti),z(tj)) = (0, —1) infiniment souvent p.s. Or,
avec probabilité 1/4, l'incrément de W est de la forme (—¢, k) avec £ > 1 et k > 0, et dans ce cas

les marches Z(i) et Z(j) qui étaient en 0 et en —1 coalescent. Ainsi, I’événement "Z(i) et Z(j) ne se
rejoignent pas" est de probabilité nulle. O

Soit i € Z. Par la convergence p.s. de (Z,, i) vers Z, pour n grand les marches ZT(LHi”) et Zy(f"’)
coalescent en un temps i, + k (ou k est aléatoire, fonction de Z). Donc aucun indice plus grand
que k ne peu<t_ étre entre 0 et ¢ selon Uordre (o, 4,) pour n grand. En renversant ’orientation et en

considérant Z, on montre de méme qu’il existe un indice aléatoire —¢ fonction de Z tel qu’aucun
indice plus petit que —¢ ne puisse étre entre 0 et i selon Uordre (o, i, ). Mais alors, par la convergence
de Vordre (oy,,iy) vers Uordre @, on en déduit que

onli+in) — on(in) 25 7(i). (4.5)

n—-+0o

Donc, p.s. pour n grand o, (i + in) — op(in) = 7(7). Cela s'interpréte comme la convergence de
(0nyin) := on(- + in) — opn(in) vers la bijection & dans Bij,. En injectant dans la définition de o7,
on récupeére

0 (on(in) +7(1)) =n+1— (i +ip) = —i + 05 (0n(in)).

Ainsi, en posant j = (i), p.s. pour n grand,
O—:L(O—n(i”) + ]) = E*(]) + U:L(O—n@n))a

ce qui démontre que

. p.s. . -1 - p.s. —1
(JZ,Z:;) njoo 7" et (gn 71;) njooa )

la convergence ayant lieu dans Bij, donc aussi dans S..
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On peut redéfinir la carte duale m* en étiquetant les arétes selon l'ordre & (en remplagant
Pétiquette i par 7(i)) et en gardant la méme racine (’aréte racine e étiquetée 0 dans m correspond
a l'aréte racine e* étiquetée 0 dans m*). On a alors par la proposition 4.16, par (4.5) et (4.4),

* ok D —
(mmzn) njoom .

Alinsi, pour tout 6 € %,
0 0) PSy b

m,,1?
( nn n—-+o0o

ott ¥ est la carte planaire infinie #-duale de 7 étiquetée en composant ’étiquetage de 7@ par

la bijection 7% de Z dans Z fixant zéro définie par : 7 = Idy, ™ =7, 7 = 5" o5 = —Id et
T =G 05% 07 = —0. En effet, 0} (0,(i)) = n+1—iet of*(n+1—i) =n+1— (o) Ln+1-i) =
n+1—o0,(4).

Tournons notre attention vers les marches. On a par la proposition 2.17,

X} (ou(i)) = LY (n) - 1.

Donc
N ' L9, — 1) sii<0
X (0 itin)=0n(in)+0n(in) = Xa(on(in)) = L () =LG (n) = { L0V (i14,)  sii>0

0 sii=0.
Mais par continuité en Z du temps local (proposition 4.7),

Ly, -1 2% Wy sii<o

(in 1) e Sl
in+ . . p-s. . ..
—Ly" " (i + i) e —L (i) sii>0.
Ainsi, p.s. pour n assez grand,
L%) —1) sii<0
X (@(1) + oulin)) = Xp(on(in) = ¢ —LP()) sii>0

Donc (X7,i%) 2% X*) ou

)
nron n—-4o00

D1y s (i) <0

Xi=< 7O =1 R
i L (e (i) sio ~(:)>0
0 sig (i) =0
De méme, en combinant la proposition 4.8 et la proposition 2.17, on montre que (Y;*, ) p;i} 7*,
n—-+0oo
ou .
L (z))(—l) siog*(i) <0
_ Z
Vi=9 LY@ () sia (i) >0
Z
0 si o (i) =

On a donc le résultat limite local recuit suivant :
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Théoréme 4.24. * Dans QAﬁ. X E. X é. X {)JVT.

0 0 0 -0 0 0 0 -0 loi .
((Wn’ n) (va n) (Jnvln)v (mn) n))9€* n—>+oo(W Z )96*
ot a7 = —(a%)~!, on m?* s’obtient & partir de m? et de @ de la méme maniére que M* & partir

dem et T, ou W = (Ye,?e) est définie par

OOy s 39)716) <0

0%

Xio =9 L@ (@) si @)@ >0
0 si (@)71(i) =0
et o
LT (1) sig?(i) <0
—Ox Z
Vi =9 -19@" @) sig(i) >
Z

0 si 5% (i) = 0

et on 7' = WC(WQ). La convergence en loi des permutations (qui sont bien p.s. des bijections)
ci-dessus a aussi lieu pour la topologie de la convergence simple, c’est-a-dire dans Bij,. De plus,

<_
W@ _ W@**
et pour tout 0 € ¥, (W Z &%, m?%) a méme loi que (W, Z,5,m).

Remarque 4.25. * Remarquons au passage que la limite & vue comme une bijection de Z dans 7
fixant zéro est une permutation de Baxter infinie au sens ot il n’existe pas d’entiers relatifsi < j < k
tels que
g(j+1)<a(i)<a(k)<a(j)oud(yj) <alk)<a(i)<a(j+1).
Ioi /.

C’est une conséquence du fait que (0,(i + in) — 0p(in))icz = (@(7))icz-
n—-—+0o0

En réalité, on obtient aussi le résultat limite local trempé
— —\4
Théoréme 4.26. * Dans (QH. X Cq X Bij, sm.)

. P
£ ((W8,i8). (28, 6), (08,18, (mih i) oese | W) Do £ (W', 25" 70 Joexe ) -
n—+oo
Démonstration. On se donne une extractrice ¢(n). Par le théoréme 4.17, il existe une extractrice

P, telle que

(( pop(n)s wow(n)))

O mn)’ O n p.s. —_

el [ e et Wi | 2 0. 7.7,
(m<po Lpow(n))
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Soit w € Q tel que cet événement soit réalisé. Alors, par le théoréme de représentation de Skorokhod,
on peut trouver un espace de probabilité €’ dans lequel

(Zcpo’L/)(n)7 ?@Ow(”)) ﬁ) (W, Z; 57 m)
(T goy(n)» igoy(m)) | nor+oo
(Mgoys(n) s Eiporp(n))

On raisonne ensuite comme précédemment. O

5 Limites d’échelle

5.1 Limite d’échelle des marches coalescentes
5.1.1 Reésultat de limite d’échelle non conditionné

Soit W = (X,)) un processus gaussien centré continu sur R de noyau de covariance
K(ts) = tAs  p(tAs)
o \p(tAs)  tAs
avec p €] — 1, 1] (mouvement brownien bidimensionnel de corrélation p). On s’appuiera sur le théo-

réeme d’existence et d’unicité suivant (dont on omet la preuve) pour définir les marches coalescentes
continues.

Théoréme 5.1. (propositions 2.1 et 2.2 de [8] utilisant le théoréme 2 de [12]) Soit T €]0,+o0]
alors on a unicité trajectorielle et existence d’une solution forte pour I’EDS

{ dZ(t) = 1Z(t)>0dy(t) — 1Z(t)§0d)(<t> sur [O,T[ (51)

2(0) = 0.

Autrement dit, si (Q, F, (Ft)ecpr,P) est un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions
habituelles (filtration continue & droite et compléte) et W est un (Fi)-mouvement brownien alors

— 51 Z, Z sont deus processus continus (Fy)-adaptés satisfaisant (5.1), alors ils sont indistin-

guables.

— il existe un processus continu (Fi)-adapté Z satisfaisant (5.1) p.s.
On peut méme faire en sorte que ce processus soit adapté par rapport a la filtration naturelle (com-
plétée) de W. En particulier, pour tout t € [0,T], il existe une fonction mesurable F; : C([0,t]) —
C([0,¢t]) telle que

— Fy (Wljoy) satisfait (5.1) p.s. sur Uintervalle [0, 1[.

— Pour tous 0 < s<t<T, F (W|[0,t[) l0,s] = Fs (W|[073[)

A partir de maintenant on suppose p = —1/2. Soit (F;) la filtration naturelle (complétée) de
W. Le processus W correspond alors & celui introduit dans la section 3. Pour tout u € R posons

ZW () = { OFoo (W(u+ s) = W(u))ser, ) (t — u) zi i i Z
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Alors Z() est clairement (F;)-adapté, est continu et satisfait p.s. 'EDS

{ dz(w) (t) = 13(“)(t)>0dy(t) — 1Z(u)(t)§0dX(t) sur [u, +00]

ZW(t) = 0. sur | — oo, uj. (52)

Par cette construction et puisque F, est mesurable, I'application (w,u) — Z®(w) est mesurable.
Cela entraine par une application de Fubini-Tonelli que p.s. pour Lebesgue presque tout v dans R,
ZW satisfait (5.2). En effet, a t fixé,

/UERIE ((Z(u)(t) = Lt(13<u>(s)>0dy(s) _ 12(“)(5)§0dX(3))>2> o

Donc, en appliquant Fubini-Tonelli pour échanger intégrale et espérance, on a p.s. pour Lebesgue
presque tout u < ¢,

t
Z)() = / (10031208 (5) — 10010y <0dX (5)).

Mais par continuité en £, cette égalité est aussi vraie p.s. pour Lebesgue presque tout u € R et pour
tout ¢ > u, ce qu’on voulait. Par contre, on ne peut pas trouver d’événement presque sir sur lequel
PEDS (5.2) soit satisfaite pour tout u € R.

Remarque 5.2. Sit > u, on calcule <Z(“), Z(“)>t =t —u. Donc par le théoréeme de Lévy, ZW) et
un mouvement brownien standard sur [u, +o0o[. On peut donc définir son temps local en 0 défini sur
[u, +00 noté L. On le prolonge par continuité en posant L (t) =0 pour t < u.

Définition 5.3. La famille (Z(u))ueR est appelée processus continu de marches coalescentes (dirigé

par W).

Comme dans la section précédente, notons W = (X}, Y)rez la marche bidimensionnelle bi-

infinie de pas v telle que X¢ = Y = 0. On note aussi Z = WC(W) et, pour tout i € Z, ¥ = L%)

le temps local (discret) de la marche 7@ en 0 a partir du temps 7 défini dans la proposition
47. On étend ZP et TV a Z tout entier les prolongeant par 0 sur | — oo,i[. Si t € R, on note
Wt,Zﬁ” et ffj) les interpolations linéaires en t de W, 7(2) et Z(Z). Notons pour tous n € N* u € R,

W, ?L“),Zfl“) : R — R les versions rééchelonnées de ces objets :

5 Il — =@ 1 —(nu]) () I —(nul)
VieR, Wot) = —Wu, 2, (t) = —2Z,, ", L = —L,"™".
) = Z5zWar Zn (1) = =L T L

Le résultat de limite d’échelle porte sur une seule marche du processus Z, a savoir la marche
([nu])
A

Théoréme 5.4. Soit u € R. Soit (un)nen € RY convergeant vers u. Alors dans C(R,R)4,

(Wn’§£1un)’z(un)) ﬂ} (sz(U),ﬁ(u))

n n—-+0o0o
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Démonstration. Le premier terme du triplet converge en loi vers VW comme remarqué en section 3
par le théoréme de Donsker. Considérons les deux derniers termes du triplet. Par la proposition 4.1,

(Zz(k))iez a méme loi que (Y;_j1;>)icz. Donc pour tout n > 1,
(*( n) Z( )> loi ((yn(t — up) s, Jier, (L) (t — un)ltzun)teR)

ou LY (t) = }L;)(nt) avec L ( ) = #{k € [i,7]; Yi = 0}. Or Y est une marche apériodique

récurrente de pas & variance ﬁnle égale & 2. Ainsi, par le théoreme 1.1 de [3],
35 Y loi hY
<yn‘R+7£n)n_>_+>oo (y’R+7L )7

ott LY est le temps local du mouvement brownien standard Y|r, en 0. Mais par la remarque 5.2,

(y|R+, Ly) a méme loi que (Z(“) (u+1), L (u+ t)) Ainsi, on obtient sans trop d’effort que

>0

(Zozy) 22 (200, c0).

n—-+0o00

En particulier, par le théoréme de Prokhorov et puisqu’un produit de compacts est compact, la suite
W, ?Elu") , Z,(lu")) est tendue.

Montrons 'unicité de la limite. Supposons que le long d’une sous-suite, (Wn,Z( ") ﬁ( "))
converge en loi vers W, Z,£). Comme W a méme loi que W on enléve le tilde (quitte a changer W
en W) De plus, on sait aussi par ce qui précede que Z est un mouvement brownien commencant
au temps u et que L est son temps local en 0 & partir du temps u. Montrons que Z =z p-s., ol
Z(®) egt bien entendu défini & partir de W comme auparavant. Par le théoréme de representatlon de
Skorokhod, on peut supposer que la convergence a lieu p.s. Notons Gy = o(W(s), Z(s);s < t) VN
ou N désigne I'ensemble des événements de probabilité nulle. On sait que W est un mouvement
brownien. Montrons que c¢’est un Gi-mouvement brownien. Il est clairement adapté par rapport a
G;. Vérifions donc que Wyis — W, 1L G; pour s > 0 et t € R. Déja, par indépendance des incréments
de la marche,

(Wt + ) = Wa(t) Lo (Wi k < [nt]) > o (Wa(r), 25 (1)) o

Sit' <t,alorst' < LZ—“ pour n grand et

(P2 m) _, 2, (Ve 20) -

r<t/ n—+o0

Ainsi, par convergence dominée et une caractérisation classique de 'indépendance, Wyys — W 1L G;.
Soit € > 0. Montrons que presque sirement Z — ) est localement constant sur {¢t > u; Z(t) > }.
Pour ce faire, soit ]a, b] une composante connexe (aléatoire) de cet ouvert. Puisque Zﬁj‘") — Zpas.
uniformément sur tout compact, il existe N € N (aléatoire) tel que pour tout n > N, ?ﬁun) Nap[ > 5
En particulier, pour tout ¢t € [%, %[, Z;LtnunJ) > 0. Donc Z™) evolue comme Y sur

[[na| + 1, [nb]]. Donc 27(1“") — Yn est constant sur Ja + 1/n,b[. Ainsi, Z — Y est p.s. constant sur
la, b[, donc localement constant sur {t > u; Z(t) > e}. Ainsi,

[ 200 dE=)0) =

41



On peut ensuite séparer 'intégrale en une intégrale par rapport a Z et une autre par rapport a Y
grace au fait que W est un Gy mouvement brownien. Le méme raisonnement s’applique pour les
valeurs négatives en utilisant —X en lieu et place de ), ce qui donne

t B t t
/u L 505 42(7) :/u 15()5.d9(r) _/u 15()<_dX(r)

Puis, en laissant tendre € vers 0 et en appliquant une convergence dominée stochastique, on se
retrouve avec

t " t t
L 1§(T)7£0d2(7’) :/u 1§(r)>0dy(7’)—/u 1§(r)<0d)((7°)

Or Z est un mouvement brownien commencant au temps u, donc I'’ensemble de ses zéros est de
mesure de Lebesgue nulle p.s., d’oil

t ~ ~

u
Mais alors Z(- + u) satisfait Péquation (5.1) dirigée par W(- + u) — W(u). Ainsi, par P'unicité
trajectorielle, Z = ZW ps. Or par la convergence de (2&“"),2,(1“")), L est le temps local de Z,

donc £ = £ p.s. (car le temps local d’'un mouvement brownien est une fonction mesurable de ce
mouvement brownien). O

5.1.2 Reésultat de limite d’échelle conditionné

Comme dans la section 4, soient W, uniforme sur W,, Z, = WC(W,,). Notons aussi L, =

Ly, = (Lg) (])) e le processus des temps locaux de Z,. Sin > 1 et u €]0,1[, on note
<i<j<n
V€ 0,1, Walt) = ——Wa(nt), Z0(t) = ——24m D (nt), £0(t) = —— L™ (nt)

V2n

ou Wy (nt), ngﬂ)(nt) et Lgnu])(nt) sont définis par interpolation linéaire en rajoutant les conven-
tions W, (0) = (0,0) et Zg)(k‘) = Lgf)(k‘) = 0 pour k € [0,7 — 1]. Soit W, une excursion brownienne
de dimension 2 de corrélation —1/2 dans le quadrant positif (définie par la proposition 3.3). Notons
(2, F, (Ft)te(0,1]> Pexe) I'espace canonique complété associé & We. Par les propositions 3.2 et 3.3,

Van V2n

1 loi
—W,—1(nt —
< /—2n n l(n )>0<t<1 N 100 We

ou W,,_1(nt) est encore défini par interpolation en rajoutant la convention W,,_1(n) = (0,0). On en
déduit sans peine que W, converge en loi vers W,. Nous allons donc définir un processus continu
de marches coalescentes & partir de W,. Comme W, est une semi-martingale, on peut considérer
des intégrales stochastiques contre ce processus. On va transférer I'existence de solutions fortes et
l'unicité trajectorielle de 'EDS dirigée par W, par la propriété d’absolue continuité (venant du
corollaire 3.7) :

L (We‘[s,lfs] - We(g)) <L (W‘[OJ*QE]) : (53)

En fait, les deux mesures sont méme équivalentes puisque . > 0, car Uintégrale définissant a.
dans (3.1) est l'intégrale d’une fonction positive et non nulle (voir 'expression de g). Notons ]-'t(u) =

o ((We(s) - WE(U))se[u,t]) VN.
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Théoréme 5.5. Pour tout u €]0,1[, il existe un processus 2z continu ]-'t(u)—adapté sur [u, 1] tel
que

1. Pour tout ug €]0,1], (w,u) — Ze(u)][uO,l[ est mesurable de 2x]0,ug| dans C([ug, 1]).
2. Pour tout u €0, 1], 2 est solution de UEDS (5.2) dirigée par W, restreinte & [u, 1] p.s.
3. Si0<u<r<letZ estun Processus ]-'t(u)—adapté satisfaisant ’EDS (5.2) dirigée par W,

sur [u, 7], alors Z = Ze(u)|[uﬂ p.s.

Démonstration. Pour Uexistence, I'idée est de prendre une solution de 'EDS (5.2) dirigée par W et
d’obtenir par I’absolue continuité (5.3) une solution de 'EDS (5.2) dirigée par W,. Plus précisément,
si 0 <u <r <1, notons Ry, € C([u,r]) la fonction définie par

Vt € [u,r], Ruy(t) = Frouw (We(u + 8) = We(u))o<s<r—u) (t — u),

ou F; est la fonction définie dans le théoréme 5.1. Par 'absolue continuité (5.3), Ry, est solution
de (5.2) dirigée par W,. Par ailleurs, toujours par le théoréme 5.1 et par absolue continuité, si
" €lr 1], Ruy = Ruy|juy] P-s.. Soit rp, une suite de Ju, 1] croissant strictement vers 1. On définit

zWec ([u, 1[) presque srement en posant pour tout n
Ze(u)“umn} = Rury -

Alors p.s. Z(® est solution de (5.2) dirigée par W, sur [u, 1. De plus, comme par définition Rur est
]:,Eu)—mesurable, Z(W) gt ft(u)—adaptée. Montrons aussi la mesurabilité. Déja, 'application (w,u) —
Feo ((Wu+s — WU)SE[O,JFOO[) est mesurable. Donc, si 0 < ug < r < 1,

Ox]0,ug] — C([0,7 — uo))
(w, u) — (Foo ((Wu+s - Wu)se[O,Jroo[)) ‘[Omfuo] =Fry ((Wu—I—s - Wu)se[(),rfu]) |[O,r7uo}

est mesurable. Donc, en passant par ’espace canonique et par absolue continuité (toujours (5.3)),

Ox]0,u9] — C([uo,7])
(W,U) — Ru,r|[uo,r}

est mesurable, d’ou la mesurabilité voulue en passant & la limite.

Pour l'unicité, 1’idée est d’utiliser ’absolue continuité dans ’autre sens et d’appliquer I'unicité
trajectorielle du théoréme 5.1. Soient donc Z et Z deux solutions adaptées de IEDS (5.2) dirigée
par W, sur [u,r]|. Alors puisque ces solutions sont dans I’espace canonique, il existe deux fonctions
mesurables H, H : C([u,7]) — C([u,7]) telles que

Z=H ((WG(S) - We(u))se[u,r}) et g = }NI ((We(s) - We(“))sé[u,r]) .

Alors par absolue continuité dans I'autre sens, H(W|jg,—y(- — u)) et fI(W\[Om,u](- — u)) sont
solutions de (5.2) sur [u,r|. Ainsi, par 'unicité trajectorielle du théoréme 5.1,

H(W|[O,T—u](' —u)) = E’(W“O,r—u](' —u)) ps.

Donc, en utilisant ’absolue continuité (5.3), Z = Z p-s. O
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On prolonge continiment A [0, 1] tout entier en posant zw (t) = 0 pout tout ¢t € [0,u]. Le
prolongement préserve la mesurabilité :

Proposition 5.6. L’application (w,u,t) — z{w (t) de 2x]0,1[x[0,1] dans R est mesurable.

Démonstration. Par le théoréme 5.5, pour tout ug €]0,1[, (w,u) Zéu)\[u(hl[ est mesurable de
2x]0, ug] dans C([ug, 1[). De plus, par le prolongement, pour tout uy €]0, 1], (w,u) Ze(u)“o,u()[
est mesurable de Q X [ug, 1] dans C([0,up[) car c’est la fonction nulle. Ainsi, (w,u,t) — zv (t)
est mesurable sur tous les ensembles de la forme |0, ug[x[ug, 1[U[ug, 1[X]0, up[. Mais en prenant une
union dénombrable d’ensembles de cette forme pour ug €]0, 1[NQ, on obtient [0, 1]? tout entier & un
ensemble de mesure nulle prés. O

De plus, de méme qu’auparavant, toujours par Fubini-Tonelli, p.s. pour Lebesgue presque tout
u €]0, 1], 2" est solution de VEDS (5.2) dirigée par W.

Définition 5.7. (Zéu)) 0.1] est appelé le processus continu de marches coalescentes dirigé par
u

We.

)

Notons (cé“) (t)) o le temps local en 0 de la semi-martingale 2" sur [u,1[. On pose par
u<t<

. u
convention £ )(t) = 0 pour t € [0, u].
Pour la limite d’échelle conditionnée, on commence comme dans le cas non conditionné par se
concentrer sur une seule trajectoire.

Proposition 5.8. Soit u €]0, 1[. Alors

ce qui permet de prolonger 2z par continuité en 1. De plus, dans C([0,1],R?) x C([0,1],R) x
C([0,1[,R),

(W 209, £00,11) 2 (Wer 20, £09).

n—+o00
Démonstration. On a déja la convergence en loi du premier terme. Soit ¢ €]0,u A (1 — u)[. Alors
(V% = Wa(w))

Soit h une fonction continue bornée a valeurs réelles définie sur C([u, 1 — ¢],R?) x C([u, 1 — ¢],R) x
C([u,1 —¢],R). Considérons

et 281 £67 1<) est une fonction de (W (k) =W (|£n))) (on) <k<1(1-epm-

Eh (Wa = Wal)lu1-ds 28001, £

) [u,1—a}) :

Alors, en appliquant d’abord la proposition 3.2 pour se ramener aux objets W, Z et Z, puis le

lemme 3.4, on se raméne & une espérance d’une fonction de Wml,?fjﬁf,zﬁf fois agﬁl len)? ol
Uy = [nul=Ine] puis on fait tendre n vers Uinfini et on applique le lemme 3.5 et le théoréeme 5.4,

n
pour obtenir une convergence vers

E <h (W“u_e’l_g‘g] —W(u —¢), Z(U_E)|[u_5’1—25]7 E(U_E)‘[u—a,l—%}) Qe <— [07ilrif28] W, W125>) .
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En appliquant enfin le corollaire 3.7, on conclut que

loi

) [u,lfe]) - ((We - W@(“))‘[u,lfs]v Ze(U)|[u,1fs}7ﬁg””[u,lfs])

n—-+00

(W = W)

[u,1—¢]> Zv(f) | [u,1—¢]> L"v(mu

En particulier, par Prokhorov et puisqu’un produit de compacts est compact, la famille

_ (w) (u)
<Wn7 ((Wn Wn(u))’[uﬂ—a]a Zn ‘[u,l—a]a En ’[u’1_£]>€€<@ﬂ}0,u/\(lu)[>

est tendue. La seule limite en loi possible est

<W€7 ((We We(u))“u,lfs]?Ze ’[u,lfe]a ['e ‘[u’ls})seQﬂ]O,u/\(l—u)J

En effet, la restriction & un sous-intervalle est une fonction continue donc la limite en loi d'une sous-
suite de (Wh, W — Wa(u))|ju,1-¢]) ne peut étre que (We, (We — We(u))|y,1—¢))- Par le théoréme
de représentation de Skorokhod, on peut donc se placer dans un espace de probabilité sur lequel p.s.

(u) (u)
f?“) :: f(eu) dans C([u,1 —¢€]).

Wy — We dans C([0,1]) et Ve €]0,u A (1 — u)[NQ, {
Mais on voudrait en plus une convergence uniforme de Z,(L") sur [u, 1]. Pour cela, on utilise le fait

que —X,(t) < zP (t) < Y,(t) pour tout ¢t > k, qui se vérifie par une récurrence facile sur ¢. On a
déja

. (v) _ Z(u) (W) _ z(u) . ()
sup ||Z Z <2sup||Z Z; +2sup||Z .
k,zzpn k ¢ oy — ;@5 k [0,1—¢] kzg k H[l—e,ll
Or w
|27,y < Vel < 9= Wl + el

oil la norme dans C([1 — ¢, 1], R?) est définie comme la norme infinie de la norme 1. Ainsi,

lim sup sup HZ,EU) — Zé“)

n—+oo kl>n

o < Ml ey

puis on fait tendre e vers 0. Ainsi, p.s. (pr) . est de Cauchy dans C([0,1],R), donc converge

uniformément vers une limite qui coincide avec Z® sur [0,1]. Mais comme on a montré que

lim sup lim sup HZISL) H =0,
e—=0 n—+oo [1-e,1]
on a en particulier quu)(l) p;i} 0, d’oit le prolongement par continuité voulu. O
n—-—+0oo
Remarquons que par Prokhorov et par le fait que (Zéu),ﬁéu)) est une fonction mesurable de

W,, on a la convergence en loi pour un nombre fini de trajectoires, et donc aussi pour un nombre
dénombrable.

Corollaire 5.9. Soit (u;)ien € [0,1]Y une famille dénombrable de réels. Alors

(Wn’ (ZfLUi)’ L"’(lui)|[0’1[>ieN> v (We’ (Zé“i), 'Cgui)>z‘eN) '

n—-+00
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On peut aussi prendre les trajectoires de maniére aléatoire par convergence dominée :

Corollaire 5.10. Soit (u;)ien une famille dénombrable de v.a. uniformes sur [0,1] i.i.d. indépen-
dantes du reste. Alors

(9 (20 £00), o) 2 (O (200 £09) )

n—-+o0o

5.2 Limite d’échelle des permutations de Baxter vues comme des permutons

Un moyen d’observer les limites d’échelles de permutations est de les voir comme des permutons.

Définition 5.11. Un permuton est une mesure de probabilité p sur [0, 1] x [0, 1] dont les marginales
sont uniformes : u([a,b] x [0,1]) =b—a et p([0,1] X [a,b]) =b—a pour 0 <a <b<1.

On note M l'ensemble des permutons muni de la topologie de la convergence étroite. C’est un
espace compact comme fermé d’un espace compact.

Proposition 5.12. L’espace M est métrisable par la distance dg définie par

do(p, p') = sup [W(R) — 1 (R)[.
R rectangle de [0,1]2

Démonstration. Supposons que u, converge étroitement vers u. Soit € > 0. Soit m € N tel que
2%1 < . Soit R un rectangle de [0, 1]2 dont les coordonnées des extrémités sont de la forme 2% avec
k € N. Par le théoréme de Portemanteau, lim sup,, j, (R) < p(R). De plus, en notant R® ’e-voisinage
de R, on a par Portemanteau liminf,, j,(R®) > pu(R®) > p(R). Or pin(R®) < pn(R)+4e. Ainsi, pour
n assez grand, pour tout rectangle ayant des coordonnées de la forme k/2™ |u,(R) — p(R)| < 5e.

Mais alors, en approximant, on a pour tout rectangle R de [0, 1]

4 4
|,un(R) - M(R)| < 27m + be + 27m < %e.
Réciproquement, si do(pn, u) — 0, soient € > 0 et f : [0,1]> — R continue. On 'approche
par g(z,y) = f Q%J 7, [%J 77) uniformément & ¢ prés. Puisque g est une combinaison linéaire

d’indicatrices de rectangles, p,(g) — u(g). Donc

lim sup [ (f) — p(f)] < 2e.

O
Si o € Sy, on peut lui associer un permuton p, = ny ;. Leb[ﬂ i {U(i),l @] Par ailleurs,
si (x1,71), ..,z yx) € [0,1]? ont des coordonnées distinctes, notons (@), Y1) (T, Yy) la

suite réordonnée en abscisses croissantes : (1) < ... < Z(,). On peut alors définir la permutation o
induite par 'ensemble {(z1,41),..., (zk, yx)} par

o(i) <o(j) <= yu <Yy

Le lemme d’approximation ci-dessous nous sera utile dans la suite. Il montre que la permutation
induite par des variables aléatoires simulant un permuton approxime trés bien ce permuton.
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Lemme 5.13. (lemme 2.3 de [4], admis) Si v est un permuton aléatoire, soit (X;,Y:)ien+ une
famille de v.a.i.i.d. de loi v conditionnellement & v. Notons Permy(v) la permutation induite par
Uensemble {(X1,Y1),...,(Xk, Yi)}. Alors il existe un rang ko tel que pour tout k > ko, pour tout

permuton aléatoire v,
16 1 _ &
P (dD (:U'Permk(y)ay) > k‘4> < §€ vE
Construisons maintenant le permuton limite & partir du processus continu de marches coales-

centes Z, = (Ze(t)> o1’ On deéfinit une relation binaire aléatoire <z_ sur |0, 1] par
t€lo,

t<z t vt €]0, 1],
t <z, s pourtous 0<t<s<1tels que Zét)(s) <0,
s<gz,t pourtous 0 <t<s<1 telsque Zét)(s) > (.

Remarquons que par cette définition, I'application (w,t, s) = 14<,_s(w) est mesurable car (w,t,s) —

Ze(t)(s)(w) est mesurable par la proposition 5.6.

Proposition 5.14. La relation <z, est antisymétrique et réflexive. De plus, p.s. il existe A C [0,1]?
de mesure pleine tel que <z, |4 est transitive.

Démonstration. L’antisymeétrie et la réflexivité sont immédiates. Soient 0 < r < s < t < 1 tels
que Ze(r)(s) < Zés)(s). Alors 2" (t) < 2 (t) p.s. En effet, si on avait z{r) (t) > 2 (t) alors en
échangeant trajectoires quand elles se croisent pour la premiére fois, on obtient une autre solution
de 'EDS, ce qui contredit 'unicité. Ainsi,

0= /0 et P2 92200 et 31, 20 (0> 20) ()T

Dongc, par Fubini-Tonelli, pour Lebesgue presque tous 0 < r < s < 1, si Ze(r)(s) < Ze(s)(s), alors
vt > s,Zy) (t) < Ze(s)(t). De méme, p.s. pour Lebesgue presque tous 0 < r < s < 1, si Ze(r)(s) >

Zés)(s), alors Vt > S,Ze(r) (t) > z (t). Notons A 'ensemble des couples r < s qui vérifient les
deux conditions ci-dessus. Notons maintenant A = {(r,s); (r,s) € A ou (s,r) € A}. Alors p.s.
Leb(A) = 1. Soient 0 < r < s <t <1 tels que (r,s) € Aet (s,t) € A. On raisonne alors de la méme
maniére que dans la preuve de la proposition 2.3 pour montrer la transitivité entre r, s et t. O

Puisque si 0 = CP(Z) avec Z € Cy,, on a 0(i) = #{j € [1,n]; j <z i}, définissons la fonction
vz, :[0,1] — [0, 1], qui sera en quelque sorte la "permutation associée a Uordre <z ", par

oz (t) = Leb{zx € [0,1]; = <z, t} = Leb{z € [0,t[; Z\")(t) < 0} + Leb{z € [t,1]; 21 (z) > 0}

1
= / lyo< t(w)dz.
0

Comme (w,t,5) — 1;<__s(w) est mesurable, (w,t) = @z, (t)(w) est mesurable.

Définition 5.15. Le permuton de Bazter est la mesure de probabilité aléatoire sur [0,1]? définie
comme le poussé en avant de Lebyy 1) par (Id, ¢z, )

up = Leb[071} o (Ida @Ze)_l'

C’est une mesure ayant pour support l'adhérence du graphe de vz, .
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Décrivons plus précisément pp et <z, .

Lemme 5.16. On a les trois résultats ci-dessous :
1. Pour tous 0 <t < s <1, Zét)(s) #0 p.s.

2. up est p.s. un permuton, ce qui est équivalent & dire que p.s. ¢z, : [0,1] — [0,1] est un
isomorphisme d’espaces mesures.

3. p.s. pour presque tous t < s € [0,1], on a soit Zét)(s) >0 etz (s) < pz(t), soit Ze(t)(s) <0

et 9z,(s) > ¢z, (1)

Démonstration. Montrons 1. Soit € > 0 tel que 0 <t < s <1 —¢ < 1. En appliquant la propriété
d’absolue continuité (5.3) et en remarquant que

(20 +m),_ = Froeet (Welt+ 1) = We®osrzioi-e)

(Z(t) (t + T))OS/)ﬂSl_t_e =Ficy ((W(t + T/) - W(t))oﬁrlﬁlftfs) )

on en déduit que que

(t) (t) —
c ((z (t+ r)>0<r<1_t_8> <L <<z (t+ r))0<r<1_t_a> =L (Blp1-t-<) -

Ainsi, sil>s>t>0ps. 2(s) #0.
Pour 2., up est évidemment une probabilité et sa premiére marginale est bien uniforme. Il reste
a voir que p.s. pour tout A € B([0,1])

pp([0,1] x A) = Leb(A),

c’est-a-dire que p.s. Leb 1) 0 gogel = Lebyg 1). Soient U; pour i € N* des v.a.i.i.d. uniformes sur [0, 1]
indépendantes de W,. Posons pour tout k > 2 et tout j € [1, k]

1 , _ 1
Upp = = #li € [LEIN Uk Ui 2. Ut = -— Z lu<z.u;
1<i<k
i#]
Conditionnellement & W, et Uy, les 1y,<; v, sont des Bernoulli i.i.d.de paramétre vz, (Uy) par
définition de pz, . Ainsi, Uy — ¢z, (U1) p-s. quand kK — +o0. Par ailleurs, la famille (U;) est
échangeable et, conditionnellement & Wk, Uj 1 est la position de U; parmi les U; selon Z.. Or p.s.
les U; sont distincts. Ainsi, pour toute fonction f : [0,1] — R continue,

Ef(Ur) = Ex(f(U1g) + -+ f(Uis)
1 k—1
-1 <f(0)+...+f<k>>
1
k—>_+>oo 0 f(x)dx,

ce qui veut dire que Uj j converge en loi vers ([0, 1]). Ainsi, ¢z (Ur) ~ U([0,1]).
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Montrons pour finir le troisiéme point. Soient U LL V' ~ U([0, 1]) indépendantes de W,. SiU < V
et ZC(U)(V) > 0, alors V <z, U, donc ¢z, (V) < ¢z, (U) p.s. (car <z, est p.s. une relation d’ordre
sur un ensemble de mesure pleine). A l'inverse, si U < V et ZéU)(V) < 0, alors U <z_ V et donc
vz, (U) < ¢z (V) p.s.. Mais p.s. par le point 1. on est forcément dans un de ces deux cas. On exclut
aussi le cas d’égalité ¢z (V) = ¢z (U) puisque par 2., pz, (V) 1L ¢z (U) et sont toutes les deux
uniformes sur [0, 1].

O

Etablissons maintenant le résultat limite de cette sous-section. On se donne comme précédem-
ment W,, ~UW,,), Z,, = WC(W,,), o, = CP(Z,,).

Théoréme 5.17. Soit (u;)ien une famille de v.a.i.i.d. uniformes sur [0, 1] indépendante du reste.

Alors ‘
[0’1[) ieN) nl%)oo (MB’ We, <Z£Ui)7 KEW))@'GN) ’

Démonstration. Par Prokhorov et par le fait que M est compact, la famille ci-dessus est tendue. Il
ne reste plus qu’a identifier les limites possibles. Supposons que le long d’une sous-suite

' [>iEN) n_l%oo (ﬂ’ We, (Zéuj)’ ﬁéua)ieN) '

Vérifions que p.s. i = pup. Par le théoréme de représentation de Skorokhod, on peut supposer la
convergence presque siire. Soit k& € N*. Notons p¥ la permutation induite par o, sur les indices
[nuil,. .., [nug] (8'ils sont distincts). Remarquons que p¥ = Permy(u,, ). En effet, soient v; pour
i € [1,k] des v.a.i.i.d. uniformes sur [0, 1] indépendantes du reste, alors conditionnellement & oy,

(uz', on([nu;]) — ’Ui) .

<Mon, Wi, (Zﬁbui)7 E%u-

(Hows Was (20, £

n

et pfl est la permutation induite par les points (ui, M) pour i € [1,k]. Notons, si les

n

u1, ...,y sont distincts, u(yy < ... <y, la famille réordonnée. Puisque Z (%) 1 Z [mﬂ)(k‘),

on a pour tous i < j € [1,k],

(T 1) () (7w s, (ugsy)
sgn (Zn ® ([nu(jﬂ)) = sgn <zn ® <n(”>) 25 sen (ze ® (u(j))>. (5.4)

La convergence ci-dessus vient du fait que sgn est p.s. continue en Zéu”))(u(j)) puisque par le

lemme 5.16 Z(u(l )(U(j)) # 0 p.s. car p.s. u() < u;) et car les u; sont indépendants de Z.. Mais
les signes a gauche de ’équation (5.4) pour i < j € [1, k] déterminent 'ordre induit par <z, sur
les [nu1],..., [nug], et donc pk. A droite de (5.4), les termes limites déterminent eux aussi une
permutation p* telle que

k(: k(s zlw) 0 . ,

pi(i) < p"(j) = (u)) <0 = vz (um) < pz(uy)),

otl la derniére équivalence (presque sfire) provient du lemme 5.16. Ainsi, p* est la permutation
induite par (ui, ¢z, (ui))ie[i k- L'équation (5.4) se réinterpréte alors comme la convergence p.s. de
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ok vers p¥. Or, par le lemme 5.13 appliqué a pf = Permy(u,, ), pour k assez grand (mais fixé pour

Pinstant),
\f 19
< >
n

2
P(Ei#j e[k [nu] = [nuy]) < = =0 <711> .

n

P (dg(upﬁ, Uoy) > 16k™1 ou P nlest pas déﬁnie) <

[\ \

En effet,

Or pk — p* et p,, — fi p.s. quand n — 400, ainsi par le lemme de Fatou

1
P (dg(upk,ﬂ) > 16k—i) < Qe—@

En sommant sur k et en appliquant Borel-Cantelli, on en déduit que
L
Hor k—+o00 K

Or, par deéfinition de up et la caractérisation de p¥, p* = Permy(up). Donc, toujours par le lemme
5.13,

P (do(pyi ) > 16875 < eV,

2
d’ou
— HB
Hok k—+o0 '
Ainsi, i = pup p.s. O

5.3 Limite d’échelle des orientations bipolaires

La convergence en loi de W,, vers W, peut étre réinterprétée comme la convergence en loi au sens
de Gromov-Hausdorff des arbres T'(my,) et T'(m}*) vus comme des arbres continus et correctement
renormalisés vers un couple d’arbres browniens. On aimerait avoir aussi un résultat de limite d’échelle
des cartes vues comme des espaces métriques avec deux racines (les deux poles) munis de deux
explorations par des chemins cadlag. L’article [11] décrit 1'objet limite comme un recollement de
ces deux arbres browniens au moyen des excursions browniennes qui les définissent. Si m € O,,
on peut aussi obtenir m (vue comme un espace dont les arétes sont des copies de l'intervalle [0, 1])
en recollant les arbres T'(m) et T'(m**) (vus comme des arbres continus) d’'une bonne maniére. Ce
recollement se fait & ’aide des deux processus de hauteur (dont 1'un est renversé) de m. Commengons
par définir une fonction qui & deux fonctions cadlag associe un espace métrique compact.

Définition 5.18. Soient f,g : [0,1] — R deux fonctions cadlag (donc bornées). Soit C > 0 assez
grand de sorte que C — g > f. Soit G 'union des graphes de C — g et de f (partie relativement
compacte de R?). On définit la relation d’équivalence R sur l'adhérence G de G comme la plus petite
relation d’équivalence telle que :

— pow tout £ € 0.1, (4 FOIR(.C ~ 1)

— sis<te|0,1], si f(s) = f(t) et, pour tout u €]s,t[, f(u) > f(s), alors (s, f( )R, f(1)),

— sis<tel0,1], si g( ) = g(t) et, pour tout u €]s, t[, g(u) > g(s), alors (s, g(s))R(t,C —

9(1)).
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Notons dg la distance sur G associée a R définie par
d'R(‘T7 y) =

k
inf {Z d(piy qit1); k € N, (pi)o<i<k, (@i)1<i<ki1 € G¥Tpo = 2, pp1 =y et Vi € [1, k], Pquz’} -
=0

On définit alors ’espace quotient M(f, g) = G /dr obtenu en identifiant les points a distance nulle.
On peut identifier deux points (correspondant auz péles) sur cet espace métrique : la classe d’équi-
valence des points d’ordonnée minimale et la classe d’équivalence des points d’ordonnée mazimale.
De plus, si on voit f et g a valeurs dans le quotient, ces deux fonctions définissent des explorations
cadlag de M(f,g).

Introduisons maintenant les fonctions f et g que nous allons utiliser pour récupérer I'orientation
bipolaire & un changement d’échelle prés. Soient m € O,, et W = (X,Y) = OW(m). Posons

Wt € 011 x(0) = <= (X\auysa + (0t = nt])) et gy () = ——

On prolonge ces deux fonctions dessinées en figure 12 par continuité a [0, 1] tout entier.

fx
1/\/_\/\; w0

(Y|nt)+1 + (1 + [nt] —nt)).

S =

gy
Y AN
. L \ \\\\ i

1
n

FIGURE 12 — A gauche, les composantes X,Y d’une marche W € W,. A droite, les deux fonctions
fx et gy associées.

Proposition 5.19. L’espace M(fx, gy) est égal (& un changement d’échelle 1/v/2n prés) a lespace
m, les deuz péles et les explorations coincident ausst.

Démonstration. En effet, on peut se convaincre que ’espace obtenu égal & un changement d’échelle
pres a une orientation bipolaire m'. Or T'(m/) et T'(m**) sont identiques a T'(m) et T'(m**) (en com-
mengcant par replier horizontalement selon la relation d’équivalence). Mais le couple (T'(m), T'(m**))
caractérise m. Ainsi, m’ = m. O
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Munissons ’espace d’arrivée de M de la topologie la plus fine qui rend M continue, appelée
topologie de la Peanospheére. Alors, de la convergence en loi de W,, vers W, = (X, V,), on déduit

que
loi
M(fx,:9v,) — M(Xe, Ve).
n—-+oo
Ce résultat n’est pas totalement satisfaisant puisqu’on aimerait avoir une convergence au sens de

Gromov-Hausdorfl.

5.4 Comportement de la limite d’échelle vis-a-vis de la dualité

Comme auparavant on se donne m,, ~ U(O,,). En reprenant les notations de la sous-section 2.3,
on note pour tout 6 € %, W = (Xz, Y? ) , Z% et 00 les objets aléatoires uniformes correspondant
m? par le diagramme commutatif du théoréme 2.6. Notons aussi LY le processus des temps locaux
de Z°. De la méme maniére que précédemment, on note pour tout u €]0, 1[, pour tout ¢ € [0, 1],

1 1 1
—Wo(nt), 280 (t) = — 20D (ng) et £OW (1) = —
= Whnt), 2000 = =28 ) e L0 = ——
ot les processus discrets ont été interpolés linéairement et ot par convention W?(0) = (0,0) et
280 (k) = L&D (k) = 0 pour & € [0,i — 1].

Pour tout n € N*, soit (up, u:;’i)iZI une famille de v.a.i.i.d. de loi p,, conditionnellement a m,,.
Définissons aussi u,; =1 — up,; et up” =1 — uy, ;. Remarquons que puisque p,,, est un permuton,

Wi(t) = Ly D ()

pour tout 0 € %, (Uz,i)izl est une famille de v.a.i.i.d. uniformes sur [0, 1] conditionnellement a m,,
donc est indépendante de m,,. Notons enfin
S C([07 1]7R2) — C([07 1]7R2)
(f,9) = (g1 =), f(1 =)

Théoréme 5.20. Soit Z. le processus continu de marches coalescentes associé a l'excursion W, et
soit L. le processus des temps locauzr de Z.. Soit u ~ U([0,1]) indépendante de W,. Alors

1. p.s. L't(gu) se prolonge par continuité en 1.
2. Il emiste une fonction r : C([0,1],R?) — C([0,1], R?) mesurable qui joue le réle de la dualité
dans le cadre continu. Plus précisément, on a p.s., en notant (X,Y) =r(W,),
X(pz, () = LM (1) et r(s(We)) = s(r(We))
(ce qui détermine r de maniére unique Pey. presque partout). De plus,
r(We) QWE, r? =5 et r* =1d Pexe — p.s.
3. Soit (u;)i>1 une suite de v.a.i.i.d. uniformes sur [0,1] indépendante de We. Pour tout 0 €
{0, %, %}, soient W = r(W?) et uf* = cng(uf) pour i > 1. Soit aussi 2 le processus

continu de marches coalescentes associé & WY et L0 son processus des temps locaus. Notons
également (1zo le permuton de Baxter associé. Alors
€

0 0
W We
/"[’O’,'QL _)loz MZg
(ue AC ) Eo,(ui,i)) n—yoo (ue Z0.(u) £9,<ug))
n,’ n I n JEN* fek 79 € I € ieN* ek

dans (C([0,1],R2) x ([0,1] x C([0, 1], R) x C([0, 1], R))N" x M)*.
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4. Dans ce couplage, on a p.s.
VO € k, pzo-0pzo =1—1d.

Remarque 5.21. Comme dans le cas discret, puisque pze est un permuton, (uf)izl J_LWg pour
tout 0 € % et est une suite de v.a.i.i.d. uniformes sur [0, 1].

Remarque 5.22. Les relations entre objets limites établies dans ce théoréme sont les analogues
continues des relations discrétes décrites dans la remarque 1.11, dans l'équation (2.1) ainsi que
dans le théoréme 1.9.

Pour montrer le théoréme, on admettra pour I'instant le lemme suivant, démontré a la fin de la
section.

Lemme 5.23. Soit u ~ U([0,1]) indépendante de W,,. Alors la suite (,C,(lu)> . est tendue dans
C([0, 1], R). )

Dans la preuve du théoréme, on aura aussi recours au lemme ci-dessous.

Lemme 5.24. Supposons que p, pour n > 1 et us soient des mesures de probabilité aléatoires sur
un espace polonais E. Pour tout n € [1,00], soit (X]')i>1 une suite de v.a.i.i.d. de loi p, condi-
tionnellement & p,. Supposons que p, converge en loi vers po, pour la topologie de la convergence

étroite. Alors L
(Nna(Xin)i21) = (Mom(X?O)izl)

n——+00

Démonstration du lemme 5.2/. Soient fy : Mi(E) - R, f1 : E - R,..., fr : E — R continues
bornées. Alors

k
Efo(pn) f1(XT) - fe(Xg) =E <fo(un) H/fidun> = Eg(un)
=1

avec g(u) = fo(u) Hle [ fidp qui est une fonction continue bornée sur M;(E). On applique alors
la convergence en loi de p, vers po, ce qui montre que

B o un) fr(XT) -+ Fu(XE) = B folpioc) UXE) - fi(XF) (5.5)

D’autre part, la suite (fn, (X")i>1),~; est tendue puisque ses coordonnées sont tendues. Enfin,
par un argument de classes monotones et de densité des fonctions continues, la convergence (5.5)

implique 'unicité de la limite. O

Démonstration du théoréeme 5.20. Vérifions d’abord la tension. Comme * : O, — O,, est bijective,
on a |’égalité en loi

Wi Wi
Vo € %, ( eu)ag ) o Ha, (5.6)
07 n,i 9’ n,i mn,t .
u?zJ’ 2 Ly )iEN* (um’ zy ), ﬁn,(un’l))z‘eN*
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Alors par le théoréme 5.17, par le lemme 5.23 et par le théoréme de Prokhorov, la famille

we
Hat
0,(uf ) 0,(uf )
9 N, ’ n,t
(un,“ Zn o Ln ieEN*/ ek

est bien tendue. Supposons désormais que le long d’une sous-suite

6 6
we We
loi
Ha'z — ,ng
0.(uf ) L0,(uf -)) n—i+oo ( 6,uf) .0 (u6)>
0 ) [AN O [AS o) 9 Z S\Uy s\Uy
(UnJ, Zn ; Ln ieN*/ pex 'U,Z, e ) Ee ieN*/ pex

On sait déja par (5.6) et par le théoréme 5.17 (accompagné du lemme 5.23) que pour tout 6 € %,

we We
iuoﬁ ﬂ} uB
07 0. 97 ell n—r+00 0 0
(w0, 2050 gty (s, 289, £f)
oll ﬁ&“” est prolongée par continuité en 1 (grace a la tension de L’%u”’i) et & 'unicité de la limite :

une fonction continue croissante sur [0, 1] est déterminée par sa restriction a [0, 1[).
Montrons les égalités presques stires suivantes :

W = s(We) et W = s(W?) (5.7)
Vi > 1, V0 € J, ul* = pz0(uf), (5.8)
et
. Ox( Ox 9,(ue)
Vi>1, V0 e %, X" (u;") =L (1), (5.9)

On sait que Wi* = s(W,,) car OW(m}*) = <V(7n par la remarque 1.11. De méme, W}** = s(W}),
d’ou (5.7) par continuité de s. Pour montrer (5.8), on sait déja que pour tout 6 € %,

loi

(o (ah )izt ) 22 (uzg, (ud ul*)iza )

n—-+o0o

. iid. . R P . .
Par ailleurs, (up, i, u) ;) R s, conditionnellement & o, par définition. De plus, puisque o}, s’obtient

: . o ‘ N A
en tournant le diagramme de o, de —7/2 et puisque uy; = 1 — up;, on a (uy, 5 uns) ™" phoy,
conditionnellement & o,,. Ainsi, par récurrence en utilisant le fait qu'on a aussi v} =1 —u) ,, on
b b

obtient pour tout 6 € ¥, (ufl i ufl*z) iid. Koo conditionnellement & oy,, ce qui justifie I'utilisation du

lemme 5.24. En identifiant la limite du lemme 5.24 avec la limite ci-dessus, on en déduit que

ii.d. .. .
(u?, uf*)liv ze conditionnellement & 22,

d’ou (5.8). Par ailleurs, par ’équation (2.1), on a

0 0 .
N <0n([nun,ﬂ)> _ p0mAD q

n



Donc

nu?*, uw?
Xg* (’— n,z—|> _ Enu( n,z)(1> _

n

5
3\'

d’ott (5.9). Montrons que o (WZ*) C o (W?). Pour cela, remarquons que (uf*);>;, est p.s. dense dans
[0,1] et que X% est continu. Donc X%* est déterminé par ses valeurs en les u?* pour i > ig. Ainsi, par

Péquation (5.9), par la loi du 0-1 de Kolmogoroff et par le fait que o <(£2’(u)(1)) " 1[> Co (Wg),
ue|0,

onaao (Xeo*) Co (Wg ) En outre, en appliquant deux fois (5.7) et une fois Uinclusion précédente,

on a
o (yg*) =0 (Xg***) Co <W§**) =0 (Wg) .

Ainsi, il existe une fonction 7 : C([0,1],R?) — C(]0, 1], R?) mesurable telle que W%* = r (Wg) (r

loi

ne dépend pas de 0 car (Wg, Wf*) = (Wg*, Wg**)) Alors, puisque p.s.
(B.9) = rWe) = W7 = (X2,57) et u = gz, (u),

on ap.s. X (pz, () = L£(1). De plus, rOV.) = W S W, et, par (5.7),

r2 = s et 7 = Id Pege-p.s.

ce qui nous donne le deuxiéme point du théoréme 5.20. D’autre part, étant donné que r (Wg ) = Wg *
et ul* = ¢ 20 (u?), on a l'unicité de la limite, ce qui entraine le troisiéme point du théoréme. Enfin,
pour le quatriéme point, on a uz*f =1- ufl,l. Donc en passant & la limite, uf™* =1 — u?, ce qui
conclut par (5.8). O

Oxx
1

Démonstration du lemme 5.23. Soit u ~ U([0,1]) indépendante de W,,. Par les critéres usuels de
)

tension, il suffit de montrer que la suite ([,nu 1)) est tendue et que pour tout § > 0,
n>1

lim sup lim sup P (ﬁ%“)(l) — LM —z) > (5) = 0.

r—0 n—-+oo

Posons U,, = [nu] et V,, = 0,,(Uy). Alors U, et V,, = 0,,(U,,) sont toutes les deux des v.a. uniformes
sur [1,n] et U, LLW,,, V,, 1L W,,. Par ailleurs,

£ = e+ = 2 () ¢

Or X converge en loi vers X et est indépendante de V,,/n qui converge en loi vers u. Ainsi, par

continuité de I’évaluation, E%u)(l) converge en loi vers X (u) et la suite est donc tendue. Regardons

maintenant

£ ()=L8 (1) = = (L0 ) = L (1 = 2))) < <= (L ) = LI ([n(1 = 2))))

Considérons 'arbre T'(m}). Dans la suite, on identifie les arétes de m}, et de T'(m}) a leur T'(m},)-

n
étiquette. On sait par le corollaire 2.15 que L%U")(n) est le nombre d’arétes dans la lignée ancestrale
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de l'aréte V,, dans T'(m}) et que L ”)(L (1—=x)]) est le nombre d’arétes dans la lignée ancestrale de
V,, dans T'(m}) ayant une T'(m,,)-étiquette d’au plus |[n(1—z)]. Donc L;U")(n) iy ([n(1—2)])
est égal au nombre d’arétes dans la lignée ancestrale de V,, dans T'(m}) ayant une 7'(m,, )-étiquette
strictement supérieure & [n(1 — x)]. L'idée est de montrer qu’avec grande probabilité il existe une
aréte dans la lignée ancestrale de hauteur au plus 6v/2n et de T'(m,,)-étiquette au plus | (1 — 2)n].

Cet événement est inclus dans {E,(lu)(l) — E%u)(l —z) <4 } puisque les T'(my, )-étiquettes décroissent
le long des branches de T'(m.).
Soit A, une v.a. entiére choisie plus tard, soient

B, =sup{k <V,; X:(k)=A,} et 7, = inf{k > V;,; X (k) <A,}

et notons &, = {X(V,) > A,}. Remarquons que sous ’événement &,, aréte B, est I'ancétre de
Vy, dans T'(mp*) & hauteur A, et que 7, est la premiére aréte dans exploration de T'(m) qui soit
de hauteur inférieure ou égale & A, aprés avoir visité V,,. Notons A4, = o, 1(B,) la T(my)-étiquette
de B,,. Alors sous &,, par le corollaire 2.15 et par le fait que les T'(m,,)-étiquettes sont strictement
décroissantes le long des branches de T'(m.),

Ay =X, (By) = ngUn)(n) - ngU")(An)-

En effet, X} (B,) = L%A")(n) —1et A, > U,. Si on suppose non seulement étre sous &, mais en
plus que A, < [(1 —x)n/, alors

L (n) = LT ((1 = 2)n]) < Ay
D’autre part, sous £, X (Bp) < A, et donc

L (n) = L([(1 = 2)n)) < X5 (Va) < Ay

Ainsi,
P (cﬁ;ﬁ(m LW —g) > 5) (5.10)
<P et Ay > [(1—2)n]) +P ((EC U{4, < |(1=2)n]}) et L) (n) = LT ([(1 = 2)n]) > 6\/%)
(5.11)
<P(&, et A, > (1 —x)n]) +P(A, > 5v2n). (5.12)

Concentrons-nous sur le premier terme. Soit 1 > 0. Supposons que max[|,(1—g)|+1,n] Yn < 7V 2n0. Si
A, > [n(1 —x)], alors Y,(4,) < nv2n. Or

Y. (A,) = X" (n+1— A,) par la remarque 1.11
=X*(n+1-0,"(By)
= X" (03(Bn))
= LB (n) — 1 par (2.1).
Ainsi,

P(E, et Ap > [n(1—x)]) < P(&, et LB (n) < nv/2n+1)+P <[[L My ]]Yn > 17\/2n> . (5.13)
n(l—z)|+1,n

56



Controlons le premier terme. Par définition de B, et 7,, X — A, fait une excursion positive sur
[Br, 7] et croise 0 vers le bas entre les temps 7, — 1 et 7,. Ainsi, par construction du processus de

(Br) fait une excursion négative sur [By,7,]. En effet, en B,, X} monte

marches coalescentes, zZy
B . . L )
de 1 donc Y," descend de 1 donc Z,*L’( ") passe dans les entiers strictement négatifs et donc évolue
) R ) (B ) .
comme —X jusqu’a la fin de I'excursion : Z;;( n) croise axe des abscisses vers le haut entre les

temps 7, — 1 et 7, (un exemple est donné en figure 13).

FIGURE 13 — A gauche, un exemple de marches X} et Y,* formant une marche en tandem W;: € W,,.

A droite, la marche ZZ’(B") associée.
On définit G,, = Z;’(B”)(Tn) et R, (k) = ZZ’(B")(TTL + k) — Gy, pour k > 0. Alors, puisque Z;(Bn)
redevient positive au temps 7,, on a

Gn =Y (1) =Y (mn — 1) et LEB) (1, + k) =1+ #{i € [0,k], Rn(i) = =Gy}

n

En particulier, LZ’(B")(TL) =#{i€[0,n—m7,], R.(i) = -Gy} + 1, ce qui donne

P (5n, LB (n) < nv2n + 1)
< P(gm dj < 77,1/4, #{Z € IIO,H - Tn]]; Rn(i) = _]} < 77\/% et G, = ]) + ]P)(Gn > n1/4)

<P (5717 inf #{ie[0,n—m7]; R.,(i)=—j} < 77\/2n> +P ( max |V, (k) =Y, (k—1)| > n1/4> .
0<j<nt/4 1<k<n

Le deuxiéme terme ci-dessus se majore & I'aide du lien avec la marche W conditionnée & rester dans
le quadrant positif (proposition 3.2) et grace a I'équivalent (3.4) :
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P ( max [Y;7 (k) = Vi (k —1)] > n1/4>

1<k<n n

=P ( max |Y (k) =Y (k—1)| > n'/4
1<k<n

W7ﬂ0ﬂl+>W)CZNQetLVﬁ+1=:0>

< Cn'P ( max |Y (k) =Y (k—1)| > n"*, W([0,n+1]) C N> et W41 = 0)

1<k<n

< Cn'n Z 9=it2 = o'pSo 't = o(1).

j>nl/4

On a donc montré que

P (5n, Ly B (n) <nvan + 1) <P <5n, inf  #{i € [0,n — Tu]; Rn(i) = —j} < W%) +o(1).

0<j<n1/4
(5.14)
Controlons le premier terme. L’idée est de dire que si 7, est un temps d’arrét de W, R, est a un
conditionnement prés une marche aléatoire, donc son temps local en 0 est de 1'ordre de y/n. Soient
g,y >0telsque 0 <2e<y<let A, =X(lyn]). Alors

P <€n, ‘infl/4 #{i € [0,n —71.]; Ru(i) =—35} < 17\/2n> <y+P(r, > (1—2e)n)
O=s=n (5.15)
+2(Vaz o, 1< (=200, inf, (i € 0. lenlls Rai) = i) < V2 )
0<j<n
car P(V,, < yn) < y. De plus, par le choix de A,, ’événement dans le dernier terme ci-dessus est
mesurable par rapport & o ((W;(Lnej + k) = Wi (lnel))o<ken—2(ne| ,Vn). En effet, {V,, > yn} est

Vp-mesurable et sous cet événement, 7, > V,, > yn donc 7, est un temps d’arrét de

(Wa(lne] + &) = Wi([ne ) nej=rz0-

ce qui montre que {7, < (1 — 2¢)n} est bien mesurable par rapport a la sous-tribu voulue. Enfin,
sous les deux événements précédents, 7, > V,, > yn > 2en et 7, < (1 — 2¢)n donc pour tout
i €[0,len]], ne < 7, +1i < n— |en] ce qui procure la mesurabilité désirée par définition de R,.
Notons 7,,, By, et Ry, les v.a. définies comme 7,,, B, et R, mais a partir de W. Alors, par le lemme
3.2,

P <Vn >yn, 7, < (1=2¢)n, inf #{i € [0, |en]]; Ru(i) = —j} < ﬁ\/ﬁ>

0<j<nl/4

= P(Vn >yn, Tn < (1 —2¢)n, inf # {z € [0, len]]; Rn(i) = —j} <nv2n

0<j<nl/4

‘W([[O,n +1)) C N et W,iq = 0)

< C(e)P (vn > yn, Ta < (1=2e)n, inf | #{i € [0, en)]; Fali) = —j} < m/%) ,

0<j<n
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ou l'inégalité est obtenue en appliquant successivement les lemmes 3.4 et 3.5 conditionnellement
a V,. En conditionnant par rapport a V,, et en se placant sous {V,, > yn}, on voit que 7, est un
temps d’arrét de (Wk+[ynj — WLynJ)

k0" Ainsi, par Markov fort, R, est une marche aléatoire de

méme pas que Y. Donc, par la convergence en loi du temps local discret en un petit voisinage de
zéro renormalisé vers le temps local en zéro d’'un mouvement brownien standard B (voir [3]),

1 : . Do . loi 0 loi
T oot # {ielo,len]]; Rali) = —j} = Li(e) =B,

Par conséquent, on peut majorer la probabilité a droite de I'inégalité ci-dessus par
C'(e)(P(IB| < m) + 0,4(1))

ou le petit o dépend de € et de . En combinant cela avec les inégalités (5.12), (5.13), (5.14) et
(5.15), on obtient finalement

P (/,‘5:0(1) — LM —z) > 5) <P(A, >0v2n)+P ([[L (1mfﬁ( , ]]Yn > n\/Qn) +o(1)+y
n(l—x)|+1,n

+P(7, > (1 = 2e)n) + C'(e)(P(IBe] < 1) + 0c,(1)).
Remarquons que
{mn > A —=2e)n}={Vk e[V, +1,[(1 =2e)n] — 1], X (k) > X (lyn])}.

Donc par Portemanteau,

lim sup P (ﬁ%“)(l) - Egl“)(l —x) > 5) <PX[(y)>0)+P ( max ) > n) +y

n—s+00 [1==,1]

HP( i X:zxe*@)+c’<s>P<|Bg|sm.
lpz, (u),1—2¢]

Il est alors facile de voir que

lim sup lim sup lim sup lim sup lim sup P (ﬁfl“)(l) — LMW1 —2z) > 5) =0.

n
y—0 e—0 n—0 z—0 n—+oo
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