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Th�eorie des syst�emes lin�eaires dans les dio��des

R�esum�e

On �etudie les syst�emes lin�eaires sur certaines structures de dio��des (demi-anneaux dont l'addition

est idempotente).

On �etudie tout d'abord les syst�emes d'�equations lin�eaires dans certains dio��des, pour lesquels on

retrouve l'analogue de la th�eorie de Cramer �a condition de se placer dans un dio��de sym�etris�e. On

adapte les algorithmes it�eratifs usuels (Jacobi, Gauss-Seidel). On obtient des r�esultats de dualit�e.

On �etend par ailleurs aux matrices r�eductibles la th�eorie spectrale (max;+).

On �etudie ensuite les syst�emes dynamiques lin�eaires dans ces alg�ebres (repr�esentation par des

op�erateurs �a noyaux ou op�erateurs de convolution, rôle de la transform�ee de Fenchel). On obtient �a

l'aide de r�esultats de sym�etrisation une borne inf�erieure pour la dimension minimale de r�ealisation.

L'on donne ensuite des algorithmes de calcul dans un dio��de de s�eries rationnelles propre �a

repr�esenter les graphes d'�ev�enements temporis�es. On pr�esente MAX, le programme de calcul formel

�ecrit en MAPLE dans lequel on a impl�ement�e ces algorithmes (fonction de transfert, calcul du

taux de production). On consid�ere en�n l'optimisation des ressources. Ce probl�eme conduit �a une

�enum�eration alg�ebrique de contraintes modulo certaines congruences. Une seconde approche formule

ces contraintes en termes de sous-vecteur propre.

Mots cl�es Dio��des, Syst�emes Lin�eaires, Syst�emes �a �ev�enements discrets, Graphes d'�ev�enements

temporis�es, Sym�etrisation

Theory of linear systems over dioids

Abstract

We develop a system theory for linear systems over certain dioid structures (semirings with idem-

potent addition).

We study general systems of linear equations in certain dioids. The introduction of a new

notion of symmetrization results in the linear closure of these algebras: the generic system of n

linear equations with n unknowns admits a unique solution in the symmetrized dioid, given by

Cramer's formulae. We adapt the Jacobi and Gauss-Seidel algorithms to this context. We also

give some duality results. The spectral theory of irreducible (max;+) matrices is extended to the

reducible case.

Later, we consider the associated linear system theory (representation by kernels and convolu-

tions in dioid, use of the Fenchel transform). We obtain a lower bound for minimal realizations in

terms of minors.

We develop some algorithms for an algebra of rational series devoted to timed event graphs.

We present MAX, the program written in MAPLE which implements these algorithms (transfer

series, periodic throughput). Finally, we show that the resource optimization problem reduces to

an algebraic enumeration of constraints modulo some simpli�cation rules. These constraints also

reduce to a sub-eigenvector problem.

Key words Dioids, Linear Systems, Discrete Event Systems, Timed Event Graphs, Symmetriza-

tion.
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Introduction

L'objet de cette th�ese est l'�etude des syst�emes lin�eaires dans les dio��des. Par \syst�emes lin�eaires",

on entend d'une part les syst�emes d'�equations lin�eaires qui s'�ecrivent sous la forme Ax�b = Cx�d
dans certains demi-anneaux dont l'addition est idempotente (dio��des), et d'autre part, au sens de

la \Th�eorie des Syst�emes", les applications u 7! S(u) qui v�eri�ent le principe de lin�earit�e

S(u� v) = S(u)� S(v); S(�u) = �S(u) ;

dans des dio��des convenables. Cela s'applique en particulier aux graphes d'�ev�enements temporis�es,

pour lesquels nous r�ef�erons le lecteur �a [23]. Plus g�en�eralement, on verra que cette lin�earit�e sur une

structure idempotente est propre �a repr�esenter certains ph�enom�enes de saturation et de synchroni-

sation.

Cette th�ese est organis�ee en trois parties. Nous donnons d'abord des r�esultats alg�ebriques relatifs

aux syst�emes d'�equations lin�eaires. La deuxi�eme partie est consacr�ee �a la th�eorie des syst�emes

dynamiques lin�eaires dans les dio��des. La troisi�eme partie, plus appliqu�ee, traite l'alg�ebre e�ective

de certains dio��des de s�eries rationnelles utiles pour l'�etude de ces syst�emes. On �etudie aussi le

probl�eme d'optimisation des ressources.

Un chapitre de pr�eliminaires r�esume les r�esultats utiles de th�eorie des dio��des. Il contient une

grande part de r�esultats d�ej�a connus. Les r�esultats des chapitres suivants (�eventuellement obtenus

en collaboration avec Monsieur Max Plus) sont originaux, �a certaines exceptions pr�es qui sont

signal�ees.

� Le premier chapitre introduit la notion de demi-anneau sym�etris�e et de sym�etrisation d'un

demi-anneau (plongement dans un demi-anneau sym�etris�e). On �etudie les propri�et�es �el�emen-

taires de ces demi-anneaux sym�etris�es et on �etablit certaines identit�es utiles pour la suite.

Le fait essentiel est l'introduction d'une relation dite d'�equilibre, qui permet de remplacer

les �equations dans un demi-anneau par des �equilibres dans un demi-anneau sym�etris�e. La

di�cult�e principale est d'ordre psychologique: la relation d'�equilibre n'est pas transitive. On

pourra �eventuellement lire la motivation du chapitre II avant le chapitre I ou en parall�ele avec

celui ci.

� Le chapitre II met en �evidence une notion de sym�etrisation canonique d'un demi-anneau.

On commence par construire �a la main le dio��de sym�etris�e du dio��de (R[ f�1g;max;+)

(not�e Rmax dans ce qui suit). L'on donne ensuite une construction plus g�en�erale: �etant

donn�e un demi-anneau D, on appelle sym�etrisation r�eguli�ere une sym�etrisation S telle que

la r�esolution des syst�emes d'�equations lin�eaires dans D soit obtenue �a partir de celle des

syst�emes d'�equilibres lin�eaires dans S. On montre sous certaines conditions l'existence d'une

\plus petite" sym�etrisation r�eguli�ere. La �n de ce chapitre est technique, et caract�erise cette

sym�etrisation en termes d'op�erations r�esidu�ees. Dans la suite, on travaillera essentiellement

13
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sur le dio��de sym�etris�e de Rmax, de sorte que ces caract�erisations techniques peuvent être

pass�ees.

� Le chapitre III �etudie les syst�emes d'�equilibres lin�eaires, essentiellement dans le dio��de sym�e-

tris�e de Rmax. On �etudie les questions d'orthogonalit�e et l'on donne des r�esultats analogues,

dans une certaine mesure, �a la th�eorie de Cramer. On g�en�eralise un r�esultat de Gondran et

Minoux relatif aux syst�emes lin�eaires homog�enes carr�es.

� Le chapitre IV �etudie la th�eorie spectrale des matrices r�eductibles. Il s'agit de voir com-

ment les r�esultats de type Perron-Frobenius obtenus par Cohen, Dubois, Quadrat et Viot se

g�en�eralisent au cas non irr�eductible. On montre �a cette occasion deux lemmes relatifs aux

sous et sur vecteurs propres, qui resserviront pour l'optimisation des ressources. On retrouve

comme sous produit de ces lemmes deux in�egalit�es dues �a Friedland relatives au rayon spectral

(usuel) des matrices �a coe�cients positifs ou nuls.

� Avec le chapitre V commence la partie propre �a l'Automatique. On �etablit l'analogue dans les

dio��des de la th�eorie classique des syst�emes dynamiques lin�eaires (di��erentiels ou r�ecurrents).

On met en �evidence une notion de r�eponse impulsionnelle. On caract�erise les syst�emes station-

naires et causaux de mani�ere naturelle. On montre en�n qu'une transform�ee de type Fenchel

joue le rôle de la transform�ee de Laplace classique.

� Le chapitre VI applique la notion de rang mineur mise en �evidence dans l'�etude des syst�emes

lin�eaires au probl�eme de r�ealisation minimale. On obtient de la sorte une borne inf�erieure de

la dimension de r�ealisation minimale, et l'on donne un contre exemple o�u, comme l'on peut

s'y attendre, cette borne est peu pr�ecise.

� Le chapitre VII initie la partie relative aux outils de calcul et aux applications. On se pr�eoccupe

de l'alg�ebre e�ective d'un dio��de de s�eries rationnelles utile pour l'�etude des graphes d'�ev�e-

nements temporis�es. Cohen, Moller, Quadrat et Viot ont montr�e que ces s�eries rationnelles

admettaient des repr�esentations p�eriodiques. On �etudie l'alg�ebre de ces repr�esentations, y

compris d'un point de vue algorithmique. On montre en particulier comment les p�eriodes

sont transform�ees par les op�erations rationnelles. On peut voir cette �etude, et en particulier

les questions de p�eriodicit�e des matrices rationnelles, comme l'�equivalent en termes de s�eries

formelles des r�esultats de cyclicit�e de type Perron-Frobenius obtenus pour des matrices �a

coe�cients dans Rmax par Cohen, Dubois, Quadrat et Viot. On voit en particulier r�eapparâ�tre

le probl�eme diophantien de Frobenius.

� Le chapitre VIII d�ecrit le programme MAX, �ecrit en MAPLE, qui impl�emente l'alg�ebre de

ces s�eries p�eriodiques.

� Le chapitre IX est relatif au probl�eme d'optimisation des ressources. On vise �a calculer

formellement le taux de production d'un syst�eme, le nombre de certaines ressources (ma-

chines, palettes, processeurs) �etant inconnu. On montre comment ce probl�eme peut être trait�e

�a l'aide d'algorithmes classiques d'�enum�eration des circuits. On montre que certaines congru-

ences permettent de simpli�er les calculs interm�ediaires. On donne une application �a un atelier


exible trait�e ant�erieurement par Cohen, Dubois, Quadrat et Viot. On conclut en g�en�eralisant

un algorithme donn�e par Proth et Xie dans un cas particulier. On montre fort simplement que

le probl�eme d'optimisation d'un crit�ere lin�eaire sous une contrainte de taux de production se

r�eduit dans tous les cas �a un probl�eme de programmation lin�eaire. La preuve est fond�ee sur

la notion de sous-vecteur propre �etudi�ee au chapitre V.
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� Une premi�ere annexe applique ces outils �a l'�etude des lignes de production d�eterministes

g�er�ees en \Kanban".

� Une seconde annexe pr�ecise les questions algorithmiques techniques li�ees aux polynômes et

aux s�eries p�eriodiques trait�es dans les Chapitres VII et IX. Cette annexe donne une id�ee �d�ele

des algorithmes impl�ement�es dans MAX.
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Notations

#I cardinal d'un ensemble I

S(I) groupe des permutations de I

Sn groupe des permutations de f1; : : : ; ng
sgn(�) signature d'une permutation �

cof ijA cofacteur d'indice (i; j) de A

Aadj transpos�ee de la matrice des cofacteurs de A

f �I f restreinte �a l'ensemble de d�epart I

Id application ou matrice identit�e

u somme directe de matrices (Au B = [A
"
"
B
])

GL(E) groupe lin�eaire d'un demi-module E

vecthfii demi-module engendr�e par une famille de vecteurs ffig
wM(p) poids du chemin p dans le graphe valu�e par la matrice M

� �equivalence logarithmique

�(A) rayon spectral de la matrice A (usuel ou dans les dio��des suivant le contexte)

�max;�(A) rayon spectral de la matrice A dans le dio��de R+
max;�

Rmax dio��de des r�eels, munis du max et du +.

B dio��de des bool�eiens, i.e. B = f"; eg
Rmin dio��de des r�eels, munis du min et du +.

R+
max;� dio��de des r�eels positifs ou nuls, munis du max et du produit usuel.

Nppcm dio��de des naturels, muni du ppcm et du produit

SD demi-anneau sym�etris�e de D
S�D ensemble des �el�ements positifs de SD
S�	D ensemble des �el�ements sign�es de S
S_ ensemble des �el�ements substituables d'un demi-anneau sym�etris�e S.
Smax dio��de sym�etris�e de Rmax

Smax;� dio��de sym�etris�e de R+
max;�

� �(a) = fx 2 S j x r ag
	 	(a) = f(p; q) 2 S2 j p r qxg
� ordre naturel d'un dio��de (a � b, a� b = b)

� moins r�esidu�e: a� b = minfx j x� b � ag
n quotient �a gauche: anb = maxfx j ax � bg
= quotient �a droite

f" r�esidu�ee de f : f"(y) = maxfx j f(x) � yg
f# r�esidu�ee duale de f

Res"(E; F ) ensemble des applications r�esiduables de E dans F

Res#(E; F ) ensemble des applications dualement r�esiduables de E dans F

a� �etoile de Kleene (a� = Id � a� a2 � : : :)
a+ a+ = aa� = a� a2 � a3 � : : :
� op�erateur de d�ecalage sur les dates


 op�erateur de d�ecalage sur les num�eros

B [[
; �]] dio��de des s�eries formelles commutatives �a coe�cients bool�eiens

d'ind�etermin�ees 
 et �

Min
ax[[
; �]] dio��de quotient de B [[
; �]] v�eri�ant 
n � 
n0 = 
min(n;n0); �t � �t0 = �max(t;t0)

� pente minimale: �(
L

i 

ni�ti) = inf i

ni
ti

�1 pente ultime: �1(p� q(
��� )�) = �
�
(p; q polynômes)
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t (n; t)t (n0; t0) =
�
(ppcm(n; n0); ppcm(t; t0)) si �(n; t) = �(n0; t0)

(n; t) si �(n; t) < �(n0; t0)
u comme t mais avec des pgcd.

conv(A) convexi��e d'une partie A

convP(R2) dio��de des parties convexes de R2

convPc(R2) dio��de des parties convexes compactes de R2

P�nies(A) ensemble des parties �nies d'un ensemble A

�?A fonction support d'une partie A (�?A(p) = supx2Ahp; xi)
intA int�erieur d'une partie A

Matrices extraites

Soit A une matrice n � p, I = (i1; i2; : : : ; ik) un k-uplet d'�el�ements de f1; : : : ; ng, J = (j1; : : : ; jr)

un r-uplet d'�el�ements de f1; : : : ; pg. On note A[I jJ ] la matrice form�ees des lignes i1; : : : ; ik et des

colonnes j1; : : : ; jr de A. Dans le cas o�u r = p, on notera sans ambigu��t�e A[I j. Lorsque I et J sont

des ensembles, A[I jJ ] d�esigne la matrice form�ee par les lignes d'indice i 2 I et les colonnes j 2 J
rang�ees par ordre croissant. On notera A[I jJ) la matrice form�ee des colonnes n'appartenant pas �a

J . Par exemple, soit

A =

2
64 1 2

7 0

3 5

3
75 :

On a

A[2j12] =
h
7 0

i
; A[13j2) =

"
1

3

#
:
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Chapitre 0

Pr�eliminaires

Introduction

Ce chapitre passe en revue la th�eorie alg�ebrique de base des dio��des. Les r�esultats pr�esent�es sont

classiques, �a l'exception des questions d'inversibilit�e d'applications lin�eaires et de quelques ra�ne-

ments sur les familles g�en�eratrices minimales. L'id�ee qui est �a l'�uvre dans cette th�eorie est qu'�a

la di��erence des demi-anneaux g�en�eraux, les dio��des peuvent être munis d'une structure ordonn�ee

canonique. Il devient alors possible (i): d' �etudier les in�equations de type

x � ax� b (0:0:a)

�a l'aide de techniques de point �xe, et (ii): d'�etudier les in�equations de type

x� a � b; (0:0:b)

ax � b (0:0:c)

�a l'aide de la th�eorie de la r�esiduation. L'�etude des in�equations de type (i) est l'un des plus anciens

r�esultats connus sur ces structures [47]. L'op�eration \�" (�etoile de Kleene) est introduite �a cette

occasion, ainsi que la notion de rationalit�e. L'interpr�etation de l'�etoile en termes d'alg�ebre de

chemins est bri�evement rappel�ee. Elle jouera un rôle central dans la derni�ere partie (optimisation

des ressources). L'�etude des in�equations de type (ii) est une application assez directe de la th�eorie

de la r�esiduation, dite aussi th�eorie des correspondances de Galois dans les structures ordonn�ees. On

applique cette th�eorie au cas des dio��des, d�e�nissant les op�erations r�esidu�ees des lois de structure,

i.e. les di��erences et quotients r�esidu�es, dont on �etablit le formulaire. Ce formulaire est obtenu

en sp�ecialisant la th�eorie des demi-groupes r�esidu�es g�en�eraux, qui remonte �a Dubreil [30]. Nous

ferons dans la suite un usage constant de ces outils (�etoile et op�erations r�esidu�ees). Signalons en�n

que ces techniques permettent de r�esoudre �a peu pr�es exclusivement les �equations et in�equations

de type (0.0.a), (0.0.b) ou (0.0.c) (ainsi que leur duales). L'�etude des �equations g�en�erales du type

ax � b = cx � d requiert une th�eorie de la sym�etrisation qui sera d�evelopp�ee dans les chapitres

suivants.

1 Demi-anneaux et dio��des

1.0.1 D�e�nition (demi-anneau) On appelle demi-anneau un ensemble D muni d'une loi asso-

ciative (not�ee additivement \�"), commutative, d'�el�ement neutre ", et d'une loi associative (not�ee

multiplicativement \
"), d'�el�ement neutre e, telles que:

21
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(i) 8a; b; c 2 D, (a� b)
 c = (a
 c) � (b
 c)
(ii) 8a; b; c 2 D, c
 (a� b) = (c
 a) � (c
 b)
(iii) 8a 2 D; a
 " = " 
 a = ".

Si en outre � v�eri�e

a� a = a (1:0:a)

alors D est dit demi-anneau idempotent, ou dio��de. Si (Dnf"g;
) est un groupe, on quali�e (D;�;
)
de demi-corps. Un demi-corps dont l'addition v�eri�e (1.0.a) sera dit idempotent. Un demi-anneau

ou demi-corps sera dit commutatif lorsque le produit est commutatif. Un demi-anneau tel que

(a 6= " et ax = ay) =) x = y

(a 6= " et xa = ya) =) x = y
(1:0:b)

(i.e. les homoth�eties �a gauche et �a droite sont injectives) sera dit int�egre. On notera ordinairement

le produit a
 b par a:b ou ab.

1.0.2 Exemple (dio��de des bool�eiens) L'ensemble B := f"; eg, muni des lois � et 
 d�e�nies ci

dessous est un dio��de commutatif, dit dio��de des bool�eiens.

� " e

" " e

e e e


 " e

" " "

e " e

On notera que tout dio��de admet B comme sous-dio��de.

1.0.3 Exemple (alg�ebre (max;+)) L'ensemble R[ f�1g, muni du max (not�e additivement)

et de l'addition usuelle (not�e multiplicativement) est un demi-corps idempotent (on convient que

x+ (�1) = x pour tout x). On a dans cette structure 1
 1 = 2, 1
 0 = 1, 2� 3 = 3. On notera

Rmax ce demi-corps idempotent, traditionnellement1 appel�e \alg�ebre (max;+)".

1.0.4 Exemple (alg�ebre (min;+)) L'ensemble R[ f+1g, muni du min (not�e additivement) et

de l'addition usuelle (not�e multiplicativement) est un demi-corps idempotent, isomorphe �a Rmax,

que l'on notera Rmin.

1.0.5 Exemple (dio��de des parties de R) L'ensemble des parties de R, muni de l'union et de

la somme vectorielle est un dio��de.

1.0.6 Exemple (dio��de libre et dio��de des langages) Rappelons qu'�etant donn�e un ensemble

de k lettres A = fa1; : : : ; akg (alphabet), le mono��de libre form�e sur A est l'ensemble des mots

form�es d'un nombre �ni de lettres de A, y compris le mot vide not�e \ ", muni du produit de

concat�enation not�e \.". Etant donn�ees deux parties X; Y de A� (deux langages), on d�e�nit le

produit X:Y := fx:y j (x; y) 2 X � Y g. On a les deux dio��des suivants:

1/ (P�nies(A�);[; :), dio��de des langages �nis (parties �nies de A�) form�es sur l'alphabet A,
1le terme \alg�ebre est �a prendre au sens g�en�eral (un ensemble muni d'une famille d'op�erations [9]), et n'a rien �a

voir avec les alg�ebres au sens usuel [12]
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2/ (P(A�);[; :), dio��de des langages quelconques form�es sur l'alphabet A.

Le dio��de P(A�) admet ; pour z�ero et f g pour unit�e. Il a P�nies(A�) pour sous-dio��de. On posera

�i := faig. L'int�erêt de P�nies(A�) est d'être une r�ealisation du dio��de libre engendr�e par �1; : : : ; �k.

Pr�ecis�ement, on a la propri�et�e universelle suivante:

1.0.7 Proposition Pour tout dio��de D et tout k-uplet (x1; : : : ; xk) 2 Dk, il existe un unique mor-

phisme de dio��de � : P�nies(A�)! D, tel que pour tout i 2 f1; : : : ; kg, �(�i) = xi.

Preuve de 1.0.7. � est n�ecessairement donn�e par

�(f g) = e

�(fai1 : : : aikg) = �(fai1g) : : :�(faikg) = �(�i1) : : :�(�ik) = xi1 : : : xik

�(fw1; : : : ; wrg) = �(fw1g)� : : :�(fwrg) (1.0.c)

ce qui d�e�nit bien un morphisme de dio��de. �

1.0.8 Exemple (Dio��de des s�eries formelles, dio��de des polynômes) Soient A un alphabet

comme ci-dessus et D un dio��de. On appelle dio��de des s�eries formelles �a coe�cients dans D en

les ind�etermin�ees non commutatives ai l'ensemble des applications s du mono��de libre A� dans D,
muni des deux lois suivantes:

(s� s0)(w) := s(w)� s0(w); (s
 s0)(w) :=
M

w1w2=w

s(w1)
 s(w2) :

On notera DhhAii ce dio��de. En identi�ant ai et l'application �ai : �ai(w) = e si w = ai et " sinon,

on �ecrit formellement

s =
M
w2A�

s(w)w :

On appelle polynôme une s�eries s telles que s(w) = " sauf peut-être pour un nombre �ni de mots.

L'ensemble des polynômes forme un sous-dio��de de DhhAii, que l'on notera DhAi. On observe que le

dio��de des polynômes �a coe�cients bool�eiens BhAi v�eri�e la propri�et�e universelle 1.0.7 avec �i = ai.

Il est donc isomorphe �a (P�nies(A�);[; :) d�e�ni en 1.0.6. L'isomorphisme n'est autre que l'application

support:

(BhAi;�;
) ! (P�nies(A�);[; :); s 7! supps := fw 2 A j s(w) 6= "g :
Si l'on remplace A� par le mono��de commutatif libre engendr�e par A, on obtient les dio��des des

polynômes et s�eries �a ind�etermin�ees commutatives, que l'on notera respectivement D[A] et D[[A]].

1.0.9 Exemple (Npgcd;Nppcm) L'ensemble N� [ f1g, muni du pgcd et du produit est un demi-

anneau idempotent (on convient que pgcd(x;1) = x et x:1 =1). On noteraNpgcd cette structure.

Si l'on consid�ere les deux lois ppcm et �, il faut adjoindre �a N� un �el�ement " v�eri�ant "� x = " et

"� x = x (et qui n'est donc ni 0 ni 1), pour obtenir un dio��de. On notera Nppcm cette structure.

1.0.10 Exemple (parties convexes de R2) On consid�ere l'ensemble des parties convexes de R2,

muni des deux op�erations suivantes:

A�B = conv(A [B)
A
B = A+B (somme vectorielle),
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o�u conv(U) d�esigne l'enveloppe convexe d'une partie U . On pr�etend qu'il s'agit d'un dio��de. La

seule propri�et�e non triviale �a v�eri�er est la distributivit�e, i.e.:

conv(A[ B) + C = conv[(A+ C)[ (B + C)] : (1:0:d)

Commen�cons par noter le fait suivant:

V convexe ) pour toute partie U , conv(U + V ) = conv(U) + V : (1:0:e)

En e�et, conv(U) + V est un convexe contenant U + V , donc conv(U) + V � conv(U + V ).

Inversement, tout �el�ement w de conv(U) + V s'�ecrit w =
Pn

i=1 �iui + v avec �i � 0;
Pn

i=1 �i =

1; ui 2 U; v 2 V , d'o�u w =
Pn

i=1 �i(ui + v) 2 conv(U + V ), ce qui montre (1.0.e). On a donc

conv(A [ B) + C = conv((A [ B) + C) = conv((A + C) [ (B + C)), d'o�u (1.0.d). On notera

convP(R2) le dio��de des convexes de R2.

1.0.11 Exemple (convexes compacts) L'ensemble des convexes compacts de R2 forme un sous-

dio��de de convP(R2), que l'on notera convPc(R2). Le dio��de convPc(R2) est int�egre. Soit en e�et

l'application support d�e�nie par

�?A(p) = sup
x2A
hp; xi pour p 2 R2

qui, par compacit�e de A, est �nie. On a �?A+B = �?A + �?B (v�eri�cation imm�ediate), et l'on rappelle

que les convexes ferm�es sont caract�eris�es par leur support. Si A + B = C, B est l'unique convexe

de fonction support �?B = �?C � �?A. Il s'ensuit donc que l'application B 7! A + B est injective, et

donc que convPc(R2) est int�egre.

1.0.12 Exemple (Dio��de des relations) Soit E un ensemble et R(E) l'ensemble des relations

sur E. R(E), muni des deux lois suivantes:

R�R0 : x (R� R0) y ssi x R y ou x R0 y;

R
 R0 : x (R
 R0) y ssi 9z 2 E x R z et z R0 y

est un dio��de.

1.0.13 Avertissement La traduction anglaise de demi-anneau (resp. demi-corps) est \semiring"

(resp. \semi�eld").

1.0.14 Note historique Kuntzmann ainsi que Gondran & Minoux [47], �a qui le terme \dio��de"

doit sa fortune, appellent en r�ealit�e dio��des les demi-anneaux g�en�eraux. A la suite de Cohen, Dubois,

Quadrat et Viot [17], nous pr�ef�erons r�eserver le terme de dio��de aux demi-anneaux v�eri�ant a�a = a,

tout d'abord pour ne pas faire double emploi avec le terme \demi-anneau" ou \semiring", et ensuite

parce que l'idempotence permet d'ordonner les dio��des et produit une th�eorie sp�eci�que plus riche

que celle des demi-anneaux.

2 Dio��des et structures ordonn�ees

2.1 L'ordre naturel d'un dio��de

Dans un dio��de (D;�;
), on d�e�nit la relation d'ordre naturelle � par:

a � b, a� b = b : (2:1:a)
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Cette relation d'ordre est compatible avec les lois de structure de D, i.e.:

a � b) a� c � b� c
a � b) ac � bc :

(D;�) est ainsi un demi-treillis dans lequel la borne-sup est donn�ee par � (a� b est le plus petit
majorant de a; b), o�u " est le plus petit �el�ement.

2.1.1 Exemple Dans Rmax (cf. 1.0.3), la relation � co��ncide avec l'ordre coutumier. Dans Rmin

(cf. 1.0.4), on a x � y ssi min(x; y) = y, et donc � est l'ordre dual de l'ordre usuel (par exemple,

2 � 3).

2.1.2 Remarque Les deux propri�et�es 1.0.1,(i) et (ii) expriment que (D;
) est un demi-groupe

demi-r�eticul�e.

2.1.3 D�e�nition (Ensemble ordonn�e complet) On dit que l'ensemble ordonn�e (D;�) est com-

plet si toute partie A de D admet une borne-sup, que l'on notera indi��eremment

_
A ou

_
a2A

a :

Lorsque (D;_;^) est un treillis, on dira que D est un treillis complet lorsque toute partie admettra

une borne-sup et une borne-inf.

On notera > =
WD le plus grand �el�ement de D.

Lorsque qu'il s'agit de l'ordre naturel d'un dio��de, on notera la borne-sup
L

au lieu de
W
.

2.1.4 D�e�nition (ensembles descendants, id�eaux, �ltres) On dira que l'ensemble S � D est

descendant2 si x 2 S et y � x entrâ�nent y 2 S. Si en outre, pour tous a; b 2 S, a� b 2 S, on dira

que S est un id�eal. Si S est un id�eal pour l'ordre dual, on dira que S est un �ltre.

Etant donn�e une partie P , on notera

#(P ) = fx 2 D j 9p 2 P; x � pg =
[
p2P

#(fpg) :

Il s'agit du plus petit ensemble descendant contenant P . Les ensembles descendants de D, muni de
l'union et de l'intersection forment clairement un treillis complet.

2.1.5 Treillis des id�eaux L'ensemble des id�eaux, muni des deux lois

I ^ J = I \ J; I _ J =
\

K id�eal, K�I;J

K ; (2:1:b)

est un treillis complet. On note que pour x 2 D, #(fxg) est un id�eal. Les id�eaux de cette forme

seront appel�es principaux. On les notera plus simplement #(x).
2le terme anglais est \lower set", cf. [43]
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2.1.6 D�e�nition (Dio��de complet) Le dio��de D est complet s'il est complet en tant qu'ensemble

ordonn�e par (2.1.a) et s'il v�eri�e les deux propri�et�es suivantes, dites de \distributivit�e in�nie":

8A � D; 8b 2 D;
(
L

a2A a)b =
L

a2A ab

b(
L

a2A a) =
L

a2A ba :

Il en r�esulte imm�ediatement que

(
M
a2A

a)(
M
b2B

b) =
M

(a;b)2A�B

ab : (2:1:c)

2.1.7 Exemple (dio��de compl�et�e de Rmax) R[f�1g, muni du max et du +, avec la convention

(+1) + (�1) = �1, est un dio��de complet que l'on notera Rmax.

2.1.8 Exemple L'ensemble des applications de R dans R[ f�1g, muni du max point par point

et du produit de sup-convolution d�e�ni par:

(f 
 g)(t) = sup
x2R

[f(t� x) + g(x)]

(avec (+1) + (�1) = �1) est un dio��de complet que l'on notera R
R

max. L'�el�ement neutre pour le

produit est la fonction e donn�ee par e(t) = �1 si t 6= 0 et e(0) = 0.

2.1.9 Exemple (ordre des relations) Pour le dio��de R(E) des relations sur E d�e�ni en 1.0.12,

on a R � R0 ssi xRy entrâ�ne xR0y, i.e. ssi R est plus �ne que R0.

2.1.10 Remarque Un demi-corps idempotent non trivial n'a pas de plus grand �el�ement, et en

particulier n'est pas complet. Soit en e�et 1 plus grand �el�ement d'un demi-corps idempotent D.
On a 1:1 � 1:e =1, et en simpli�ant 1 = e. Ainsi, tout x non nul v�eri�e

x � e (2:1:d)

D'o�u en passant aux inverses x�1 � e. L'autre in�egalit�e s'obtient en appliquant (2.1.d) �a x�1, d'o�u

x = e et D = f"; eg.

2.1.11 Int�egration idempotente de Maslov On notera, �a la suite de Maslov [67],

	
Z
i2I
ai :=

M
i2I

ai

par analogie avec l'int�egrale usuelle. On a en particulier la r�egle de Fubini:

	
Z
[k2Ifkg�J(k)

aij = 	
Z
i2I
	
Z
j2J(i)

aij

qui n'est autre que l'associativit�e de la borne sup. L'in�nie distributivit�e du produit se r�e�ecrit

c

�
	
Z
i2I
ai

�
= 	
Z
i2I
c
 ai :
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2.2 Inf-dio��des

2.2.1 D�e�nition Le dio��de D est un inf-dio��de si pour tous �el�ements a; b 2 D, a et b admettent

une borne-inf pour l'ordre naturel (not�ee a ^ b).

En d'autres termes, l'ensemble ordonn�e sous jacent �a un inf-dio��de est un treillis. Les deux faits

suivants sont bien classiques:

2.2.2 Proposition Un demi-corps idempotent est un inf-dio��de.

Preuve On v�eri�e en e�et que la borne-inf est donn�ee par a ^ b = b(a� b)�1a. �

2.2.3 Proposition Un dio��de complet est un inf-dio��de.

Preuve La loi ^, donn�ee par

a ^ b =
_
fx j x � a et x � bg;

fait alors de (D;_;^) un treillis complet. �

2.2.4 Exemple Le dio��de B [X ] des polynômes �a coe�cients bool�eiens en une ind�etermin�ee X

est un exemple d'inf-dio��de qui n'est ni complet (consid�erer
L

k2NX
k 62 B [X ]), ni un demi-corps

idempotent (par exemple, (e�X)(e�X2) = (e �X)(e�X �X2), ce qui montre que le produit

n'est pas simpli�able).

2.2.5 Remarque Dans le cas d'un demi-corps idempotent, on a en outre (cf. [30, 8]) que la borne-

inf distribue par rapport au produit:

(a ^ b)c = ac ^ bc; c(a^ b) = ca^ cb : (2:2:a)

Le groupe (D n f"g;
) est donc r�eticul�e.

2.2.6 Note Nous avons choisi le terme \inf-dio��de" plutôt que \dio��de r�eticul�e", car on n'exige pas

que la borne-inf distribue par rapport au produit, ce qui est le cas dans un \demi-groupe r�eticul�e".

2.2.7 Note Le lecteur pourrait se demander pourquoi ci-dessus et dans la suite, on consid�ere des

dio��des non complets, ce qui oblige �a introduire la classe des inf-dio��des et complique l�eg�erement le

discours. Il est en fait essentiel pour les d�eveloppements alg�ebriques ult�erieurs de prendre en compte

des dio��des non complets (typiquement des demi-corps). En particulier, les r�esultats de sym�etrisation

exigent que la structure multiplicative soit \presque" un groupe, ce qui est incompatible avec la

compl�etion.

2.3 Continuit�e

2.3.1 D�e�nition (Fonctions croissantes continues) Soit f une application croissante (E;�)
! (F;�). f est continue si pour toute partie X � E admettant une borne-sup, on a:

f(
_
x2X

x) =
_
x2X

f(x) (2:3:a)
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Pour une application croissante, il est trivial que f(
W
x2X x) �

W
x2X f(x). Ainsi, (2.3.a) est

�equivalente �a:

f(
_
x2X

x) �
_
x2X

f(x) : (2:3:b)

2.3.2 Remarque Pour une fonction croissante R! R, la continuit�e au sens de 2.3.1 n'est autre

que la semi-continuit�e inf�erieure usuelle. En e�et, pour f croissante, on a

lim inf
x!x0

f(x) = sup
x�x0

f(x)

et donc (2.3.b) est �equivalent �a f(x0) � lim infx!x0 f(x).

2.3.3 Remarque Dans [43], on examine sous quelles conditions la notion de continuit�e 2.3.1 rel�eve

d'une topologie, dite topologie de Scott.

2.3.4 Remarque Les lois de structure d'un dio��de complet sont continues. En e�et, la condition

d'in�nie distributivit�e (2.1.c) n'est rien d'autre que la continuit�e du produit. La somme dans un

dio��de complet est trivialement continue.

2.3.5 Exemple (Dio��de complet libre �a k g�en�erateurs) Le dio��de des langages (P(A�);[; :)
sur un alphabet A = fa1; : : : ; akg (cf. 1.0.6) est le dio��de complet libre �a k g�en�erateurs �1 =

fa1g; : : : ; �k = fakg, i.e. l'unique dio��de complet (�a un isomorphisme continu pr�es) tel que pour tout

dio��de complet D0 et tout k-uplet (x1; : : : ; xk), on ait un unique morphisme continu � : P(A�)! D0
avec �(�i) = xi. La preuve est analogue �a celle de 1.0.7 en remarquant que � est d�e�ni par continuit�e

de mani�ere unique pour les langages in�nis.

2.3.6 Remarque Le dio��de des s�eries formelles �a coe�cients bool�eiens BhhAii d�e�ni en 1.0.8 v�eri�e

la propri�et�e universelle caract�eristique du dio��de complet libre �enonc�ee ci-dessus. Il est donc iso-

morphe �a (P(A�);[; :), l'isomorphisme �etant l'application support (cf. 1.0.8).

3 Modulo��des

3.1 G�en�eralit�es

3.1.1 D�e�nition (Demi-module, modulo��de) Soit D un demi-anneau. On appelle demi-mo-

dule (�a gauche) sur D un demi-groupe additif (V;�) muni d'une loi de composition externe \."

D � V ! V v�eri�ant:

(i) (��):u = �:(�:u)

(ii) (�� �):u = �:u� �:u
(iii) �:(u� v) = �:u� �:v
(iv) "D:u = "V

(v) e:u = u .

Un demi-module sur un dio��de est appel�e modulo��de.



3. Modulo��des 29

On notera comme de coutume �u pour �:u. On observe que (iv) entrâ�ne �:"V = �"D:u = "D:u = "V ,

pour tout � 2 D.

3.1.2 Proposition L'addition d'un modulo��de est idempotente.

Preuve u� u = eu � eu = (e� e)u = eu = u �

On peut donc ordonner canoniquement un modulo��de par u � v , u�v = v. Un modulo��de est dit

complet si l'ensemble ordonn�e sous-jacent est complet et si en outre les propri�et�es de distributivit�e

(ii) et (iii) s'�etendent aux sommes in�nies.

3.1.3 Remarque La condition de distributivit�e in�nie est �equivalente �a

D � V ! V; (�; u) 7! �u continue.

3.1.4 D�e�nition (Application Lin�eaire) Soient V; V 0 deux D-demi-modules, et f : V ! V 0.

L'application f est dite lin�eaire �a gauche si

(i) f(u� v) = f(u)� f(v),
(ii) f(�u) = �f(u).

On notera L(V; V 0) l'ensemble de ces applications.

Une application lin�eaire v�eri�e donc

f(") = " ;

comme il r�esulte de (ii) avec � = " et u quelconque. L'ensemble des applications lin�eaires d'un

modulo��de V dans lui même, muni de la somme et du produit de composition est un dio��de. On le

notera L(V ). Si V est un modulo��de complet, l'ensemble des applications lin�eaires continues de V

dans V est lui même un dio��de complet. On le notera L(V ).

3.1.5 Exemple (Fonctions r�eelles) L'ensemble des fonctions de Rdans R[f�1g, muni du max

point par point et de la loi de composition externe Rmax� V ! V d�e�nie par 8t 2 R; (�u)(t) =

�+ u(t) est un modulo��de sur Rmax. On le notera RRmax.

3.1.6 Exemple (Applications croissantes) L'ensemble des applications croissantes de R dans

R[ f�1g est un sous-modulo��de de RRmax.

3.1.7 Exemple (Fonctions concaves scs) L'ensemble des fonctions concaves de R dans R est

un sous-modulo��de complet de R
R

min (l'inf de fonctions concaves est concaves, idem pour les fonctions

scs).

3.1.8 Familles g�en�eratrices, familles libres, bases Etant donn�ee une famille fuigi2I de vec-

teurs d'un D-modulo��de V , on notera vecthuiii2I le modulo��de des vecteurs combinaisons lin�eaires

d'un nombre �ni de ui. Si vecthuiii2I = V , la famille est dite g�en�eratrice. Un modulo��de est dit

de type �ni s'il admet une famille g�en�eratrice �nie. Si un vecteur v 2 vecthuii s'�ecrit de mani�ere

unique comme
P

i �iui, la famille est dite libre. Une famille libre et g�en�eratrice est une base.
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3.1.9 Contre exemple (Moller, [72]). Voici un sous modulo��de de R2
max qui n'est pas de type �ni:

M = f(x; y) j x � yg [ f("; ")g :

3.1.10 Contre exemple Soit le sous modulo��de de B2

V = vecthu1; u2i o�u u1 =

"
e

e

#
; u2 =

"
e

"

#
:

La famille fu1; u2g est g�en�eratrice minimale (i.e. toute sous famille stricte engendre un sous mod-

ulo��de strict). Cependant, on a eu1 � eu2 = eu1, ce qui montre que la famille fu1; u2g n'est pas
libre.

Cet exemple sugg�ere que l'existence de bases est un ph�enom�ene \rare" dans les modulo��des. Cette

raret�e sera pr�ecis�ee ult�erieurement par l'�etude des matrices inversibles (cf. x6).

3.2 Familles g�en�eratrices minimales

3.2.1 D�e�nition (Redondance) Le vecteur uj de la famille fuigi2I est dit redondant si

uj 2 vecthuiii6=j :

Une famille dont un vecteur est redondant est dite redondante.

3.2.2 D�e�nition (Base faible) On appelle base faible de V une famille g�en�eratrice minimale.

Il est clair qu'une famille g�en�eratrice est minimale ssi elle est non redondante. En outre, �etant

donn�e une famille g�en�eratrice �nie, on obtient une famille g�en�eratrice minimale apr�es suppression

�eventuelle de vecteurs redondants. En r�esum�e:

3.2.3 Observation Tout modulo��de de type �ni admet une famille g�en�eratrice minimale.

On peut calculer cette famille g�en�eratrice minimale pour peu que l'on sache d�eterminer les vecteurs

redondants. Nous aurons besoin pour cela de certains r�esultats de r�esiduation, et nous reportons

l'�etude �a la section x5.5 de ce chapitre.

4 Equations implicites lin�eaires dans les dio��des complets

4.1 G�en�eralit�es

Dans les dio��des complets, les �equations lin�eaires du type x = ax� b se r�esolvent trivialement:

4.1.1 Proposition L'in�equation x � ax�b dans un dio��de complet admet une plus petite solution,

�egale �a a�b, o�u a� est d�e�nie par:

a� =
M
n2N

an :

En outre, x = a�b r�ealise l'�egalit�e dans x � ax� b.
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Preuve On a par une induction imm�ediate

x � (e� a � : : :� an)b� an+1x; (4:1:a)

d'o�u x � (e�a�: : :�an)b pour tout n, d'o�u x � a�b. L'�egalit�e r�esulte de la propri�et�e de distributivit�e
in�nie 2.1.6. �

4.1.2 Application L'ensemble des endomorphismes continus d'un modulo��de complet V , muni de

la somme et du produit forme un dio��de complet. Soit f 2 L(V ). La plus petite solution de

g � f�g � Id

est donn�ee par g = f�

4.1.3 G�en�eralisation Soit f un endomorphisme continu d'un modulo��de complet V . Le plus petit

vecteur x 2 V solution de x � f(x)� b est donn�e par x = f�(b) et satisfait l'�egalit�e.

4.1.4 Exemple Soit f(x) := axb. Il r�esulte imm�ediatement de 4.1.2 que la plus petite solution de

x � axb� c est donn�ee par x = a�cb� = f�(c).

4.1.5 Notation L'op�eration \plus" d�eriv�ee de l'�etoile sera utile:

a+ := a� a2 � : : :� an � : : := aa� = a�a : (4:1:b)

On a

e� a+ = a� : (4:1:c)

Nous �etablissons ci-apr�es les propri�et�es de base des op�erations �etoile et plus.

4.1.6 Proposition Dans un dio��de complet D, on a:

(i) (a�)� = a�,

(ii) (a+)� = a�,

(iii) (a� b)� = (a�b)�a�,

(iv) (a� b)� = b�(ab�)�,

(v) a� = a�a�.

(vi) (ab�)+ = a(a� b)�
(vii) (ab�)� = e� a(a� b)�

En outre, lorsque D est commutatif:

(viii) (a� b)� = a�b�

Preuve (i).x � ax� e entrâ�ne x � a(ax� e)� e � a2x� e et plus g�en�eralement x � anx� e, soit
en sommant x � a�x � e. On en d�eduit que la plus petite solution de x � ax� e, i.e. a�, est plus
grande que la plus petite solution de x � a�x� e, i.e. (a�)�. Par ailleurs, trivialement, a� � (a�)�,

d'o�u l'�egalit�e.
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(ii): a� � (a+)� � (a�)� = a� (par (i)).

(iii),(iv): par 4.1.1, les propositions suivantes sont �equivalentes:

x � (a� b)�
x � ax� bx� e
x � a�bx� a�
x � (a�b)�a� :

La formule (iii) en r�esulte. (iv) s'obtient dualement en rempla�cant ax � bx par xa � xb dans la

preuve ci-dessus.

(v): par (iii), a� = (a� a)� = (aa�)�a� = (a+)�a� = a�a� (par (ii)).

(vi) Via (iv), a(a� b)� = ab�(ab�)� = (ab�)+.

(vii): r�esulte de (vi) et de la formule (4.1.c) ci-dessus.

(viii): On a alors pour k � 1: (a�b)k = (a�)kbk = a�bk (par (v)). D'o�u (a � b)� = (a�b)�a� =

(e�Lk�1 a
�bk)a� = a� �Lk�1 a

�bk = a�b�. �

4.1.7 Exemple Dans Rmax, on a a� = +1 si a > 0 et a� = 0 sinon.

4.1.8 Exemple Dans le dio��de des relations d�e�ni en 1.0.12, on a R� = e�R�R2� : : :. Il s'agit de
la fermeture r�e
exive transitive de R (i.e. la plus �ne relation r�e
exive et transitive plus grossi�ere

que R).

4.1.9 Exemple Soit A un alphabet, et l 2 A. Dans P(A�), on a flg� = f ; l; ll; lll; : : :g. On
observera que la notation A� pour le mono��de libre form�e sur A est consistante (on a A� = f g [
A[A:A[ : : :). A� s'interpr�ete comme l'ensemble des mots form�es sur A, et A+ comme l'ensemble

des mots de longueur au moins 1.

4.2 Equations implicites matricielles et interpr�etation combinatoire

La Proposition 4.1.1 s'�etend au cas matriciel (A 2 Dn�n et b 2 Dn�p). Classiquement, le calcul des

�etoiles de matrices se r�eduit aux calcul d'�etoiles de scalaires via une �elimination de Gauss. On a

par exemple l'algorithme suivant, fort simple (cf. Backhouse & Carre [4], Gondran & Minoux [47]):

4.2.1 Algorithme (de Jordan) Soit A une matrice n� n �a coe�cients dans un dio��de complet,

et A(0); : : : ; A(n) les matrices d�e�nies par:

A(0) = A

pour i; j = 1; : : : ; n A
(k)
ij = A

(k�1)
ij �A(k�1)

ik (A
(k�1)
kk )�A

(k�1)
kj : (4.2.a)

On a A(n) = A+.

Le terme A
(k�1)
kk sera quali��e de k-i�eme pivot par analogie avec l'algorithme de Gauss usuel.

Preuve Soient aij n
2 lettres. Nous introduisons la matrice g�en�erique

A : Aij = aij :

Il su�t de montrer le r�esultat pour la matrice g�en�erique en raisonnant dans le dio��de complet libre

Bhhaijii engendr�e par les lettres aij . (cf. 2.3.5). La preuve repose sur l'interpr�etation des s�eries en

termes d'ensembles de chemins du graphe associ�e �a la matrice A (voir aussi [85]).
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4.2.2 D�e�nition (Chemin) On appelle chemin de longueur k de j �a i un mot de la forme

p = ai1i2ai2i3 : : :aik�1ik

avec3 ii = i et ik = j.

On dira que le chemin passe �eventuellement par I si i2; : : : ; ik�1 2 I (mais tous les i 2 I ne sont

pas forc�ement atteints). Le coe�cient aij s'interpr�ete comme le chemin de longueur 1 allant de j �a

i. nous renvoyons le lecteur �a [4, 47] pour une preuve alg�ebrique de l'algorithme de Jordan. Nous

le d�eduisons d'une interpr�etation combinatoire de l'�elimination de Gauss, qui nous sera utile dans

la suite.

4.2.3 Lemme A
(k)
ij est �egal �a la somme des chemins de longueur au moins 1 de j �a i passant

�eventuellement par les sommets 1; : : : ; k.

Preuve par r�ecurrence. Dans (4.2.a), le second terme A
(k�1)
ik (A

(k�1)
kk )�A

(k�1)
kj s'interpr�ete comme

la somme des chemins de j �a k puis de k �a k, puis de k �a i, ces chemins passant par ailleurs

�eventuellement par 1; : : : ; k� 1, soit la somme des chemins de j �a i passant au moins une fois par

k et �eventuellement par 1; : : : ; k� 1. Les chemins ne passant pas par k ont �et�e d�ej�a �enum�er�es dans

le premier terme de (4.2.a). La r�ecurrence en r�esulte. �

Finalement, A
(n)
ij est �egal �a la somme des chemins de longueur au moins 1 de j �a i, i.e. A

(n)
ij = A

+
ij .

Cela ach�eve la preuve de 4.2.1. �

On a les deux cons�equences imm�ediates suivantes:

4.2.4 Corollaire L'�etoile du k-i�eme pivot A
(k�1)
kk est �egale �a la somme des circuits passant par k

et �eventuellement par les sommets 1; : : : ; k� 1.

4.2.5 Corollaire La somme des �etoiles des pivots est �egale �a la somme des circuits du graphe. La

somme des pivots est sup�erieure aux circuits �el�ementaires de longueur au moins 1.

4.2.6 Exemple (Enum�eration des chemins) On illustre l'algorithme de Jordan 4.2.1 sur le

graphe �a 2 sommets repr�esent�e sur la Figure 0.1. Soit

1

2

a11

a22
a21

a12

Figure 0.1: Enum�eration des chemins

A =

"
a11 a12
a21 a22

#
;

3Noter que le chemin se lit de la droite vers la gauche.
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la matrice A+ repr�esente alors les chemins non triviaux du graphe. On a en appliquant 4.2.1:

X = A+ =

"
a+11 � a�11a12(a22 � a21a�11a12)�a21a�11 a�11a12(a22 � a21a�11a12)�

(a22 � a21a�11a12)�a21a�11 (a22 � a21a�11a12)+
#
; (4:2:b)

et en d�eveloppant A+
22

A+
22 = a22 � a21a12 � a21a11a12 � a22a21a12 � a21a12a22 � : : :

ce qui est bien l'ensemble des chemins de 2 �a 2.

La notion suivante nous sera utile dans la suite.

4.2.7 Chemins commutatifs Nous dirons que p 2 B [[aij ]] est un chemin commutatif de j �a i

si c'est l'image commutative d'un chemin p0 2 Bhhaijii. D�e�nition analogue pour les circuits. Par

exemple, a12a13a21 est un chemin commutatif de 1 �a 3 car a12a21a13 est un chemin de 1 �a 3. L'int�erêt

d'un chemin commutatif tient au fait imm�ediat suivant:

4.2.8 Lemme Un chemin p commutatif de j �a i se factorise sous la forme

p = p0cn11 : : : c
nl
l ;

o�u p est un chemin �el�ementaire de j �a i et les ci sont des circuits �el�ementaires.

4.2.9 Exemple Le chemin non commutatif de 7 �a 6, p = a61a12a24a41a13a32a21a17 peut s'�ecrire

p = p0c1c2, avec p
0 = a61a17 et c1 = a12a24a41, c2 = a13a32a21 ou bien p = p0c01c

0
2, avec c

0
1 = a12a21

et c02 = a24a41a13a32.

5 R�esiduation

Une r�ef�erence de base est Blyth et Janowitz [11]. Les applications r�esiduables sont parfois appel�ees

correspondances de Galois (cf. Remarque 5.1.9 ci-dessous).

5.1 Applications r�esiduables

5.1.1 Proposition Soient E et F deux ensembles ordonn�es, et f : E ! F une application crois-

sante. Les deux propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) il existe g : F ! E croissante, telle que f�g � IdE et g�f � IdF ,

(ii) pour tout y appartenant �a F , l'ensemble ft 2 E j f(t) � yg admet un plus grand �el�ement.

Preuve Supposons (i). Si f(t) � y, t � g�f(t) � g(y). De plus, f�g(y) � y ce qui montre que g(y)

est le plus grand �el�ement de ft 2 E j f(t) � yg. R�eciproquement, l'application g : y 7! maxft 2
E j f(t) � yg v�eri�e (i). �

5.1.2 D�e�nition Une application croissante f est dite r�esiduable si et seulement si elle v�eri�e les

conditions de la proposition 5.1.1. L'application f" ainsi d�e�nie:

y 7! f"(y) = maxft 2 E j f(t) � yg (5:1:a)

est appel�ee application r�esidu�ee de f .
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On note Res"(E; F ) l'ensemble des applications r�esiduables de E dans F . On dira que f , croissante,

est dualement r�esiduable si elle v�eri�e les deux conditions �equivalentes:

(iii) Il existe g : E ! F croissante, telle que f�g � IdE et g�f � IdF

(iv) Pour tout y appartenant �a F , l'ensemble ft 2 E j f(t) � yg admet un plus petit �el�ement.

L'on notera alors

f#(y) = minft 2 E j f(t) � yg; (5:1:b)

appel�ee r�esidu�ee duale de f . L'ensemble des applications dualement r�esiduables de E dans F sera

not�e Res#(E; F ).

5.1.3 Proposition L'application f 7! f" est un bijection d�ecroissante de (Res"(E; F );�) dans
(Res#(F;E);�).

Preuve En comparant (i) et (iii), il est clair que f est la r�esidu�ee duale de f". �

Voici quelques exemples bien connus d'applications r�esidu�ees:

5.1.4 Exemple (image r�eciproque) Etant donn�e une application f : A ! B, l'application as-

soci�ee 'f : (P(A);�) ! (P(B);�); 'f(X) = f(X) est r�esiduable. On a '
"
f (Y ) = f�1(Y ) (image

r�eciproque de Y par f).

5.1.5 Exemple (conjugu�ee convexe) La transform�ee de Fenchel

F :
�
(R[ f�1g)R;�

�
!
�
(R[ f�1g)R;�

�
;Ff(p) = sup

x2R
[px� f(x)];

est r�esiduable (noter le renversement de l'ordre entre les ensembles de d�epart et d'arriv�ee), et l'on

a F" = F .

5.1.6 Exemple (partie enti�ere) L'injection canonique (Z;�) ! (R;�) est r�esiduable. Elle ad-

met pour r�esidu�ee l'application \partie enti�ere".

5.1.7 Exemple (orthogonal) Munissons Rn du produit scalaire usuel. L'application

(P(Rn);�)! (P(Rn);�); X 7! X? = fy 2 Rn j 8x 2 X; x:y = 0g

est r�esiduable.

Un certain nombre de propri�et�es s'�etablissent imm�ediatement:

5.1.8 Proposition Pour toutes f; fi; g 2 Res"(E; F ), on a:

(i) f�f"�f = f

(ii) f"�f�f" = f"

(iii) (f�g)" = g"�f"

(iv) (f _ g)" = f" ^ g".
(v) Si E et F sont des treillis complets, on a (

W
i fi)

" =
V
i f

"
i .
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Preuve (i): f = f�IdE � f�(f"�f) = (f�f")�f � IdF �f = f . D�emonstration analogue pour (ii).

(iii): (f�g)�(g"�f") = f�(g�g")�f" � f�Id�f" � Id. L'autre �egalit�e de 5.1.1,(i) se montre de mani�ere

analogue.

(iv): on d�ecompose t 7! f(t) _ g(t) comme le produit des applications suivantes:

E
'1! E2 E2 '2! F 2 F 2 '3! F

t 7! (t; t) (u; v) 7! (f(u); g(v)) (x; y) 7! x _ y
et l'on applique (iii) en remarquant que les applications r�esidu�ees associ�ees �a cette d�ecomposition

sont donn�ees par:'
"
1((x

0; y0)) = x0 ^ y0, '"2(u0; v0) = (f"(u0); g"(v0)), '
"
2(t

0) = (t0; t0). On a ainsi:

(f _ g)" = ('3�'2�'1)
" = '

"
1�'

"
2�'

"
3 = f" ^ g". Preuve identique pour (v). �

5.1.9 Remarque Il faut bien noter ici le renversement de l'ordre entre les ensembles de d�epart

et d'arriv�ee dans 5.1.7. Certains auteurs [43] appellent correspondances de Galois les applications

r�esiduables g�en�erales, d'autres plus classiques, comme Ore [78], r�eservent cette d�enomination �a la

donn�ee de deux applications d�ecroissantes f : E ! F et g : F ! E telles que f�g � Id et g�f � Id,

ce qui est une g�en�eralisation imm�ediate de la correspondance de Galois usuelle [90]. La notion de

correspondance de Galois au sens de Ore et la notion d'application r�esiduable co��ncident donc �a un

renversement de l'ordre pr�es sur l'un des deux ensembles. L'int�erêt de ce renversement est manifeste

dans la formule (iii) ci-dessus: la compos�ee de deux applications croissantes est croissante, et l'on

peut donc composer les applications r�esiduables, ce qui n'est pas le cas pour des correspondances

de Galois.

5.1.10 Proposition Soient (E;�) et (F;�) deux ensembles ordonn�es complets de plus petits

�el�ements respectifs "E et "F . Une application croissante f : (E;�) ! (F;�) est r�esiduable si

et seulement f est continue et f("E) = "F .

Preuve Si f est r�esiduable, l'ensemble fx j f(x) � "g admet un plus grand �el�ement x0 et par

croissance de f , f(") � f(x0) � ". L'autre in�egalit�e est triviale. Montrons que f est alors continue.

On a pour toute partie X de E f(
W
x2X x) �

W
x2X f(x) (par croissance de f). En outre:

f(
_
x2X

x) � f(
_
x2X

f"�f(x)) � f�f"(
_
x2X

f(x)) �
_
x2X

f(x);

ce qui montre que f est continue. R�eciproquement, si f(") = ", pour tout y 2 F , l'ensemble

X = fx j f(x) � yg est non vide. En outre, par continuit�e de f , f(
W
x2X x) =

W
x2X f(x) et donc

X admet un plus grand �el�ement, ce qui satisfait la condition 5.1.1,(ii). �

5.1.11 D�e�nition On appelle fermeture une application croissante � : E ! E, telle que ��� = �

et � � Id.

5.1.12 Proposition Une fermeture r�esiduable � v�eri�e (i): � = �"�� et (ii): � = ���".

Preuve � = Id�� � ���"�� � �"�� = �"���� � Id��. Preuve duale pour (ii). �

5.1.13 D�e�nition (Ferm�es) Si f est r�esiduable, f"�f est une fermeture, et l'on appelle ferm�es

les �el�ements de la forme f"�f(x).

On d�e�nit de mani�ere analogue une fermeture duale, et l'on constate que f est une bijection de

l'ensemble des ferm�es sur l'ensemble des ferm�es duaux.
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5.1.14 Exemple Pour les exemples d�ej�a trait�es, les ferm�es sont respectivement 5.1.5: les fonctions

convexes sci ne prenant jamais la valeur �1 ou la prenant identiquement (cf. [2]), 5.1.6: les nombres

entiers, 5.1.7: les sous espaces vectoriels de Rn.

5.1.15 Lemme (de projection) Soit E un ensemble ordonn�e complet et F un sous ensemble

complet de E contenant l'�el�ement minimal de E, ". L'injection { : F ! E est r�esiduable.

L'application r�esidu�ee pr F = {" v�eri�e:

(i) pr F �pr F = pr F ,

(ii) pr F � IdE,

(iii) x 2 F , pr F (x) = x.

Preuve La r�esiduabilit�e de { r�esulte de 5.1.10. (i): {"�{" = ({�{)" = {". (ii): pr F = {�pr F = {�{" � Id.

(iii): si x 2 F , alors x = {(x), donc pr F (x) = pr F �{(x) � x. L'autre in�egalit�e est donn�ee par (ii). La
r�eciproque est triviale. �

Les propri�et�es (i) et (ii ) a�rment que pr F est une fermeture duale, la propri�et�e (iii) a�rme

que les ferm�es duaux sont les �el�ements de F .

5.1.16 Exemple Soit E = RR, F = Croiss(R;R) sous ensemble complet des fonctions croissantes.

Par application de 5.1.15 au sous ensemble complet des fonctions croissantes, pour tout u 2 RR, Il
existe une plus grande fonction croissante u plus petite que u. On montrera en V,3.3.1 que u est

donn�ee par

u(t) = inf
��t

u(�);

ce qui se voit aussi de mani�ere �el�ementaire.

5.1.17 Exemple En appliquant le dual de 5.1.15 �a l'exemple pr�ec�edent, on a l'existence d'une

plus petite fonction croissante u plus grande que u, donn�ee par

u(t) = sup
��t

u(�) :

5.2 Dio��des additivement r�esidu�es

On �etudie maintenant l'�equation a � x = b dans un dio��de. Si a � b, on a a � x � a � b et donc

l'�equation a � x = b n'a pas de solution. Cependant, l'in�equation a � x � b admet toujours la

solution triviale x = b. On est ainsi conduit �a consid�erer les in�equations de type (0.0.b).

5.2.1 D�e�nition Le dio��de D est additivement r�esidu�e si pour tout a 2 D, l'application �a : x 7!
x� a est dualement r�esiduable.

En d'autres termes, D est additivement r�esidu�e si pour tous a et b 2 D, l'in�equation

a� x � b (5:2:a)

admet une plus petite solution. On notera b � a(= �#a (b)) cette plus petite solution, et on lira \b

moins-r�esidu�e a".

5.2.2 D�e�nition D est un dio��de inf-complet distributif si et seulement si:
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(i) toute partie X de D admet une borne-inf pour l'ordre naturel,

(ii) (
V
x2X x)� y =

V
x2X(x� y)

5.2.3 Proposition Un dio��de inf-complet distributif est additivement r�esidu�e.

Preuve On note que b 2 fx j �a(x) � bg 6= ;. Cet ensemble admet un plus petit �el�ement car �a
est dualement continue. �

5.2.4 Remarque Le treillis sous-jacent �a un dio��de inf-complet distributif n'est autre que le dual

d'une \alg�ebre compl�ete de Heyting" ([43], Chapitre 0).

Les propri�et�es principales de l'op�eration moins-r�esidu�e sont:

5.2.5 Proposition Pour tout u; v; w 2 D (D additivement r�esidu�e), on a

(i) x 7! x� u croissante

(ii) x 7! u� x d�ecroissante

(iii) u� u = "

(iv) (u� v)� w = u� (v � w)
(v) (u� v)� w = (u� w)� (v � w)

(vi) u� v = (u� v)� v
(vii) (u� v)w � uw� vw (�egalit�e si w inversible)

(viii) u� (u� v) � v.

En outre, lorsque D est inf-complet distributif:

(ix) w� (u ^ v) = (w � u)� (w � v)

(x) u = (u� v)� (u ^ v).

Preuve : (i),(ii),(iii): imm�ediates.

(iv) se r�e�ecrit �#w[�
#
v (u)] = (�v��w)

#(u), qui n'est autre que 5.1.8,(iii).

(v): exprime que �#w est un �-morphisme, ce qui est vrai, car �#w est r�esiduable, donc continue (cf.

5.1.10).

(vi): provient de ce que �a est une fermeture, �a��a = �a et �a � Id (cf. 5.1.12).

(vii): r�esulte de ce que vw � (u � v)w = (v � (u � v))w � uw. En obtient l'�egalit�e en notant que

(uw � vw)w�1 � u� v lorsque w est inversible.

(viii): r�esulte de (u� v)� v � u.
(ix): si la borne-inf distribue par rapport au �, on a �u^v = �u ^ �v, et par le dual de 5.1.8,(iv), on
a �

#
u^v = �#u � �#v , soit (ix).

(x): ce fait est sp�eci�que �a l'op�eration �. On a (u� v)� (u ^ v) = ((u� v)� u) ^ ((u� v)� v) =
u ^ (u� v) = u. �

5.2.6 Exemple Le dio��de des parties de R munies de l'union et de la somme vectorielle est ad-

ditivement r�esidu�e, et A � B = A n B (di��erence ensembliste). On a R+ � f0g = R+� mais

(R++R)� (f0g+R) = R�R= ;, ce qui montre que l'in�egalit�e dans 5.2.5,(vii) peut être stricte.
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5.2.7 Exemple Dans Rmax, on a x� y = " si x � y et x� y = x sinon.

5.2.8 Contre exemple Le dio��de des parties compactes convexes de R2 (cf. 1.0.11) n'est ni inf-

complet distributif, ni additivement r�esidu�e. On a

conv((A\ B) [ C) � conv(A [ C)\ conv(B [ C); i:e: (A \B) � C � (A� C)\ (B � C) ;

mais l'�egalit�e est en g�en�eral fausse (même en dimension 1, consid�erer dans R les parties A =

f1g; B = f2g; C = f0g), de sorte que la propri�et�e de distributivit�e 5.2.2 est d�ej�a en d�efaut pour des

inf �nis. Sur la Figure 0.2, on a repr�esent�e deux �el�ement minimaux non comparables X0 et X1 de

l'ensemble des solutions de X � B � A.

B (en noir �epais)

X1
X0

A (en gris)

Figure 0.2: Un dio��de non additivement r�esidu�e

5.3 Dio��des multiplicativement r�esidu�es

On consid�ere maintenant l'�equation ax = b. Dans la mesure o�u l'ensemble des sous solutions est

non vide (il contient "), on introduit naturellement l'in�equation (0.0.c).

5.3.1 D�e�nition Le dio��de D est multiplicativement r�esidu�e si pour tout a 2 D, les homoth�eties

�a gauche et �a droite, respectivement �a : x 7! ax et �a : x 7! xa, sont r�esiduables.

On notera
anx = �"a(x) = maxfx j ax � bg
x=a = �"a(x) = maxfx j xa � bg :

5.3.2 Proposition Un dio��de complet est multiplicativement r�esidu�e.

Preuve r�esulte imm�ediatement de 5.1.10. �

Les propri�et�es suivantes sont �el�ementaires:

5.3.3 Proposition Pour tout (u; v; w) 2 D3, (D dio��de multiplicativement r�esidu�e), on a

(i) x 7! unx croissante

(ii) x 7! xnu d�ecroissante
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(iii) si u inversible, unv = u�1v

(iv) wn(vnu) = (vw)nu
(v) (unv)=w = un(v=w).
(vi) (unv)w � un(vw) (�egalit�e si w inversible)

(vii) wn(u� v) � wnu� wnv (�egalit�e si w inversible)

(viii) (v=w)nu� w(v=u) (�egalit�e si w inversible).

En outre, lorsque D est un inf-dio��de:

(ix) wn(u^v) = wnu^wnv et wn(Vi ui) =
V
i wnui pour une famille in�nie fuig si D est complet,

(x) (u� v)nw = (unw) ^ (vnw) et (Li ui)nw =
V
i(uinw) pour une famille in�nie fuig si D est

complet,

(xi) (u ^ v)nw � unw � vnw

Formulations duales pour les quotients �a droite.

Preuve (i),(ii),(iii): imm�ediates.

(iv): r�esulte de 5.1.8,(iii).

(v): se r�e�ecrit �"u��
"
w(v) = �"w��

"
u(v). Or �u��w = �w��u, d'o�u par 5.1.8,(iii), �"w��

"
u = �"u��

"
w.

(vi): on a u(unv)w � vw, d'o�u (unv)w � un(vw). Si w est inversible, (unv)w � (un(vww�1))w �
(unvw), d'o�u l'�egalit�e.

(vii): argument analogue pour l'in�egalit�e. L'�egalit�e r�esulte de (iii).

(viii): on a (v=w)w(vnu)� v(vnu) � u, d'o�u l'in�egalit�e. Si w est inversible, on a:

(v=w)nu = (vw�1)nu (dual de (iii))

= w�1n(vnu) (via (iv))

= w(vnu) (via (iii)).

(ix): l'application �"w est dualement r�esiduable, donc dualement continue (5.1.10).

(x): r�esulte de 5.1.8,(iv),(v).

(xi): clair. �

5.3.4 Exemple Le dio��de Q [ f�1g, muni du max et du +, est un inf-dio��de additivement et

multiplicativement r�esidu�e, mais n'est pas complet.

5.3.5 Exemple Dans Rmax, le quotient est donn�e par:

anb = b� a si a et b sont �nis

an(+1) = (+1) pour tout a

an" = " pour tout a �ni

"na = (+1) pour tout a

(+1)na = " pour a 6= (+1).

Il faut bien voir que (+1)
 " =\(+1) + (�1)"= " = �1 alors que "=" =\�1� (�1)"= +1,

de sorte que la notation \a� b" est ambigu�e pour des valeurs in�nies des param�etres.



5. R�esiduation 41

5.4 R�esiduation matricielle

Le r�esultat suivant est du �a Blyth [10]:

5.4.1 Proposition Si D est un inf-dio��de multiplicativement r�esidu�e et A 2 Dn�p alors les appli-

cations �A : Dp�k ! Dn�k ; X 7! AX et �A : Dq�n ! Dq�p; X 7! XA, sont r�esiduables, et l'on

a:

(�
"
A(B))ij =

k̂

l=1

AlinBlj (5.4.a)

(�
"
A(B))ij =

q̂

l=1

Bil=Ajl : (5.4.b)

Preuve Les propositions suivantes sont �equivalentes:

AX � B
8i; j; L

k AikXkj � Bij

8i; j; k; AikXkj � Bij

8i; j; k; Xkj � AiknBij

8j; k; Xkj �
V
iAiknBij :

D'o�u (5.4.a). �

L'on notera AnB pour �
"
A(B) et B=A pour �

"
A(B). L'on v�eri�e que le formulaire 5.3.3 s'�etend

aux cas matriciel pourvu que les dimensions des matrices soient compatibles.

5.4.2 Remarque On notera que AnB a la même dimension que ATB et que B=A a la même

dimension que BAT .

5.4.3 Exemple Dans Nppcm (cf 1.0.9), on consid�ere le syst�eme d'in�equations:(
ppcm(2x1; 3x2) � 12

ppcm(5x1; 2
2x2) � 240;

(5:4:c)

i.e.: "
2 3

5 22

#"
x1
x2

#
�
"

22 � 3

24 � 3� 5

#
=

"
12

240

#
: (5:4:d)

On a par application de (5.4.a):

x1 = (22 � 3)=2^ (24 � 3� 5)=5 = 2� 3 = 6

x2 = (22 � 3)=3^ (24 � 3� 5)=22 = 22 = 4:

On v�eri�e que [x1; x2]
T est solution de (5.4.d) (et satisfait même l'�egalit�e).

5.4.4 Cas des demi-corps idempotents On a vu en 2.1.10 qu'un demi-corps idempotent non

trivial D n'admettait pas de plus grand �el�ement. En cons�equence, l'in�equation scalaire ":x � "

n'admet pas de solution maximale, et D n'est pas multiplicativement r�esidu�e. Cependant, les ho-

moth�eties �a : x 7! ax non triviales (i.e. a 6= ") sont r�esidu�ees, et l'on a �"a(b) = a�1b. Dans le

cas matriciel, les homoth�eties non d�eg�en�er�ees s'av�erent �egalement r�esiduables, et l'on a l'extension

suivante de 5.4.1:
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5.4.5 Proposition Soit D un demi-corps idempotent, A 2 Dn�p. L'application �A : Dp�k !
Dn�k ; X 7! AX est r�esiduable si et seulement si A n'a pas de colonne nulle. AnB est donn�e par la

formule (5.4.a), o�u l'inf est restreint aux l tels que Ali 6= ".

5.4.6 Autre point de vue On retrouve 5.4.5 en adjoignant au demi-corps idempotent D un

�el�ement 1 v�eri�ant x � 1 = 1 et x 
 1 = 1 
 x = 1 pour x 6= ". On constate que le

dio��de D [ f1g ainsi obtenu est un inf-dio��de multiplicativement r�esidu�e, dans lequel la th�eorie

pr�ec�edente s'applique.

Le r�esultat suivant est une g�en�eralisation imm�ediate de 5.4.1 en dimension in�nie.

5.4.7 Quotient r�esid�e du produit de sup-convolution Dans R
R

max (cf.2.1.8), l'op�eration r�esi-

du�ee du produit de sup-convolution est donn�e par

(fng)(x) =
^
t2R

[f(t� x)ng(t)] (5:4:e)

o�u n dans le membre de droite d�enote le quotient de Rmax . Pour des valeurs �nies de f et g, on a

avec des notations plus famili�eres:

(fng)(x) = inf
t2R

[�f(t� x) + g(t)] : (5:4:f)

5.5 Caract�erisation des familles g�en�eratrices minimales

On examine ici comment, �etant donn�e un modulo��de de type �ni, on obtient une famille g�en�eratrice

minimale.

5.5.1 Hypoth�ese D est un dio��de additivement r�esidu�e tel que les homoth�eties de rapport non nul

soient r�esiduables, et:

(i) 8u; � 2 D, � � e) u� �u = u,

(ii) 8u 6= ", u=u = e.

En particulier, un dio��de int�egre (cf. x1,(1.0.b)) totalement ordonn�e v�eri�e l'hypoth�ese 5.5.1(i) et

v�eri�e (ii) d�es que u=u est bien d�e�ni. On verra plus loin que le dio��de Rmax[X ] v�eri�e �egalement

ces hypoth�eses.

5.5.2 Lemme Sous l'hypoth�ese 5.5.1, on a:

(i) u 6= " et u = �u ) � = e,

(ii) u1 � : : :� un = e ) 9i 2 f1; : : : ; ng, ui = e,

(iii) � � e et u = �u� v entrâ�ne u = v.

Preuve (i): On a e = u=u = (�u)=u � �(u=u) = �. Si � � e, on a d'apr�es 5.5.1,(i) u = �u )
u� (�u) = u = (�u)� (�u) = ": absurde.

(ii): On a si 8i; ui � e, e = e�u1 = (u2�u1)� : : :� (un�un), comme ui�u1 � ui � e, on obtient

apr�es une r�ecurrence imm�ediate une absurdit�e.

(iii): Trivialement, u � v. On a d'apr�es l'hypoth�ese 5.5.1,(i), u = u � (�u) = (�u � v) � (�u) =

[(�u)� (�u)]� [v � (�u)] = " � [v � (�u)] � v. �

Le r�esultat suivant est du �a Moller [72] et Wagneur [97, 99], �a un ra�nement pr�es des hypoth�eses.
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5.5.3 Th�eor�eme Soit L un ensemble et V un sous modulo��de de type �ni de DL. Sous l'hypoth�ese
5.5.1, deux familles g�en�eratrices minimales fuigi2I et fvjgj2J de V sont reli�ees de la mani�ere

suivante:

9� 2 (D n f"g)I ; 9� bijection I ! J; 8i 2 I; vi = �iv�(i) :

En outre, les scalaires �i sont inversibles dans D.

5.5.4 D�e�nition (Dimension faible) Sous l'hypoth�ese 5.5.1, on appellera dimension faible d'un

sous-modulo��de V de type �ni le cardinal d'une famille g�en�eratrice minimale de V . Lorsque V n'est

pas de type �ni, on le dira de dimension faible in�nie.

Le Th�eor�eme 5.5.3 a�rme \l'unicit�e" de la base faible (�a l'ordre des vecteurs de bases et �a une

\dilatation" pr�es de ceux-ci).

Preuve Les familles fuig et fvjg �etant g�en�eratrices, on a des relations de la forme:

ui =
M
j2J

�ijvj ; vj =
M
k2I

�jkuk :

En rempla�cant vj dans le premier membre, on obtient

ui =
M

j2J; k2I

�ij�jkuk : (5:5:a)

En projetant (5.5.a) sur une coordonn�ee non nulle de ui, on obtient

uli �
M
j2J;

�ij�jiu
l
i :

Il r�esulte de l'hypoth�ese 5.5.1,(ii) que
L

j2J; �ij�ji � uli=uli = e. On obtient l'�egalit�e par application

du Lemme 5.5.2,(iii): on contredirait la non redondance de la famille. On a doncM
j2J;

�ij�ji = e :

D'apr�es le Lemme 5.5.2,(ii), il existe ji 2 J tel que �iji�jii = e, d'o�u

ui � �ijivji � �iji�jiiui = ui ;

et l'�egalit�e ui = �ijivji , ainsi que par 5.5.2,(i), �iji�jii = e. L'application i 7! �(i) := ji est

clairement une bijection de I dans J . �

5.5.5 Algorithme Soit V = vecthuii1�i�p un sous modulo��de de Dn. Via 5.5.3, on obtient une

famille g�en�eratrice minimale de V de la mani�ere suivante: 1/ si aucun vecteur n'est redondant,

fuig est une base faible de V . 2/ si l'on trouve un vecteur redondant, on le supprime de la famille

fuig, et on recommence en 1/.

Ainsi, la d�etermination d'une famille g�en�eratrice minimale exige seulement de savoir v�eri�er la re-

dondance d'un vecteur, ou plus g�en�eralement de d�eterminer si un vecteur v appartient �a vecthujij2J .
Soit U la matrice obtenue en concat�enant les vecteurs uj . On a

v 2 vecthuji , v = U(Unv) :
Ainsi, le probl�eme est ramen�e au calcul du quotient r�esidu�e d'un vecteur par une matrice. Quitte

�a supprimer les vecteurs nuls de la famille ui, on pourra supposer que U n'a pas de colonne nulle

et appliquer 5.4.5.
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5.5.6 Exemple Soit V le sous modulo��de de R3
max engendr�e par les trois vecteurs suivants:

u1 =

2
64 1

2

3

3
75 ; u2 =

2
64 3

3

1

3
75 ; u3 =

2
64 4

4

4

3
75 :

On a:

[u1; u2]([u1; u2]nu3) =

2
64 1 3

2 3

3 1

3
75
0
B@
2
64 1 3

2 3

3 1

3
75 n
2
64 4

4

4

3
75
1
CA =

2
64 1 3

2 3

3 1

3
75
"
1

1

#
=

2
64 4

4

4

3
75 = u3;

d'o�u l'on d�eduit que u3 est redondant. Les vecteurs u1 et u2 n'�etant pas proportionnels, la famille

fu1; u2g n'est pas redondante et constitue donc une famille g�en�eratrice minimale de V .

5.5.7 Remarque On notera qu'�etant donn�ee un modulo��de V engendr�e par une famille in�nie

fvigi2I il est �equivalent de dire que V est de type �ni et qu'il existe une sous famille �nie ex-

traite de fvig engendrant V . Soit en e�et une famille �nie fw1; : : : ; wkg engendrant V . Chaque wj

s'exprime comme combinaison lin�eaire �nie des vi soit wj =
L

l2Ij �lvl, donc la sous famille �nie

de fvigi2I1[:::Ik est g�en�eratrice.

5.5.8 Id�eaux de type �ni de Rmax[X ]

Rmax[X ] est naturellement muni d'une structure de Rmax[X ] modulo��de. On appellera ici id�eaux

(resp. id�eaux de type �ni) (par analogie avec l'alg�ebre usuelle et non avec la th�eorie des treillis) les

sous-modulo��des de Rmax[X ] (resp. de type �ni). Notons que Rmax[X ] v�eri�e l'hypoth�ese 5.5.1, le

point (ii) �etant non trivial.

5.5.9 Lemme Pour tout polynôme u 2 Rmax[X ], on a unu = e.

Preuve Soit u =
Lp

i=0 uiX
i. D'abord, si bXr 6= ", on a

(bXr)nu =
M
r�i�p

b�1uiX
i�r ;

comme il r�esulte d'une v�eri�cation imm�ediate. On a ensuite par ^-distributivit�e:

unu =
p̂

k=0

(ukX
k)n

 
pM
i=0

uiX
i

!

=
^

0�k�p; uk 6="

M
k�i�p

u�1k uiX
i�p (5.5.b)

En consid�erant le terme k = p (up 6= "), on trouve que unu est major�e par u�1p up = e. L'autre

in�egalit�e est imm�ediate. �

Ainsi, le Th�eor�eme 5.5.3 s'applique, et un id�eal de type �ni de Rmax[X ] admet une unique

famille g�en�eratrice minimale (�a une permutation et une dilatation pr�es des vecteurs de base). Soit

par exemple I l'id�eal engendr�e par les trois polynômes suivants:

P = e�X2; Q = e�X; R = e�X2 �X4 �X8 �X9 :

On a:

R=P = (e�X2 �X4 �X8 �X9)^ (e�X2 �X4 �X8 �X9)=X2 = e �X2

R=Q = : : := X8 :

On constate que R = (R=P )P � (R=Q)Q, ce qui montre que R est redondant. Finalement, fP;Qg
est une famille g�en�eratrice minimale de l'id�eal I .
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6 Matrices inversibles dans les demi-anneaux positifs

On �etudie ici les matrices inversibles. On introduit une classe de demi-anneaux dits positifs qui

couvrent typiquement le cas du cône positif d'un anneau ordonn�e sans diviseurs de z�ero ou le

cas d'un dio��de sans diviseur de z�ero. On montre que les matrices rectangulaires inversibles �a

gauche contiennent une sous matrice monomiale de taille maximale (produit d'une matrice diagonale

�a coe�cients diagonaux non nuls par une matrice de permutation). Dans un demi-corps, cette

condition est su�sante, ce qui g�en�eralise un Th�eor�eme bien connu sur les matrices de Boole. On

�etendra dans la section suivante ces r�esultats aux applications lin�eaires inversibles.

6.1 Pr�eliminaires

6.1.1 D�e�nition Le demi-anneau P est positif s'il est sans diviseurs de z�ero et si de plus

a� b = ") a = " et b = " : (6:1:a)

Si P est ordonn�e, la condition suivante entrâ�ne (6.1.a).

8a; b 2 P ; a� b � a : (6:1:b)

Il r�esulte qu'un dio��de sans diviseurs de z�ero est positif, ainsi que le cône positif d'un anneau

int�egre ordonn�e. La caract�eristique majeure des demi-anneaux positifs est d'être homomorphes au

demi-anneau de boole B .

6.1.2 Observation Le demi-anneau P est positif si et seulement si l'application �, P ! B ,

�(a) =

�
" si a = "

e sinon

est un homomorphisme de demi-anneaux.

On �etend � aux matrices en posant (�(A))ij = �(Aij) et l'on a alors pour des matrices de tailles

compatibles: �(A� B) = �(A)� �(B), �(AB) = �(A)�(B).

6.1.3 D�e�nition (Matrices monomiales) Les matrices de la forme DP o�u D est une matrice

diagonale �a coe�cients diagonaux non nuls et P une matrice de permutation sont dites monomiales.

6.1.4 Lemme A est monomiale si et seulement si �(A) est une matrice de permutation.

Preuve Si A = DP , alors �(A) = �(D)�(P ) = IdP = P . R�eciproquement, si P = �(A) est une

matrice de permutation, alors D = AP�1 est diagonale (car �(D) = �(A)�(A)�1 = Id), et donc

A = DP . �

Il r�esulte de la preuve du lemme que l'�ecriture A = DP est unique. En notant que DP =

P (P�1DP ), on voit qu'il est �equivalent de d�e�nir les matrices monomiales comme des matrices de

la forme PD0.
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6.2 Matrices inversibles

On dira qu'une matrice A est inversible �a gauche s'il existe une matrice B telle que BA = Id.

Le r�esultat suivant g�en�eralise un fait bien connu pour les matrices de Boole carr�ees (Th�eor�eme de

Wedderburn, Rutherford [100, 88]). L'argument est adapt�e de Berman et Plemmons [6] qui donnent

le r�esultat pour des matrices �a coe�cients dans R+.

6.2.1 Th�eor�eme Une matrice de Boole A de taille n � p est inversible �a gauche ssi l'on peut

extraire de A une matrice de permutation de taille p� p.

Preuve Notons �ij le bool�eien valant e si i = j et " sinon. De

pM
k=1

BikAkj = �ij

on tire une application f1; : : : ; pg ! f1; : : : ; ng; j 7! '(j) telle que Bi'(j) = e, A'(j)j = e et

A'(j)l = " pour l 6= j. Autrement dit, la ligne '(j) de la matrice A a un seul �el�ement non nul

sur la colonne j, donc ' injecte f1; : : : ; pg dans f1; : : : ; ng et la matrice form�ee des lignes d'indices

'(1); : : : ; '(p) est une matrice de permutation de taille p. �

Plus g�en�eralement:

6.2.2 Th�eor�eme Une matrice carr�ee A �a coe�cients dans un demi-anneau positif P est inversible

�a gauche si et seulement si elle est monomiale (A = DP ), les coe�cients diagonaux de D �etant

inversibles �a gauche.

Preuve Si A est inversible �a gauche, alors �(A) est inversible �a gauche dans Bn�n , donc par

6.2.1, �(A) = P (matrice de permutation), d'o�u l'on d�eduit via le lemme 6.1.4 que A = DP est

monomiale. A est inversible �a gauche si et seulement si D est inversible �a gauche, i.e. si tous les

coe�cients diagonaux de D sont inversibles �a gauche. �

6.2.3 Remarque La d�ecomposition A = DP est l'analogue dans un demi-anneau positif de la

d�ecomposition polaire (d�ecomposition de Cartan) des matrices complexes non d�eg�en�er�ees, qui af-

�rme qu'une telle matrice s'�ecrit de mani�ere unique comme produit d'une matrice sym�etrique (en

l'occurrence D) et d'une matrice orthogonale (en l'occurrence P telle que P�1 = PT ). On constate

ainsi que le groupe lin�eaire d'un demi-anneau positif est r�eduit �a ses �el�ements triviaux.

6.2.4 Th�eor�eme Une matrice A de taille n � p �a coe�cients dans un demi-corps positif est in-

versible �a gauche si et seulement si il existe une sous matrice de A de taille p� p monomiale.

Preuve �(A) est alors inversible �a gauche dans Bn�n et via 6.2.1, on a une sous matrice de

permutation:

�(A)[Kj = P;

et donc par 6.1.4, A[Kj = DP . �

6.2.5 Remarque Dans le cas d'un demi-anneau positif commutatif, on trouve en dualisant le

th�eor�eme 6.2.2 que A est inversible �a droite si et seulement si A = PD pour une matrice diagonale

D inversible �a droite, donc inversible, et l'on conclut que les matrices carr�ees sur un demi-anneau

positif commutatif sont inversibles �a gauche si et seulement si elles sont inversibles �a droite, ce qui

est un cas particulier d'un r�esultat prouv�e g�en�eralement pour les demi-anneaux commutatifs par

Reutenauer et Straubing [86].
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7 Inversibilit�e d'applications lin�eaires

Etant donn�es E et F deux modulo��des, f 2 L(E; F ), on a l'�equivalence des deux propri�et�es suiv-

antes:

(i) f est injective

(ii) il existe g 2 L(Im f; E), telle que g�f = Id

Cela n'implique pas l'inversibilit�e �a gauche de f (ce qui serait g�f = Id avec g 2 L(F;E)). Dans
le cas particulier o�u E = Dn et F = Dp, on souhaiterait se ramener au Th�eor�eme 6.2.4 relatif aux

matrices inversibles �a gauche. Il faut pour cela montrer que l'application lin�eaire g 2 L(Im f;Dn)
se prolonge en une application lin�eaire ~g 2 L(Dp;Dn).

7.1 Prolongement d'applications lin�eaires

Le r�esultat suivant g�en�eralise un r�esultat donn�e par Kim [55] pour Bn :

7.1.1 Th�eor�eme Soit K un demi-corps idempotent, V un sous-modulo��de de type �ni de Kn,
f 2 L(V;Kp). f admet un prolongement lin�eaire �a Kn.

Preuve On est dans la situation suivante:

-

ZZ

ZZ~
f

V

[
Kn

~f

Kp

Soit i l'injection canonique de V dans Kn. On peut voir l'�equation f = ~f�i comme un probl�eme de

r�esiduation.

7.1.2 Lemme (r�esiduabilit�e de la composition) Soit h 2 L(V;Kn), et V une partie �nie g�e-

n�eratrice de V . Les deux assertions suivantes sont �equivalentes:

(i) Pour tout j, l'ensemble P (j) = fv 2 V j h(v)j 6= "g est non vide.

(ii) L'application ' : L(Kn;Kp)! L(V;Kp), g 7! g�h est r�esiduable.

Preuve du Lemme. Supposons (i) et montrons que l'application r�esidu�ee est donn�ee par:

('"(f))(ej) =
^

v2P (j)

(h(v)j)
�1f(v) ;

o�u ej d�esigne le j-i�eme vecteur de la base canonique. Les propositions suivantes sont �equivalentes:

f � g�h

8v 2 V ; f(v) � g�h(v)

8v 2 V ; f(v) � g

0
@ nM
j=1

h(v)jej

1
A

8v 2 V ; f(v) �
nM

j=1

h(v)jg(ej)

8j 2 f1; : : : ; ng;
^

v2P (j)

(h(v)j)
�1f(v) � g(ej)
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ce qui montre que (i))(ii). La r�eciproque est claire. �

On consid�ere maintenant le cas o�u h est l'injection canonique de V dans Kn. En supprimant

�eventuellement des composantes, on peut supposer la propri�et�e 7.1.2,(i) r�ealis�ee. Il faut voir que

'�'"(f) = f . On a ('�'")(f) = '"(f)�i. Montrons que ('"(f))(v) = f(v) pour tout v 2 V . On a

('"(f))(v) =
nM
j=1

vj('
"(f))(ej)

=
nM
j=1

vj

0
@ ^
w2P (j)

w�1j f(w)

1
A

=
^

�2f1;:::;ngP (j)

nM
j=1

vj(�(j)j)
�1f(�(j))

=
^

�2f1;:::;ngP (j)

f

0
@ nM
j=1

vj(�(j)j)
�1�(j)

1
A :

Or, pour toute application � 2 f1; : : : ; ngP (j),
nM

j=1

vj(�(j)j)
�1�(j) � v

(projeter sur la q-i�eme coordonn�ee et prendre j = q), et donc '�'"(f) � f . L'autre sens r�esultant

de la d�e�nition de l'application r�esidu�ee '", le Th�eor�eme est prouv�e. �

7.1.3 Corollaire Toute application lin�eaire d'un sous modulo��de de type �ni de Kp dans Kn est

repr�esentable par une matrice.

Preuve Une telle application se prolonge en une application f : Kp ! Kn, qui s'�ecrit:

f(x) =
nM
i=1

xi:f(ei)

laquelle formule n'est autre que le produit du vecteur ligne [x1; : : : ; xp] par la matrice form�ee des

colonnes f(ei) (on remarquera qu'une application lin�eaire �a gauche se repr�esente par un produit de

matrice �a droite). �

7.2 Applications lin�eaires injectives

7.2.1 D�e�nition Le demi-anneau positif P est dit faiblement archim�edien s'il v�eri�e la propri�et�e

suivante:

8x; y 2 (P n f"g)2; 9�; �; �0; �0 2 (P n f"g)2; �x � �y; �0y � �0x : (7:2:a)

7.2.2 Remarque D'ordinaire, on appelle archim�edien un mono��de ordonn�e o�u pour tout y, on a

pour x � e un naturel n tel que xn � y. Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23] appellent archim�edien

un dio��de D o�u

x 6= ") 9� 2 D; �x � y (7:2:b)
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La notion 7.2.1 est plus faible. Par exemple, B [X ] est faiblement archim�edien mais n'est pas

archim�edien au sens de [23] ni au sens classique. Soient en e�et P = X et Q = e. Il n'existe

pas de polynôme R tel que PR � Q (consid�erer la valuation de PR) ce qui contredit (7.2.b). En

consid�erant P = e � X2 � e et Q = X , on constate que l'on n'a pas Pn � Q, ce qui montre que

B [X ] n'est pas archim�edien au sens usuel.

7.2.3 Hypoth�ese P est un demi-anneau positif faiblement archim�edien v�eri�ant (6.1.b).

L'int�erêt de cette hypoth�ese tient au fait suivant.

7.2.4 Proposition Soit P v�eri�ant l'hypoth�ese 7.2.3, V un sous-modulo��de de Pp. Pour toute

application lin�eaire f de V dans Pn, il existe une application lin�eaire F : �(V) ! Bn telle que le

diagramme suivant commute.

-

? ?-

�

Bn
F

�

f
PnPp � V

Bp � �(V)

7.2.5 Lemme Sous l'hypoth�ese 7.2.3, on a pour tous u; v 2 Pn:

�(u) � �(v), 9�; � 6= "; �u � �v

Preuve (: Cela r�esulte de �(�v) = �(v) pour � 6= ".

): Si n = 1, c'est la d�e�nition même d'un demi-anneau faiblement archim�edien. Pour n = 2, on

peut supposer toute les composantes de u et v non nulles. On a

�1u1 � �1v1; �2u2 � �2v2 :

Si P est commutatif, on �ecrit �1�2u � (�2�1 � �1�2)v et le r�esultat est acquis. Si P n'est pas

commutatif, c'est �a peine plus compliqu�e. En utilisant (7.2.a), on a �3; �3 6= 0 tels que �3�1 � �3�2,
et donc

�3�1u2 � �3�2u2 � �3�2v2
�3�1u1 � �3�1v1 ;

d'o�u une in�egalit�e du type �u � �v, avec � = �3�1 et � = �3�2��3�1. Le cas g�en�eral r�esulte d'une
r�ecurrence imm�ediate. Le lemme 7.2.5 est prouv�e. �

Preuve de la Proposition 7.2.4. Prenons X = �(u) avec u 2 V . Il faut v�eri�er que F (X) = �(f(u))

ne d�epend pas du choix de u. Si �(u) = �(v), alors par 7.2.5, �u � �v, et donc �(f(u)) = �(f(�u)) �
�(f(�v)) = �(f(v)), et �egalit�e par sym�etrie, ce qui montre que F est bien d�e�ni. On a

F (�(u)� �(v)) = F ��(u� v) = ��f(u� v) = ��f(u)� ��f(v) = f��(u)� f��(v) = F (u)� F (v)

ce qui montre que F est additive. Trivialement, F (�X) = �F (X) (�a ne v�eri�er que pour � = e et

"). �

7.2.6 Lemme Sous l'hypoth�ese 7.2.3, pour qu'une application lin�eaire f : Pp ! Pn soit injective,

il est n�ecessaire que la matrice de f contienne une sous matrice monomiale de taille p.
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Preuve Soit h 2 L(Im f;Pp) telle que h�f = Id. On a en passant aux Bool�eiens via la Proposition

7.2.4 des applications F et H telles que ��f = F �� et ��h = H��. On peut �ecrire

h�f = Id

��h�f = �

H���f = �

H�F �� = �

et il r�esulte de la surjectivit�e de � que H�F = IdBp . D'apr�es le Th�eor�eme de prolongement,

l'application lin�eaire H se repr�esente par une matrice. On peut donc appliquer le Th�eor�eme 6.2.1

qui montre que la matrice F0 associ�ee �a F contient une matrice monomiale de taille p. Notons f0
la matrice associ�ee �a f . On a F0 = �(f0) ce qui montre le Lemme. �

7.2.7 Th�eor�eme Sous l'hypoth�ese 7.2.3, une application lin�eaire �a gauche f : Pn ! Pn est in-

jective si et seulement si elle se repr�esente sous la forme X 7! XDP , P �etant une matrice de

permutation et la matrice diagonale D �etant telle que les applications P ! P ; x 7! xDii soient

injective.

Preuve Le Lemme ci-dessus montre que f se repr�esente par une matrice monomiale. Les conditions

d'injectivit�e de l'application X 7! DPX sont claires. �

La proposition suivante r�esulte imm�ediatement du Lemme 7.2.6.

7.2.8 Proposition Soit K un demi-corps idempotent. Une application lin�eaire de Dn dans Dp est
injective ssi sa matrice dans la base canonique contient une sous matrice monomiale de taille p.

7.2.9 Corollaire Les seuls �el�ements int�egres de Rmax[X ] sont les monômes.

Preuve Cherchons �a quelle condition l'endomorphisme �P : Q 7! PQ, de Rmax[X ] est injectif. En

consid�erant la restriction de �P : Rn[X ]! Rp[X ], o�u p = n + deg P et Rq[X ] d�enote le modulo��de

des polynômes de degr�e au plus q, on constate que la matrice de P dans la base canonique contient

une matrice monomiale de taille n, ce qui n'est possible que si P est de la forme aXk. �



Chapitre I

Sym�etrisation

Introduction

On introduit ici une notion de sym�etrisation, valide dans un demi-anneau quelconque. Son int�erêt

essentiel est d'�etablir de mani�ere alg�ebrique des identit�es utiles pour l'�etude des �equations lin�eaires.

On obtiendra en particulier une condition n�ecessaire de type Cramer pour le syst�eme Ax = b

(Th�eor�eme 2.2.1). L'�etude des conditions su�santes ainsi que des syst�emes plus g�en�eraux de type

Ax� b = Cx� d qui requiert des hypoth�eses suppl�ementaires sur le demi-anneau, est trait�ee dans

le chapitre sur les syst�emes d'�equilibres lin�eaires. On consid�ere essentiellement dans ce chapitre les

propri�et�es g�en�erales et combinatoires. On verra au chapitre suivant qu'il existe dans certains cas

une sym�etrisation canonique, jouissant de propri�et�es suppl�ementaires, et co��ncidant avec la notion

classique d'anneau sym�etris�e lorsque l'on part d'un demi-anneau D o�u l'addition est simpli�able.

1 Structure de demi-anneau sym�etris�e

1.0.1 D�e�nition On appelle demi-anneau sym�etris�e un demi-anneau (S;�;
) muni d'une appli-

cation 	 : S ! S v�eri�ant:

	(a� b) = (	(a))� (	(b)) (additivit�e)

	(	(a)) = a (involutivit�e)

	(a
 b) = (	(a))
 b = a
 (	(b)) (r�egle des signes).

(1:0:a)

On notera comme d'habitude 	a pour 	(a) et a	 b pour a� (	a).

1.0.2 D�e�nition Soit D un demi-anneau, on appelle sym�etrisation de D la donn�ee d'un demi-

anneau sym�etris�e S et d'un morphisme injectif de demi-anneau i : D ! S, tel que i(D) engendre
S.

On notera (S; i) une telle sym�etrisation. Par \engendre", on entend que S = i(D) 	 i(D), ou de

mani�ere �equivalente, que S est le plus petit demi-anneau sym�etris�e contenant i(D). Les �el�ements

de la forme i(a) seront appel�es positifs, et l'on notera S� = i(D).

1.0.3 Exemple (Z;+;�;�) est un demi-anneau sym�etris�e. C'est une sym�etrisation de (N;+;�)
pour l'injection canonique, et l'on a Z� = N.
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1.0.4 Exemple L'ensemble des parties de R2, muni de l'union, du produit d�e�ni par:

A
B = fab j (a; b) 2 A� Bg
et de la sym�etrie de centre (0; 0) est un demi-anneau sym�etris�ee.

1.0.5 Exemple Soit D un demi-anneau. En prenant l'identit�e pour signe moins (	x = x), on

obtient un demi-anneau sym�etris�e (D;�;
; Id).

1.0.6 Remarque Etant donn�e un demi-anneau sym�etris�e (S;�;
;	), on a la sym�etrisation triv-

iale (S; Id).

1.1 Demi-anneau sym�etris�e libre

1.1.1 D�e�nition Soit (D;+; :) un demi-anneau. On appelle demi-anneau sym�etris�e libre de D
l'ensemble D2 muni des lois suivantes:

(a; a0)� (b; b0) = (a+ a0; b+ b0)

(a; a0)
 (b; b0) = (ab+ a0b0; ab0 + a0b)

	(a; a0) = (a0; a) :

Soit i l'injection D ! D2; i(a) = (a; "). (D2; i) est clairement une sym�etrisation de D, et l'on pourra
identi�er a 2 D �a (a; ") 2 D2.

Appelons morphisme de demi-anneau sym�etris�e un morphisme ' de demi-anneau v�eri�ant

8a; '(	a) = 	'(a) :
On a alors:

1.1.2 Proposition Le couple (D2; i) est solution (unique �a un isomorphisme de demi-anneau

sym�etris�e pr�es) du probl�eme universel suivant: \pour toute sym�etrisation (S 0; i0) de D, il existe
un unique morphisme surjectif de demi-anneau sym�etris�e ' : D2 ! S0 tel que i0 = '�i."

q
. . . . .

-
6 '

i0

i

S0D

D2

Preuve On a n�ecessairement pour un tel ':

'((e; ")) = '�i(e) = i0(e) et '(("; e)) = '(	i(e)) = 	'(i(e)) = 	i0(e) : (1:1:a)

R�eciproquement, il est clair que ' d�e�ni par (1.1.a) convient (' est surjectif car S 0 est engendr�e
par i0(D)). L'unicit�e de (D2; i) vient du fait que si (S00; i00) est une autre solution du probl�eme 1.1.2,

alors on a ' et '00 telles que D2 '! S00 '
00

! D2, avec '00�'�i = Id�i, et '00�' = Id d�ecoule de l'unicit�e

d'une telle application. On a de même '�'00 = Id. Ainsi, D2 et S00 sont isomorphes. �

Le fait suivant en r�esulte imm�ediatement.

1.1.3 Corollaire Pour toute sym�etrisation (S 0; i0), on a avec les notations pr�ec�edentes:

S0 ' D2=' :
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1.2 La relation d'�equilibre

1.2.1 D�e�nition On note r la relation dite d'�equilibre d�e�nie par:

a r b, a	 b = b	 a :

r est clairement r�e
exive et sym�etrique, mais n'est en g�en�eral pas transitive, comme le montre

l'exemple suivant:

1.2.2 Exemple Dans le demi-anneau sym�etris�e libre de (R+;max;�), on a

(1; 0)r (1; 1); (1; 1)r (0; 1);

mais (1; 0) 6r (0; 1).

De mani�ere plus pr�ecise:

1.2.3 Proposition Si � est simpli�able dans D, alors r est transitive dans D2. La r�eciproque

est vraie si l'application D ! D; x 7! x� x est injective.

Preuve Si � est simpli�able, alors a	b = b	a et b	c = c	b entrâ�nent a	c� (b	b) = (b	b)�
(c	a), d'o�u en simpli�ant a�c = c	a, ce qui montre que r est transitive. R�eciproquement, si �
n'est pas simpli�able, alors il existe � 6= � et 
 tels que ��
 = ��
. Alors, (�; �)r (
; 
)r (�; �),

mais (�; �) 6r (�; �) (ce qui serait � � � = � � �), et donc r n'est pas transitive. �

Les propri�et�es suivantes sont cons�equence imm�ediate de (1.0.a).

(i) a r b , a 	 b r "

(ii) a r b; c r d ) a� c r b� d
(iii) a r b ) ac r bc

(1:2:a)

On notera

a� = a	 a; S� = fa� j a 2 Sg
et l'on appellera �equilibr�es les �el�ements de cette forme. On a

(i) a� � b� = (a� b)�
(ii) a�b� = (ab� ab)�
(iii) ab� = (ab)� = a�b

(1:2:b)

(i) et (iii) montrent que S� est un id�eal (bilat�ere) de S. Lorsque S est idempotent, on a par (i) et

(ii) que S� est un demi-anneau idempotent ayant e� pour unit�e.

On notera que a 2 S� entrâ�ne a r ", la r�eciproque �etant vraie si l'addition est idempotente ou

si S est un demi-anneau sym�etris�e libre.

1.2.4 Contre exemple Consid�erons le corps D =Z=(2Z) muni du signe moins d�e�ni par 	x = x.

Pour tout x 2 Z=(2Z), on a trivialement x r ". Cependant, 1 ne s'�ecrit pas sous la forme t 	 t =
t � Id(t) = 2t = 0, i.e. 1 62 D�.
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1.3 Relation d'�equilibre dans un demi-anneau sym�etris�e libre

On notera S	 = f	a j a 2 S�g, ensemble des �el�ements dits n�egatifs et S�	 = S� [ S	, ensemble
des �el�ements dits sign�es. L'int�erêt principal des �el�ements sign�es est d'être \presque transitifs" pour

la relation d'�equilibre:

1.3.1 Proposition Dans un demi-anneau S = D2 sym�etris�e libre, on a:

(i) trivialisation des �equilibres: (a; b) 2 (S�)2 et a r b) a = b

(ii) Si D est un dio��de, alors (a; b) 2 (S�	)2 et a r b) a = b

(iii) substitution:

x 2 S�	 et

(
x r b

cx r d
=) cb r d

(iv) transitivit�e faible: 8(a; c) 2 S2; 8b 2 S�	 a r b et b r c =) a r c.

Preuve (i) et (ii) sont claires. Pour (iii), supposons par exemple x = (x+; "). Les �equilibres x r b

et cx r d s'�ecrivent avec des notations �evidentes x+ � b� = b+ et c+x+ � d� = c�x+ � d+. En
rajoutant c+b�� c�b� �a la derni�ere �egalit�e: c+x+� c+b�� c�b��d� = c�x+� c+b�� c�b��d+,
d'o�u c+b+ � c�b�� d� = c�b+� c+b�� d+, et cb r d. (iv) s'obtient en prenant c = e dans (iii). �

1.4 Valeur absolue dans les demi-anneaux sym�etris�es libres

1.4.1 D�e�nition On appelle valeur absolue de x = (x+; x�) 2 D2 le scalaire jxj = x+ � x�.

L'application D2 ! D; x 7! jxj est un morphisme de demi-anneau. En particulier, on a l'inhabi-

tuelle formule ja� bj = jaj � jbj.

1.4.2 Lemme Dans un dio��de sym�etris�e libre, on a:

(i) a� = jaj�
(ii) ja�j = jaj.

Preuve On a (a+; a�)� = (a+�a�; a+�a�) = jaj�. Le fait que ja�j = jaj r�esulte de l'idempotence

de l'addition. �

On a donc pour a 2 D�, ja�j = jaj = a, et ja�j� = a�. Ainsi, l'application x 7! jxj est un

isomorphisme de dio��de D� ! D�, l'inverse �etant donn�e par x 7! x�.

2 Quelques identit�es alg�ebriques et combinatoires

2.0.1 D�e�nition On dit que a �equilibre fortement b s'il existe t tel que a = b� t�, ce que l'on note

a r� b.

La relation r� est clairement r�e
exive et transitive. On notera a �r b pour b r� a. On a

x r� y ) x r y. La r�eciproque n'est pas toujours vraie:
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2.0.2 Exemple Dans le demi-anneau sym�etris�e libre de B [X ] (demi-anneau des polynômes �a coef-

�cients bool�eiens), on a X� r (X2)�, mais X� 6r� (X2)� et X� �6r (X2)�.

2.0.3 Exemple Dans le demi-anneau sym�etris�e libre de Rmax, on a x r y si et seulement si x r� y
ou x �r y, comme il r�esulte d'une v�eri�cation �el�ementaire.

2.1 D�eterminants

Dans un demi-anneau sym�etris�e commutatif S, on d�e�nit le d�eterminant comme d'habitude:

detA =
M

�2S n

sgn(�)
nO
i=1

ai�(i)

o�u sgn(�) = e si la permutation � est paire et 	e sinon.
On note cofij(A) le cofacteur (i; j) de A et Aadj la transpos�ee de la matrice des cofacteurs.

Certaines propri�et�es du d�eterminant qui sont des identit�es combinatoires s'�ecrivent sans di�cult�e

dans un demi-anneau sym�etris�e (cf. aussi Gondran et Minoux [47], Reutenauer et Straubing [86]).

2.1.1 Propri�et�es

forme n-lin�eaire det(u1; : : : ; �ui;��vi; : : : ; un) = � det(u1; : : : ; ui; : : : ; un)

� � det(u1; : : : ; vi; : : : ; un)
anti-sym�etrique det(u�(1); : : : ; u�(n)) = sgn(�) det(u1; : : : ; un)

altern�ee det(u1; : : : ; v; : : : ; v; : : : ; un) r "

d�eveloppement par ligne detA =
Ln

k=1 aikcofik(A)

detA = detAt :

2.1.2 Proposition (Reutenauer et Straubing) On a

(AadjA)ii = detA

(AadjA)ij r " (i 6= j)
: (2:1:a)

Les formules (2.1.a) se r�e�ecrivent

AadjA = detA: Id �R� (2:1:b)

o�u R est une matrice de diagonale nulle.

On peut donner pour les propri�et�es du type 2.1.1 et 2.1.2 des d�emonstrations combinatoires

ou bien l'on peut dans certains cas recopier les d�emonstrations usuelles (un �echantillon de ces

techniques est donn�e dans les remarques 2.1.10 et 2.1.11). Nous pr�ef�erons ici, dans l'esprit des

arguments de Reutenauer et Straubing [86], formuler un \principe de transfert" qui permet de

traduire directement une identit�e classique dans les anneaux en une identit�e dans les demi-anneaux

sym�etris�es

2.1.3 Pr�eliminaire Soient X1; : : : ; Xk k ind�etermin�ees et consid�erons le demi-anneau sym�etris�e

libre (N[Xi])
2. On d�e�nit la valeur du monôme P = �X i1

1 : : :X
ik
k en (x1; : : : ; xk) 2 Sk par

P (x1; : : : ; xk) = (xi11 : : : x
ik
k ) � : : :� (xi11 : : :x

ik
k ) (� fois) et l'on d�e�nit la valeur d'une somme de

monômes par lin�earit�e. L'application ' : (N[Xi])
2 ! S qui a un couple de polynômes P = (P+; P�)

associe P+(x1; : : : ; xk) 	 P�(x1; : : :xk) est clairement un morphisme de demi-anneau sym�etris�e.

Ainsi, pour montrer une identit�e du type 2.1.2 ou 2.1.1 dans un demi-anneau sym�etris�e quelconque,

il su�t de l'�etablir dans le demi-anneau sym�etris�e libre (N[aij])
2.
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2.1.4 Proposition (Principe de transfert) Soit P = P+�P� la di��erence de deux polynômes

�a coe�cients dans N. L'identit�e P (Xi) = 0 a lieu dans l'anneau Z[Xi] si et seulement si l'identit�e

P+(Xi)	 P�(Xi) r "

a lieu dans le demi-anneau sym�etris�e libre (N[Xi])
2.

Preuve On a P+ 	 P� r " ssi P+ r P� (1.2.a,(i)), lequel �equilibre est �equivalent �a P+ = P�

(1.3.1,(i)). �

On peut même formuler un peu mieux:

2.1.5 Proposition (Principe de transfert fort) Soient P = P+ � P�, Q = Q+ � Q�, avec
P+; P�; Q+; Q� 2 N[Xi] tels que P = Q dans Z[Xi]. (i) Si Q+ et Q� n'ont aucun monôme en

commun, alors on a P r� Q dans (N[Xi])
2. (ii) Si de plus P+ et P� n'ont aucun monôme en

commun, alors P = Q.

Preuve (i): Si Q+ et Q� n'ont aucun monôme en commun, on a en identi�ant les parties positives

et n�egatives de part et d'autre de P+ � P� = Q+ � Q�:

P+ = Q+ + T; P� = Q� + T;

pour un certain polynôme T 2 N[Xi], d'o�u P = Q � T �, i.e. P r� Q. (ii) se montre de mani�ere

analogue. �

2.1.6 Proposition Pour toute matrice A 2 Sn�n partitionn�ee sous la forme ((n� 1)+ 1)� ((n�
1) + 1), on a la formule du d�eterminant par blocs:

detA = det

"
A(njn) A(njn]

A[njn) ann

#
= detA(njn)ann 	A[njn)A

adj
(njn)A(njn]

Preuve On v�eri�e en e�et que les termes �a gauche et �a droite de l'�egalit�e sont somme de n!

monômes tous di��erents, et l'on applique 2.1.5,(ii). �

Les propri�et�es qui suivent r�esultent semblablement des principes de transfert 2.1.5 et 2.1.4:

2.1.7 Proposition

det(AB) r� det(A) det(B) (2:1:c)

Plus g�en�eralement:

2.1.8 Proposition (Formule de Binet-Cauchy) Soient A et B deux matrices de taille respec-

tives n� r et r � p, I � [[1; n]], J � [[1; p]] avec #I = #J = k. On a:

det(AB)[IjJ] r�
M
K

detA[IjK]: detB[KjJ] ; (2:1:d)

o�u la somme est prise sur l'ensemble des parties K � f1; : : : ; rg de cardinal �egal �a k (cette somme

�etant nulle d�es que k > r).
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2.1.9 Proposition (Cayley-Hamilton) Soit PA(�) = det(A	 �Id). On a

PA(A) r " :

2.1.10 Remarque (Preuve combinatoire de 2.1.6) On peut donner une preuve combinatoire

�el�ementaire de la proposition 2.1.6: il su�t de remarquer que detA(njn)ann, est form�e des termes

correspondant aux (n�1)! permutations de f1 : : :ng qui �xent n. D'autre part, un terme quelconque

de A[njn)A
adj
(njn)A(njn] peut s'�ecrire: anicofjiA(njn)ajn, terme regroupant les (n � 2)! permutations �

telles que �(n) = i et �(j) = n, chacune a�ect�ee de la parit�e oppos�ee (� pr�esente une inversion de

plus que le terme de cofji(A) dont elle est issue). En tout, on a compt�e (n�1)!+(n�1)2(n�2)! = n!

permutations, toutes avec le bon signe. �

2.1.11 Remarque (Preuve coutumi�ere de 2.1.6) On peut �egalement donner une preuve alg�e-

brique ordinaire de la même proposition: d�eveloppons detA par rapport �a la n-i�eme ligne:

detA =
nM

k=1

ankcofnkA =
n�1M
k=1

ank(	e)n+k detA(njk)� detA(njn)ann

puis d�eveloppons les n� 1 premiers termes par rapport �a la n-i�eme colonne:

detA =
n�1M
k=1

ank(	e)n+k
n�1M
l=1

(	e)l+n�1aln detA(nljkn)� detA(njn)ann

= 	
n�1M
k;l=1

ankcof lkA(njn)aln � detA(njn)ann :

�

2.1.12 Remarque A chaque �equilibre dans le demi-anneau sym�etris�e libre de D, on peut associer

une identit�e dans D. Par exemple, pour l'identit�e 2.1.2, on �ecrit A sous forme de di��erence de

matrices positives A = A+ 	A�, idem pour Aadj = Aadj+ 	Aadj�, detA = det+A	 det�A et l'on

a

AadjA r detA: Id, det�A: Id�Aadj+A+ � Aadj�A� r det+A: Id�Aadj�A+ �Aadj+A�

-via (1.2.a,(i))-, lequel �equilibre se trivialise en �egalit�e puisque les termes de part et d'autre de

l'�equilibre sont positifs (cf. 1.3.1,(i)).

2.1.13 Remarque (Preuve combinatoire de la formule de Binet-Cauchy) On peut aussi

donner une preuve combinatoire assez simple de la Proposition 2.1.8. Quitte �a consid�erer des sous-

matrices, on pourra supposer A de taille k�r et B de taille r�k. Le d�eveloppement du d�eterminant

s'�ecrit alors

detAB =
M
�

sgn�
kO
i=1

rM
l=1

ailbl�(i)

et par distributivit�e:

detAB =
M
�

sgn�
M
'

kO
i=1

ai'(i)b'(i)�(i) ; (2:1:e)

la seconde somme �etant prise sur l'ensemble des applications ' : f1; : : : ; kg ! f1; : : : ; rg. Supposons
' non injective, soit '(i1) = '(i2) avec i2 6= i1. On introduit alors la transposition � d'indices i1; i2
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et l'on constate que, ' �etant �x�ee, les termes associ�es aux permutations � et ��� sont de même

valeur absolue et de signes oppos�es. Soit R la somme des termes de (2.1.e) associ�es �a des applications

' non injectives et �a des permutations � paires. On peut �ecrire d'apr�es ce qui pr�ec�ede

detAB =
M
�

sgn�
M

' injective

kO
i=1

ai'(i)b'(i)�(i)� R� : (2:1:f)

Soit K � f1; : : : ; rg une partie de cardinal k. On consid�ere uniquement la somme SK des termes de

(2.1.f) tels que '(f1; : : : ; kg) = K (ce qui entrâ�ne l'injectivit�e de '). On peut pour �xer les id�ees

supposer K = f1; : : : ; kg, de sorte que l'on somme maintenant sur les permutations ' de f1; : : : ; kg,
soit:

SK =
M
�;'

sgn�
kO
i=1

ai'(i)b'(i)�(i) :

En substituant � = �0�', et compte tenu de sgn� = (sgn�0) 
 (sgn'), on retrouve le produit de

deux d�eterminants, soit SK = detAjK] detB[Kj. L'�equation (2.1.f) se r�e�ecrit:

detAB =
M
K

SK �R� =
M
K

detAjK] detB[Kj � R� ;

ce qui n'est autre que la formule de Binet-Cauchy.

2.2 Applications

La condition suivante r�esulte imm�ediatement de 2.1.2:

2.2.1 Th�eor�eme (Formules de Cramer) Toute solution x de Ax = b dans un demi-anneau

commutatif D v�eri�e les \formules de Cramer" dans un demi-anneau sym�etris�e quelconque de D:
detA:x �r Aadjb :

2.2.2 Exemple Soit dans (N� [ f"g; ppcm;�) , l'�equation:"
2 3

5 22

# "
x1
x2

#
=

"
22 � 3

24 � 3� 5

#
=

"
12

240

#
(2:2:a)

(cf. 0,1.0.9). On a dans le demi-anneau sym�etris�e libre de (N�[f"g; ppcm;�) detA = 23	 3� 5, et

Aadj =

"
22 	3
	5 2

#
:

La condition de Cramer s'�ecrit:

(23 	 3� 5)

"
x1
x2

#
�r

"
22 	3
	5 2

# "
22 � 3

24 � 3� 5

#

ce qui implique en revenant �a (N� [ f"g; ppcm;�):(
ppcm(23 � x1; 3� 24 � 3� 5) = ppcm(3� 5� x1; 4� 22 � 3)

ppcm(23 � x2; 5� 22 � 3) = ppcm(3� 5� x2; 2� 24 � 3� 5) :
(2:2:b)

On v�eri�e que x1 = 6; x2 = 4 solution de (2.2.a) v�eri�e bien (2.2.b).
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Le caract�ere su�sant des conditions de Cramer sera examin�e dans les chapitres suivants moyennant

des hypoth�eses plus fortes sur le demi-anneau. Voici une seconde application.

2.2.3 Proposition Pour qu'une matrice A 2 Dn�p �a �el�ements dans un demi-anneau commutatif

soit inversible �a gauche, il est n�ecessaire que n � p.

Preuve On raisonne dans le demi-anneau sym�etris�e libre de D et l'on applique la formule de Binet

Cauchy �a la matrice Id = BA. Si n < p, on a e = det Id r ", ce qui est absurde. �

On donne en�n une g�en�eralisation �a certains demi-anneaux de la caract�erisation 0,6.2.4 des

matrices inversibles �a gauche dans les demi-corps positifs.

2.2.4 Hypoth�ese P est un demi-anneau positif (cf. 0,6.1.1) commutatif v�eri�ant:

e = a � b) e = a ou b ; (2:2:c)

2.2.5 Proposition Sous l'hypoth�ese 2.2.4, une matrice A 2 Pn�p est inversible �a gauche ssi elle

contient une sous matrice monomiale inversible de taille p.

Preuve Soit I = BA. Via Binet-Cauchy, on a dans P2:

e =
M
K

detBjK] detA[Kj � u� : (2:2:d)

En identi�ant les composantes positives et n�egatives des deux cot�es de (2.2.d), on obtient u = ".

Quitte �a multiplier par une matrice de permutation, on peut supposer les coe�cients diagonaux de

A non nuls. La partie n�egative de detBjK] detA[Kj est nulle, ce qui implique d�es que detBjK] 6= "

que les coe�cients hors diagonaux de A sont nuls (sinon, on aurait un terme n�egatif dans le

d�eterminant), et donc que detA[Kj =
N

iAii. L'hypoth�ese (2.2.c) entrâ�ne qu'il existe K tel que

detBjK] detA[Kj = e, et donc que les coe�cients diagonaux de A sont inversibles. Au passage, on

a donn�e une variante de la preuve du Th�eor�eme 6.2.1 du Chapitre 0.

2.2.6 Exemple Le dio��de Rmax[X ] satisfait l'hypoth�ese du 2.2.5.
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Chapitre II

Dio��de sym�etris�e

Introduction

Nous avons �etudi�e au chapitre I les propri�et�es combinatoires des structures sym�etris�ees. Une

sym�etrisation (S; i) d'un demi-anneau D fournit une extension de D dans laquelle les formes multi-

lin�eaires altern�ees (et donc certains calculs d'�elimination) ont du sens. Se pose la question de savoir

si parmi les sym�etrisations de D, il en est une plus \simple" que les autres. Modulo un ra�nement

naturel de la notion de sym�etrisation (r�egularit�e), et moyennant une hypoth�ese sur la structure

additive (2.1.5) v�eri��ee dans le cas des dio��des, nous montrons qu'il en est toujours ainsi (Th�eor�eme

2.2.8), et appelons demi-anneau sym�etris�e de D cette sym�etrisation \minimale". Nous particular-

isons ensuite l'�etude aux dio��des, et caract�erisons le sym�etris�e d'un dio��de en termes d'op�erations

r�esidu�ees. Quoique la relation d'�equilibre ne soit jamais transitive dans un dio��de, nous montrons

que certains �el�ements v�eri�ent des propri�et�es de transitivit�e et de substitution a�aiblies, qui perme-

ttent de manipuler les �equilibres comme l'on manipule les �equations usuelles. Nous caract�erisons ces

�el�ements. Nous commen�cons ce chapitre par un exemple et une construction �el�ementaire du dio��de

sym�etris�e de Rmax. Nous avons fait en sorte que l'essentiel des chapitres suivants relatif au dio��de

sym�etris�e de Rmax puisse être lu au vu de la seule section de motivation qui suit (et �eventuellement

de x3.2 et x3.3).

1 Motivations

1.1 Premier exemple

On consid�ere le syst�eme suivant de deux �equations lin�eaires �a deux inconnues dans Rmax:(
max(x; y � 4; 1) = max(x� 1; y + 1; 2)

max(x+ 3; y + 2;�5) = max(y + 2; 7);
(1:1:a)

soit sous forme matricielle:"
0 �4
3 2

#


"
x

y

#
�
"

1

�5

#
=

"
�1 1

�1 2

#


"
x

y

#
�
"
2

7

#
:

Commen�cons par une remarque �el�ementaire: si a > b, l'�equation a = x� b est �equivalente �a a = x.

Cela sugg�ere la r�egle suivante:

r�egle na��ve: \a	 b = a si a > b". (1:1:b)
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Nous tentons maintenant de \r�esoudre" le syst�eme (1.1.a) �a l'aide de cette r�egle (les calculs sont

pour le moment formels).

(1:1:a),
(

(i) x� (�4)y � 1 = (�1)x� 1y � 2

(ii) 3x� 2y � (�5) = 2y � 7

(i)) [0	 (�1)]x = [1	 (�4)]y � (2	 1)

) (i0) : x = 1y � 2

(i0) et (ii) ) 3(1y � 2)� 2y � (�5) = 2y � 7

) (4� 2	 2)y = 7	 (�5)	 5) 4y = 7) y = 3 : (1.1.c)

Par (i)0, on obtient x = 1
 3� 2 = 4, et l'on v�eri�e imm�ediatement que (x; y) = (4; 3) est solution

du syst�eme (1.1.a). Ces manipulations soul�event les trois questions suivantes:

1.1.1 Question Dans quelle structure alg�ebrique le calcul ci-dessus a t-il un sens?

1.1.2 Question Quel statut a l'�el�ement (2	 2) qui apparâ�t �a la ligne (1.1.c)?

1.1.3 Question On a introduit de mani�ere heuristique la r�egle de simpli�cation (1.1.b). Quel est

plus g�en�eralement le syst�eme \maximal" de r�egles de simpli�cations admissibles pour r�esoudre un

syst�eme de type Ax� b = Cx� d?

Ce chapitre r�epond �a ces trois questions. On montre que l'�etude de Ax � b = Cx � d se ram�ene

�a l'�etude des solutions de (A 	 C)x r d 	 b pour certaines \bonnes" sym�etrisation de D, dites
r�eguli�eres. Nous montrons ensuite que parmi les sym�etrisations r�eguli�eres de D, il en est une mini-

male (c'est-�a-dire �equip�ee du maximum de r�egles de simpli�cations). Nous �etudions ensuite les bons

et mauvais �el�ements du dio��de sym�etris�e: les bons, �etant transitifs et substituables pour la relation

d'�equilibre, autorisent les manipulations coutumi�eres li�ees �a l'�elimination des syst�emes lin�eaires, les

mauvais g�en�eralisent l'�el�ement 2	 2 qui apparâ�t plus haut, et conduisent �a des d�eg�enerescences.

1.2 Construction �el�ementaire du dio��de sym�etris�e de Rmax

Nous donnons ici une construction �el�ementaire d'une structure alg�ebrique r�epondant �a la question

1.1.1. Cette structure m�erite le nom de dio��de sym�etris�e de Rmax. Nous examinerons dans la suite

du chapitre de quelle mani�ere ce dio��de proc�ede d'une construction g�en�erale. La remarque suivante,

absolument triviale, exprime que la notion classique de sym�etrisation (et plus g�en�eralement, de

mono��de des di��erences, cf. [12]), n'est d'aucun int�erêt pour un dio��de.

1.2.1 Observation Soit (M;�) un mono��de idempotent, et (G;+) un groupe, � : (M;�)! (G;+)

un morphisme de mono��de. On a �(M) = f0g.

Preuve On a pour tout x, �(x) = �(x� x) = �(x) + �(x), et en simpli�ant, �(x) = 0. �

1.2.2 D�e�nition On appelle dio��de sym�etris�e de Rmax, not�e Smax, le quotient du dio��de des couples

R2
max par la relation d'�equivalence suivante:

(x0; x00) R (y0; y00),
(
x0 6= x00; y0 6= y00; et x0 � y00 = x00 � y0
(x0; x00) = (y0; y00) sinon

(1:2:a)
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On v�eri�e que R est une relation d'�equivalence, plus �ne que la relation r (qui elle n'est pas

d'�equivalence), que R est compatible1 avec les lois de structure du dio��de sym�etris�e R2
max. On

distingue trois sortes de classes d'�equivalence:

(t; ") = f(t; x00); x00 < tg appel�ees positives

("; t) = f(x0; t); x0 < tg appel�ees n�egatives

(t; t) = f(t; t)g appel�ees �equilibr�ees.

En associant (t; ") �a t 2 Rmax, on peut identi�er Rmax au sous-dio��de S�max des classes positives ou

nulles. L'ensemble des classes n�egatives ou nulles (i.e. de la forme 	x pour x 2 R�max) sera not�e

S	max, l'ensemble des classes �equilibr�ees (de la forme x�) sera not�e S�max. On a donc la d�ecomposition

Smax = S
�
max[S	max[S�max ; (1:2:b)

" �etant le seul �el�ement commun �a ces trois ensembles. Cette d�ecomposition est �a comparer �a

Z=Z+[Z�. On peut repr�esenter cette structure comme sur la Figure II.1, o�u les 
�eches repr�esentent

l'ordre croissant.

S�max
S�maxS	max

e�

	e e

"

Figure II.1: Le dio��de Smax

Ces conventions nous permettent d'�ecrire 3 	 2 au lieu de (3; ") � ("; 2). On a ainsi 3 	 2 =

(3; 2) = (3;�1) = 3. Plus g�en�eralement, on r�esume les r�egles de calcul dans Smax de la mani�ere

suivante:
a	 b = a si a > b

b	 a = 	a si a > b

a	 a = a�
(1:2:c)

Cela rend compte de la r�egle na��ve initiale (1.1.b) et la g�en�eralise.

En raison de son importance ult�erieure, nous introduisons la notation S_max pour l'ensemble

S�max [S	max. On appellera sign�es les �el�ements de S_max. On a:

1.2.3 Proposition S_maxn f"g = SmaxnS�max est l'ensemble des �el�ements inversibles de Smax.

Preuve Comme t 
 (�t) = (	t) 
 (	 � t) = e pour tout t 2 Rmax n f"g, on a que tout �el�ement

de S_max n f"g est inversible. En outre, le fait que ab� = (ab)� (cf. I, (1.2.b),(iii)) montre que S�max

est absorbant pour le produit. Soit x 2 S�max. On a x = x� et donc xy = x�y ne peut être �egal �a e,

puisque e 62 S�max �

1dans la mesure o�u cette compatibilit�e sera rendue �evidente par la th�eorie g�en�erale qui suit, nous passons les d�etails
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Comme S_max est l'image de R�	max par la projection canonique, les propri�et�es de trivialisation

des �equilibres, de substitution, et de transitivit�e faible prouv�ees en I,1.3.1 restent vraies dans S_max.

On en d�eduit que les calculs formels e�ectu�ees en x1.1 pour la r�esolution du syst�eme (1.1.a) sont

valides �a condition de plonger Rmax dans le dio��de Smax, et donnent l'unique solution de ce syst�eme

d'�equilibres dans Smax. Celle ci �etant positive, et en notant que la propri�et�e de trivialisation des

�equilibres 1.3.1,(i) s'�etend au dio��de Smax, on obtient l'unique solution du syst�eme d'�equations dans

Rmax.

2 Le sym�etris�e d'un demi-anneau

Nous passons maintenant �a la th�eorie g�en�erale.

2.1 Sym�etrisation r�eguli�ere

On consid�ere l'�equation

ax� b = cx� d (2:1:a)

dans un demi-anneau commutatif D. Pour toute sym�etrisation (S; j) deD, (2.1.a) entrâ�ne l'�equilibre
dans S:

(a	 c)x r d	 b; (2:1:b)

o�u l'on a identi��e a �a j(a), b �a j(b), etc. La sym�etrisation (S; j) de D est pertinente lorsque l'�etude

des solutions de (2.1.b) r�esout (2.1.a). Pr�ecis�ement:

2.1.1 D�e�nition La sym�etrisation (S; j) est r�eguli�ere si

j(a)r j(b)) a = b (2:1:c)

2.1.2 Proposition Pour toute sym�etrisation r�eguli�ere, l'ensemble des solutions de (2.1.a) s'iden-

ti�e �a l'ensemble des solutions positives de (2.1.b).

Preuve (a	 c)x r d	 b entrâ�ne ax� b r cx� d, et si x est positif, j(ax� b) r j(cx� d), d'o�u
(2.1.a). La r�eciproque est imm�ediate. �

La sym�etrisation libre (D2; i) de D (I,1.1.1) est r�eguli�ere (cela r�esulte de I,1.3.1,(i)). Nous car-

act�erisons maintenant les sym�etrisations r�eguli�eres g�en�erales. Notons

Sr = fx j x r "g :

2.1.3 Proposition Soit ' le morphisme D2 ! S tel que S ' D2=' (cf. I,1.1.2). La sym�etrisation

(S; j) est r�eguli�ere si et seulement si '�1(Sr) � D�.

Preuve Les assertions suivantes sont �equivalentes:

j(a) r j(b)

'((a; "))r '((b; "))

'((a; b))r "

(a; b) 2 '�1(Sr)

Comme (a; b) 2 D� si et seulement si a = b, la conclusion en r�esulte. �
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2.1.4 Proposition Pour une sym�etrisation r�eguli�ere, la relation d'�equivalence R' induite par '

(xR'y , '(x) = '(y)), est compatible avec r , i.e.:

'(a) = '(b) et a r c) b r c : (2:1:d)

Preuve '(a) = '(b) et a r c entrâ�nent '(a 	 c) = '(b	 c) 2 Sr, d'o�u pour une sym�etrisation

r�eguli�ere b	 c 2 D� (par 2.1.3), d'o�u b r c, ce qui montre que R' est compatible avec r . �

Evidemment, si R' est compatible avec r , on a

'(a) = '(b)) a r b (2:1:e)

(prendre c = a dans la formule (2.1.d)). La r�eciproque de la Proposition 2.1.4 est vraie moyennant

une hypoth�ese suppl�ementaire:

2.1.5 Hypoth�ese L'application D ! D; x 7! x � x est injective.

2.1.6 Proposition Si D v�eri�e l'hypoth�ese 2.1.5, alors toute sym�etrisation compatible avec r
est r�eguli�ere.

Preuve Supposons '((x+; x�)) 2 Sr. Moyennant la compatibilit�e et d'apr�es (2.1.e),'((x+; x�)) =

'((x�; x+)) entrâ�ne (x+; x�) r (x�; x+), i.e x+ � x+ = x� � x� et lorsque 2.1.5 a lieu, x+ = x�,

soit (x+; x�) 2 D�. Par 2.1.3, (S; j) est r�eguli�ere. �

2.1.7 Contre exemple Soit D le demi-anneau des parties de R2, muni de 	x = s(x), o�u s d�esigne

la sym�etrie de centre (0; 0) (exemple d�ej�a trait�e en I,1.0.4). (D; Id) est une sym�etrisation non

r�eguli�ere de D. Notons en e�et a le disque de centre 0 et de rayon 1 et b le singleton f0g. On a

a r b avec a et b positifs quoique a 6= b.

2.2 Sym�etrisation r�eguli�ere minimale

Du point de vue qui nous int�eresse, �a savoir la r�esolution de l'�equation (2.1.a) via (2.1.b), on

recherche une sym�etrisation r�eguli�ere de D la plus simple possible. Nous montrons ci-apr�es l'exis-

tence d'une \plus petite" sym�etrisation r�eguli�ere de D. On part du demi-anneau D2 sym�etris�e libre

de D. Il est naturel d'�etudier l'application suivante.

2.2.1 Notation On d�e�nit l'application 	 : D2 ! P((D2)2) par:

	(a) = f(p; q) 2 (D2)2 j p r qag :

2.2.2 Proposition La relation d'�equivalence R	 associ�ee �a 	 est une congruence plus �ne que la

relation r.

Preuve R	 est plus �ne que r , car si 	(a) = 	(b), on a (a; e) 2 	(a) donc (a; e) 2 	(b), donc

a r b. Montrons que R	 est compatible avec la structure de demi-anneau sym�etris�e de D2. Les

propositions suivantes sont �equivalentes:

(p; q) 2 	(a � c)
p r qa� qc
p	 qc r qa

(p	 qc; q) 2 	(a)
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et donc 	(a) = 	(b) entrâ�ne 	(a� c) = 	(b� c). Semblablement, il r�esulte de l'�equivalence de

(p; q) 2 	(ac)

p r qac

(p; qc) 2 	(a) (commutativit�e)

que 	(a) = 	(b) entrâ�ne 	(ac) = 	(bc). On v�eri�e de même que 	(a) = 	(b)) 	(	a) = 	(	b).
R	 est donc une congruence. �

2.2.3 Notation On note � l'application D2 ! P(D2) telle que:

�(a) = fx 2 D2 j x r ag : (2:2:a)

On a �evidemment

	(a) = [q2D2�(qa)� fqg : (2:2:b)

2.2.4 Proposition Si tout �el�ement de D est somme �nie2 d'�el�ements inversibles, alors, pour a; b 2
D2, on a �(a) = �(b) si et seulement si 	(a) = 	(b).

Preuve a/ Si tout �el�ement de D est somme �nie d'�el�ements inversibles, alors tout �el�ement de D2

est somme �nie d'�el�ements inversibles. Cela r�esulte de (x; y) = (x; ")� ("; y) et du fait que (x; ")

(resp. ("; y)) est inversible ssi x (resp. y) l'est.

b/ Si 	(a) = 	(b), trivialement, �(a) = �(b) (prendre q = e).

c/R�eciproquement, supposons �(a) = �(b). Soit d'apr�es a/, q =
Lk

i=1 qi somme de k �el�ements

inversibles et p tel que (p; q) 2 	(a). On a alors p 	Lk
i=2 qia r q1a, d'o�u q�11 (p 	Lk

i=2 qia) 2
�(a) = �(b), d'o�u p	Lk

i=2 qia r q1b, et l'on obtient la conclusion en r�eit�erant le proc�ed�e avec les

autres qi. �

On note les propri�et�es imm�ediates, mais utiles:

2.2.5 Lemme On a (i): 	(x� t�) � 	(x) et (ii): �(x� t�) � �(x).

Preuve Soit (p; q) 2 	(x). L'�equilibre p r qx se r�e�ecrit p 	 qx = qx 	 p, d'o�u, comme t� = 	t�,
p 	 q(x � t�) = q(x � t�) 	 p, d'o�u p r q(x � t�), donc (p; q) 2 	(x � t�) et 	(x) � 	(x � t�).
L'assertion pour � s'en d�eduit en prenant q = e. �

2.2.6 Exemple Dans le demi-anneau sym�etris�e libre de Nppcm (cf. 1.0.9), � n'est pas compatible

avec le produit, quoique tous les �el�ements non nuls de Nppcm soient simpli�ables. On a en e�et

�(22	 2) = �(22) (v�eri�cation �el�ementaire ou application de l'�etude qui va suivre dans x3.1), alors
que �((22 � 3)	 (2� 3)) 6= �(22 � 3) (par exemple, 22 appartient au premier ensemble mais non

au deuxi�eme).

On note D2=	 le demi-anneau sym�etris�e quotient. Si a; b 2 D et a 6= b, alors (a; e) 2 	(a) mais

(b; e) 62 	(a) ce qui montre que a et b consid�er�es comme des �el�ements de D2 appartiennent �a deux

classes d'�equivalence di��erentes, i.e. que i : D ! D2 induit un morphisme injectif j : D ! D2=	.

Ainsi, (D2=	; j) est une sym�etrisation de D. En outre:

2.2.7 Proposition Sous l'hypoth�ese 2.1.5, (D2=	; j) est une sym�etrisation r�eguli�ere de D.
2La borne sup de l'ensemble vide �etant ", on a avec cette convention " somme �nie d'�el�ements inversibles
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Preuve Supposons j(a)r j(b), soit j(a)	 j(b) = j(b)	 j(a), i.e. 	(a	 b) = 	(b	 a). On a donc

a	 b r b	 a i.e a� a = b� b et par 2.1.5, a = b. �

Nous formulons maintenant le r�esultat central de ce chapitre.

2.2.8 Th�eor�eme Soit (S; k) une sym�etrisation r�eguli�ere de D. Sous l'hypoth�ese 2.1.5, il existe un
unique morphisme surjectif � : S ! D2=	 tel que j = ��k.

?

.

.

.
HHHHHj

-k

�
j D2=	

SD

En ce sens, D2=	 est la sym�etrisation r�eguli�ere \minimale" de D.

Preuve On note ' (resp. '0) la projection D2 ! D2=	 (resp. D2 ! S) (cf.I,1.1.2).

'

'0i

D2

D S

D2=	

j

�

k

Via la r-compatibilit�e de '0 (cf. 2.1.4), il est clair que '0(a) = '0(b) entrâ�ne 	(a) = 	(b). On

d�e�nit donc un morphisme � de demi-anneau sym�etris�e en posant �(x) = '(x0) pour tout x0 tel

que '0(x0) = x. On a ��'0 = '. L'unicit�e de � r�esulte de la surjectivit�e de '0, le caract�ere surjectif

de � du caract�ere surjectif de '. �

2.2.9 D�e�nition (Demi-anneau sym�etris�e) D2=	 sera appel�e le demi-anneau sym�etris�e de D,
et on le notera SD.

2.2.10 Exemple On v�eri�e que dans le demi-anneau sym�etris�e libre de (N;+;�), on a (i): 	(x) =
	(y) ssi (ii): x r y. Par 2.2.2, (i)) (ii). En outre, si x r y et (p; q) 2 	(x), on d�eduit les assertions

suivantes (avec des notations �evidentes):

p r qx

p+ � q+x� � q�x+ = p� � q�x� � q+x+
p+ � q+x� � q�x+ � (q+y+ � q�y�) = p� � q�x� � q+x+ � (q+y+ � q�y�)

p+ � q+(x� � y+)� q�(x+ � y�) = p� � q�(x� � y�)� q+(x+ � y+)
p+ � q+(x+ � y�)� q�(x� � y+) = p� � q�(x� � y�)� q+(x+ � y+) (car x r y)

p+ � q+y� � q�y+ = p� � q�y� � q+y+ (en simpli�ant)

p r qy;

d'o�u 	(x) � 	(y). L'�egalit�e en d�ecoule par sym�etrie et l'on a prouv�e (ii))(i). Le demi-anneau

sym�etris�e de N est donc Z' N2=r ' D2=	, et l'on retrouve la construction classique.

2.2.11 Exemple On observe de même que tout anneau v�eri�ant l'hypoth�ese 2.1.5 est �egal �a son

sym�etris�e. Le lecteur notera en e�et que la preuve de 2.2.10 n'utilise que la simpli�abilit�e de la

somme, a fortiori v�eri��ee dans un anneau. En outre, 	((x+; x�)) = 	((x+ � x�; ")), et a donc

D2=	 ' D� ' D.
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2.2.12 Remarque On peut aussi traiter l'exemple 2.2.10 en notant que tout �el�ement de N est

somme �nie d'�el�ements inversibles. Il est alors imm�ediat que �(x) = �(y) ssi x r y.

2.2.13 Contre exemple Lorsque l'hypoth�ese 2.1.5 est en d�efaut, la sym�etrisation (D2=	; j) peut

être non r�eguli�ere. Consid�erons en e�et D =Z=(2Z), on a

j(1) = a = (1; 0)r (0; 0) = b = j(0) dans D2=	

avec 1 6= 0, ce qui contredit la r-r�egularit�e de D2=	 (cf. 2.1.1). En e�et, on a 	(a 	 b) = 	(1; 0),

	(b	 a) = 	(0; 1), et 	(1; 0) = 	(0; 1). Via 2.2.4, il su�t de v�eri�er que �(1; 0) = �(0; 1), or

�(1; 0) = f(1; 0); (0; 1)g
et �(0; 1) = �(	(1; 0)) = 	�(1; 0) = �(1; 0).

2.2.14 Proposition Sous l'hypoth�ese 2.1.5, on a a r b dans SD si et seulement si a0 r b0 dans

D2, pour tous repr�esentants a0 et b0 de a et b.

Preuve Si a0 r b0, on a a0	 b0 = b0	a0 et en passant au quotient a	 b = b	a i.e. a r b dans S.
R�eciproquement, si a r b dans D2=	, on a 	(a0	 b0) = 	(b0	 a0), donc (a0	 b0; e) 2 	(b0	 a0),
d'o�u a0 	 b0 r b0 	 a0 dans D2, d'o�u a0 � a0 r b0 � b0, ce qui moyennant l'hypoth�ese 2.1.5, donne

a0 r b0. �

2.3 Dio��de des fractions d'un dio��de commutatif

La Proposition 2.2.4 montre que les �el�ements inversibles jouent un rôle particulier. Via la construc-

tion d'un dio��de des fractions (calqu�ee sur les anneaux de fractions), on peut rendre inversibles les

�el�ements int�egres et d'obtenir des r�esultats analogues �a 2.2.4 pour les �el�ements int�egres. Par exem-

ple, dans Rmax[X ], les monômes aXk sont int�egres, tout polynôme est donc somme �nie d'�el�ements

int�egres, et l'on veut montrer que comme en 2.2.4, les quotients par � et par 	 sont identiques.

Comme �(P ) = fQ 2 (Rmax[X ])2 j Q r Pg se calcule imm�ediatement �a partir des � des coef-

�cients de P , on caract�erisera ainsi le dio��de sym�etris�e de Rmax[X ].

On rappelle que dans tout ce chapitre, le dio��de D est suppos�e commutatif. Soit S � D une

partie telle que S 
 S � S, et e 2 S. On munit l'ensemble D � S des deux lois suivantes:

(x; s)� (x0; s0) = (xs0 � x0s; ss0); (x; s)
 (x0; s0) = (xx0; ss0) :

Le quotient de D � S par la relation suivante:

(x; s)R(x0; s0), 9r 2 S; rxs0 = rx0s

est un dio��de, appel�e dio��de des fractions de D par S, not�e D=S. On notera x=s ou x
s
pour (x; s),

lorsque qu'aucune confusion avec le quotient r�esidu�e de x par s ne sera �a craindre. On a un mor-

phisme de dio��des D ! D=S; x 7! (x; e). En particulier, "=e et e=e sont respectivement le z�ero et

l'unit�e de D=S. Pour tout s 2 S, la classe d'�equivalence de s=e est inversible, comme il r�esulte de

s

e

 e

s
=
s

s
R e

e
:

En g�en�eral, le morphisme x 7! x=e n'est pas injectif. Il ne l'est que si tout �el�ement s de S est tel

que sx = sy ) x = y.

On appelle int�egre un �el�ement a tel que l'homoth�etie x 7! ax soit injective. On notera Di
l'ensemble des �el�ements int�egres. L'ensemble Di est clairement stable par produit et contient e.
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2.3.1 D�e�nition (dio��de des fractions) On appellera dio��de des fractions3 de D, not�e FD, le
dio��de D=Di.

Le morphisme injectif x 7! x=e plonge D dans FD. On pourra donc identi�er x et x=e. Tous les

�el�ements int�egres de D sont inversibles dans le dio��de des fractions.

2.3.2 Exemple Soit D = Rmax[X ]. L'ensemble S des monômes (i.e. des polynômes de la forme

aX , avec a 6= ") v�eri�e S 
 S � S et e 2 S. Un �el�ement du dio��de des fractions de Rmax[X ] par S

pourra s'�ecrire sous la forme P=Xk, o�u k 2 N, ou de mani�ere �equivalente sous la forme
Lp

i=�k aiX
i.

L'�ecriture P=Xk (avec k 2Z) est unique si l'on impose P de valuation 0.

On rappelle (cf. 0,7.2.1) qu'un dio��de est faiblement archim�edien si pour tout y et pour x 6= ", il

existe � et � tels que �x � �y.

2.3.3 Lemme L'�el�ement d = (d+; d�) est int�egre dans D2 ssi: 1/ d� = " et d+ int�egre dans D ou

2/ d+ = " et d� int�egre dans D.

Preuve L'application D2 ! D2; x 7! dx se repr�esente par la matrice

P =

"
d+ d�

d� d+

#

dans la base canonique. Via le Th�eor�eme 0,7.2.3, l'injectivit�e de cette application entrâ�ne que

la matrice P est monomiale, ce qui implique d positif non nul ou n�egatif non nul. La condition

d'int�egrit�e de d+ ou d� selon le cas est claire. �

2.3.4 Proposition Soit D un dio��de faiblement-archim�edien. On a

(FD)2 ' FD2 :

Preuve Il r�esulte du Lemme 2.3.3 que tout �el�ement x de FD2 s'�ecrit sous la forme x = p	q
d
, avec

p; q; d 2 D et d int�egre. On observe que les quotients p
d
et q

d
dans FD ne d�ependent que de x. En

e�et, si x = p0	q0

d0
, on a d0(p 	 q) = d(p0 	 q0), et en identi�ant les parties positives et n�egatives,

on obtient p
d
= p0

d0
, q
d
= q0

d0
. On peut donc identi�er x �a l'�el�ement p

d
	 q

d
de (FD)2, ce qui montre la

proposition 2.3.4. �

2.3.5 Dio��de des fractions de D[X ] Lorsque D est faiblement-archim�edien, on peut caract�eriser

simplement le dio��de des fractions de D[X ]. On pr�etend que les seuls �el�ements int�egres de D[X ] sont

des monômes de la forme dXk, avec d int�egre. La condition d'int�egrit�e de d est imm�ediate. Le fait

qu'un polynôme int�egre est un monôme r�esulte de l'argument du Corollaire 7.2.9 du Chapitre 0.

Un �el�ement du dio��de des fractions de D[X ] pourra donc s'�ecrire d�1X�kP , o�u k 2 N, d est int�egre
et P 2 D[X ]. On pourra aussi l'�ecrire

Ll
i=�k aiXi, o�u ai 2 FD. En particulier, le dio��de construit

dans l'exemple 2.3.2 est le dio��de des fractions de Rmax[X ].

2.3.6 Exemple (Dio��de Qppcm) Comme tout �el�ement non nul de Nppcm est int�egre, le dio��de des

fractions de Nppcm est �egal �a (Q+ n f0g)[ f"g, muni des deux lois suivantes:

p

q
� p0

q0
=

ppcm(pq0; p0q)

qq0
;
p

q

 p0

q0
=
pp0

qq0
:

3Ce dio��de est l'analogue de \l'anneau total des fractions" en alg�ebre commutative.
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Nous appliquons la construction du dio��de des fractions �a la caract�erisation du dio��de sym�etris�e.

On notera:

	D(x) = f(p; q) 2 (D2)2 j px r qg; 	F (x) = f(p; q) 2 ((FD2)2 j px r qg :

2.3.7 Proposition Soient x; y 2 D2. Les propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) 	D(x) = 	D(y),

(ii) 	F (x) = 	F (y).

Preuve Cela r�esulte de l'�equivalence des propositions suivantes:

(ps ;
q
r ) 2 	FD(x)

p
s
r q

r
x

rp r sqx

(rp; sq) 2 	D(x) :

�

2.3.8 Corollaire Soit D un dio��de tel que tout �el�ement soit somme �nie d'�el�ements int�egres. On

a 	D(x) = 	D(y) dans D2 ssi �F(x) = �F (y).

Preuve R�esulte de la proposition 2.3.7, de 2.2.4 et du fait que les �el�ements int�egres de D2 sont

inversibles dans FD2 . �

3 Dio��des sym�etris�es

3.1 Solutions de l'�equilibre �el�ementaire x r a

Nous particularisons ici la th�eorie aux dio��des. En raison de l'idempotence, l'application x 7! x� x
est injective (hypoth�ese 2.1.5), et l'on peut d�e�nir le dio��de sym�etris�e de D via 2.2.9: SD = D2=	.

Comme l'�etude de l'ensemble 	(x) se ram�ene �a celle de �(x), comme l'exprime la formule (2.2.b),

il nous su�t d'obtenir �(x) = fy j y r xg pour caract�eriser le dio��de sym�etris�e. Nous caract�erisons
ici cet ensemble, moyennant quelques hypoth�eses de r�esiduabilit�e.

Nous supposerons que D est un dio��de inf-complet distributif (0,5.2.2), donc additivement

r�esidu�e (0, 5.2.1). D2 est alors �egalement inf-complet distributif, et l'on a:

(a+; a�)� (b+; b�) = (a+ � b+; a� � b�) :

On a par 0,2.1.2 et 0,5.2.5,(vii) puisque 	x = (	e)x et que 	e est inversible:

	(a ^ b) = (	a) ^ (	b) (3.1.a)

	(a� b) = (	a)� (	b) : (3.1.b)

En particulier, si a; b 2 D�, on a a^ b 2 D� et a� b 2 D�. En e�et, a 2 D� est �equivalent �a a = 	a,
de même pour b. On a alors 	(a^b) = (	a)^ (	b) = a^b, d'o�u a^b 2 D�, et de même pour a�b.

Notons [u; v] = ft 2 D2 j u � t � vg.

3.1.1 Th�eor�eme Soit a 2 D2. On a �(a) = [a� (	a); a�] � D�.
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Preuve : Soit x tel que x r a, i.e. x+�a� = x��a+. On part de la d�ecomposition (cf. 0,5.2.5,(x))

x = (x� a�)� (x ^ a�) :

1/-Montrons que x � a� 2 D�. Posons x 	 a = t� 2 D�. On a t� � x � t� � (	a), donc t� � a� �
x� a� � (t� � (	a))� a� = t� � (a� 	 a) = t� � a�. On a donc: x� a� = t� � a� =2 D� d'apr�es la
remarque pr�ec�edente.

2/-Notons que x0 = x^a� v�eri�e �egalement x0 r a. En e�et, D� 3 (x	a)^a� = (x^a�)	(a^a�) =
(x ^ a�)	 a. Il su�t donc de rechercher les solutions de x r a plus petites que a�.

3/-L'�equilibre x r a est �equivalent �a x 	 a = (	x) � a. On a x � [(	x)� a]� (	a) � a � (	a).
Inversement, supposons a� (	a) � x � a�. On a: a� � [a� (	a)]� (	a) � x	 a � a�	 a = a� �

3.1.2 Exemple Soit x = (x+; x�) 2 R2
max avec x

+ � x�. On a x+ � x� = x+, x� � x+ = ", soit

�(x) = (x+; ")/ Le Th�eor�eme a�rme que

f(y+; y�) j max(x+; y�) = max(x�; y+)g = f(y+; y�) j x+ = y+; y� � y+g � f(t; t) j t 2 Rmaxg ;

ce que l'on v�eri�e de mani�ere �el�ementaire.

Nous appliquons maintenant ce r�esultat au calcul de quelques dio��des sym�etris�es.

3.2 Sym�etris�e du dio��de de Boole

Soit B = f"; eg le dio��de des bool�eiens (cf. 0,1.0.2). Il r�esulte de 2.2.4 que SB = B2=�. On a par

application de 3.1.1 ou bien par une v�eri�cation �el�ementaire:

�(") = B�

�(e) = fe; e�g
�(	e) = f	e; e�g
�(e�) = B 2 :

Ainsi, l'application B 2 ! P(B2); x 7! �(x) est injective, et donc

SB ' B 2 = f"; e;	e; e�g : (3:2:a)

On a les tables de Cayley suivantes.

� " e 	e e�

" " e 	e e�

e e e e� e�

	e 	e e� 	e e�

e� e� e� e� e�


 " e 	e e�

" " " " "

e " e 	e e�

	e " 	e e e�

e� " e� e� e�

3.3 Le dio��de sym�etris�e de Rmax

Nous �etudions ici le dio��de sym�etris�e de Rmax. Il en vaut la peine, pour aux moins deux raisons:

(i): le sym�etris�e s'obtiendra de mani�ere analogue pour tous les demi-corps idempotents totalement

ordonn�es, dont Rmax est un exemple g�en�erique, (ii): c'est dans ce cadre que l'on obtiendra une

th�eorie satisfaisante des syst�emes lin�eaires.
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Dans Rmax, on a caract�eris�e l'op�eration � en 0,5.2.7. On a donc:

a�	a = (a+ � a�; a� � a+) =

8<
:
(a+; ") si a+ > a�

(a�; ") si a+ < a�

("; ") si a+ = a�,

d'o�u via 3.1.1:

�(a) =

8<
:
(["; a+]� ["; a+]) [ f(x; x) j x 2 Rmax; x > a+g (cas a+ = a�)

(fa+g � ["; a+])[ f(x; x) j x 2 Rmax; x > a+g (cas a+ > a�)

(["; a�]� fa�g)[ f(x; x) j x 2 Rmax; x > a�g (cas a+ < a�).

(3:3:a)

On a repr�esent�e les diverses allures de �((a+; a�)) sur la Figure II.2. Dans ce cas pr�ecis, la carac-

t�erisation ci-dessus de �(a) = f(x+; x�) j max(x+; a�) = max(x�; a+)g se retrouve �evidemment

de mani�ere �el�ementaire.

cas a+ = a�

x+

x�

a+

a�

x+

x�

a+

a�

cas a+ > a�

a�

x�

x+a+

cas a� > a+

Figure II.2: �((x+; x�)) dans le dio��de R2
max

Ainsi, on retrouve le dio��de Smax construit de mani�ere �el�ementaire dans la motivation de ce

chapitre. On retrouve de la sorte qu'il y a dans le dio��de sym�etris�e de Rmax, SRmax = R
2
max=	, trois

sortes de classes d'�equivalences, positives, n�egatives, et �equilibr�ees, correspondant respectivement

aux (a; "), ("; a) et (a; a) (cf. x1.2).

3.3.1 D�e�nition (Signe) On appelle signe l'application s, Smax ! B2 ; x 7! sx, d�e�ni comme

suit:

sx =

8>><
>>:
e si x 2 S�max n f"g
	e si x 2 S	max n f"g
e� si x 2 S�max n f"g
" si x = ".

Le signe n'est pas un morphisme de dio��de. On a par exemple 2�(	1) = 2, mais s2 = e 6= s2�s	e =
e 	 e = e�. On peut voir l'ordre de Smax comme l'ordre lexicographique form�e �a partir de l'ordre

de Rmax et de l'ordre du dio��de sym�etris�e des bool�eiens.

3.3.2 Propri�et�es Dans Smax, on a les propri�et�es suivantes:

(i) a � b ssi jaj � jbj ou (jaj = jbj et sa � sb),
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(ii) Soient a 2 S�max et b 2 S�	max. On a a� b r " ssi jbj � jaj.
(iii) a = b ssi sa = sb et jaj = jbj.

Preuve (i): L'application x 7! jxj est croissante, donc a � b entrâ�ne jaj � jbj. La suite se d�eduit

de 3.1.1.

(ii): r�esulte imm�ediatement de la caract�erisation de �(a�) (cf. 3.1.1).

(iii): imm�ediat. �

Soit maintenant l'�equilibre lin�eaire:

ax� b r " (3:3:b)

avec (a; b) 2 (Smax)
2. Si x est solution de (3.3.b), pour tout t 2 Smax,

x00 = x� t� (3:3:c)

est �egalement solution. A�n d'exclure les solutions triviales, nous posons:

3.3.3 D�e�nition Une solution x de l'�equation (3.3.b) est dite d�eg�en�er�ee si et seulement si il existe

x0 � x et t 2 Smax tels que:

x = x0 � t�

L'�etude des �equilibres lin�eaires pourra se limiter �a la recherche des solutions non d�eg�en�er�ees, �etant

entendu que les autres solutions peuvent se recouvrer par (3.3.c).

3.3.4 Lemme Une solution x de (3.3.b) est sign�ee ssi elle est non d�eg�en�er�ee.

Preuve Si x est sign�e et x = x0 � t�, comme st� = e� 6� sx, il r�esulte de 3.3.2,(i) que l'on ne peut

avoir jt�j = jxj. Ainsi, jtj � jxj, et donc jxj = jx0j. En appliquant �a nouveau 3.3.2,(i), on trouve

que sx0 � sx, et comme x0 6= ", sx0 = sx, d'o�u x = x0 par 3.3.2,(iii), ce qui montre que x est non

d�eg�en�er�ee.

R�eciproquement, supposons x = t� non sign�e solution de ax r b et montrons que x est solution

d�eg�en�er�ee. Si jajjxj � jbj, on a en choisissant u tel que jxj � juj � jaj�1jbj, au� r b, avec u� � x. Si
jajjxj � jbj, on a ax	 b = 	b r ", et donc u = " est solution. Si jajjxj = jbj, de deux choses l'une:

1/ si a 2 S�max, on a ajxj = a�jxj = ax�, et jxj est solution, 2/ si a est inversible, on peut supposer

a = e quitte �a multiplier par a�1, et la conclusion r�esulte de ce que les points minimaux de �(b)

sont sign�es ou nuls (cf. (3.3.a)). �

3.3.5 Th�eor�eme Soit a 2 S�	max n f"g et b 2 S�	max. L'�equilibre ax� b r " admet l'unique solution

sign�ee x = 	a�1b.

C'est un cas particulier du r�esultat suivant:

3.3.6 Th�eor�eme L'ensemble des solutions sign�ees de l'�equilibre (3.3.b) est:

f	a�1bg si a 2 S�	max n f"g et b 2 S�	max

ft 2 S�	max j jtj � ja�1bjg si a 2 S�	max n f"g et b 2 S�max

ft 2 S�	max j jtj � jaj�1jbjg si a 2 S�max n f"g et b 2 S�	max

S�	max si (a; b) 2 (S�max)
2:
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Preuve : les cas a 2 S_max n f"g sont une traduction de x 2 �(	a�1b) (cf. II,3.1.1). Supposons
a 2 S�max et b d�es�equilibr�e. Via la Propri�et�e 3.3.2,(ii), ax� b r " est �equivalent �a jaxj � jbj, c'est �a
dire �a jajjxj � jbj, soit jxj � jaj�1jbj. �

3.3.7 Remarque Le Th�eor�eme 3.3.5 exprime que dans le cas g�en�erique, l'�equilibre ax � b r "

admet une unique solution sign�ee, donn�ee par la formule habituelle.

Les deux propri�et�es suivantes, imm�ediates, seront utiles.

3.3.8 Propri�et�es On a:

(i) S�	max
S�	max � S�	max.

(ii) a� b 2 S�	max) a 2 S�	max ou b 2 S�	max.

3.3.9 Proposition Smax est additivement r�esidu�e.

Preuve Comme l'�equation b� x � a est �equivalente �a 	b	 x � 	a, on a

(	a)� (	b) = 	(a� b) (3:3:d)

d�es que l'une des deux quantit�es est d�e�nie. On v�eri�e sans di�cult�e que l'op�eration � est donn�ee

par le tableau suivant:

� v 	v v�

u

�
u si u � v
" sinon

�
u si u � v
" sinon

�
u si u � v
" sinon

u�

8<
:
u� si u � v
	v si u = v

" sinon

�
u� si u � v
" sinon,

o�u u; v 2 Rmax, les autres cas s'en d�eduisant par (3.3.d). �

3.3.10 Contre exemple Le dio��de Smax n'est ni relativement complet4, ni un treillis, ni mul-

tiplicativement r�esidu�e. En e�et, l'ensemble des minorants de e et 	e, �egal �a fx j jxj � eg,
n'admet pas d'�el�ement maximal. Ainsi, l'ensemble fe;	eg n'admet pas de borne-inf. En outre, on

a fx j e� � eg = fx j jxj � eg, ce qui montre que l'homoth�eties x 7! e�x n'est pas r�esiduable.

3.3.11 Dio��de compl�et�e de Smax On a vu en 0,x5.3 que dans les inf-dio��des multiplicativement

r�esidu�es, on peut simplement �etudier les �equations matricielles de type Ax = b et caract�eriser les

familles faiblement ind�ependantes. Cela motive la question du plongement d'un dio��de donn�e dans

un inf-dio��de multiplicativement r�esidu�e. Cette question m�eriterait une �etude compl�ete et g�en�erale.

Nous nous contentons ici d'un r�esultat particulier relatif �a Smax.

On notera IDSmax l'ensemble des id�eaux non vides de Smax. Etant donn�e un id�eal I , l'image jI j
de I dans Rmax par le morphisme de demi-treillis x 7! jxj est un id�eal de Rmax.

3.3.12 Lemme Soit I un id�eal non vide de Smax. De trois choses l'une:

(i) jI j n'est pas major�e, auquel cas I = Smax,

4un ensemble ordonn�e est relativement complet si toute partie born�ee admet une borne sup
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(ii) on a jI j = #(x) avec x 2 Rmax, auquel cas I est principal. De mani�ere pr�ecise, on a 1/

I = #(x) ou 2/ #(	x) ou 3/ #(x�) selon que 1/ x 2 I et 	x 62 I, 2/ 	x 2 I et x 62 I, 3/
x;	x 2 I.

(iii) jI j = ft 2 Rmax j t � xg, auquel cas I = fu 2 Smax j u � xg = #(x) \ #(	x).

Preuve R�esulte imm�ediatement de la caract�erisation 3.3.2 de l'ordre de Smax. �

L'ensemble IDSmax est un treillis complet, dont le sup est donn�ee par 0,2.1.5. L'application

x 7! #(x) est un morphisme de demi-treillis injectif de Smax dans IDSmax. D�e�nissons le produit

des id�eaux par

I 
 J = fxx0 j x 2 I; x0 2 Jg :
Le produit de deux id�eaux est un id�eal. En e�et, il est imm�ediat que #(I 
 J) = I
J . Montrons que

(I
J) est stable par borne-sup. Soient x; x0 2 I et y; y0 2 J . On a xy�x0y0 � (x�x0)(y�y0) 2 I
J ,
ce qui montre la stabilit�e. De mani�ere plus pr�ecise, on a les r�egles de calcul suivantes:

#(a)
 #(b) = #(ab)
#(a)
 (#(u) \ #(	u)) = #(ujaj)\ #(	ujaj);

(#(u) \ #(	u))
 (#(v)\ #(	v)) = #(uv)\ #(	uv) :

Le Lemme suivant r�esulte imm�ediatement de la caract�erisation des id�eaux de Smax (cf. 3.3.12).

3.3.13 Lemme Soit fI�g�2A une famille major�ee d'id�eaux non vides de Smax. De deux choses

l'une:

(i)
L

� jI�j est un id�eal principal. On a alors deux indices �; � 2 A (�eventuellement confondus)

tels que
L

� I� = I� � I� .
(ii)

L
� jI�j est de la forme ft j t � xg, auquel cas L� I� = fu 2 Smax j u � xg.

3.3.14 Proposition L'ensemble des id�eaux non vides de Smax, muni de la borne sup naturelle (cf.

0,2.1.5) et du produit, est un dio��de complet.

Preuve Le seul point non trivial est la distributivit�e (in�nie). Dans le cas (ii) du Lemme 3.3.13,

on a pour un id�eal J major�e,

j(
[
�

I�)J j =
[
�

jI�jjJ j = ft 2 Rmax j t � x sup jJ jg :

Il r�esulte que

(
M
�

I�)J = fu j u � xgJ = fu j u � x sup jJ jg =
M
�

I�J :

Dans le cas (i), on est ramen�e �a une propri�et�e de distributivit�e �nie, qui se v�eri�e de mani�ere

�el�ementaire. �

Le morphisme x 7! #(x) permet d'identi�er Smax au sous-dio��de des id�eaux principaux de Smax.

On notera ~u l'id�eal #(u) \ #(	u) = fx j x � ug, ~Smax l'ensemble des id�eaux de la forme ~u, et 1
l'id�eal Smax. On a la d�ecomposition:

IDSmax = Smax[ ~Smax[ f1g; Smax\ ~Smax = f"g :

On a illustr�e cette d�ecomposition sur la Figure II.3 (o�u les 
�eches repr�esentent l'ordre croissant).
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S�max

S�max

e�

e

	e

"

~e

~Smax

S	max

Figure II.3: Le dio��de IDSmax (compl�et�e de Smax)

3.3.15 Exemple On peut maintenant appliquer les r�esultats de r�esiduation �a la r�esolution de

certaines �equations dans Smax. Soit le syst�eme:

AX = b; o�u A =

"
e e�

	e 2

#
; b =

"
e

1

#
:

En se plongeant dans IDSmax, qui est un inf-dio��de multiplicativement r�esidu�e, on peut �ecrire:

A
 (Anb) =
"

e e�

	e 2

#


"
ene ^ (	e)n1 = e

e�ne ^ 2n1 = �1

#
=

"
e

1

#
;

ce qui montre que le vecteur Anb = [e;�1]T est solution.

Nous concluons cette section en donnant un r�esultat de quasi-unicit�e de familles g�en�eratrices min-

imales pour les sous-modulo��des de type-�ni de Snmax.

3.3.16 Proposition Etant donn�ees deux familles g�en�eratrices minimales fuigi2I et fvjgj2J d'un

sous-modulo��de de type-�ni V � Snmax, il existe une famille de scalaires f�igi2I et une bijection

� : I ! J tels que ui = �iv�(i).

En particulier, le cardinal d'une famille g�en�eratrice minimale est invariant. On l'appellera dimension

faible de V .

Preuve On adapte la preuve du Th�eor�eme 5.5.3 du Chapitre 0. En reprenant les mêmes notations,

on a:

ui =
M

j2J; k2I

�ij�jkuk : (3:3:e)

On distingue deux cas:

(i): Il existe une composante non �equilibr�ee uli de ui. De

uli �
M
j2J

�ij�jiu
l
i : (3:3:f)
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on tire alors
L

j2J �ij�ji � ulinuli = e. On a en outre l'�egalit�e (sinon, le terme associ�e �a ui serait

redondant �a droite de (3.3.e) et l'on conclut comme en 0,5.5.3.

(ii): ui = u�i . On prend alors uli composante non nulle de ui. De (3.3.f), on tire maintenant

jLj2J �ij�jij = e, et donc il existe ji tel que

j�iji�jiij = e :

On a

ui = u�i � �ijivj � �iji�jiiui = j�iji�jiiju�i = ui ;

d'o�u

ui = �ijivji :

Il est clair que l'application i 7! ji est une bijection de I dans J . �

3.3.17 Remarque A la di��erence de Rmax, les �ji ne sont pas en g�en�eral inversibles. Par exemple,

fe�g et f2�g sont deux familles g�en�eratriceminimales du modulo��de S�max, et l'on peut �ecrire 2
� = �e�

avec � = 2;	2 ou 2�.

3.4 Autres dio��des sym�etris�es

3.4.1 Dio��de sym�etris�e de P(R) Dans P(R) muni de l'union et de la somme vectorielle, a+�a�

est la di��erence ensembliste coutumi�ere de a+ et de a� (cf. 0,5.2.6). La connaissance de �(a)

d�etermine a+[a� ainsi que les di��erences ensemblistes a+ na� et a� na+. On obtient alors a+\a�
par a+ \ a� = (a+ [ a�) n [(a+ n a�)[ (a� n a+)], ce qui d�etermine a+ = (a+ n a�) [ (a+ \ a�) et
montre l'injectivit�e de �, donc de 	. On a donc SP(R) = (P(R))2.

3.4.2 Sym�etris�e du dio��de des compacts convexes On a vu en 0,5.2.8 que le dio��de des com-

pacts convexes de R2, convPc(R2), n'est pas additivement r�esidu�e. On ne peut donc caract�eriser

l'application 	 en termes de r�esidu. Nous n'entreprendrons pas ici de caract�eriser le dio��de quotient

par 	, mais indiquons simplement que l'on a la r�egle de simpli�cation suivante:

3.4.3 Proposition Soit A = (A+; A�) 2 (convPc(R2))2. On a

intA+ � A� ) 	((A+; A�)) = 	((A+; ")) :

(intB d�esigne l'int�erieur de la partie B).

Preuve Soit en e�et (P;Q) 2 	(A), avec P = (P+; P�), Q = (Q+; Q�). Il su�t de montrer que

�(Q+(A+; A�)) = �(Q+(A+; ")) (d�ecomposer Q en Q+ 	 Q� et raisonner comme en 2.2.4). On a

que P appartient �a �(Q+(A+; A�)) ssi P+ � Q+A� = P� � Q+A+, c'est-�a-dire en passant aux

fonctions support (cf. 0,1.0.11)

max(�?P+ ; �
?
Q+ + �?A�) = max(�?P� ; �

?
Q+ + �?A+)

et comme �?
A�

< �?
A+ , cela �equivaut �a

�?P+ = max(�?P� ; �
?
Q+ + �?A+);

i.e. P 2 �(Q+(A+; ")). �
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Dans le dio��de sym�etris�e de convPc(R2), on pourra donc �ecrire, par exemple,

B2(0; 1)	B2(0; 2) = 	B2(0; 2);

o�u B2(a; r) d�esigne la boule de centre a et de rayon r pour la norme euclidienne (et donc B2(0; 1) �
intB2(0; 2)).

3.4.4 Proposition Pour tout dio��de D faiblement-archim�edien tel que tout �el�ement de D soit

somme �nie d'�el�ements int�egres, on a (SD)[X ] ' S(D[X]).

Preuve On a l'isomorphisme:

D2[X ] ' (D[X ])2L
i(P

+
i 	 P�i )X i 7! L

i P
+
i X

i 	 (
L

i P
�
i X

i) :

Soient P =
L

i PiX
i, Q =

L
iQiX

i 2 D2[X ]. Il faut montrer l'�equivalence des deux conditions

suivantes:

(i) 8i;	(Pi) = 	(Qi) dans D2,

(ii) 	(P ) = 	(Q) dans D2[X ].

Cela r�esulte du Corollaire 2.3.8 en passant au dio��de des fractions. Soit F1 le dio��de des fractions de
D2[X ] et F2 le dio��de des fractions de D2. Soient U;R 2 F1. D'apr�es l'exemple 2.3.5, on peut �ecrire

U =
L

iUiX
i et R =

L
iRiX

i o�u Ui et Ri appartiennent �a F2. D'apr�es le Corollaire 2.3.8, il su�t de

voir que �(U) = �(R) dans F1 ssi pour tout i, �(Ui) = �(Ri) dans F2. Comme V =
L

i ViX
i r Ui

ssi pour tout i, Vi r Ui, le r�esultat est acquis. �

3.4.5 Dio��de sym�etris�e de Nppcm Il est �egal �a N2
ppcm. Nous montrons que certaines r�egles de

simpli�cation sont compatibles avec la structure additive de (Nppcm)
2, mais pas avec le produit.

Soit P l'ensemble des nombres premiers. La d�ecomposition d'un naturel non nul x en produit de

nombres premiers:

x =
Y
p2P

pvp(x)

se traduit par l'isomorphisme de demi-treillis:(
(N n f0g; ppcm) �! (N(P);max)

x 7�! fvp(x)gp2P ;
(3:4:a)

o�u N(P) d�esigne l'ensemble des familles de naturels indic�es par P avec seulement nombre �ni

d'�el�ements non nuls. Posons pour x = (x+; x�) 2 (Nppcm)
2, vp(x) := (vp(x

+); vp(x
�)). On en

d�eduit que �(x) = �(y) ssi:

8p 2 P ; �(vp(x)) = �(vp(y)) dans (N
2;max) :

Autrement dit, on a une g�en�eralisation en \dimension in�nie" de la r�egle (1.2.a) valable pour Rmax,

i.e.

�(x) = �(y) , 8p 2 P ;
vp(x) 6= vp(x

0); vp(y) 6= vp(y
0) et

max(vp(x
+); vp(y

�)) = max(vp(x
�); vp(y

+));

ou vp(x) = vp(y) :
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Par exemple, on a �(23; 2) = �(23; "). Cependant, l'application x 7! 	(x) est injective, d'o�u il

r�esulte que SNppcm = (Nppcm)
2. Nous montrons seulement ici pourquoi, par exemple, 	(23; 2) 6=

	(23; "), laissant le cas g�en�eral au lecteur. On a:

(i) (23 	 2)(3)r 23 	 1;

(ii) 233 6r 23 	 1

d'o�u (3; 4	 1) 2 	(23; 2); 62 	(23; "). Les assertions (i) et (ii) se r�e�ecrivent en e�et:

ppcm(23 � 3; 1) = ppcm(23; 2� 3);

ppcm(23 � 3; 1) 6= 23 :

3.5 Domaine de transitivit�e de la relation d'�equilibre

On a constat�e en I,1.2.3 que la relation r n'est jamais transitive dans un dio��de. Cependant, dans

le dio��de sym�etris�e libre de D, on a la propri�et�e de \transitivit�e faible" d�ej�a not�ee en I,1.3.1. Il s'agit

ici de g�en�eraliser ces propri�et�es au dio��de sym�etris�e d'un dio��de. Nous d�e�nissons donc:

3.5.1 D�e�nition L'�el�ement x 2 S est transitif si:

8y; z 2 S; y r x et x r z ) y r z :

Nous caract�erisons ci-apr�es les �el�ements transitifs. A cet e�et, nous introduisons l'application:

�(x) = x �	x : (3:5:a)

3.5.2 Proposition On a � � Id et ��� = �.

Preuve On a par 0,5.2.5,(ii) �(x) = x� 	x � x� " = x. En outre,

���(x) = (x�	x)� 	(x�	x)
= (x�	x) � (	x� x) (3.1.b)

= x� (	x � (	x� x)) (0,5.2.5,(iv))

= x� 	x = �(x)

car 	x� x � 	x. �

3.5.3 Remarque � n'est cependant pas une fermeture duale, car � n'est pas croissante (par ex-

emple, dans R2
max, �(2; ") = (2; ") mais �(2; 2) = ").

3.5.4 Proposition L'ensemble des �el�ements transitifs de SD est l'image de l'ensemble des �el�ements

transitifs de D2 par la projection canonique.

Preuve R�esulte imm�ediatement de 2.2.14. �

3.5.5 Corollaire Les �el�ements sign�es sont transitifs.

Preuve r�esulte de 3.5.4 et de I,1.3.1,(iv). �
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3.5.6 Th�eor�eme Soit D un dio��de inf-complet distributif. Pour tout x 2 D2, les propositions

suivantes sont �equivalentes:

(i) jxj = j�(x)j
(ii) x� = �(x)�

(iii) �(�(x)) = �(x)

(iv) �(x) =
T
y2�(x) �(y)

(v) �(x) = f�(x)g � D�
(vi) x est transitif.

Preuve (i),(ii): r�esulte de I,1.4.2,(i) et (ii).

(ii))(iii): on a �(x) = [�(x); x�]�D� et ���(x) = [�(x); �(x)�]�D� (par 3.5.2), d'o�u la conclusion.

(iii))(ii): On a �(x) � �(x)�jxj � �(x)�x� = x�, et donc par 3.1.1, �(x)�jxj 2 �(x) = �(�(x)),

donc �(x)� jxj � �(x)�, donc (�(x)� jxj)� = �(x)� � x� = x� � (�(x)�)� = �(x)�, d'o�u (ii).

(iv),(vi): On a comme x 2 �(x), �(x) � T
y2�(x) �(y). (iv) est donc �equivalent �a �(x) �T

y2�(x)�(y), i.e. pour tout y 2 �(x), �(x) � �(y), i.e. z r x) z r y.

(iii))(iv): Il su�t de voir que �(y) � �(x) pour tout y 2 �(x). Quitte �a remplacer x par �(x),

on pourra supposer x = �(x). D'apr�es 3.1.1, on a une d�ecomposition de la forme y = y0 � t�, avec
y0 2 [x; x�]. Par 2.2.5, �(y0 � t�) � �(y0). Il su�t donc de montrer �(y0) � �(x). On a en e�et:

x � y0 � x�, donc �(y0) = y0 � 	y0 � x� � 	x = (x 	 x)� 	x = (x � 	x) � (	x � 	x) � x, er

d'autre part y0
� � x�, soit [�(y0); y0�] � [x; x�], et donc �(y) � �(x).

(iv))(iii): On a �(x) 2 �(x), donc par (iv), �(x) � �(�(x)). L'autre inclusion r�esulte de 3.1.1.

(v))(iii): Si �(x) = f�(x)g�D�, on a �(�(x)) � f�(x)g�D� = �(x). L'autre inclusion a �et�e vue

dans la preuve de (iv))(iii).

(iii))(v): Il su�t de voir f�(x)g � D� � �(x), l'autre inclusion �etant triviale. Quitte �a remplacer

x par �(x), on peut supposer x = �(x). Soit y 2 �(x). On a y � �(x) = x, donc

y = (y � x)� x (3:5:b)

(via 0,5.2.5(x)). On a x	 y � y, donc y� x � 	y, donc 	(y� x) � y, et en additionnant �a (3.5.b),

y = (y � x)� � x. �

3.5.7 Interpr�etation Lorsque x est transitif, il r�esulte du Th�eor�eme 3.1.1 et du point (iii) ci-

dessus que �(x) est le plus petit �el�ement dans la classe d'�equivalence de x modulo �. On peut le

voir comme un repr�esentant canonique de x. Par exemple, dans R2
max, on a �((3; 2)) = (3; ").

3.5.8 Exemple Consid�erons le dio��de sym�etris�e libre de (P(R);[;+). Soit x = (x+; x�). On a

j�(x)j = jxj ssi
(x+ n x�) [ (x� n x+) = x+ [ x� ;

o�u n d�enote la di��erence ensembliste. Cela entrâ�ne que les �el�ements transitifs sont les x tels que

x+ \ x� = ;.
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3.6 El�ements substituables

3.6.1 D�e�nition Soit S un dio��de sym�etris�e. On dit qu'un �el�ement x est substituable s'il v�eri�e

la propri�et�e suivante:

8y; c; d 2 S;
(
x r y

cx r d
=) cy r d : (3:6:a)

On notera S_ l'ensemble des �el�ements substituables de S.

En prenant c = e dans (3.6.a), on constate qu'un �el�ement substituable est transitif. Comme en 3.5.4,

les �el�ements substituables de SD sont les images des �el�ements substituables de D2 par la projection

canonique, et donc, via I,1.3.1(iii), les �el�ements sign�es sont substituables. Avant de caract�eriser les

�el�ements substituables de D2, nous �enon�cons un lemme technique:

3.6.2 Lemme On a pour tous x; q 2 D2,

�(q�(x)) � �(qx) :

Preuve

�(q�(x)) = q�(x)� 	q�(x) = q(x�	x)� 	q(x�	x)
� (qx�	qx)� 	q(x�	x) (via 0,5.2.5,(vii) )

� (qx�	qx)� 	qx
= qx� (	qx� 	qx) (via 0,5.2.5,(iv))

= �(qx) :

�

3.6.3 Contre exemple L'in�egalit�e peut être stricte dans (3.6.2). En e�et, dans le dio��de sym�etris�e

libre de Rmax, on a en prenant q = (+1; ") et x = (2; 1), �(qx) = (+1;+1) � (+1;+1) = "

alors que �(q�(x)) = �((+1; "):(2; ")) = �((+1; ")) = (+1; ").

3.6.4 Corollaire On a pour tous x; q 2 D2, 	(�(x)) � 	(x).

Preuve R�esulte imm�ediatement de 3.6.2 et de la formule (2.2.b). �

3.6.5 Proposition Soit D un dio��de inf-complet in�niment distributif. Dans le dio��de D2, les

propri�et�es suivantes sont �equivalentes:

(i) 8q 2 D2, �(qx) = �(q�(x)) et �(x)� = x�

(ii) 	(�(x)) = 	(x)

(iii) 	(x) =
T
y2�(x)	(y)

(iv) x est substituable.

Preuve (iv),(iii): La propri�et�e (iii) est �equivalente �a 	(y) � 	(x), pour tout y 2 �(x), i.e.

p r qx) p r qy, i.e. x substituable.

(iii))(ii): une inclusion de (ii) r�esulte de 3.6.4. La propri�et�e (iii) entrâ�ne que 	(�(x)) � 	(x) car

�(x) 2 �(x), ce qui est l'autre inclusion.
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(ii))(i): par 3.1.1, on a pour tout q, �(qx) =
V
�(qx) =

V
�(q�(x)) = �(q�(x)). D'autre part,

�(x) = �(�(x)), donc x� = �(x)� (cf. 3.5.6).

(i))(iii): Soit y 2 �(x). On a par 3.1.1 une d�ecomposition de la forme y = y0 � t�, avec

y0 2 [�(x); x�] (3:6:b)

et comme par 2.2.5, 	(y) � 	(y0), il su�t de montrer 	(y0) � 	(x) pour avoir (iii). Ici encore,

quitte �a remplacer x par �(x), on supposera x = �(x). Via la formule (2.2.b) et la proposition 3.1.1,

il su�t de voir que pour tout q 2 D2, on a

[�(qy0); (qy0)�] � [�(qx); (qx)�] : (3:6:c)

Par (3.6.b), on a y0 � �(x), donc (qy0)� = q(y0)� � q�(x)� = (qx)�. D'autre part,

�(qy0) = qy0 � 	qy0 � qx� � 	qx
� (qx� 	qx)�	qx
� qx�	qx (via 0, 5.2.5,(v))

= �(qx);

ce qui montre l'inclusion (3.6.c). �

3.6.6 Corollaire Si tout �el�ement est somme �nie d'�el�ements inversibles, alors les �el�ements sub-

stituables de D2 sont exactement les �el�ements transitifs.

Preuve Trivialement, substituable entrâ�ne transitif. Supposons x transitif, x r b, cx r d, o�u

c = c1� c2 est somme de deux �el�ements inversibles (le cas n s'en d�eduisant). Par transitivit�e faible,

b r x r c�11 (d	 c2x) entrâ�ne b r c�11 (d	 c2x). En r�eit�erant avec c�12 (d	 c1b)r x r b, on obtient

le r�esultat. �

3.6.7 Contre exemple Les �el�ements transitifs ne sont pas toujours substituables. Dans le dio��de

sym�etris�e libre de Rmax, on a en e�et(
("; 2)r (+1; ")(2; 1)
(2; 1)r (2; ")

et ("; 2) 6r (+1; ")(2; ") = (+1; ");

ce qui montre que (2; 1) n'est pas substituable, quoique (2; 1) v�eri�e �(2; 1) = (2; ") et soit donc

transitif (cf. 3.5.6,(i)).

3.6.8 Contre exemple On ne peut relaxer 3.6.6: il est faux que si tout �el�ement est somme �nie

d'�el�ements int�egres, alors transitif=substituable. Dans le dio��de sym�etris�e de Nppcm, 2
3 	 2 est

transitif (cela r�esulte par exemple de l'identi�cation �a N(P)
max, cf. (3.4.a)). Cependant, 2

3 	 2 n'est

pas substituable: (
(23 	 2) r 23

3� (23 	 2) r 23;
mais 3� 23 6r 23 :

3.6.9 Proposition Pour tout x 2 SD, on a

x = �(x)� (x� �(x))� :
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Preuve Comme �(x) � x il r�esulte de 0,5.2.5,(x), que x = �(x)�(x��(x)). En outre,	(x��(x)) =
	x�(	x�x) � x (par 0,5.2.5,(viii)), et donc x = �(x)�(x��(x))	(x��(x)) = �(x)�(x��(x))�.
�

Comme �(x) 2 S_D, la Proposition 3.6.9 donne la d�ecomposition:

SD = S_D � S�D : (3:6:d)

3.6.10 Proposition (Trivialisation des �equilibres) On a dans le dio��de sym�etris�e de D la pro-

pri�et�e suivante:

a; b substituables et a r b =) a = b :

Preuve Prenons deux repr�esentants de a et b, a0 et b0 2 D2, substituables, tels que a0 r b0.

De (p; q) 2 	(a0), i.e. p r qa0, on d�eduit en substituant b0 que p r qb0, ce qui montre que

	(a0) � 	(b0). L'autre inclusion s'obtient de même, et l'on conclut que a0 et b0 repr�esentent le

même �el�ement modulo 	, i.e. a = b. �

3.6.11 Proposition Tout �el�ement inversible de D2 est substituable.

Preuve Si x r y et cx r z avec x inversible, on a e r x�1y,cx:e r z, et en observant que e est

toujours substituable (il v�eri�e le crit�ere 3.6.5,(i)), cx:x�1y = cy r z. �

3.6.12 Lemme (Substitution vectorielle) Soit x un vecteur de taille n dont les coe�cients

sont substituables. On a pour tous vecteur b et matrice C de tailles compatibles:

x r b; Cx r d) Cb r d :

Preuve v�eri�ons le pour la i-i�eme composante. On a (Cx)i =
Ln

k=1 Cikxk r di. La proposition

r�esulte d'une application r�ep�et�ee du lemme de substitution scalaire �a cette �equation. �

3.6.13 Exemple (El�ements substituables dans Smax) Dans le dio��de R2
max, les �el�ements tran-

sitifs (donc par 3.6.6 substituables) sont les �el�ements de la forme (a+; a�) avec a+ 6= a�. On a en

e�et �((a+; a�)) = (a+; ") si a+ > a�, ("; a�) si a� > a+ et " si a+ = a�. On constate que le

crit�ere 3.5.6,(ii) est v�eri��e dans les deux premiers cas, et pas dans le dernier. Ainsi, par 3.5.4, les

�el�ements substituables de Smax sont pr�ecis�ement les �el�ements sign�es, i.e. S_max = S
�	
max.

3.6.14 Exemple (Polynômes substituables) Dans le dio��de sym�etris�e de Rmax[X ], substitu-

able=transitif (i.e les �el�ements substituables sont les polynômes dont aucun coe�cient n'est point�e,

S_
Rmax[X] = S

_
max[X ]). On a en e�et montr�e les assertions suivantes:

(i) x transitif ssi �(�(x)) = �(x) (cf. 3.5.6).

(ii) x substituable ssi 	(�(x)) = 	(x) (cf. 3.6.5).

(iii) 	(x) = 	(y) dans (Rmax[X ])2 ssi �(x) = �(y) dans le dio��de des fractions de Rmax[X ] (cf.

2.3.7).

Il su�t donc de voir que (a): �(x) = �(y) dans F(Rmax[X])2 ssi (b): �(x) = �(y) dans (Rmax[X ])2.

Le sens (a))(b) s'obtient par restriction. Supposons (b). Soit z 2 F2. On peut �ecrire z = X�kw,

avec w 2 (Rmax[X ])2. On a z r x ssi w r Xkx, et comme d'apr�es (b), �(Xkx) = �(Xky) (cf. par

exemple le point (i),(ii) de la preuve de la Proposition 3.4.4), on a w r Xky, d'o�u la conclusion.
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3.7 Elimination

On dira que x est �eliminable si (
ax r b

cx r d
) ad r bc :

L'�eliminabilit�e entrâ�ne clairement la substituabilit�e.

3.7.1 Proposition Dans Smax, les �el�ements �eliminables sont les �el�ements sign�es.

Preuve Si a ou c sont non �equilibr�es, par exemple a, la premi�ere �equation est �equivalente �a

x r a�1b, et l'on s'est ramen�e �a la propri�et�e de substitution 3.6.1. Si a et c sont tous deux

�equilibr�es, on a ad 2 S�max et cb 2 S�max, et la condition ad r bc est remplie. R�eciproquement, un

�el�ement �eliminable est transitif, donc sign�e. �

L'�eliminabilit�e est un fait plus rare que la substituabilit�e, pour lequel nous n'avons pas de

caract�erisation g�en�erale.

3.7.2 Contre exemple L'�eliminabilit�e ne \passe pas" aux polynômes. On a par exemple:(
(e	X)(e�X) r e 	X2

e�(e�X)r e
mais (e	X)e 6r e�(e	X2) :

Les coe�cients de e �X sont �eliminables dans Smax, mais e �X ne l'est pas dans Smax[X ].



Chapitre III

Syst�emes d'�equilibres lin�eaires

Nous �etudions dans ce chapitre les syst�emes d'�equilibres lin�eaires. On travaillera essentiellement

dans le dio��de Smax (sym�etris�e de Rmax). Cette �etude repose sur les trois approches suivantes.

a/ Point de vue g�eom�etrique. On �etudie les questions d'orthogonalit�e dans Snmax, ou de mani�ere

�equivalente, les syst�emes homog�enes Ax r ". Le r�esultat central est que l'orthogonal d'un sous-

modulo��de de type �ni de Snmax est un sous-modulo��de de type �ni (e�ectivement calculable). En

outre, l'orthogonal d'un sous-modulo��de de type �ni de Rn
max caract�erise compl�etement ce mod-

ulo��de, ce qui autorise l'emploi de r�esultats de dualit�e pour l'�etude des sous-modulo��des de type

�ni de Rn
max. De mani�ere pr�ecise, on peut associer �a un sous-modulo��de M de type �ni de Rn

max

l'ensemble M? des �equations �(x) =  (x) v�eri��ees pour tout x appartenant �a M (� et  �etant des

formes lin�eaires sur Rn
max). Les r�esultats d'orthogonalit�e qui pr�ec�edent a�rment que les �equations

de cette forme v�eri��ees par M admettent une famille g�en�eratrice �nie, et caract�erisent M . On

cherche ensuite des conditions n�ecessaires et su�santes pour l'existence de solutions de syst�emes

d'�equilibres homog�enes et non homog�enes. On obtient alors des conditions simples et purement

structurelles.

b/ Point de vue Cramerien. Si l'on se restreint �a la recherche de solutions sign�ees de syst�emes

d'�equilibres lin�eaires homog�enes et non homog�enes, on trouve par des techniques d'�elimination des

conditions n�ecessaires pr�ecis�ement analogues aux conditions de Cramer pour des syst�emes carr�es.

On montre que les syst�emes rectangulaires v�eri�ent de nouvelles conditions de compatibilit�e (qui

sont impliqu�ees par les conditions de compatibilit�e usuelles dans un corps, mais pas dans un dio��de).

On montrera qu'en g�en�eral, les conditions n�ecessaires obtenues en �eliminant ne sont pas su�santes.

c/ Point de vue combinatoire. Pour des syst�emes carr�es non homog�enes, on montre que la

non nullit�e du d�eterminant entrâ�ne l'existence d'une solution sign�ee. Une premi�ere d�emonstration

est fond�ee sur un avatar des algorithmes it�eratifs classiques (Jacobi, Gauss-Seidel). Une seconde

d�emonstration repose sur le Th�eor�eme de Frobenius-K�onig. On �etudie ensuite les syst�emes ho-

mog�enes carr�es. On montre que l'�equilibre du d�eterminant entrâ�ne l'existence d'une solution sign�ee,

ce qui g�en�eralise un r�esultat de Gondran et Minoux [47] dont nous reprenons partiellement les tech-

niques.

L'id�ee d'introduire un signe moins formel dans les dio��des pour r�esoudre les syst�emes d'�equations

est due �a J.P. Quadrat. La partie sur la condition n�ecessaire de Cramer pour les syst�emes carr�es

(Ax r b entrâ�ne detA:x r Aadjb) est commune avec Max Plus [79, 80]. En particulier, le lemme

d'�elimination (pour x sign�e, ax r b et cx r d entrâ�ne ad r bc), est du �a M. Akian. L'id�ee d'adapter

les algorithmes it�eratifs est due �a M. Akian et R. Nikoukhah.

85
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1 Dualit�e

1.1 Orthogonalit�e dans Snmax

Dans Snmax, on d�e�nit le produit scalaire de deux vecteurs x et y comme �a l'accoutum�ee:

x:y =
nM
i=1

xiyi :

La propri�et�e famili�ere

(Au):(Bv) = (BTAu):v (1:1:a)

est encore valide. Etant donn�ee une partie P � Snmax, on d�e�nit l'orthogonal de P :

P? = fv 2 Snmax j 8u 2 P; v:u r "g :
P? est clairement un sous-modulo��de de Snmax. On a les propri�et�es suivantes.

1.1.1 Propri�et�es

(i) P 7! P? est d�ecroissante

(ii) (P?)? � P
(iii) ((P?)?)? = P?

(iv) (vecthP i � (S�max)
n)? = P?

(v) (P [Q)? = P? \ Q?
(vi) pour des sous-modulo��des de Snmax, (V �W )? = V ? \W?.

Les propri�et�es (i) et (ii) expriment que P 7! P? est une correspondance de Galois (cf. 0,5.1.9).

L'involutivit�e (iii) est g�en�erale pour les correspondances de Galois (cf. 0,5.1.8,(i)). Les autres pro-

pri�et�es sont imm�ediates. �

Nous consid�erons d'abord le cas o�u P = fvg est r�eduit �a un singleton.

1.1.2 Proposition Soit v 2 Snmax. Le modulo��de v? est de type �ni.

Il r�esulte de (1.1.a) que pour toute matrice D diagonale �a coe�cients diagonaux dans S_max n f"g,
et pour toute matrice de permutation P , l'on peut �ecrire:

u:v r " , (D�1Pu):(DPv) r " : (1:1:b)

On pourra ainsi supposer quitte �a normaliser et �a r�eordonner les indices que

v = [e; : : : ; e| {z }
p fois

; e�; : : : ; e�| {z }
q fois

; "; : : : ; "| {z }
n�q�p fois

] : (1:1:c)

On notera e1; : : : ; en les vecteurs de la base canonique de Snmax. On a le r�esultat plus pr�ecis suivant:

1.1.3 Lemme La famille F form�ee des vecteurs suivants est une base faible de v?:8>>>>><
>>>>>:

ei 	 ej ; i < j � p;
ei; i � p+ 1;

ei � ej ; i � p; p+ 1 � j � p+ q;

ei 	 ej ; i � p; p+ 1 � j � p+ q;

e�i ; i � p :

(1:1:d)
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Preuve du Lemme. Quitte �a diviser u par
L

i juij, on prendra
L

i juij = e.

Cas 1 Il existe i; p+ 1 � i � p+ q, tel que juij = e. On peut �ecrire:

u = uiei �
M

k 6=i;k�p

uk(ek � ei)�
M

k�p+1;k 6=i

ukek ;

ce qui montre que u 2 vecthFi.

Cas 2 Il existe i; i � p, tel que ui = e�. On peut �ecrire:

u = uie
�
i �

M
k�p

uk(ek 	 ei)�
M

k�p+1

ukek :

En e�et, il est clair que le second membre est sup�erieur ou �egal �a u. L'autre in�egalit�e vient de ce

que jukj � e, et donc ukei � uie�i = e�i .

Cas 3 Aucun ui, pour 1 � i � p n'est �egal �a e�, et il existe i et j � p tels que juij = juj j = e et

ui = 	uj , par exemple ui = e et uj = 	e. Pour k � p et k 6= i; j, on a uk � e ou uk � 	e. Posons
wk = uk(ek 	 ei) si uk � 	e et wk = uk(ek 	 ej) si uk � e. On a clairement wk � u. On v�eri�e que:

u = ui(ei 	 ej)�
M

k�p+1

ukek �
M

k�p;k 6=i;j

wk 2 vecthFi

On a montr�e dans tous les cas que F est une famille g�en�eratrice de v?. On v�eri�e de mani�ere

�el�ementaire qu'aucun vecteur n'est combinaison lin�eaire des autres, ce qui montre que F est non

redondante. �

1.1.4 Th�eor�eme L'orthogonal d'un modulo��de type �ni V � Snmax est un modulo��de type �ni.

Preuve Par induction sur le cardinal d'une famille g�en�eratrice de V . Supposons V = W �Smaxv,

et W? sous-modulo��de de type �ni, soit W? = vecthw1; : : : ; wki. Les assertions suivantes sont

�equivalentes:
x 2 (W �Smaxv)

?

x 2 W? \ v?
9y 2 Skmax; x =

Lk
i=1 yiwi et v:xr "

9y 2 Skmax; x =
Lk

i=1 yiwi et (
L

i viwi):y r "

NotonsW l'application lin�eaireSkmax! Snmax; ei 7! wi. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, on a (W�Smaxv)
? =

W(
L
vkwk)

?. La Proposition 1.1.2 a�rme que (
L
vkwk)

? est un modulo��de type �ni, et donc, V ?,

image de (
L
vkwk)

? par W , est �egalement de type �ni. �

1.1.5 Exemple La preuve ci-dessus est e�ective. Calculons l'orthogonal du modulo��de suivant:

V = vecthv1; v2i o�u v1 =

2
64 e

e

"

3
75 et v2 =

2
64 "

e

e

3
75 :

On a d'apr�es (1.1.d):

2
64 e

e

"

3
75
?

= vecth

2
64 "

"

e

3
75 ;
2
64 e

	e
"

3
75 ;
2
64 e�

"

"

3
75 ;
2
64 "

e�

"

3
75i :
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On cherche donc x 2 V ? sous la forme:

x =My =

2
64 " e e� "

" 	e " e�

e " " "

3
75
2
6664
y1
y2
y3
y4

3
7775 : (1:1:e)

L'�equation v2:x r " se r�e�ecrit:

h
" e e

i 264 " e e� "

" 	e " e�

e " " "

3
75
2
6664
y1
y2
y3
y4

3
7775 =

h
e 	e " e�

i
2
6664
y1
y2
y3
y4

3
7775 r " :

On a donc, en notant vecthAi le modulo��de des colonnes d'une matrice A, et en appliquant �a

nouveau la formule (1.1.d):

y 2 vecth

2
6664
e " " e e " " e� "

e " " " " e e " e�

" e " " " " " " "

" " e e 	e e 	e " "

3
7775i = vecthNi

et en reportant dans (1.1.e), x 2 vecthMNi, soit apr�es suppression des vecteurs redondants:

x 2 vecth

2
64 e " e e� " "

	e e� e� " e� "

e e " " " e�

3
75i = V ? : (1:1:f)

De mani�ere �equivalente, on peut a�rmer que les �el�ements de V satisfont les trois �equilibres suivants:

x� z r y; y � z r y; x� y r y

(on a ignor�e les �equilibres triviaux associ�es aux trois derniers vecteurs de (1.1.f)).

1.1.6 Proposition Soit w 2 Snmax. On a (w?)? = Smaxw � (S�max)
n.

Preuve La Propri�et�e 1.1.1,(iv) donne

(w?)? � Smaxw � (S�max)
n : (1:1:g)

R�eciproquement, prenons w sous la forme canonique (1.1.c). On peut supposer n = p+q. Supposons

� 62 Smaxw� (S�max)
n, et posons � = wn� (bien d�e�ni dans le dio��de compl�et�e de Smax). On ne peut

avoir � = �w� �(S�max)
n. Comme trivialement, � � (wn�)w, on a une composante non �equilibr�ee

de �, �i, telle que:

�i � �wi ; (1:1:h)

avec

� = �1 ^ : : :^ �p ^ (�p+1=e�) ^ : : :^ (�n=e�) :
Quitte �a multiplier � par un scalaire inversible, on pourra supposer �i = e. L'in�egalit�e stricte (1.1.h)

n'est possible que dans les cas suivants.

1/ On a j�kj � e pour un certain k. Le vecteur f dont les seules composantes non nulles sont fi = e

et fk = 	e est dans l'orthogonal de w mais pas de �.
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2/ Pour tout k, j�kj � e, et a/ on a �q 2 S_max avec q � p+1. Le vecteur f dont la seule composante

non nulle est fq = e est dans l'orthogonal de w mais pas de �.

2/ b/. On a �q = 	�r = e avec q; r � p. On conclut de mani�ere analogue.

On a montr�e � 62 Smaxw � (S�max)
n ) � 62 (w?)?, ce qui montre l'inclusion r�eciproque de (1.1.g)

�

Le contre exemple suivant montre que la propri�et�e 1.1.6 ne s'�etend pas aux sous-modulo��des de

\dimension" plus grande.

1.1.7 Contre exemple Soient v1 et v2 comme en 1.1.5. Apr�es quelques calculs, on observe les

faits suivants.

v?1 = vecth
2
64 "

"

e

3
75 ;
2
64 e

	e
"

3
75i � (S�max)

3; v?2 = vecth
2
64 e

"

"

3
75 ;
2
64 "

e

	e

3
75i � (S�max)

3 :

(v?1 � v?2 )? = Smax

2
64 e�

e

e�

3
75� (S�max)

3 :

Par application imm�ediate de (1.1.d), on obtient:

((v?1 � v?2 )?)? = vecth

2
64 e " e e " " "

" " e 	e e e e�

" e " " 	e e "

3
75i :

Posons F1 = v?1 et F2 = v?2 . On a montr�e:

(F1 � F2)?? % F1 � F2 :

Ce contre exemple entrâ�ne en outre que

(G1 \G2)
? % G?1 �G?2 ; (1:1:i)

o�u G1 = vecthv1i� (S�max)
3 et G2 = vecthv2i� (S�max)

3. En e�et, comme G1 et G2 sont (aux termes

triviaux pr�es) de dimension 1, il r�esulte de la Proposition 1.1.6 que G1 = (G?1 )
? et de même pour

G2. On peut alors �ecrire, d'apr�es la Propri�et�e 1.1.1,

(G1 \G2)
? = ((G?1 )

? \ (G?2 )?) = ((G?1 � G?2 )?)? = ((F1 � F2)?)? % F1 � F2 = G?1 � G?2 :

Il r�esulte de ce qui pr�ec�ede que la correspondance V 7! V ? n'est pas injective, même en faisant

abstraction du sous-modulo��de trivial (S�max)
n. On a cependant des r�esultats plus simples en se

restreignant au dio��de Rn
max comme il suit.

1.2 Dualit�e Rn
max$ S

n
max

Consid�erons la correspondance suivante:

Rn
max ! Snmax

V 7! V ? = fu 2 Snmax j 8v 2 V; u:v r "g
W> = fu 2 Rn

max j 8w 2 W;u:w r "g  W

(1:2:a)
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Cette correspondance s'interpr�ete de mani�ere bien simple. Soit M un sous-modulo��de de Rn
max, et

v 2M?. On peut �ecrire v 2 Snmax comme di��erence:

v = v1 	 v2; v1; v2 2 Rn
max :

Pour x 2M (et donc x positif), l'�equilibre vx r " se trivialise en

v1x = v2x : (1:2:b)

Autrement dit, on associe au modulo��de M l'ensemble M? des �equations de type (1.2.b) qu'il

satisfait.

1.2.1 Exemple On v�eri�e de mani�ere �el�ementaire que le sous-modulo��de de R2
max:

M = vecth
"
e

1

#
;

"
e

3

#
i

est caract�eris�e par les �equations:

3x� y = 3x; 1x� y = y ;

ou de mani�ere �equivalente

3x � y � 1x :

1.2.2 Th�eor�eme (i): Les deux applications (1.2.a) �etablissent une correspondance de Galois entre

les sous-modulo��des de type �ni de Rn
max et les sous modulo��des de type �ni de Snmax. En outre, (ii):

l'application Rn
max! Snmax; V 7! V ? est injective.

Preuve (i): On a d�ej�a montr�e en 1.1.4 que V ? �etait un modulo��de de type �ni. R�eciproquement,

on �a l'analogue1 du Lemme 1.1.3:

1.2.3 Lemme Soit

w = [e; : : : ; e| {z }
p fois

;	e; : : : ;	e| {z }
r fois

; e�; : : : ; e�| {z }
q fois

; "; : : : ; "| {z }
n�q�p�r fois

] 2 Snmax (1:2:c)

La famille F form�ee des vecteurs suivants est une base faible de w>:

ei � ej ; i � p; p+ 1 � j � p+ r

ei; i � p+ r + 1;

ei � ej ; i � p+ r; p+ r+ 1 � j � p+ q :

(1:2:d)

Le Lemme se prouve de mani�ere analogue au Lemme 1.1.3, et la r�ecurrence donn�ee dans la preuve

de 1.1.4 donne une famille g�en�eratrice �nie de W>. Cela ach�eve la preuve de (i).

Preuve de (ii). Le lemme suivant est la cl�e du r�esultat.

1.2.4 Lemme (de s�eparation) Soit V un sous-modulo��de de type �ni de (Rmax)
n et w 62 V . Il

existe un vecteur p 2 (Smax)
n tel que

p:w 6r "; 8v 2 V; p:v r " :

1la forme du vecteur w est justi��ee par le fait que dans la normalisation (1.1.b), il faut maintenant prendre la

matrice D �a coe�cients diagonaux strictement positifs
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On a�rme de la sorte l'existence d'une forme lin�eaire s�eparant w de V , i.e. �equilibrant tout vecteur

de V mais pas w. Admettons provisoirement le Lemme. Il en r�esulte que

V $ W ) W? $ V ? : (1:2:e)

En e�et, en prenant w 2 W n V , on obtient un vecteur p 2 V ? tel que p 62 w? � W?. On

d�eduit de (1.2.e) que l'on ne peut avoir V $ (V ?)> (car alors ((V ?)>)? $ V ?, ce qui contredirait

une propri�et�e g�en�erale des correspondances de Galois). Ainsi, on a (V ?)> = V ce qui montre que

l'application V 7! V ? est injective. Il reste �a voir le Lemme.

Preuve du Lemme de s�eparation. Comme w 62 V , on a n�ecessairement:

w � A(Anw) ;

(on plonge Rmax dans Rmax pour que cette �ecriture ait un sens). On peut supposer par exemple

w1 � (A(Anw))1, soit:
w1 �

M
i

A1i

^
k

Akinwk

et donc

8i; 9k; w1 � A1i(Akinwk) : (1:2:f)

Pour � � e et � assez proche de e, on a donc:

8i; 9k; w1 � �A1i(Akinwk) : (1:2:g)

D'abord, une observation imm�ediate:

A1i 6= ") Aki 6= " (1:2:h)

(sinon, on aurait +1 �a droite de (1.2.f)). Soit t 2 Rmax un grand param�etre et d�e�nissons le vecteur

p 2 Snmax comme suit:

pk =

8<
:
� si k = 1, et sinon:

(w1
wk
)� si wk 6= "

t� si wk = ".

(1:2:i)

On a p:w 6r ". En e�et, pour k � 2, si wk est nul, le terme pkwk ne contribue pas �a p:w, et sinon,

on a pkwk = w�1, lequel terme, comme � � e, est strictement major�e par �w1, d'o�u p:w = �w1 6r ".

On montre que p appartient �a V ?, i.e. que p est orthogonal �a toutes les colonnes de A. Si

A1i = ", il est trivial que p:A�;i r ". Sinon, il r�esulte de (1.2.h) que Aki 6= ". Si wk 6= ", on peut

�ecrire d'apr�es (1.2.g)

pkAki = (
w1

wk

)�Aki � �A1i = p1A1i ;

et donc p:A�;i r ". Si wk = ", on a la même conclusion en prenant t assez grand. On a montr�e

p 2 V ? et p 62 w?. Cela ach�eve la preuve du Lemme de s�eparation et du Th�eor�eme. �

1.2.5 Corollaire On a (V ?)> = V pour tout sous-modulo��de de type �ni de Rn
max.

Preuve On l'a montr�e incidemment dans la preuve du Th�eor�eme 1.2.2,(ii). �

1.2.6 Corollaire L'intersection de deux sous-modulo��des de type �ni de Rn
max est de type �ni.
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Preuve Soient V;W deux tels modulo��des. On a

V \W = V ?> \W?> (par 1.2.5 )

= (V ? �W?)> (par l'analogue de 1.1.1,(vi))

qui est de type �ni d'apr�es 1.2.2. �

1.2.7 Exemple Calculons l'intersection des deux modulo��des des colonnes des deux matrices suiv-

antes:

M1 =

"
e e

" 3

#
; M2 =

"
e "

1 e

#
:

On a, en notant vecthUi le modulo��de des colonnes d'une matrice U :

vecthM1i? = vecth
"
3� "

e e�

#
i :

Un vecteur v appartient �a l'intersection ssi v = M2u, et v 2 (vecthM1i?)>, soit, en posant u =

[x; y]T: h
3� e

i " e "

1 e

# "
x

y

#
r " :

Ainsi,

u =

"
x

y

#
2 vecth

"
e e

" 3

#
i

et en rempla�cant

v =M2u 2 vecth
"
e e

1 3

#
i = vecthM1i \ vecthM2i :

1.2.8 Remarque On peut reformuler l'exemple qui pr�ec�ede de la mani�ere suivante. vecthM1i est
le modulo��de d'�equation

M?
1 : 3x� y = 3x : (1:2:j)

vecthM2i est le modulo��de d'�equation:

M?
2 : 1x� y = y : (1:2:k)

L'intersection de ces deux modulo��des est donn�ee par les deux �equations (1.2.j) et (1.2.k).

1.2.9 Application aux sous-demi-treillis de Bn Dans le Lemme de s�eparation, on a eu recours

�a un argument de densit�e (usage du �) ainsi que de domination (usage du grand param�etre t). On

notera cependant que ce lemme reste vrai pour une dualit�e Bn $ (B2)n. Il su�t de prendre le

vecteur p d�e�ni par

pk =

8<
:
e si k = 1, et sinon:

" si wk 6= "

e� si wk = ".

(1:2:l)

au lieu de (1.2.i). Ainsi, un sous-modulo��de de Bn est caract�eris�e par l'ensemble des �equilibres �a

coe�cients bool�eiens qu'il v�eri�e. Notons qu'un sous modulo��de X de Bn n'est rien d'autre qu'une

partie X stable par sup et contenant ". On peut donc a�rmer qu'un sous-demi-treillis X de Bn

contenant " est caract�eris�e par l'ensemble des couples (I; J) 2 (P(f1; : : : ; ng))2 tels que
8x 2 X;

M
i2I

xi =
M
j2J

xj :
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1.2.10 Remarque On aurait pu d�e�nir directement une dualit�e entre (Rmax)
n et ((Rmax)

2)n sans

faire usage du dio��de sym�etris�e.

2 Solutions g�en�erales d'�equilibres lin�eaires

2.1 Syst�emes homog�enes

On consid�ere une famille �nie fuigi2I de vecteurs de Snmax.

2.1.1 D�e�nition (famille libre) La famille fuigi est libre si pour toutes familles presque nulles2

de scalaires f�igi et f�gi, on a M
i

�iui =
M
i

�iui ) � = � : (2:1:a)

2.1.2 D�e�nition (famille r-libre) La famille fuig est r-libre si pour toutes familles presque

nulles f�igi et f�gi d'�el�ements de Rmax, on aM
i

�iui r
M
i

�iui ) � r � :

Cette derni�ere propri�et�e est �equivalente �a l'assertion suivante pour une famille d'�el�ements de Smax:M
i

�iui r " ) � r " ; (2:1:b)

(car a r b ssi a 	 b r ", cf. I,(1.2.a),(i)). On emploiera les termes \li�ee" et \r-li�ee" avec un sens

�evident.

2.1.3 Th�eor�eme Une famille est libre ssi elle est r -libre.

2.1.4 Lemme Pour tout a; b 2 Snmax, on a

a r b) a� b� = a� � b :

Preuve du Lemme. Si a r b, on a a	 b = b	 a. On obtient le r�esultat en ajoutant a� b des deux
cot�es de l'�egalit�e. �

Preuve du Th�eor�eme.

1/ fuig r-li�ee entrâ�ne fuig li�ee. Supposons d'apr�es (2.1.b)
L

i �iui r " avec � 6 r ", par exemple

�k 6r ". On a alors

�kuk r 	
M
i6=k

�iui

et d'apr�es 2.1.4,

�kuk �
M
i6=k

��iui = ��kuk 	
M
i6=k

�iui :

Comme on a suppos�e �k 62 S�max, on a �k 6= ��k, et on contredit la propri�et�e (2.1.a).

2la famille f�igi est presque nulle si on a seulement un nombre �ni d'indices i tels que �i 6= "
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2/ fuig li�ee entrâ�ne fuig r-li�ee. Supposons
M
i

�iui =
M
j

�juj ;

avec � 6= �, par exemple �1 6= �1, et quitte �a permuter � et �, j�1j � j�1j. On est dans l'une des

deux situations suivantes.

2,a/ Si �1 62 S�max et j�1j � j�1j, on a �1 	 �1 = �1 62 S�max, et donc � = �	 � est un vecteur non

�equilibr�e tel que
L

i �iui r ".

2,b/ Il reste �a voir le cas o�u j�1j = j�1j avec �1 2 S�max ou �1 2 S�max. Apr�es permutation �eventuelle,

et compte tenu de �1 6= �1, on peut supposer �1 = ��1, avec �1 2 S_max. Le r�esultat provient d'un

lemme de ra�nement des �egalit�es dans Smax.

2.1.5 Lemme Soient b 2 S_max, a; u 2 Smax. On a

a� b�c = a� bc) a 	 bc r a� bc :

En supposant ce Lemme, on pose c = u1, b = �1 et a =
L

i�2(�i � �i)ui. On a alors le vecteur �

non �equilibr�e donn�e par �1 = 	�1 et �i = �i � �i pour i � 2, tel que
L

j �juj r ", d'o�u il r�esulte

que fugj est r-li�ee.

Preuve du Lemme 2.1.5

(o) Cas c 2 S�max. Cela r�esulte de 	bc = 	bc� = b�c = bc via la Formule (1.2.b) du Chapitre I.

(i) Cas jbcj � jaj. C'est trivial.
(ii) Cas jbcj � jaj. L'identit�e a � b�c = a � bc se r�e�ecrit b�c = bc, et compte tenu de b 2 S_max,

c 2 S�max, ce qui ram�ene au cas (o).

(iii) Cas jbcj = jaj, c 2 S_max. On a alors b�c = a � bc. Si a est �equilibr�e, on a a 	 bc = a� = a � bc
est le r�esultat est acquis. Si a est sign�e, le signe de bc est alors l'oppos�e du signe de a, soit a = 	bc,
et donc a	 bc = a r a� bc = a�. Cela ach�eve la preuve du Lemme et du Th�eor�eme 2.1.3. �

2.1.6 D�e�nition (rang) On appelle rang d'une matrice A le nombre maximal de colonnes de A

formant une famille libre.

On rappelle (cf. 0,6.1.3) qu'une matrice carr�ee A est dite monomiale si A se factorise sous la forme

A = DP , ou D est une matrice diagonale �a coe�cients diagonaux non nuls et P une matrice de

permutation.

2.1.7 Th�eor�eme Le rang de la matrice A 2 Sn�pmax est �egal �a la taille de la plus grand matrice

monomiale inversible extraite de A.

Preuve Via le Th�eor�eme 2.1.3, on se ram�ene �a la Proposition suivante, qui �etend au dio��de Smax

la caract�erisation des applications lin�eaires inversibles donn�ee en 0,7.2.8.

2.1.8 Proposition Une application lin�eaire f : Spmax! Snmax est injective ssi sa matrice contient

une sous matrice monomiale inversible de taille p.
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Preuve de la proposition. D'apr�es le Lemme 7.2.6 du Chapitre 0, la matrice A associ�ee �a f con-

tient une matrice monomiale. On pourra supposer quitte �a multiplier par des matrices monomiales

inversibles convenables que A a la forme suivante:

A =

2
66666664

A11 " : : : "

"
. . .

...
...

. . . "

" : : : " App

� � � �

3
77777775
;

o�u les Aii sont soit �egaux �a e soit �a e
�. Si tous les Aii sont �egaux �a e, le r�esultat est acquis. Supposons

All = e�. On montre qu'il existe une ligne k > p dont le seul coe�cient non nul est Akl, qui est

inversible, de sorte qu'en permutant les lignes k et l, on obtient une matrice monomiale inversible.

Si ce n'est pas le cas, on est dans la situation suivante:

8k > p+ 1; (Akl inversible ) 9uk 6= k; Akuk 6= ") :

Il est clair qu'en prenant un grand param�etre t et en consid�erant le vecteur

u : ui =

�
e si i = l

t� sinon,

on a Au = A(	u), ce qui montre que l'application X 7! AX n'est pas injective. Cela ach�eve la

preuve de la Proposition et du Th�eor�eme. �

2.1.9 Corollaire On a rgA = rgAT.

Il r�esulte que le rang de la matrice A est aussi bien �egal au nombre maximal de lignes de A formant

une famille libre. On peut r�esumer cette section par l'�enonc�e familier suivant.

2.1.10 Corollaire Soit A 2 Sn�pmax. Le syst�eme Ax r " admet une solution non triviale (i.e. x 62
(S�max)

n) ssi rgA < p.

2.2 Solutions des �equilibres non homog�enes

Nous donnons ici un r�esultat rapide sur l'existence de solutions �a l'�equilibre Ax r b. On caract�erise

cette existence �a l'aide de conditions �el�ementaires (purement structurelles). On se restreindra plus

tard �a l'�etude des solutions sign�ees pour obtenir des r�esultats plus �ns. On notera, pour u 2 Snmax

suppu = fi 2 f1; : : : ; ng j ui 6= "g ;

supp_u = fi 2 f1; : : : ; ng j ui 6r "g :
Notons le fait imm�ediat suivant.

2.2.1 Lemme Soient u; v 2 Snmax. On a:

u r v ) supp_u � suppu :

2.2.2 Th�eor�eme Soit A 2 Sn�pmax et b 2 Snmax. Les propositions suivantes sont �equivalentes:
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(i) Il existe x 2 Spmax tel que Ax r b,

(ii) supp_b � [isuppA�;i.

Preuve (i))(ii): On a d'apr�es le Lemme 2.2.1:

supp_b � suppAx � [isuppA�;i :

(ii))(i): Il existe x 2 Rn
max tel que jAxj � jbj. On pourra par exemple choisir,

xk =
M

i; Aik 6=";bi 6="

jAikjnjbij ;

qui est bien d�e�ni d'apr�es (ii). On a alors Ax� r b. �

3 Syst�emes de Cramer

3.1 Solution de Cramer

S d�esigne ici un demi-anneau sym�etris�e commutatif.

3.1.1 Proposition Soit A 2 Sn�n, de d�eterminant inversible dans S, et b 2 Sn.

x = (detA)�1Aadjb

v�eri�e Ax r b.

Preuve : on a AAadj r (detA)Id, et en multipliant �a gauche par b: AAadjb r (detA) b, d'o�u la

conclusion en divisant par detA. �

On appellera x, ainsi d�e�ni, la solution de Cramer de l'�equilibre Ax r b.

3.1.2 Exemple Dans Smax, soit "
1 2

0 2

# "
x1
x2

#
=

"
3

3

#
:

Le d�eterminant vaut D = 3	 2 = 3. La solution de Cramer est donn�ee par:

x =

����� 3 2

3 2

�����
3

= 2�; y =

����� 1 3

0 3

�����
3

= 1 :

3.2 Syst�emes de Cramer dans Smax

Nous �etudions maintenant l'existence de solutions sign�ees de syst�emes d'�equilibres lin�eaires dans le

cadre du dio��de Smax. On discutera plus loin les extensions �eventuelles.

3.2.1 Th�eor�eme (Condition de Cramer) Soient A 2 Sn�nmax et b 2 Snmax. Toute solution x 2
(S_max)

n de l'�equilibre Ax r b v�eri�e:

detAx r Aadjb
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La preuve repose sur une technique analogue �a l'�elimination de Gauss, rendue possible par le Lemme

suivant:

3.2.2 Lemme (d'�elimination vectorielle) On a:

a 2 S_max; x 2 (S_max)
n et

(
ax r b

Cx r d
) Cb r da :

Preuve On a Cax r da. Le lemme r�esulte du lemme de substitution vectoriel II,3.6.12 appliqu�e �a

ax qui appartient �a (S_max)
n. �

3.2.3 Contre exemple L'hypoth�ese a 6r " est n�ecessaire. On a en e�et, avec

a = e�; x =

"
e

	e

#
; b =

"
e

e

#
; c =

h
e e

i
; d = "

ax r b et cx r d, mais cb = e 6r ad = ".

Preuve du Th�eor�eme 3.2.1:

1/ Cas detA 2 S_max.

On montre le r�esultat par r�ecurrence sur la taille de la matrice A. Si A 2 S1�1max, le r�esultat est

acquis, avec la convention Aadj = (e). Supposons le th�eor�eme d�emontr�e pour des matrices de taille

n � 1 et soit A 2 Sn�nmax avec detA 2 S_max. Comme en d�eveloppant par rapport �a la derni�ere ligne

detA =
L

k ank detA(njk) 2 S_max, on a par II,3.3.8,ii que l'un au moins des detA(njk) est sign�e.
On peut donc supposer sans restriction de g�en�eralit�e detA(njn) 2 S_max. On a alors:

Ax r b ()
(
A(njn)x(nj � A(njn]xn r b(nj (1)

A[njn)x(nj � annxn r bn (2)

L'application de l'hypoth�ese de r�ecurrence au syst�eme de n� 1 �equilibres:

(1), (10) : A(njn)x(nj r b(nj 	A(njn]xn

donne (detA(njn))x(nj r A
adj
(njn)(b(nj	A(njn]xn). L'application du lemme d'�elimination 3.2.2 donne:

A[njn)A
adj
(njn)(b(nj 	 A(njn]xn)� (detA(njn))annxn r (detA(njn))bn

c'est �a dire:

[(detA(njn))an;n 	A[njn)A
adj
(njn)A(njn]]xn r (detA(njn))bn 	A[njn)A

adj
(njn)b(nj

Dans le premier membre de l'�equilibre, on reconnâ�t le d�eveloppement par blocs de detA (cf. I,2.1.6),

et dans le second, le d�eveloppement par blocs du n-i�eme d�eterminant de Cramer:

Dn = det

"
A(njn) b(nj
A[njn) bn

#
= (Aadjb)n

On a ainsi montr�e:

(detA)xn r (Aadjb)n
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On aurait pu faire la d�emonstration en distinguant la i-i�eme colonne �a la place de la n-i�eme, ce

qui aurait donn�e l'�equilibre correspondant pour xi. On a donc (detA)x r Aadjb, ce qui prouve le

r�esultat �a l'ordre n et ach�eve la d�emonstration dans le cas detA 2 S_max.

2/ Cas detA r "

Si toutes les composantes de Aadjb sont e�quilibr�ees, les conditions de Cramer sont trivialement

v�eri��ees. On peut donc supposer (Aadjb)i 2 S_max. On consid�ere alors le syst�eme

h
A[1j : : : A[n�1j b

i
2
6664

x1
: : :

xn�1
	0

3
7775 r 	 A[njxn ;

syst�eme de d�eterminant inversible, pour lequel le r�esultat pr�ec�edent s'applique et donne

	
h
A[1j : : : A[n�1j b

iadj
A[njxn r

2
6664

x1
: : :

xn�1
	0

3
7775 [Aadjb]n

ce qui projet�e sur la derni�ere composante donne:

detAxn r [Aadjb]n

et montre le Th�eor�eme dans le cas detA 62 S_max. �

3.3 Application aux syst�emes d'�equations lin�eaires �a coe�cients dans Rmax

3.3.1 Proposition Soient A;C 2 Rn�n
max, b; d 2 Rn

max. On pose: ~A = A	C et ~b = b	d L'ensemble

des solutions de

Ax� b = Cx� d (3:3:a)

dans Rmax et l'ensemble des solutions positives de l'�equilibre

~Ax� ~b r " (3:3:b)

dans Smax co��ncident. En particulier, si detA est inversible et x = (detA)�1Aadjb 2 (S�max)
n, la

solution de Cramer x est l'unique solution de (3.3.a).

Preuve : r�esulte imm�ediatement du fait que Smax est une sym�etrisation r�eguli�ere de Rmax (cf.

II,2.1.2). �

3.3.2 Exemple Consid�erons le syst�eme d�ej�a trait�e de mani�ere heuristique en II,x1.1, soit:(
max(x; y� 4; 1) = max(x� 1; y + 1; 2)

max(x+ 3; y + 2;�5) = max(y + 2; 7)
(3:3:c)

L'�equilibre associ�e est: "
0 	1
3 2�

# "
x

y

#
r
"
2

7

#
(3:3:d)

de d�eterminant D = 4 (inversible).
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R	max 2 R�max

L02 : x	 y r 2

R	max

	1L2 : x	 y r 0

"
	0	1	2

0

1
L1 : x� 1y r 2

R�max

	2

	0

10

Figure III.1: Intersection de droites dans (S_max)
2

Dx =

����� 2 	1
7 2�

����� = 8; Dy =

����� 0 2

3 7

����� = 7

Aadjb =

"
Dx

Dy

#
=

"
8

7

#
2 (S�max)

2

Ainsi, x = Dx

D
= 8 � 4 = 4; y =

Dy

D
= 7 � 4 = 3 donne l'unique solution positive de l'�equilibre

(3.3.d). C'est donc l'unique solution de l'�equation (3.3.c) dans Rmax.

3.3.3 Interpr�etation g�eom�etrique Consid�erons les trois droites suivantes dans (S_max)
2:

L1 x� 1y r 2

L2 x	 y r 0

L02 x	 y r 2

Le d�eterminants associ�es au syst�eme L1 \ L2 valent

D = 	1; Dx = 2; Dy = 	2;

d'o�u l'on conclut �a l'unicit�e de la solution (x; y) = (1;	1) 2 (S_max)
2. On constate sur la Figure III.1

que L1 et L2 se rencontrent en un unique point. Par contre, le d�eterminant D0
y associ�e au syst�eme

L1 \ L02 vaut 2�. On constate en e�et que les droites L1 et L02 ont tout un segment en commun,

quoique L02 soit \parall�ele" �a L2. Tout point de la forme (1; t) avec jtj � 1 appartient en e�et �a

L1 \ L02.
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3.4 Commentaires

En fait, les formules de Cramer sont seulement des conditions n�ecessaires pour l'existence d'une

solution sign�ee �a Ax r b. Consid�erons le syst�eme dans Smax:

Ax =

2
64 0 0 "

" 0 0

0 " 0

3
75
2
64 x

y

z

3
75 r

2
64 0

0

0

3
75

On a detA = 0 2 S�max � S_max. Les trois d�eterminants de Cramer valent

Dx = det

2
64 0 0 "

0 0 0

0 " 0

3
75 = 0�; Dy = 0�; Dz = 0�

de sorte que les �equations de Cramer s'�ecrivent

0:x r 0�; 0:y r 0�; 0:z r 0� (3:4:a)

Par exemple, x = y = z = �1 (-1 avec le - usuel) sont solutions de (3.4.a) mais

A

2
64 �1�1
�1

3
75 =

2
64 �1�1
�1

3
75 6r

2
64 0

0

0

3
75

Cependant, si Aadjb est sign�e, la solution de Cramer est l'unique solution sign�ee:

3.4.1 Proposition Supposons detA 2 S_max inversible, et Aadjb 2 (S_max)
n. Il existe une unique

solution sign�ee (x 2 (S_max)
n) �a Ax r b, donn�ee par x = (detA)�1Aadjb

Preuve : Dans ce cas, (detA)�1Aadj est l'unique solution non d�eg�en�er�ee des �equations de Cramer,

qui sont n�ecessaires d'apr�es le th�eor�eme 3.2.1 et su�santes (Proposition 3.1.1). �

Nous montrons maintenant que lorsque l'on ne requiert pas que les solutions soient sign�ees o�u

lorsque l'on prend des dio��des plus g�en�eraux, les conditions de Cramer ne sont plus n�ecessaires.

3.4.2 Contre exemple Dans le dio��de sym�etris�e de Rmax, on consid�ere le syst�eme

(
(2	 1)x� "y r 	 2

(1	 2)x� "y r 10
: (3:4:b)

(x; y) = (1; ") est clairement solution. On a D = ", Dx = ", et

Dy =

����� 2	 1 	2
1	 2 10

����� = 12	 11 :

La seconde condition de Cramer Dy r Dy n'est donc pas satisfaite.

On a vu au chapitre pr�ec�edent que les dio��des ou tout �el�ement �etait somme �nie d'�el�ements int�egres

jouaient un rôle important. On donne un contre exemple analogue pour un dio��de de ce type.
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3.4.3 Contre exemple Dans Rmax[X ], on a"
e	X "

e� e

# "
e�X
"

#
r
"
e 	X2

e

#
:

Cependant,

D = e 	X; Dy =

����� e 	X e	X2

e� e

����� = e� 	X � (X2)� ;

et donc y = " ne satisfait pas la seconde condition de Cramer.

3.4.4 Contre exemple Les conditions de Cramer peuvent ne pas être v�eri��ees pour une solution

non sign�ee. Soit en e�et le syst�eme dans Smax:"
1 e

e 1

# "
1�

"

#
r
"
1

1

#
(3:4:c)

La condition de Cramer s'�ecrit:

detA

"
x

y

#
= 2

"
1�

"

#
r
"
2

2

#
;

ce qui est faux.

Les solutions sign�ees sont int�eressantes du point de vue de l'�elimination. Elles ne semblent cependant

pas jouir de propri�et�es de structure, comme le montre la suite de contre exemples suivants. Notons

Sol(A; b) = fx 2 Snmax j Ax r bg : (3:4:d)

On a le fait trivial suivant.

3.4.5 Observation On a Sol(A; b) = Sol(A; b)� Sol(A; ").

L'int�erêt de Sol(A; ") est d'être un modulo��de. En consid�erant l'ensemble de �el�ements minimaux

de Sol(A; b), Solmin(A; b), on pourrait s'attendre �a un th�eor�eme de d�ecomposition du type

Sol(A; b) = Solmin(A; b)� Sol(A; ") ? (3:4:e)

ce qui g�en�eraliserait le classique \solution g�en�erale =solution particuli�ere+solution de l'�equation

sans second membre". Il n'en est rien.

3.4.6 Contre exemple Consid�erons le syst�eme dans Smax:

Id

"
x

y

#
r
"
e�

e�

#

On a:

Sol(A; b) = f(x; y) 2 S2max j jxj � e et jyj � eg � (S�max)
2 :

Solmin(A; b) = f("; ")g; Sol(A; ") = (S�max)
2

ce qui contredit (3.4.e). En outre, on v�eri�e que l'on n'a pas de partie �nie P � Sol(A; b) telle que

Sol(A; b) = P � Sol(A; ").
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D�e�nissant Sol_ = fx 2 (S_max)
n j Ax r bg, une g�en�eralisation du Lemme II,3.3.4 au cas vectoriel

serait:

Sol(A; b) = Sol_(A; b)� (S�max)
n ? (3:4:f)

Il n'en est rien.

3.4.7 Contre exemple Soit le syst�eme"
e e

e e

# "
x

y

#
r
"
1

2

#
:

On a d'apr�es la premi�ere �equation x r 1	 y, et en reportant dans la seconde, (1	 y)� y r 2, soit

y� r 2, d'o�u jyj � 2. De même jxj � 2. On v�eri�e sans di�cult�e que"
2

	2

#
et

"
	2
2

#

sont les deux solutions sign�ees minimales du syst�eme. Cependant,"
2�

"

#

est une autre solution, qui n'est pas minor�ee par un �el�ement de Sol_(A; b). On contredit (3.4.f).

Nous donnons un autre contre exemple o�u Sol_(A; b) = ; et Sol(A; b) 6= ;.

3.4.8 Contre exemple Soit le syst�eme:8><
>:

1x� y r 1

1x� y r 	 1

x� 1y r 1

(3:4:g)

Les deux premi�eres �equations se r�e�ecrivent 1x � y r 1, 	1 	 y r 1, d'o�u comme 1 est transitif,

1x � y r 	 1x 	 y, i.e. 1x � y r ", i.e. y r 	 1x, et en reportant dans la derni�ere �equation,

x 	 2x = 	2x r 1, d'o�u x r 	 �1. En en d�eduit que si x et y sont sign�es, n�ecessairement,

x = 	 � 1 et y = 	1z = e, qui ne sont pas solution de (3.4.g). Ainsi, Sol_(A; b) = ;. Cependant,
on obtient en appliquant les r�esultats du x1.1:

Sol(A; b) = f
"
x�

e

#
j e � jxj � 1g [ f

"
x�

t

#
j 1 � jxj; jtj � �1jxjg [ f

"
x

y�

#
j jxj � �1jyjg

Sol(A; ") = vecth
"
e�

"

#
;

"
"

e�

#
;

"
e�

�1

#
;

"
�1
e�

#
i :

3.4.9 Remarque La preuve du th�eor�eme 3.2.1 repose sur les deux propri�et�es 3.3.8,(i) et (ii).

Semblablement, d�es que l'on aura une partie K � S_ telle que K 
 K � K et x � y 2 K ) x ou

y 2 K, le syst�eme Ax r b avec detA 2 K entrâ�nera les conditions de Cramer detAx r Aadjb.

Cela rend di�cile la g�en�eralisation de ce r�esultat �a des dio��des non totalement ordonn�es. En fait, on

aura la n-i�eme condition de Cramer D:xn r Dn lorsque, apr�es permutation �eventuelle des lignes,

la suite des mineurs principaux �i := detA[1::ij1::i] v�eri�era
8i; �i inversible et detA =

O
j>i

ajj�i :
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3.4.10 Exemple On consid�ere dans le dio��de sym�etris�e de convPc(R2) le syst�eme:

(
B2(1)x� B1(1)y r B1(2)

B2(2)x� B1(1)y r B2(3)
; (3:4:h)

o�u B1(r); B2(r) et B1(r) d�esignent les boules de rayon r pour les normes respectives k k1,k k2 et
k k1. On constate que le d�eterminant

D = B2(1)B1(1)	B2(2)B1(1) = 	B2(2)B1(1)

(via II,3.4.2) est sign�e. L'argument du th�eor�eme 3.2.1 s'applique donc. On a

Dx = 	B2(3)B1(1); Dy = 	B2(2)B1(2);

et donc

D:x r 	 B2(3)B1(1); D:y r 	 B2(2)B1(2) :

Comme convPc(R2) est int�egre (cf. 0,1.0.11), on peut simpli�er par D, et l'on a que

x = B2(1); y = B1(1)

est l'unique solution de l'�equilibre (3.4.h). En outre, cette solution �etant positive, c'est l'unique

solution de l'�equation (
B2(1)x�B1(1)y = B1(2)

B2(2)x�B1(1)y = B2(3)

associ�ee �a inconnues dans convPc(R2).

3.4.11 Remarque Dans l'exemple ci-dessus, compte tenu de l'int�egrit�e du dio��de des compacts

convexes, il est loisible de se plonger dans le dio��de des fractions et de pratiquer une �elimination

usuelle. On �ecrira par exemple �a partir de la seconde �equation:

x r B2(1)	 B1(1)

B2(2)
y

B2(1)

�
B2(1)	 B1(1)

B2(2)
y

�
� B1(1)y r B1(2) :

On notera que B1(2) 	 B2(2) = B1(2) (B2(2) est �a 4 points pr�es contenu dans l'int�erieur de

B1(2) et l'on �etend facilement la r�egle du II,3.4.2). D'autre part, comme B1(1)B2(1) 	 B1(1) =

B1(1)B2(1), on obtient

B1(1)y r B1(2) ;

ce qui redonne le r�esultat pr�ec�edent.

3.4.12 Note Signalons un r�esultat voisin d'Olsder et Roos [77]. On part de l'id�ee que exp(�t) +

exp(�t) ' exp(max(�; �)t), i.e. que certains ph�enom�enes (max;+) s'obtiennent par passage �a la

limite �a partir de l'alg�ebre usuelle. D�e�nissons la matrice eAt par (eAt)ij = exp(aijt) (exponentielle

coe�cient par coe�cient) et de même (ebt)i = exp(bit). Olsder et Roos obtiennent des formules de

type Cramer en passant �a la limite sur les formules usuelles. Ces formules peuvent être di��erentes des

conditions obtenues en sym�etrisant (car le passage �a la limite autorise des annulations de termes).
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De mani�ere pr�ecise, Olsder et Roos introduisent le dominant, dont on peut donner la d�e�nition

�equivalente suivante:

domA = lim
t!1

log j det eAtj
t

; (3:4:i)

o�u det d�esigne le d�eterminant dans l'alg�ebre usuelle. Ils d�e�nissent en outre le signe associ�e au

dominant comme le signe des termes r�ealisant asymptotiquement le max �a droite de (3.4.i). Ils

montrent que les conditions de Cramer pour Ax = b, soit

domAxi = dom(A1; : : : ; Ai�1; b; Ai+1; : : : ; An) (3:4:j)

sont su�santes d�es que dom a > " et que les signes associ�es aux dominants �a gauche et �a droite de

(3.4.j) sont �egaux. Notons que si le dominant �a droite de (3.4.j) est nul, domA �etant toujours non

nul, le r�esultat est encore vrai. On voit bien la di��erence avec les conditions de Cramer obtenues

en sym�etrisant sur l'exemple 3.1.2 trait�e plus haut, soit"
1 2

0 2

# "
x1
x2

#
=

"
3

3

#
:

On a domA = 3, dom (b; A2) = ", dom(A1; b) = 4, les dominants non nuls �etant de signe positif,

et l'on obtient via (3.4.j) la solution x = " et y = 1. Le caract�ere point�e des conditions de Cramer

sym�etris�ees atteste la non unicit�e de la solution (par exemple, x = 2 et y = 1 convient �egalement).

En l'occurrence, les formules (3.4.j) s�electionnent la plus petite solution.

4 Conditions de compatibilit�e de syst�emes rectangulaires

4.1 Rang mineur

4.1.1 D�e�nition (rang mineur) On appelle rang mineur d'une matrice A, not�e rgm(A), la di-

mension maximale d'un mineur non �equilibr�e.

On d�e�nit la matrice des mineurs d'ordre k de A,M(k)(A). C'est une matrice Ck
n�Ck

p , indic�ee par

des ensembles de lignes de A et de colonnes de A, d�e�nie de la mani�ere suivante:

M(k)
I;K(A) = detA[IjJ] avec #I = #J = k.

Les ensembles d'indices sont suppos�es ordonn�es par ordre lexicographique. En particulier, on a

M(1) = A.

En termes de matrices des mineurs, le th�eor�eme de Binet-Cauchy I,2.1.8 se r�e�ecrit:

M(k)(AB) r� M(k)(A)M(k)(B) : (4:1:a)

Il en r�esulte que

rgm(AB) � min(rgm(A); rgm(B)) : (4:1:b)

4.2 Conditions suppl�ementaires de compatibilit�e

On consid�ere le syst�eme

Ax r " (4:2:a)

o�u A 2 Sn�pmax, avec n � p.
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4.2.1 Th�eor�eme Pour que le syst�eme (4.2.a) admette une solution sign�ee non nulle, les conditions

suivantes sont n�ecessaires.

(i) Pour tout ensemble d'indices I de cardinal p, detAI r ",

(ii) Pour tous ensembles d'indices I; J de cardinal p� 1 et pour tous k; l 2 f1; : : : ; pg,
����� detA[Ijk) detA[Ijl)

detA[Jjk) detA[Jjl)

����� r " : (4:2:b)

Par exemple, pour A 2 S4�3max, I = f1; 2g, J = f3; 4g, k = 2, l = 3, la condition (ii) se r�e�ecrit:

����� a11a23 	 a21a13 a11a22 	 a21a12
a31a43 	 a41a33 a31a42 	 a41a32

����� r " :

Preuve du Th�eor�eme. La condition (i) n'est autre que la condition de Cramer du syst�emeA[IjXr".
Montrons (ii). Supposons detA[Ijk) non �equilibr�e. On a xk 6= " (sinon, on contredirait la condition

de Cramer pour le syst�eme A[Ijk)xk r "). Soit le syst�eme:

A[Ijk)X(kj r 	 A[Ijk)xk :

On a

detA[Ijk)X(kj r 	 Aadj
[Ijk)A[Ijk)xk ;

d'o�u en projetant sur la l-i�eme coordonn�ee (l 6= k):

detA[Ijk)xl r 	 detA[Ijl)xk :

En exprimant de xl en fonction de xk, en reportant dans le syst�eme A[JjX[Jj r " et en exprimant

la condition de Cramer du nouveau syst�eme qui ne contient plus l'ind�etermin�ee xl, on obtient (ii).

�

4.2.2 Remarque La condition (ii) a�rme que le rang mineur deM(p�1) est major�e par 1.

D'ordinaire, la condition (ii) est cons�equence de la condition (i) (la preuve ci-dessus marche aussi

dans un corps). Dans Smax, elle n'est pas automatiquement v�eri��ee comme le montre le contre

exemple suivant.

4.2.3 Exemple Consid�erons la matrice

A =

2
6664

e e e

	e e e

e 	e e

e e 	e

3
7775

On a:

M(3)(A) =

2
6664
e�

e�

e�

e�

3
7775
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M(2)(A) =

2
66666664

[1; 2] [1; 3] [2; 3]

[1; 2] e e e�

[1; 3] 	e e� e

[1; 4] e� 	e 	e
[2; 3] e� 	e e

[2; 4] 	e e� 	e
[3; 4] e 	e e�

3
77777775
:

Tous les mineurs d'ordre 3 sont �equilibr�es, et la condition (i) est donc remplie. Cependant, on a

det
�
M(2)(A)[2;5j1;3]

�
=

����� detA[13j12] detA[13j23]

detA[24j12] detA[24j23]

����� = e

ce qui contredit la seconde condition de compatibilit�e. Le Th�eor�eme a�rme alors que le syst�eme

Ax r " n'a pas de solution. On peut aussi le v�eri�er de mani�ere �el�ementaire comme suit. On a

M(2)(A)11 = detA[1;2j1;2] = e, d'o�u l'on d�eduit que le syst�eme A[1;2j1;2]x[1;2j r 	 A[1;2j3]x[3j est de

Cramer, et donc que si x3 est nul, il n'admet que des solutions d�eg�en�er�ees. On peut supposer par

exemple x3 = 	e. Alors le d�eterminant de Cramer associ�e �a x2 vaut detA[1;2j1;3] =M(2)
1;2 = e, d'o�u

x2 r e. Par ailleurs, le d�eterminant de Cramer associ�e �a x2 du syst�eme A[3;4j1;2]x[1;2j r A[3;4j3] vaut

M(2)
6;2 = 	e, d'o�u x2 r 	 e ce qui contredit x2 sign�e.

On obtient ais�ement des conditions de compatibilit�es analogues �a (ii) pour des mineurs d'ordre plus

petit. De mani�ere pr�ecise.

4.2.4 Proposition Soient 1 � q � p � 1, I1; : : : ; Iq+1 q + 1 ensembles de lignes, chaque Il �etant

de cardinal p� q, K = fk1; : : : ; kq+1g un ensemble de colonnes de cardinal q+1. Soit M la matrice

(q + 1)� (q + 1) extraite de la matrice des mineurs d'ordre p� q telle que

Mij = detA[IijKnfkjg) :

Une condition n�ecessaire pour que Ax r " admette une solution sign�ee non nulle est que

detM r " :

Cela r�esulte �evidemment du Lemme suivant.

4.2.5 Lemme Pour tout ensemble de lignes I de cardinal p� q et pour tout ensemble de colonnes

K de cardinal q + 1. M
l2K

�K;l detA[IjKnflg) xl r " (4:2:c)

o�u �K;l = e ou 	e.

Preuve S'obtient de mani�ere analogue �a la condition (ii) du Th�eor�eme 4.2.1. On observe que la

condition de Cramer du syst�eme

A[IjKnfkg):x(Knfkgj r 	 A[IjKnfkg]:x[Knfkgj

o�u 	A[IjKnfkg]:x(Knfkgj est vu comme un second membre constant est:

detA[IjKnfkg)x(Knfkgj r 	
�
A[IjKnfkg)

�adj
A[IjKnfkg]x[Knfkgj ;
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soit

detA[IjKnfkg)x(Knfkgj r 	
M

l2Knfkg

�
A[IjKnfkg)

�adj
A[Ijl]xl :

En projetant sur la k-i�eme coordonn�ee, on obtient

detA[IjKnfkg):xk r
M

l2Knfkg

�Kl detA[IjKnflg)xl

(on rappelle que la l-i�eme composante du vecteur Badju est �egale au d�eterminant de la matrice

obtenue en rempla�cant la l-i�eme colonne de B par u). Le Lemme en r�esulte. �

On pourrait chercher d'autres conditions de compatibilit�e. Nous ne le ferons pas ici. Il faut bien

voir que le proc�ed�e d'�elimination qui permet de d�eduire de telles conditions ne fournit en g�en�eral

que des conditions n�ecessaires (le caract�ere su�sant sera obtenu seulement dans certains cas par

des arguments combinatoires). Le contre exemple suivant montre que pour certaines matrices, les

conditions du type ci-dessus sont automatiquement v�eri��ees pour des mineurs de taille su�sante,

ce qui sugg�ere que la compatibilit�e des syst�emes g�en�eraux ne s'exprime pas en termes de mineurs.

4.2.6 Contre exemple Consid�erons le syst�eme suivant:

A =

2
6666666666664

e e e e

e e e 	e
e e 	e e

e e 	e 	e
e 	e e e

e 	e e 	e
e 	e 	e e

e 	e e	 	e

3
7777777777775
; Ax r " : (4:2:d)

Le Lemme suivant a�rme que les mineurs de taille su�sante d'une matrice �a coe�cients de module

e sont �equilibr�es.

4.2.7 Lemme Pour toute matrice carr�ee A de taille sup�erieure ou �egale �a 3 telle que jAi;j j = e,

on a detA = e�.

Moyennant ce Lemme, il est clair que M(4)(A) et M(3)(A) sont totalement �equilibr�ees, et que

de plus le rang mineur de M(2)(A) ne saurait être plus grand que 2. Ainsi, les conditions de la

proposition 4.2.4 sont automatiquement v�eri��ees. Cependant, Ax r " n'a pas de solution. En e�et,

aucun des xi ne peut être nul (sinon, on retrouve le syst�eme incompatible de l'exemple 4.2.3). On

a donc x1 = x2 ou x1 = 	x2. Dans les deux cas, 4 des 8 �equations (4.2.d) sont automatiquement

v�eri��ees et il reste encore le syst�eme incompatible 4 � 3 de l'exemple 4.2.3. Ceci montre que le

syst�eme (4.2.d) n'admet pas de solution.

Preuve du lemme 4.2.7. D�es qu'une sous matrice de A est de d�eterminant e�, comme la sous

matrice compl�ementaire est de d�eterminant non nul, on a detA = e�. Si donc l'un des coe�cients

de A est e�, c'est �evident. On peut ainsi toujours supposer quitte �a multiplier les deux premi�eres

lignes et la seconde colonne par 	e que

A[1;2j1;2] =

"
e e

e 	e

#
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Alors, en supposant de même A1;3 = e, on a

A[1;2j3] =

"
e

e

#
ou

"
e

	e

#
:

Dans le premier cas, detA[1;2j1;3] = e�, dans le second, detA[1;2j2;3] = e�, d'o�u la conclusion. �

4.2.8 Contre exemple Consid�erons le syst�eme(
e�x� y r "

x� e�y r " :
(4:2:e)

Si on �elimine x ou y, on trouve les conditions triviales e�x r " et e� r ". Cependant, toute solution

sign�ee de (4.2.e) v�eri�e jxj = jyj. C'est dire que les arguments d'�elimination ne su�sent pas �a

caract�eriser les solutions sign�ees des syst�emes d'�equilibres lin�eaires.

5 Existence de solutions sign�ees d'�equilibres lin�eaires

On a vu ci-dessus que dans Smax, les conditions de Cramer sont n�ecessaires. Le r�esultat suivant

a�rme que l'on peut r�esoudre Ax r b d�es que detA 6= " (et donc même dans le cas d�eg�en�er�e

detA 2 S�max).

5.0.1 Th�eor�eme Soit A une matrice carr�ee �a coe�cients dans Smax de d�eterminant non nul (mais

�eventuellement �equilibr�e). Il existe au moins une solution sign�ee �a Ax r b.

Nous donnerons de ce r�esultat deux preuves, une alg�ebrique fond�ee sur des algorithmes it�eratifs, la

seconde un peu plus longue dans l'esprit des techniques de Gondran et Minoux, faisant usage du

th�eor�eme de Frobenius-K�onig.

6 Algorithme de Jacobi

Nous introduisons tout d'abord une nouvelle relation plus �ne que r :

x jrj y , x r y et jxj = jyj;
ce qui se lit \x �equilibre y en valeur absolue" Nous �ecrirons comme dans l'algorithme de Jacobi

classique

A = D � U � L
avec U triangulaire sup�erieure, L triangulaire inf�erieure et D diagonale. La bonne notion de domi-

nance diagonale dans Smax est la suivante:

6.0.1 D�e�nition (Dominance diagonale) La matrice A est �a diagonale dominante si

j detAj = j
O
i

Aiij :

6.0.2 Th�eor�eme (Algorithme de Jacobi) Soit A une matrice carr�ee de d�eterminant non nul

�a diagonale dominante.

1/ On peut choisir une suite fxpg de vecteurs sign�es satisfaisant:
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(i) " = x0 � x1 � : : : � xp � : : :
(ii) Dxp+1 jrj 	 (U � L)xp � b :

2/ La suite xp est stationnaire apr�es n it�erations (�a savoir xn = xn+1 = : : :), et xn est une solution

de Ax r b

3/ On a jxnj = j detAj�1jAadjbj.

Avant que de d�emontrer le Th�eor�eme 6.0.2, nous donnons un exemple:

6.0.3 Exemple Nous appliquons l'algorithme de Jacobi au syst�eme suivant:

2
64 5 	0 3

1 3 	1
3 	2 1�

3
75
2
64 x1
x2
x3

3
75 r

2
64 	14

0

3
75

avec j detAj�1jAadjbj =
h
0 1 2

it
.

8><
>:

5x11 jrj 	 1

3x12 jrj 4
1�x13 jrj 0

)

8><
>:
x11 = 	� 4

x12 = 1

x13 = �1 ou 	 �1; choisissons x13 = �18><
>:

5x21 jrj 0x12 	 3x13 	 1 = 	2
3x22 jrj 	 1x11 � 1x13 � 4 = 4

1�x23 jrj 	 3x11 � 2x12 � 0 = 3

)

8><
>:
x21 = 	 � 3

x22 = 1

x23 = 2 ou 	 2; disons x23 = 28><
>:

5x31 jrj 	 5

3x32 jrj 4
1�x33 jrj 3

et x33 � x23 )

8><
>:
x31 = 	0
x32 = 1

x33 = 2

D'autres choix pour x13 and x
2
3 fournissent l'autre solution: x

3
1 = 0; x32 = 1; x33 = 	2.

Nous montrons maintenant le Th�eor�eme 6.0.2.

6.1 Existence de la suite fxpg

Nous montrons par r�ecurrence l'existence de la suite fxpg.

A/Cas o�u la matrice D est inversible La condition (ii) est alors �equivalente �a:

(ii0) xp+1 jrj 	D�1(U � L)xp �D�1b

Supposons construits " = x0 � x1 � : : :� xp � xp+1 v�eri�ant (ii)'. Via le lemme �evident

6.1.1 Lemme a jrj b et a 2 R_max ) a � b.

(ii0)) xp+1 � 	D�1(U � L)xp �D�1b (6:1:a)

L'application x 7! D�1(U � L)x�D�1b est croissante, comme xp � xp+1, (6.1.a) entrâ�ne

xp+1 � 	D�1(U � L)xp+1 �D�1b : (6:1:b)
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L'on peut donc choisir xp+2 2 (R_max)
n tel que

xp+1 � xp+2 � 	D�1(U � L)xp+1 �D�1b (6:1:c)

et jxp+2j = j 	D�1(U � L)xp+1 �D�1bj, ce qui ach�eve la r�ecurrence.

B/Cas g�en�eral Maintenant, les �el�ements de la diagonale sont non nuls mais peut-être �equilibr�es.

Une remarque permet de se ramener �a la d�emonstration pr�ec�edente:

6.1.2 Lemme Soit a 6= ". On d�e�nit

~a =

(
a�1 si a inversible

(jaj�1)� si a �equilibr�e

Alors, pour tout x 2 Smax,

ax jrj b() x jrj ~ab
Preuve Imm�ediate en regardant les signes �a gauche et �a droite des �equilibres. �

On d�e�nit la matrice diagonale ~D (telle que [ ~D]ii = ~Di;i), et la preuve de A/ vaut encore �a

condition de remplacer D�1 par ~D.

6.2 Stationnarit�e de la suite fxpg

Pour voir que xp est stationnaire, nous introduisons x̂p = jxpj. La r�ecurrence (ii) donne

x̂p+1 =Mx̂p+1 � jDj�1jbj
o�u M = jDj�1jU � Lj. Soit

x̂p+1 = (Id �M � : : :�Mp)jDj�1jbj
On a:

6.2.1 Lemme Si A est �a diagonale dominante, alors M = jDj�1jU � Lj n'a pas de circuits de

poids strictement positif.

Preuve On a Mij = jaiij�1jaij j pour i 6= j. Supposons un circuit de longueur k de poids > 0, pour

�xer les id�ees:

ja�111 a12a�122 a23 : : :a�1k�1;k�1ak�1;ka�1kk ak1j > 0

alors il est clair que la permutation � d�e�nie par: 1
�7! 2 7! 3 7! : : : 7! k 7! 1 et �(i) = i ailleurs

v�eri�e
Nn

i=1 jai�(i)j > j detAj, ce qui est contredit le fait que la diagonale principale est dominante.

�

On peut donc appliquer le th�eor�eme de Carre-Gondran-Minoux (cf. [48], p.72, Th�eor�eme 1) �a la

matriceM . La sommeM� = Id�M �M2� : : :�Mp� : : : est donc atteinte �a partir du rang n�1.
Comme

jxp+1j = (Id �M � : : :�Mp)jDj�1jbj
on a

jxnj = jxn+1j = : : := jM j�jDj�1jbj : (6:2:a)

xn et xn+1 �etant sign�es, xn � xn+1 et jxnj = jxn+1j entrâ�nent xn = xn+1. En reportant dans (ii),

Dxn r 	 (U � L)xn � b
soit Axn r b, ce qui ach�eve la preuve de 2/.
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6.3 Etoiles et cofacteurs

L'assertion 3/ est une cons�equence de:

6.3.1 Lemme (jDj�1jU � Lj)�jDj�1 = j detAj�1jAadjj.

Nous d�eduisons ce lemme d'un r�esultat du �a Yoeli ([102], Th�eor�eme 4). Yoeli consid�ere des perma-

nents au lieu des d�eterminants. Le Th�eor�eme 4 de [102] s'�ecrit dans notre formalisme:

6.3.2 Th�eor�eme (Yoeli) Supposons A telle que (i): jAj � Id et (ii): jAj n'aie pas de circuits de

poids � e, alors
jAadjj = jAj� : (6:3:a)

Notons que les conditions (i) et (ii) entrâ�nent que tous les termes diagonaux de A sont de module

e. Nous aurons besoin d'un Lemme qui interpr�ete les termes du d�eveloppement du d�eterminant

en termes de chemins, le Th�eor�eme de Yoeli �etant un sous-produit de ce Lemme. Etant donn�e un

chemin p = (i1; : : : ; ik) de i1 �a ik, on note wA(p) = Ai1i2 : : :Aik�1ik . Si ik = i1, le chemin sera

quali��e de circuit. On dira que le circuit c passe par l'arc (ij) s'il existe l tel que i = il, j = il+1
(avec la convention k + 1 = 1).

6.3.3 Lemme On a pour i 6= j,

jaijcofijAj =
M
c

wjAj(c) (6:3:b)

o�u la somme est prise sur tous les circuits �el�ementaires c passant par l'arc (ij).

Le terme aijcof ijA correspond aux termes de detA associ�ees aux permutations � telles que �(i) = j.

En d�ecomposant � en produit de cycles, et compte tenu de jAiij = e, on a imm�ediatement l'�egalit�e

(6.3.b). Comme p est un chemin �el�ementaire de i �a j ssi (p; j) est un circuit �el�ementaire passant

par l'arc (ij), on en d�eduit imm�ediatement l'�egalit�e (6.3.a), du moins pour les coe�cients hors-

diagonaux. On observe que jcofiiAj = e (en d�ecomposant les permutation on produit de cycles, on

trouve jcofiiAj � e, en consid�erant la permutation identit�e, on trouve compte tenu de jAiij = e,

jcofiiAj � e), ce qui montre le Th�eor�eme 6.3.2. �

Preuve de 6.3.1. La matrice jDj�1A v�eri�e les conditions du Th�eor�eme 6.3.2. On a donc:

j(jDj�1A)adjj = (jDj�1jAj)�

Or

(jDj�1jAj)� = (jDj�1jD � U � Lj)� =
= (Id� jDj�1jU � Lj)� =

= (jDj�1jU � Lj)�

La conclusion r�esulte de

j(jDj�1jAj)]adjj = jAadjjj detAj�1jDj (6:3:c)

laquelle identit�e est une cons�equence des deux r�esultats suivants:

6.3.4 Lemme Supposons C inversible, alors

(CB)adj = BadjCadj : (6:3:d)
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6.3.5 Lemme Supposons C inversible, alors

(detC)�1Cadj = C�1 : (6:3:e)

Ces lemmes se v�eri�ent de mani�ere �el�ementaires pour les matrices diagonales et les matrices de

permutation qui, d'apr�es l'�etude des matrices inversibles r�ealis�ee au chapitre 0, engendrent le groupe

lin�eaire de Snmax. �

Ici s' ach�eve la preuve de 3/, et celle du Th�eor�eme 6.0.2.

6.3.6 Remarque Si ni C ni B ne sont inversibles, on a en g�en�eral seulement un �equilibre au lieu

de l'identit�e (6.3.d), comme il r�esulte de I,2.1.4.

7 Algorithme de Gauss-Seidel

7.0.1 Th�eor�eme Soit A une matrice carr�ee de d�eterminant non nul �a diagonale dominante.

1/ On peut choisir une suite xp telle que

(i) " = x0 � x1 � : : : � xp � : : :
(ii) (D+ U)xp r 	 Lxp�1 � b
(iii) jxpj = j det(A)�1(D � U)adjjjLxp�1 � bj

2/ La suite xp est stationnaire apr�es n it�erations (xn = xn+1 = : : :) et xn est solution de Ax r b.

3/ On a jxnj = j detAj�1jAadjbj.

7.0.2 Exemple Nous consid�erons �a nouveau le syst�eme trait�e en 6.0.3. On a:

8><
>:

1�x13 jrj 0 par exemple, x13 = �1
3x12 jrj 0� 4 x12 = 1

5x13 jrj 0x12 	 3x13 	 1 = 	2 x11 = 	 � 3

8><
>:

1�x23 jrj 	 3x11 � 2x12 � 0 = 3 par exemple x23 = 2

3x22 jrj 	 1x11 � 1x23 � 4 = 4 x22 = 1

5x21 jrj 0x22 	 3x23 	 1 = 	5 x21 = 	08><
>:

1�x33 jrj 	 3x21 � 2x22 � 0 = 3 x33 = 2 = x23
3x32 jrj 	 1x21 � 1x33 � 4 = 4 x32 = 1 = x22
5x31 jrj 0x32 	 3x33 	 1 = 	5 x31 = 	0 = x21

On a retrouv�e la solution (	0; 1; 2)T. La solution est atteinte au bout de deux it�erations au lieu de

3.

7.0.3 Lemme Soit N = j det(A)�1(D � U)adjj. On a

N =
n�1M
i=0

(jD�1jjU j)i = (jDj�1jU j)� : (7:0:a)
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Preuve Il su�t de le v�eri�er pour D = Id et detA = e. On a

j(Id� U)adjij j = jU�jij

qui n'est autre que le Th�eor�eme de Yoeli 6.3.2 appliqu�e �a A = Id � U . �

7.0.4 Lemme L'�etoile de la matrice NL est �nie.

Preuve du Lemme 7.0.4. On se ram�ene au cas o�u D = Id et detA = e. La matrice A n'admet alors

aucun circuit de poids strictement positif, donc A� est �nie. On a (NL)� = (U�L)� � (A�A)� �
(A�)� � A�, d'o�u le r�esultat. �

Preuve du Th�eor�eme 7.0.1. On montre par une preuve analogue �a x6.1 qu'il existe xp croissant tel
que x0 = " et

xpn jrj a�1nn(Lxp�1 � b);
x
p
n�1 jrj an�1n�1(Lxp�1 � b	 an�1nxpn)
: : :

La stationnarit�e s'obtient comme en x6.2 en faisant usage du Lemme 7.0.4.

8 Preuve directe du Th�eor�eme 5.0.1

8.1 Pr�eliminaires

On appelle diagonales de la matrice A les n-uplets de la forme (a1�(1); a2�(2); : : : ; an�(n)) o�u � est

une permutation de f1; : : : ; ng. On appellera poids de cette diagonale le produit w� =
N

i ai�(i).

Rappelons deux faits bien connus de la th�eorie des matrices �a coe�cients positifs ou nuls et de la

th�eorie des graphes:

8.1.1 Th�eor�eme (Frobenius-K�onig) A a toutes ses diagonales de poids nul si et seulement si il

existe une sous-matrice de A de taille s � t, avec s+ t = n+ 1.

8.1.2 Corollaire (K�onig) Soient A 2 Nn�n et p 2 N. Les deux assertions suivantes sont �equiva-

lentes:

(i) 8i; Pj aij =
P

j aji = p,

(ii) A est somme de p matrices de permutation.

Nous renvoyons le lecteur �a [66] pour la preuve du Th�eor�eme de Frobenius-K�onig, Le corollaire

8.1.2 s'en d�eduit ais�ement: on montre qu'une matrice v�eri�ant (i) ne peut v�eri�er la condition de

Frobenius-K�onig, d'o�u il r�esulte que l'on peut soustraire �a A une diagonale (c'est �a dire, comme A

est �a coe�cients entiers, une matrice de permutation). La conclusion r�esulte alors d'une r�ecurrence

imm�ediate sur p. Nous renvoyons le lecteur non convaincu �a la preuve du Th�eor�eme de Birkho�

[66], qui est analogue.

De cela, on d�eduit un r�esultat qui nous sera utile.
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8.1.3 Lemme Soit A = (aij) une matrice n � n dont les coe�cients aij commutent. Pour tout

entier p � 1, consid�erons un produit de np termes:

P =
Y
�2I

a���� ;

chaque ligne et chaque colonne �etant atteintes p fois, i.e.

8i 2 f1; : : : ; ng; #f� j �� = ig = p

8j 2 f1; : : : ; ng; #f� j �� = jg = p :

Alors, jP j � j detAjp.

Preuve : On montre qu'il il existe p permutations �1; : : : ; �p 2 Sn, telles que:

P = (
nY
i=1

ai�1(i))
 (
nY
i=1

ai�2(i))
 : : :
 (
nY
i=1

ai�p(i))

ce qui donnera imm�ediatement le Lemme. On associe pour cela �a A la matrice B = (bij) 2 (N)n�n

d�e�nie par:

bij = #f� 2 I j �� = i et �� = jg :
Il est clair que B v�eri�e la condition (i) du Corollaire 8.1.2. On peut donc �ecrire B comme somme

de p matrices de permutation, soit B = S1 + : : :+ Sp. En r�eordonnant les termes dans le produit

P , on obtient la formule requise. �

8.2 Lemme fondamental

Soit A 2 (Smax)
n�n et b 2 (Rmax)

n. On note Di le i-i�eme d�eterminant de Cramer. On appelle poids

de la diagonale associ�ee �a la permutation �, ou plus simplement poids de � le produit w(�) =

a1�(1) 
 : : :
 an�(n).

8.2.1 D�e�nition On note Smax(A) l'ensemble des diagonales de poids maximum:

Smax(A) = f� 2 Sn j jw�(A)j = j det Ajg

Le d�eveloppement de D�(i) par rapport �a la �(i)-i�eme colonne donne

D�(i) =
nM

k=1

bkcofk�(i)(A) (8:2:a)

de sorte qu'on a �evidemment pour toute permutation � et pour tout i 2 f1; : : : ; ng, jD�(i)j �
jbicof i�(i)(A)j. Comme Rmax est totalement ordonn�e, il existe un indice j(i) tel que jD�(i)j =
jbj(i)cofj(i)�(i)(A)j. Lorsque � est de poids maximal, on montre que la multi-application i 7! j(i)

admet un point �xe.

8.2.2 Lemme Pour toute permutation � 2 Smax(A), il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que:

jD�(i)j = jbicof i�(i)(A)j :
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Preuve : Prenons � 2 Smax(A), et supposons par l'absurde que pour tout i 2 f1; : : : ; ng, on a

jD�(i)j � jbicof i�(i)(A)j :

Quitte �a permuter les lignes de la matrice A, on peut supposer � = Id 2 Smax(A). On a donc:

8i; jbicofii(A)j � jDij :

Comme Id 2 Smax(A), on a j detAj = jaiicofii(A)j 6= ". On peut donc diviser les in�egalit�es

pr�ec�edentes par jcofii(A)j, et alors:
8i; jbij � jaiiDij

j detAj
Comme Rmax est totalement ordonn�e, on a jDij = j

Ln
k=1 bkcofki(A)j = jb'(i)cof'(i)i(A)j, pour un

certain indice '(i) 6= i. En it�erant le proc�ed�e:

jD'(i)j = jb'2(i)cof'2(i)'(i)(A)j

avec '2(i) = '('(i)) 6= '(i), etc. Comme ' n'a qu'un nombre �ni de valeurs, on �nit par cycler:

il existe k; p tels que 'p(k) = '(k)

On pourra supposer par exemple '(1) = 2; '(2) = 3; : : : ; '(p) = 1.

jb1j � ja11cof21(A)b2j
jdetAj

jb2j � ja22cof32(A)b3j
jdetAj

: : :

jbpj � jappcof1p(A)b1j
jdetAj

En �eliminant b2; : : : ; bn:

jb1j � ja11cof21(A)a22cof32(A) : : :appcof1p(A)b1jj detAjp

et en simpli�ant par jb1j 6= ":

e � ja11cof21(A)a22cof32(A) : : :appcof1p(A)jj detAjp :

Il est clair que le num�erateur P du second membre satisfait les hypoth�eses du Lemme 8.1.3, ce qui

conduit �a une absurdit�e. �

8.3 Seconde preuve

Nous donnons une preuve directe d'un r�esultat analogue au Th�eor�eme 6.0.2 (quoique un peu plus

faible).

8.3.1 Th�eor�eme Soit A 2 (Smax)
n�n telle que detA 6= ". Pour tout b 2 (Smax)

n, il existe x 2
(S_max)

n, tel que:

(i) Ax r b

(ii) jxj � jAadjbj
jdetAj
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l'�egalit�e �etant r�ealis�ee pour au moins l'une des composantes de (ii).

Preuve : par r�ecurrence sur la taille de la matrice. Le cas scalaire d�ej�a �etudi�e montre le th�eor�eme

�a l'ordre 1. Supposons le th�eor�eme d�emontr�e pour des matrices de taille n � 1. Quitte �a permuter

les lignes de la matrice A, on peut supposer Id 2 Smax(A). Par application du Lemme de point �xe

8.2.2, il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que jDij = jbi
N

j 6=i aj;j j, par exemple i = n. On a alors la partition

de A et de b:

A =

"
A11 A1n

An1 a1n

#
b =

"
B1

bn

#

avec j detAj = jann detA11j et jDnj = jbn detA11j. De
jannDnj
j detAj = jbnj

il ressort que l'on peut prendre xn =
jDnj
jdetAj ou x = 	 jDnj

jdetAj tel que annxn r bn et jannxnj = jbnj [si
bn et ann 2 S_max prendre xn = bn

ann
, sinon, un signe arbitraire convient]. On applique l'hypoth�ese

de r�ecurrence �a:

A11X1 r B1 	A1nxn

Il existe donc X1 2 (S_max)
n�1 tel que:

A11X1 � A1nxn r B1 et

jX1j � jAadj
11 (B1	A1nxn)j
jdetA11j

Il reste �a montrer:

(a) jAn1X1j � jannxnj de sorte que An1X1 � annxn r bn

(b) jX1j � jAadjbj
jdetAj restreint aux n� 1 premi�eres coordonn�ees

(a): on a

jAn1X1j � jAn1A
adj
11 B1j

j detA11j �
jAn1A

adj
11 A1nxn)j

j detA11j
def
= [1]� [2]

La formule de d�eveloppement par blocs du d�eterminant donne:

j detAj = jann detA11 	An1A
adj
11 A1nj � jAn1A

adj
11 A1nj ; ;

d'o�u

[2] � j(detA)xnjj detA11j = jannxnj = jbnj

D'autre part:

j det
"
A11 B1

An1 bn

#
j = jbn detA11j = jbn detA11 	An1A

adj
11 B1j

montre que jAn1A
adj
11 B1j � jbn detA11j, d'o�u [1] � jbnj, ce qui montre (a).

(b): nous le v�eri�ons par exemple pour la premi�ere coordonn�ee de X1. On veut montrer

j(X1)1j def= jx1j � j(A
adjb)1j
j detAj =

j det
"
B1 A12 : : : A1n

bn an2 : : : ann

#
j

j detAj
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avec des notations �evidentes. Or

jx1j � j(A
adj
11 B1)1j
j detA11j

� j(A
adj
11 A1n)1xnj
j detA11j

def
= [3]� [4]

avec

[3] =
jannj
j detAj 
 j det

h
B1 A12 : : : A1n�1

i
j

et

[4] =
jbnj
jannj 


jannj
j detAj 
 j det

h
A1n A12 : : : A1n�1

i
j

[3] et [4] sont donc deux des termes correspondant au d�eveloppement de

j det
"
B1 A12 : : : A1n

bn an2 : : : ann

#
j

par rapport �a la derni�ere ligne. On a donc jX1j � jAadjbj
jdetAj (restreint aux n�1 premi�eres coordonn�ees),

ce qui montre le point (b) et ach�eve la r�ecurrence. �

8.3.2 Exemple Consid�erons

A =

2
64 2 0 4

0 2 0

1 2 3

3
75 ; b =

2
64 1

2

3

3
75

detA = 2:2:3� 0:2:4� 1:0:0	 1:2:4	 0:0:3	 2:2:0 = 7� 6� 1	 7	 3	 4 = 7	 7 = 7� 2 S�max. Le

second d�eterminant de Cramer vaut:

D2 = det

2
64 2 1 4

0 2 0

1 3 3

3
75 = 7�

On a donc
jD2j
jdetAj = 0 =

jb2j
ja22j

= 2
2 . On pose x2 = 0 tel que a22x2 = b2, et l'on r�esout le syst�eme de

taille 2: "
2 4

1 3

# "
x1
x3

#
r
"
1

3

#
	 0:

"
0

2

#
=

"
1

3

#

ce qui donne D
def
= detA(2j2) = 5�, Dx1 = det

"
1 4

3 2

#
= 	7; Dx3 = det

"
2 1

1 3

#
= 5. On a

Dx3

jDj =
5
5 = 0 = b3

a33
. On pose donc x3 = 0, et en reportant dans la premi�ere �equation: 2x1 r 1	 4 =

	4. On prend donc x1 = (2)�1(	4) = 	2 et l'on v�eri�e que:

2
64 4�

2�

3�

3
75 = 	2

2
64 2

0

1

3
75� 0

2
64 0

2

2

3
75� 0

2
64 4

0

3

3
75 r

2
64 1

2

3

3
75

lequel �equilibre donne lieu �a l'�egalit�e dans Rmax:

0

2
64 0

2

2

3
75� 0

2
64 4

0

3

3
75 =

2
64 1

2

3

3
75� 2

2
64 2

0

1

3
75
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9 Syst�emes homog�enes carr�es

On �etudie maintenant l'existence de solutions sign�ees au syst�eme de n �equilibres homog�enes �a n

inconnues

Ax r " :

9.0.1 Th�eor�eme Soit A 2 (Smax)
n�n. Les deux propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) detA r "

(ii) Il existe x 2 (S_max)
n tel que Ax r ".

Preuve : (ii))(i) est une cons�equence des formules de Cramer d�ej�a �etablies. Nous montrons

(i))(ii). Supposons detA r ". Le d�eterminant peut être �equilibr�e pour l'une des trois raisons

suivantes.

9.0.2 Cas d'�equilibre du d�eterminant

Cas 9.1: detA = " (nullit�e)

Cas 9.2: On a une permutation � telle que detA =
Nn

i=1 ai�(i) 2 S�max (une diagonale maximale est

�equilibr�ee)

Cas 9.3: On a deux permutations �1 et �2 telles que detA = sgn�1
Nn

i=1 ai�1(i)� sgn�2
Nn

i=1 ai�2(i),

avec
Nn

i=1 ai�1(i) et
Nn

i=1 ai�2(i) 2 S_max n f"g (les poids de deux permutations distinctes de poids

maximal �1 et �2 sont de de signe oppos�e).

9.1 Cas de nullit�e du d�eterminant

D'apr�es le Th�eor�eme de Frobenius-K�onig 8.1.1, on peut mettre A sous la forme

A =

"
"p�q B

C D

#
;

o�u p + q = n + 1, C 2 S(n�p)�qmax . On cherche des solutions telles que xq+1::n = ". On a donc

n � p = q � 1, et il su�t de r�esoudre le syst�eme Cy r " qui a strictement plus d'inconnues que

d'�equations. Si se syst�eme admet un mineur d'ordre n� p non �equilibr�e, on applique le Th�eor�eme

6.0.2 et l'on obtient une solution sign�ee non nulle de Cy r ". Dans le cas contraire, on applique par

r�ecurrence le Th�eor�eme 9.0.1 �a un sous syst�eme carr�e C0y0 r " obtenu en rendant nulles certaines

coordonn�ees de y.

9.2 Cas d'�equilibre d'une permutation de poids maximal

Quitte �a permuter les lignes et colonnes de A, on supposera:

detA =
nO
i=1

aii 6= " avec a11 2 S�max

On partitionne:

A =

"
a11 A1n

An1 An;n

#
avec Ann 2 (Smax)

(n�1)�(n�1); An1 2 (Smax)
(n�1)�1; A1n 2 (Smax)

1�(n�1):
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On pose x1 = e, et l'on r�esout, AnnXn r 	An1 via le Th�eor�eme 8.3.1, avec Xn 2 (S_max)
n�1 et

jXnj � jA
adj
nnAn1j

j detAnnj

On remarque que jA1nXnj � jA1nA
adj
nnAn1j

jdetAnnj
� ja11j, car j detAj = j

Nn
i=1 aiij = ja11 detAnn 	

A1nA
adj
nnAn1j � jAn1A

adj
11 A1nj, ce qui montre que A1nXn � a11 r ". En posant

x =

"
e

Xn

#
;

on obtient une solution sign�ee de Ax r ".

9.3 Cas d'opposition des signes de deux permutations

Nous nous inspirons ici d'une id�ee de Gondran & Minoux [47].

9.3.1 Normalisation On suppose que Aii = e, avec detA = e�. Cette hypoth�ese entrâ�ne que

la matrice jAj n'a pas de circuits de poids strictement sup�erieur �a e (sinon, on fabriquerait une

permutation de poids sup�erieur �a detA = e�). Il est clair qu'on peut toujours ce ramener �a cette

situation, apr�es multiplication �eventuelle de A par des matrices de permutation et des matrices

diagonales inversibles.

Avec les notations de 9.0.2, on a moyennant cette normalisation �1 = Id. Nous commen�cons par

un Lemme simpli�cateur:

9.3.2 Lemme Soit A 2 (Smax)
n�n telle que

(H) : detA = e � sgn�2

nO
i=1

ai�2(i) = e�

avec �2 6= Id, et
Nn

i=1 ai�2(i) 6 r ". Alors, parmi les cycles �gurant dans la d�ecomposition de �2, il

existe un cycle � d'orbite C � f1; : : : ; ng tel que:

detA = e� = e� sgn�
O
j2C

aj�(j) : (9:3:a)

Preuve D�ecomposons �2 en produit de k cycles c1; : : : ; ck d'orbites respectives C1; : : : ; Ck. On a

sgn�2 = sgnc1� : : : �ck = sgnc1sgnc2 : : :sgnck, et donc:

sgn�2

nO
i=1

ai�2(i) =
kO
l=1

(sgncl
O
j2Cl

ajcl(j)) = 	e

Comme jAj n'a pas de circuit de poids sup�erieur �a e, chaque terme ul =
N

j2Cl
ajcl(j) v�eri�e julj � e.

On a en fait julj = e (sinon, comme
N

i juij = e, on aurait l'un des juij tel que juij � e). Comme le

produit des ui est �egal �a 	e, et que d'apr�es ce qui pr�ec�ede, pour tout i, ui = e ou ui = 	e, l'un au

moins est �egal �a 	e, ce qui montre le Lemme. �



120 Chapitre III. Syst�emes d'�equilibres lin�eaires

9.3.3 Plan L'id�ee est maintenant de partitionner la matrice A sous la forme

A =

"
A11 A12

A21 A22

#
(9:3:b)

o�u la matrice A11 2 (Smax)
p�p correspond �a l'orbite du cycle �, de longueur p, mis en �evidence par le

lemme ci-dessus. (a): on va trouver par un proc�ed�e explicite une solution d�es�equilibr�ee �a A11X1 r ".

(b):X1 �etant �x�e, on r�esoudra ensuite A2;1X1 � A22X2 par application du th�eor�eme (8.3.1). (c): Il

su�ra pour conclure de v�eri�er que jA1;2X2j � jA11X1j, ce qui montrera A1;2X2 � A11X1 r " et

ach�evera la d�emonstration.

Soit B une matrice p� p et c un cycle d'ordre p tels que Bii = e et

detB = e � sgnc

pO
i=1

Bic(i) = e� ; (9:3:c)

tous les Bic(i) �etant sign�es non nuls. On peut �ecrire

B = Id � C � B0 ;

o�u

Cij =

�
Bij si c(i) = j

" sinon,

et o�u la matrice B0 regroupe les autres termes de B.

9.3.4 Lemme Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, on a jBj� = jCj� :

Preuve On a C � B, donc jCj� � jB�j. Supposons jB�jij � jCj�ij. Comme C est un cycle, on a

jCj�ijjCj�ji = e (i.e. il existe un circuit passant par i et j de poids e) et donc jBj�ij jCj�ji � e. En

prenant des chemins r�ealisant le max dans cette somme, on trouve un circuit de poids sup�erieur �a

e, ce qui est absurde. �

9.3.5 Lemme (solution explicite) Tous les coe�cients de la matrice

M = Id 	 C � : : :� (	C)p�1 (9:3:d)

sont sign�es. En outre BM = (C�)� r ".

Preuve Le coe�cient Mij n'est atteint qu'une seule fois dans la somme (9.3.d), il est donc sign�e.

Comme d'apr�es (9.3.c), O
i

Bic(i) = 	sgnc
O
i

Bii = 	sgn(c) = (	e)p ;

on a Cp = (	e)pId. Cela entrâ�ne imm�ediatement que

(Id� C)M = Id� � : : :� (Cp�1)� = (jCj�)� : (9:3:e)

D'autre part, Le Lemme 9.3.4 montre que

jBM j = jBjjC�j = jBjjBj� � jCj� : (9:3:f)

En additionnant (9.3.e) et (9.3.f), on obtient BM � (jCj�)�. L'autre in�egalit�e est triviale. �
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9.3.6 Conclusion Revenons au corps de la d�emonstration du Cas 9.3. Il r�esulte du Lemme 9.3.5

que toute colonne u extraite de la matrice M v�eri�e A11u r ". Soit u = M�;i une telle colonne.

D'apr�es le Th�eor�eme relatif aux syst�emes avec second membre, on peut trouver y tel que A21u �
A22y r ", avec

jyj = j detA22yj � jAadj
22 A21uj : (9:3:g)

Il su�t de montrer que jA12yj � jA11uj = jA11j��;i (cf. 9.3.5), ce qui, compte tenu de A11u =

(jA11j��;i)�, garantit que A11u�A12y r " et donc que x = [u; y] est solution de Ax r ". Moyennant

la normalisation 9.3.1 et le Th�eor�eme de Yoeli, on a jAadj
22 j = jA22j�. Supposons par l'absurde un

indice j tel que

jA12yjj � jA11uj = jA11j�j;i :
Il r�esulte alors de (9.3.g) que

jA12A
�
22A21A

�
11jji � jA11uj = jA11j�ji :

C'est absurde car le terme �a gauche est �egal au poids wjAj(p) d'un chemin p de i �a j. Compte tenu

de jA11j�jijA11j�ij = e, on a wjAj(p)jA11j�ij � e, et en prenant un chemin p0 de j �a i r�ealisant le max

dans jA11j�ij , on obtient un circuit de poids strictement sup�erieur �a e. �

10 Rangs dans Smax

Nous pensons utile de conclure la partie de cette th�ese consacr�ee �a la sym�etrisation en comparant

les diverses notions de rang pertinentes dans le dio��de Smax. Dans ce qui suit, nous appellerons rang

�a gauche une application � qui �a une matrice A associe un entier naturel �(A), tel que pour toute

matrice U de taille admissible, on ait:

�(UA) � �(A) : (10:0:a)

Un rang �a droite v�eri�era la propri�et�e duale et si � est �a la fois un rang �a gauche et un rang �a droite,

on le quali�era de rang bilat�ere. L'int�erêt de la propri�et�e (10.0.a) est de faire du rang �a gauche un

invariant de la classe de Green �a gauche3 de la matrice A. De mani�ere analogue, le rang bilat�ere

est un invariant des classes Green bilat�eres.

10.0.1 D�e�nitions et Th�eor�eme Soit une matrice A �a coe�cients dans Smax. On d�e�nit:

(i) n, le rang trivial droit: n(A) est �egal au nombre de lignes non nulles de la matrice A. C'est

un rang �a droite.

(ii) p, le rang trivial gauche: p(A) est �egal au nombre de colonnes non nulles de A. C'est un rang

�a gauche.

(iii) rg, le rang, rg(A) est �egal �a la taille de la plus grande matrice inversible extraite de A. Il s'agit

d'un rang bilat�ere.

(iv) rgSchein, le rang de Schein: rgSchein(A) est �egal au plus petit k 2 N tel que A = BC, avec

B 2 Dn�k et B 2 Dk�p. Il s'agit d'un rang bilat�ere.

3On rappelle que la relation de Green �a gauche, not�ee L, est d�e�nie par ALB s'il existe des matrices U et V telles
que A = UB et B = V A. La relation de Green �a droite, R, est d�e�nie dualement. La relation de Green bilat�ere J

est d�e�nie par AJB s'il existe des matrices U;V; S; T telles que A = UBV et B = SAT . Ces notations sont standard

en th�eorie des demi-groupes, voir par exemple [60].
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(v) rgC, le rang faible par colonne: rgC(A) est �egal �a la taille d'une famille g�en�eratrice minimale

extraite des colonnes de A. Il s'agit d'un rang �a gauche.

(vi) rgL, le rang faible par ligne, d�e�ni dualement.

(vii) rgm, le rang mineur: rgm(A) est �egal �a la dimension maximale d'un mineur inversible de A.

Il s'agit d'un rang bilat�ere.

(viii) rgsc, le rang sym�etris�e par colonne: rgsc(A) est �egal au cardinal maximal d'un ensemble de

colonnes fA�;i1 ; : : : ; A�;ikg tel que
L
�jA�;ij r " entrâ�ne que l'un des �j n'est pas inversible.

Il s'agit d'un rang �a gauche.

(ix) rgsl, le rang sym�etris�e par ligne: d�e�nition et propri�et�e duales.

(x) rgCG, le rang de Cuninghame-Green4, d�e�ni pour une matrice �a coe�cients dans Rmax. Il

est �egal �a la taille maximale d'une sous matrice carr�ee B extraite de A telle qu'il existe une

unique permutation � telle que j detBj =N
iBi�(i) 6= ". C'est un rang bilat�ere.

En outre, ces rangs v�eri�ent les in�egalit�es port�ees sur la Figure III.2: un arc relie un rang �0 (en

bas) �a un rang � (en haut) si pour toute5 matrice A, on a �(A) � �0(A).

rg

rgCG

rgm

rgsc

rgSchein

rgC

pn

rgL

rgsl

Figure III.2: Rangs dans Smax

Preuve de 10.0.1.

(i),(ii): imm�ediat.

(iii): Supposons (AB)[IjJ] = C, avec C inversible et I; J de cardinal �egal �a rg(AB). Quitte �a ignorer

certaines lignes de A et colonnes de B, on peut supposer A = A[Ij et B = BjJ]. On a alors AB = C,

donc A est inversible �a droite, et par 0,2.2.5, il existe une matrice monomiale inversible de taille

rg(AB) extraite de A. On en d�eduit rg(A) � rg(AB) et de même rg(B) � rg(AB) ce qui montre

que rg est un rang bilat�ere.

(iv),(v),(vi): trivial.

(vii): cela r�esulte de la Formule de Binet-Cauchy.

4Ce rang est induit par la notion de \forte ind�ependance" �etudi�ee dans [24].
5pour le rang de Cuninghame-Green, on suppose que A est �a coe�cients dans Rmax
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(viii): si l'on a une combinaison lin�eaire des colonnes de A �equilibr�ee, soit Ax r ", on a BAx r ",

d'o�u il r�esulte de rgsc est un rang �a gauche. Preuve duale pour (ix).

(x): Soit une sous matrice H extraite de AB et v�eri�ant la condition (x). On traite le cas o�u

H = AB, le cas g�en�eral se traitant de mani�ere analogue. La condition (x) entrâ�ne detAB 62 S�max.

Dans Binet-Cauchy,

detAB =
M
K

detAjK] detB[Kj � T �

on a n�ecessairement jT j � j detABj, et donc il existe K0 tel que:

detAB = detAjK0] detB[K0j :

Posons A0 = AjK0] et B
0 = B[K0j. Quitte �a multiplier �a droite et �a gauche par des matrices

inversibles, on pourra supposer B0ii = e pour tout i et detB0 = e =
N

iB
0
ii, et de même pour A0.

Supposons qu'il existe une permutation � 6= Id telle que detB0 =
N

iB
0
i�(i). La permutation � est

de poids e = detA0B0 pour la matrice A0B0, la permutation Id �egalement, ce qui contredirait (x)

pour A0B0. On a donc rgCG(AB) � rgCG(B
0) � rgCG(B), et de même rgCG(AB) � rgCG(A), ce qui

montre que rgCG est un rang bilat�ere.

Les in�egalit�es de la Figure III.2 s'obtiennent ais�ement. �

10.0.2 Remarque La notion de rang sym�etris�e (par ligne ou par colonne) d�e�nie ci-dessus revient

�a �etendre �a Smax la notion suivante de d�ependance lin�eaire introduite par Gondran et Minoux (cf.

[47, 49]):

fuigi 2 I d�ependante, 9J;K � I; � 2 Rn
max n f"g; J \K = ; et

M
j2J

�juj =
M
k2K

�kuk :
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Chapitre IV

R�esultats suppl�ementaires de th�eorie

spectrale des matrices

Introduction

Ce chapitre g�en�eralise les r�esultats de th�eorie spectrale des matrices irr�eductibles (max;+) �etablis

dans [23] aux matrices non irr�eductibles. On caract�erise compl�etement le spectre de ces matrices.

Les preuves reposent sur le remplacement de la notion de valeur propre par celles de sous et de

sur-valeurs propres (v�eri�ant Au � �u ou Au � �u au lieu de l'�egalit�e). Nous donnons en�n une

application de ces techniques �a l'estimation du rayon spectral usuel. Soit �(A) le le rayon spectral

usuel d'une matrice carr�ee de taille n �a coe�cients positifs ou nuls et �max;�(A) le rayon spectral

dans le demi-corps idempotent R+
max;�. Nous montrons les in�egalit�es

�max;�(A) � �(A) � n�max;�(A) : (0:0:a)

Ces bornes ne sont cependant pas originales: �max;�(A) est par ailleurs caract�eris�e comme la

moyenne g�eom�etrique maximale des circuits de la matrice A. Friedland [39] a montr�e ces mêmes

in�egalit�es �a partir de certaines propri�et�es des puissances de A pour le produit de Hadamard faisant

intervenir cette moyenne g�eom�etrique.

1 Pr�eliminaires

Nous rappelons d'abord quelques notions classiques.

1.1 Graphe associ�e �a une matrice

1.1.1 D�e�nition On appelle graphe associ�e �a la matrice A 2 Rn�n
max le graphe G(A) form�e d'un

ensemble S = f1; : : : ; ng de sommets et des arcs (j; i) 2 S2 tels que aij 6= ".

1.1.2 Remarque Noter l'inversion entre (j; i) et aij dans la d�e�nition du graphe. Sans cette in-

version, il faudrait �etudier les vecteurs propres �a gauche, comme dans la litt�erature sur les châ�nes

de Markov.

1.1.3 Exemple Voir Figure IV.1. On a repr�esent�e le coe�cient aij sur l'arc j 7! i.

125
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e 3

1

2

1

A =

"
1 "

e 3

#

Figure IV.1: Une matrice et son graphe

1.1.4 Exemple Cf. Figure IV.2.

C1

C2

C3

4
e

e
2

3
1

31

4
A =

2
66666664

" 2 " " " "

4 " e " " "

" e 3 " " "

" " " " 1 "

" e " 3 " "

" 4 " " 3 "

3
77777775 5 3

e

4

32 6

Figure IV.2: Une matrice et son graphe

Si aij 6= ", on dit que j communique avec i, ce que l'on note j ! i. Etant donn�e un ensemble de

sommets I � S, on d�e�nit l'ensemble �(I) des successeurs de I comme suit :

�(I) = fj 2 S j 9i 2 I i! jg

On notera
�! la clôture transitive r�e
exive de la relation !. On aura donc i

�! j si et seulement si

il existe dans le graphe un chemin allant de i �a j (chemin �eventuellement trivial si j = i).

On notera �� = Id [ � [ �2 [ : : : On a clairement

��(I) = fj 2 S j 9i 2 I i
�! jg :

1.1.5 D�e�nition (Ensemble clos) . On dit qu'un ensemble K � S est clos si �(K) � K.

On a �(K) � K si et seulement si ��(K) = K, comme il r�esulte d'une v�eri�cation �el�ementaire.

1.2 Classes

1.2.1 D�e�nition On d�e�nit une relation d'�equivalence sur S par :

iRj , i
�! j et j

�! i :

Les classes d'�equivalence pour R seront appel�ees classes (de connexit�e) ou encore composantes

fortement connexes du graphe.
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On notera C = (C1; : : : ; Cp) l'ensemble des classes. La relation
�! induit une relation d'ordre entre

les classes, d�e�nie comme suit

Ci � Cj , Ci
�! Cj :

On constate que

��(Ck) = fCi 2 C j Ck
�! Cig

est le �ltre principal1 engendr�e par Ck pour l'ordre
�! (i.e. l'ensemble des classes sup�erieure �a �a

Ck). On dira que la classe Ck est �nale si elle est maximale pour l'ordre
�!. On dira en�n que A est

irr�eductible s'il y a une seule classe (p = 1). Un ensemble clos est clairement une union de classes.

Nous noterons �K le quotient de K par la relation R, i.e. l'ensemble des classes contenues dans K.

Nous dirons qu'un ensemble clos K est principal si K est de la forme ��(Ck). Il y a donc pr�ecis�ement

p ensembles clos principaux (autant qu'il y a de classes). L'int�erêt des ensembles clos principaux

est qu'un ensemble clos quelconque se d�ecompose comme union de tels ensembles. Posons en e�et

Min �K = fCi 2 �K j Cj
�! Ci ) Cj = Cig ; (1:2:a)

soit l'ensemble des classes minimales dans K.

1.2.2 Proposition Pour tout ensemble clos K, on a

K =
[

Ci2Min �K

��(Ci) :

En outre, cette �ecriture est l'unique d�ecomposition non redondante (i.e. telle qu'on ne puisse ôter

aucun terme) de K en union d'ensemble clos principaux.

1.2.3 Exemple Pour la matrice de la Figure IV.2, on a trois classes:

C1 = f1; 2; 3g; C2 = f4; 5g; C3 = f6g;

la derni�ere �etant seule �nale. fC1; C2; C3g = ��(C1) est un ensemble clos principal, tout comme le

sont fC2; C3g = ��(C2) et C3 = ��(C3). Il r�esulte de 1.2.2 que ce sont les seuls ensembles clos. On

a repr�esent�e sur la Figure IV.3 le graphe de la matrice et l'ensemble des classes associ�ees, ordonn�ees

par
�!.

C1

C2

C3

C2C1 C3

4
e

e
2

3
1

31

2 3 4 5 3 6

e

4

Figure IV.3: Graphe et classes de la matrice IV.2

1terminologie emprunt�ee aux treillis, voir �a ce propos la D�e�nition 2.1.4 du chapitre pr�eliminaire
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1.3 Rappels de th�eorie spectrale des matrices irr�eductibles

Nous rappelons ici les r�esultats de Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17]. Nous donnons une preuve

essentiellement �equivalente �a celle de [17], �a ceci pr�es que les r�esultats sont exprim�es en termes de

sous et de sur-valeurs propres, ce qui nous permettra de les g�en�eraliser aux matrices r�eductibles,

et qui servira d'autre part pour le probl�eme d'optimisation des ressources. On �etudie les valeurs

propres et vecteurs propres de la matrice A, i.e. les vecteurs u 2 Rn
maxnf"g et scalaires � 2 Rmax

tels que

Au = �u : (1:3:a)

Le r�esultat suivant constitue l'analogue dans l'alg�ebre (max;+) du classique th�eor�eme de Perron-

Frobenius, qui a�rme que le rayon spectral d'une matrice irr�eductible �a coe�cients dans R+ est sa

seule valeur propre dans R+.

1.3.1 Th�eor�eme (Gondran, Minoux [46]) Une matrice A 2 (Rmax)
n�n irr�eductible admet une

unique valeur propre, not�ee �(A), donn�ee par

�(A) =
nM

k=1

(tr Ak)1=k : (1:3:b)

La quantit�e �(A) d�e�nie en (1.3.b) m�erite quelques remarques2. Tout d'abord, en termes de circuits

du graphe, �(A) se r�e�ecrit:

�(A) =
M
c

w(c)
1

l(c) (1:3:c)

o�u le poids wA(c) d'un circuit (i1; : : : ; ik) de longueur l(c) = k est d�e�ni par

wA(c) = Ai1i2Ai2i3 : : :Aiki1 : (1:3:d)

�(A) s'interpr�ete donc comme le poids moyen maximum des circuits du graphe.

1.3.2 Exemple Pour la matrice A donn�ee en 1.1.4, on a

�(A) = 3 :

On a les propri�et�es suivantes:

�max;�(�:A) = �:�max;�(A) pour tout scalaire; (1.3.e)

�max;�

�
Q�1AQ

�
= �max;�(A) pour toute matrice Q inversible. (1.3.f)

La propri�et�e (1.3.e) est �evidente. On obtient (1.3.f) en le v�eri�ant pour les matrices diagonales

inversibles et pour les matrices de permutation qui engendrent le groupe lin�eaire. En fait, on a un

r�esultat un peu plus pr�ecis:

1.3.3 Lemme Pour toute matrice Q inversible, pour tout k 2 N, les ensembles des poids des

circuits de longueur k pour les matrices A et Q�1AQ sont identiques.

2Nous renvoyons �a Lawler [61], Karp [54] ainsi qu'�a Gondran et Minoux [48] (annexe) pour les algorithmes de

calcul de �(A). Voir aussi l'impl�ementation de l'algorithme de Karp au 2.2.2 du Chapitre VIII
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Preuve Si Q est une matrice de permutation, les circuits de Q�1AQ se d�eduisent de ceux de A

par renum�erotation des sommets, et le r�esultat est clair. Si Q est une matrice diagonale inversible,

on a pour c = (i1; : : : ; ik), avec la convention ik+1 = i1,

wQ�1AQ(c) =
O

1�r�k

Q�1ir irAirir+1Qir+1ir+1 =
O

1�r�k

Airir+1 = wA(c) :

�

Nous attaquons maintenant la preuve de 1.3.1. D'abord, une remarque structurelle �el�ementaire.

1.3.4 D�e�nition On appelle support d'un vecteur u l'ensemble suivant:

supp(u) = fi j ui 6= "g :

1.3.5 Lemme Si u est vecteur propre, alors supp(u) est un ensemble clos.

Preuve Si j 2 supp(u), on a pour i 2 �(fjg), " � aijuj � ui�. Si � = ", on en d�eduit �(fjg) = ; et
le r�esultat est trivial. Sinon, on a ui 6= ", d'o�u i 2 supp(u), ce qui montre que �(supp(u)) � supp(u).

�

On en d�eduit alors:

1.3.6 Corollaire Si A est irr�eductible, un vecteur propre u a toutes ses composantes di��erentes

de " (i.e. supp(u) = f1; : : : ; ng).

Rappelons un fait bien connu �a propos de �(A).

1.3.7 Lemme La matrice A� est �nie3 si et seulement si �(A) � e.

Preuve du Lemme 1.3.7. Via 0,4.2.7, on peut d�ecomposer A�ij comme somme de termes de la

forme pijc
�1
1 : : : c

�k
k o�u pij est un chemin �el�ementaire de j �a i et les cij sont des circuits �el�ementaires.

Si �(A) � e, le poids des circuits c1; : : : ; ck est major�e par e, d'o�u il r�esulte que le sup dans

l'expression A�ij = (Id�A� : : :�An � : : :)ij est atteint pour des chemins �el�ementaires. On a donc

que A� = Id � : : :� An�1 est �ni. R�eciproquement, si l'on a un circuit c tel que w(c) � e, on a

supposant que c est de longueur k et que c passe par i, on peut �ecrire:

(A�)ii � Alk
ii � (w(c))l! +1

lorsque t! +1, d'o�u il r�esulte que (A�)ii = +1. �

1.3.8 Lemme (\sur-valeur propre") Soit A 2 (Rmax)
n�n irr�eductible, � 2 Rmax et �(A) d�e�ni

comme en (1.3.b). Les deux assertions suivantes sont �equivalentes:

(i) Il existe u 2 Rn
max n f"g tel que Au � �u,

(ii) �(A) � �.

Le vecteur u associ�e sera quali��e de \sous-vecteur propre".

1.3.9 Lemme (\sous-valeur propre") Soit A 2 (Rmax)
n�n, � 2 Rmax et �(A) d�e�ni comme en

(1.3.b). Les deux assertions suivantes sont �equivalentes:

3i.e. tous ses coe�cients sont �nis ou �egaux �a "
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(i) Il existe u 2 Rn
max n f"g tel que Au � �u,

(ii) �(A) � �.

Le vecteur u sera quali��e de sur-vecteur propre. Le proc�ed�e suivant permet de construire des sous-

vecteurs propres.

1.3.10 Notation (Matrices A�, ~A) Soit � un scalaire non nul. On d�e�nit A� = ��1A. Lorsque

�(A) n'est pas nul, on pose ~A = A�(A) = (�(A))�1A.

1.3.11 Lemme Si � � �(A), alors toute colonne non nulle de la matrice (A�)
� est sous-vecteur

propre pour �. En particulier, tout colonne non nulle de ~A� est sous-vecteur propre pour �(A).

Preuve On a par homog�en�eit�e �(A�) = ��1�(A). La convergence de la matrice (A�)
� r�esulte du

Lemme 1.3.7. L'assertion d�ecoule de l'observation suivante:

A�(A�)
� = (A�)

+ =
M
n�1

(A�)
n � (A�)

� : (1:3:g)

�

Preuve du Lemme 1.3.8. (i))(ii). On peut �ecrire:

8k; Aku � �ku;
d'o�u

8i; k Ak
iiui � �kui

et comme tous les ui sont non nuls (via 1.3.6), on a en simpli�ant

8i; k (Ak
ii)

1
k � �; (1:3:h)

soit en sommant:

�(A) =
nM

k=1

(trAk)
1
k =

nM
i=1

(Ak
ii)

1
k � � : (1:3:i)

(ii))(i) R�eciproquement, le Lemme 1.3.11 garantit l'existence d'un sous vecteur propre lorsque

� 6= ". Si � = ", on a �(A) = ", la matrice A est sans circuits, donc nilpotente. Soit p le plus grand

p tel que Ap 6= ". On aura Au � "u en prenant u �egal �a une colonne non nulle de (Ap). Cela montre

le Lemme 1.3.8 �

Preuve du Lemme 1.3.9. (i))(ii). Choisissant ui 6= 0:

�ui � (Au)i = Ai;i2ui2 (1:3:j)

pour un certain i2 r�ealisant le max dans (Au)i. En appliquant le même argument �a i2, et en

continuant de même, on obtient une suite fipgp�1 �a valeurs dans f1; : : : ; ng, et donc on a des

indices q et k � n tels que iq+k = iq. On peut supposer q = i. On a alors:

�ui � [A
 u]i = Ai;i2ui2 ; �ui2 � Ai2;i3ui3 ; : : : �uik � Aik;iui; (1:3:k)

ce qui, apr�es des substitutions r�ep�et�ees, donne:

�kui � Ai;i2Ai2;i3 : : :Aik;iui : (1:3:l)

Comme ui 6= 0, la moyenne g�eom�etrique du circuit (i; i2; : : : ; ik) est minor�ee par �, d'o�u � � �(A).
(ii))(i). Supposons tout d'abord �(A) 6= ", et introduisons la notation suivante:
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1.3.12 Notation (Graphe critique) Les circuits r�ealisent le max dans (1.3.c) sont quali��es de

critiques. On appelle graphe critique, not�e GC(A), le sous graphe de G(A) form�e des sommets et

arêtes appartenant �a un circuit critique. On notera Cc = (Cc
1; : : : ; C

c
q) l'ensemble des q composantes

fortement connexes du graphe critique.

Soit i un indice appartenant �a un circuit critique de A. Ce circuit a un poids e pour la matrice ~A.

On a alors ( ~A)+ii = e, et donc les colonnes

( ~A�)�;i =
M
n�0

( ~An)�;i; ( ~A+)�;i =
M
n�1

( ~An)�;i;

qui ne di��erent �eventuellement que sur la diagonale en raison du premier terme de la somme

( ~A0 = Id) sont �egales. Il r�esulte de

~A( ~A�)�;i = ( ~A+)�;i = ( ~A�)�;i

que le vecteur u = ( ~A�)�;i est vecteur propre de A. Le cas �(A) = " se traite de mani�ere analogue

�a 1.3.8,(ii))(i). Cela ach�eve la preuve du Lemme 1.3.9. Le Th�eor�eme 1.3.1 r�esulte imm�ediatement

des Lemmes 1.3.8 et 1.3.9. �

Le r�esultat suivant, du �a Gondran et Minoux [45, 46] (cf. aussi Cuninghame-Green [24] et Cohen,

Dubois, Quadrat et Viot [23]) caract�erise totalement le modulo��de des vecteurs propres de A.

1.3.13 Th�eor�eme Soit A 2 (Rmax)
n�n irr�eductible. Choisissons i1 2 Cc

1; : : : ; iq 2 Cc
q. La famille

form�ee des colonnes suivantes de ~A+:

f ~A+
�;i1
; : : : ; ~A+

�;iqg

est une famille g�en�eratrice minimale du modulo��de propre de A pour la valeur propre �(A).

C'est ce genre de r�esultat qu'il s'agissait de g�en�eraliser aux matrices r�eductibles.

2 Th�eorie spectrale des matrices r�eductibles

2.1 Pr�eliminaires

2.1.1 Notation Etant donn�es deux ensembles d'indices I et J , on notera A[IjJ] la matrice extraite

de A form�ee des lignes d'indice i 2 I et des colonnes d'indice j 2 J , et u[Ij le vecteur form�e des

coe�cients d'indice i 2 I de u.

On rappelle que toute matrice non irr�eductible B peut s'�ecrire sous la forme:

B = P�1AP; avec A =

2
66664
A[C1jC1] " : : : "

� A[C2jC2] : : : "
...

. . .
...

� : : : � A[CpjCp]

3
77775 (2:1:a)

o�u P est une matrice de permutation, la matrice A est une matrice bloc triangulaire, les blocs �etant

associ�es aux classes de A.
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2.2 Etude du spectre

2.2.1 Proposition Soit u un vecteur propre de A pour la valeur propre �. On a pour toute classe

minimale dans suppu, soit Ci 2 Min suppu (cf. (1.2.a)), � = �(A[CijCi]).

Preuve Si la classe Ci n'a pas de successeur, l'�equation Au = �u se projette en

A[CijCi]u[Cij = �u[Cij:

La conclusion r�esulte du Th�eor�eme dans le cas irr�eductible (Th�eor�eme 1.3.1) appliqu�e �a A[CijCi]. �

2.2.2 Notation Dans la suite, nous noterons plus simplement �(Ci) pour �(A[CijCi]).

On traite s�epar�ement le cas de la valeur propre nulle, qui est �el�ementaire.

2.2.3 Proposition " est valeur propre si et seulement si il existe des classes Ci sans successeur

r�eduites �a un sommet, avec A[CijCi] = ".

Preuve Soit Ci = frg et ui le vecteur tel que uir = e et uik = " sinon. Comme frg est sans

successeur, Aui = ". R�eciproquement, soit u un vecteur propre pour la valeur propre ". On tire de

uA = " que tous les r 2 supp(u) sont sans successeurs. �

La preuve de la Proposition 2.2.3 montre en sus que les ui forment une famille g�en�eratrice

minimale du modulo��de propre pour la valeur propre nulle.

2.2.4 Th�eor�eme Soit K un ensemble clos. Les deux assertions suivantes sont �equivalentes:

(i) Il existe un vecteur propre de support K

(ii) Pour tout Ci 2 Min �K, on a �(Ci) =
L

Ck2 �K �(Ck).

Preuve (ii)) (i). Le cas �(Ci) = " r�esultant imm�ediatement de 2.2.3, nous supposerons �(Ci) 6= ".

On forme la matrice ~A = �(Ci)
�1A[KjK]. Par 1.3.7, ~A+ converge. On a

~A ~A��;i =
~A+
�;i;

qui di��ere de ~A��;i seulement peut-être par le coe�cient ~A�i;i = e. Si i appartient �a un circuit critique

de A[KjK], on a ~A+
i;i = e, ce qui montre que la colonne ~A+

�;i =
~A��;i est vecteur propre de

~A pour la

valeur propre e. D�e�nissons le vecteur vi de taille n comme suit:

(vi)k =

�
~A+
k;i si k 2 K

" sinon,
(2:2:a)

(on compl�ete une colonne de ~A+ par des "). Le vecteur vi est vecteur propre de A pour la valeur

propre �(Ci).

(i) ) (ii). Il r�esulte de la Proposition 2.2.1 que � = �(Ci) ne d�epend pas de la classe Ci 2
Min supp(u). Nous supposerons � 6= ", l'autre cas �etant trivial. On a alors, pour toute classe

Ck 62 Min supp(u) M
j 6=k

A[CkjCj]u[Cjj �A[CkjCk]u[Ckj = �(Ci)ujCk];
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donc

A[CkjCk]ujCk] � �(Ci)ujCk]

et par application du lemme 1.3.8:

�(Ck) � �(Ci) :

�

2.2.5 Corollaire L'ensemble spec(A) des valeurs propres de A est caract�eris�e par la condition

suivante:

� 2 spec(A) , � = �(Ci) et 8Cj � ��(Ci); �(Cj) � �(Ci) : (2:2:b)

Une classe Ci de rayon spectral maximal (i.e. �(Ci) = �(A)) v�eri�e trivialement la condition (2.2.b),

ce qui montre que �(A) est toujours valeur propre. Les classes �nales v�eri�ent aussi cette condition

(il n'y a pas de successeurs autres que la classe elle même). En outre, le nombre de valeurs propres

est born�e sup�erieurement par p (i.e. le nombre de classes), ce qui est coh�erent avec l'unicit�e de la

valeur propre dans le cas irr�eductible (une seule classe, p = 1).

2.2.6 Exemple On a repr�esent�e la matrice A de la Figure IV.1 et sa transpos�ee sur la Figure IV.4.

On a pour A deux classes C1 = f1g, C2 = f2g, avec C2 � ��(C1). Le support de u �etant clos, on

a suppu = f1; 2g ou suppu = f2g. Comme �(C1) = 1 6� �(C2), la condition du th�eor�eme 2.2.4 est

viol�ee pour K = f1; 2g. On a donc l'unique valeur propre �(C2) = 3 associ�ee �a un vecteur propre de

support f2g. Par contre, cette condition est v�eri��ee pour AT, et donc specAT = f�(C1); �(C2)g =
f1; 3g. pour unique valeur propre. Contrairement au cas usuel, on a ici:

specA 6= specAT :

vecteur propre associ�e

"
"

e

#une seule valeur propre � = �(C2) = 3

A =

"
1 "

e 3

#

deux valeurs propres �(C1) = 1, �(C2) = 3

C2 � ��(C1), �(C2) 6� �(C1)

vecteurs propres respectifs

"
e

"

#
,

"
�3
e

#
C1 � ��(C2) et �(C1) � �(C2)

AT =

"
1 e

" 3

#
C1

e

1

3

C21

2

C1

e

1

3

C21

2

Figure IV.4: Condition de placement des valeurs propres

2.2.7 Exemple Pour la matrice A de l'exemple 1.1.4, on a

�(A[123j123]) = 3; �(A[45j45]) = 2; �(A[6j6]) = " :

A l'ensemble clos ��(C1) (cf. 1.2.3) est associ�ee la valeur propre �(C1) = 3, �a ��(C2) la valeur

propre �(C2) = 2, et �a ��(C3) la valeur propre �(C3) = ". On a donc

spec(a) = f3; 2; "g :
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2.3 Vecteurs propres des matrices r�eductibles

Etant donn�ee une valeur propre �, on notera K(�) l'ensemble des classes Ci v�eri�ant la condition

(2.2.b). On appellera graphe critique GC� pour la valeur propre � l'union de tous les graphes

critiques des Ci 2 K(�). Pour chaque classe Ck 2 K(�), on note Cc
1; : : : ; C

c
rk

les rk composantes

fortement connexes du graphe critique de Ck. A chaque Ck on associe une famille de vecteursW(Ck)

d�e�nie comme suit. On choisit un indice dans chaque composante connexe du graphe critique, soit

i1 2 Cc
1; : : : ; irk 2 Cc

rk
:

On pose K = ��(K(�)), ~A = ��1A[KjK] et l'on d�e�nit les vecteurs vki1 ; : : : ; v
k
irk

comme dans la

premi�ere partie de la preuve du Th�eor�eme 2.2.4 (cf. (2.2.a)), i.e.

(vkil)m =

�
~A+
mil

si m 2 K
" sinon.

(2:3:a)

On pose

W(Ck) = fvki1 ; : : : ; vkirk g; V(�) =
[

Ck2K(�)

W(Ck) : (2:3:b)

Le lemme suivant montre que la famille W(Ck) ne d�epend essentiellement pas du choix des indices

i1; : : : ; irk .

2.3.1 Lemme Si is et it appartiennent �a la même composante fortement connexe du graphe cri-

tique, alors les vecteurs vkis et vkit sont proportionnels.

Preuve Montrons que les deux colonnes ~A+
�;is et

~A+
�;it sont proportionnelles. Comme is et it appar-

tiennent �a la même composante fortement connexe du graphe critique, on a ~A+
itis

~A+
isit

= e, et donc,

pour tout r:

~A+
r;is

� ~A+
r;it

~A+
itis

� ~A+
r;is

~A+
is;it

~A+
it;is

� ~A+
r;is

d'o�u l'on conclut que
~A+
�;is =

~A+
�;it

~A+
it;is

:

�

2.3.2 Proposition La famille V(�) d�e�nie en (2.3.b) est non redondante (cf. 0,3.2.1).

Preuve Comme le rang faible est minor�e par le rang mineur, il su�t de voir que cette famille

est de rang mineur maximal. Nous montrons que le d�eterminant extrait de la matrice fvki`gk;`
correspondant aux lignes et colonnes d'indices i`, pour 1 � ` � rk et Ck 2 K(�), est non �equilibr�e.

Comme ce d�eterminant est bloc-triangulaire, il su�t de montrer que le d�eterminant de chaque bloc

(correspondant �a une valeur de k donn�ee) est non �equilibr�e. Il faut donc voir que:

det ~A+
[i1:::irk ji1:::irk ]

6r " : (2:3:c)

Tout les circuits de la matrice ~A+
[CkjCk]

�etant de poids inf�erieur �a e, il s'ensuit que pour toute

permutation � de fi1 : : : irkg,
Q
s
~A+
s�(s) � e (d�ecomposer � en produit de cycles). En outre, l'�egalit�e

est atteinte seulement pour la permutation identit�e (sinon, le poids d'un cycle non trivial serait �egal

�a e, contredisant le fait que is et it appartiennent �a des composantes fortement connexes di��erentes

du graphe critique). Ainsi, le d�eterminant (2.3.c) est �egal �a e, et n'est donc pas �equilibr�e. �
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2.3.3 Remarque Le non �equilibre du d�eterminant dans la preuve ci-dessus montre non seulement

qu'aucun vecteur de la famille V(�) n'est combinaison lin�eaire des autres, mais aussi que cette

famille est ind�ependante au sens des combinaisons lin�eaires sym�etris�ees.

2.3.4 Th�eor�eme La famille V(�) forme une famille g�en�eratrice minimale du modulo��de propre

pour la valeur propre �.

Preuve Quitte �a se restreindre �a la sous matrice correspondant �a ��(K(�)), on peut supposer que

�(A) = �. On pr�etend qu'un vecteur propre u pour la valeur propre � v�eri�e

u = ~A+u =
M

k2K(�); js2Gc(�)

vkjsujs (2:3:d)

ce qui montrera que la famille est g�en�eratrice, et donnera le r�esultat par 2.3.2. On a, comme les vkjs
correspondent �a des colonnes de ~A+:

~A+u =
M
k

~A+
�;kuk �

M
k2K(�); js2Gc(�)

vkjsujs : (2:3:e)

On a d'autre part en choissant des indices r�ealisant le max dans u = ~Au:

ui = ~Aii2ui2
ui2 =

~Ai2i3ui3 : : :

En poursuivant de la sorte, on �nit par obtenir un indice ik appartenant �a un circuit c tel que

w ~A(c) = e, i.e. un circuit critique. On a alors:

~A+
r;iui =

~Ari
~Aii2 : : :

~Aik�1ikuik � ~A+
rik
uik

ce qui montre l'in�egalit�e oppos�ee �a (2.3.e). �

Avant de traiter des exemples, nous rappelons deux formules (cf. 0,4.2.6) qui nous permettront

de calculer les �etoiles de matrices de la forme (2.1.a)."
A "

B D

#�
=

"
A� "

D�BA� D�

#
;

"
A "

B D

#+
=

"
A+ "

D�BA� D+

#
:

2.3.5 Exemple Revenons �a la matrice A de l'exemple 1.1.4. On a not�e en 1.3.2 que �(A) = 3.

Pour ��(C1), on a:

~A = �(A)�1A =

2
66666664

" �1 " " " "

1 " �3 " " "

" �3 0 " " "

" " " " �2 "

" �3 " 0 " "

" 1 " " 0 "

3
77777775

Apr�es calcul:

~A+ =

2
66666664

0 �1 �4 " " "

1 0 �3 " " "

�2 �3 0 " " "

�4 �5 �8 �2 �2 "

�2 �3 �6 0 �2 "

2 1 �2 0 0 "

3
77777775
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Le graphe critique est r�eduit aux deux composantes fortement connexes f1; 2g et f3g, ce qui donne la
famile g�en�eratrice minimale du modulo��de propre pour la valeur propre 3, form�ee des deux vecteurs

suivants:

v11 =
~A+
�;1 =

2
66666664

0

1

�2
�4
�2
2

3
77777775
; v12 =

~A+
�;1 =

2
66666664

�4
�3
0

�8
�6
�2

3
77777775

Pour le second ensemble clos ��(C2),

A0 = A[456j456] =

2
64 " 1 "

3 " "

" 3 "

3
75

On a �(a0) = 2 et

~A0 = �(A0)�1A0 =

2
64 " �1 "

1 " "

" 1 "

3
75

~A0
+
=

2
64 0 �1 "

1 0 "

2 1 "

3
75 :

Il y a une seule composante fortement connexe du graphe critique, donc une famille g�en�eratrice

minimale pour le modulo��de propre r�eduite au vecteur suivant:

v21 = ["; "; "; ~A0
+

1;�] =

2
66666664

"

"

"

0

1

2

3
77777775

En�n, associ�e �a la valeur propre nulle, on a le vecteur propre suivant:

v31 =

2
66666664

"

"

"

"

"

0

3
77777775
:

2.3.6 Exemple Soit la matrice

A =

2
6664
1 " " "

0 0 4 "

" 6 " "

0 " " 4

3
7775 (2:3:f)

On a trois classes C1 = f1g; �(C1) = 1, C2 = f2; 3; g; �(C2) = 5, C3 = f4g; �(C3) = 4. En outre,

C1
�! C2 et C1

�! C3, ce qui donne le graphe repr�esent�e sur la Figure IV.5. Il r�esulte de 2.2.4 que
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C3C2

C1

Figure IV.5: Classes de la matrice (2.3.f)

seules �(C2) et �(C3) sont valeurs propres, associ�ees aux ensembles clos respectifs C2 = ��(C2) et

C3 = ��(C3). On a

~A0 = �(C2)
�1A[C2jC2] =

"
�5 �1
1 "

#
;

( ~A0)+ =

"
0 4

6 "

#
;

soit le vecteur propre

v21 =

2
6664
"

0

1

"

3
7775 :

Semblablement,

v31 =

2
6664
"

"

"

0

3
7775

est vecteur propre pour �(C3) = 4.

3 Lien avec le rayon spectral usuel

3.1 Rayon spectral usuel et (max;�)

3.1.1 Notation (demi-corps R+
max;�)

Dans cette section, nous consid�erons l'ensemble R+ �equipp�e du max et du produit usuel. On obtient

de la sorte un demi-corps idempotent, que nous noterons R+
max;�. On a l'isomorphisme R+

max;� !
Rmax; x 7! log x. Nous noterons �max;�(A) le rayon spectral d'une matrice A dans R+

max;�. Le rayon

spectral �max;�(A) est caract�eris�e par la formule (1.3.b), qui se r�e�ecrit ici:

�max;�(A) = max
1�k�n

max
i1;:::;ik

k

q
Ai1;i2Ai2;i3 : : :Aik ;i1 : (3:1:a)

Ainsi, �max;�(A) est �egal �a la moyenne g�eom�etrique maximale des circuits de A, au sens de l'alg�ebre

usuelle. Nous noterons

A
 B : (A
B)ij =
M
k

Aik 
 Bkj = max
k

(AikBkj)

le produit de matrice dans R+
max;�.
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3.1.2 Notation (Rayon spectral usuel) Dans cette section, nous noterons �(A) le rayon spec-

tral usuel de A (i.e. le module de la plus grande valeur propre de A).

On a l'encadrement suivant du rayon spectral usuel en fonction du rayon spectral (max;�):

3.1.3 Th�eor�eme Soit A une matrice n� n �a coe�cients dans R+. On a:

�max;�(A) � �(A) � n�max;�(A) : (3:1:b)

Preuve Si A admet les composantes irr�eductibles A1; : : : ; Ak, on a

�(A) = max
i
�(Ai) et �max;�(A) = max

i
�max;�(Ai) :

Il su�t donc de prouver le r�esultat pour une matrice irr�eductible. D'apr�es un r�esultat classique de

la Th�eorie de Perron-Frobenius, �(A) est une valeur propre de A, et le vecteur propre u associ�e a

ses composantes positives. La d�emonstration se r�esume aux deux in�egalit�es suivantes,

A
 u � Au = �(A)u � nA
 u ; (3:1:c)

soit

8i; max
k
Aikuk �

X
k

Aikuk � nmax
k
Aikuk

qui r�esultent de la positivit�e de A et de u: Le Th�eor�eme 3.1.3 s'obtient en appliquant les Lemmes

1.3.9 et 1.3.8 aux matrices A et nA respectivement, avec � �egal au rayon spectral usuel et �max;�

�a la place de �. �

Les conditions d'�egalit�e pour les bornes sont assez naturelles.

3.1.4 Proposition la borne inf�erieure est atteinte dans le Th�eor�eme 3.1.3 ssi l'une des com-

posantes irr�eductibles de A, disons de taille k, est �egale au produit DC d'une matrice diagonale D

telle que
Qk
j=1Dj;j = (�(A))k avec une matrice C associ�ee �a un cycle d'ordre k.

Notons Jn la matrice n� n dont tous les coe�cients sont �egaux �a 1. On a:

3.1.5 Proposition La borne sup�erieure est atteinte dans le Th�eor�eme 3.1.3 ssi A est sans cycle,

ou bien si A est de la forme

A = �DJnD
�1 ; (3:1:d)

o�u D est une matrice de permutation �a coe�cients diagonaux positifs et � un scalaire positif.

Preuve de la Proposition 3.1.4. Quitte �a remplacer A par l'une de ses composantes irr�eductibles

de rayon spectral maximal, on peut supposer A irr�eductible. Soit c un circuit critique de longueur

k. Apr�es r�eordonnement �eventuel des colonnes, on peut supposer c = (1; 2; : : : ; k). La sous-matrice

A0 de taille k�k d�e�nie pas A01;2 = A1;2, : : : ,A
0
k;1 = Ak;1 et A

0
i;j = 0 sinon s'�ecrit clairement sous la

forme DC, o�u D est diagonale, de coe�cients diagonaux A1;2; : : : ; Ak;1 et C est la matrice associ�ee

au cycle c. Comme c est critique, �max;�(A)
k = w(c) =

Q
iDii. Si l'on a des coe�cients non nuls

autres que ceux de c dans les k premi�eres lignes de A, on obtient des in�egalit�es strictes �a gauche

de (3.1.c), ainsi qu'en (1.3.h) pour i appartenant au circuit critique, et donc en (1.3.i). Ainsi, les k

premi�eres lignes de A se r�eduisent �a la composante irr�eductible DC. �

Preuve de la Proposition 3.1.5. Le cas o�u A est sans circuits est imm�ediat, et nous supposerons

�max;�(A) 6= 0. Il su�t de consid�erer le cas d'une matrice A irr�eductible, sinon, on appliquerait
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3.1.3 �a l'une des composantes irr�eductibles de A et l'on obtiendrait un facteur meilleur que n. En

introduisant la matrice diagonale D = diag(u1; : : : ; un), on obtient �a partir de (3.1.c):

D�1ADen = n�max;�(A):en � (nD�1AD)
 en (3:1:e)

o�u en d�enote le vecteur dont les n coe�cients sont �egaux �a 1. Quitte �a remplacer A par

A0 = �max;�(A)
�1D�1AD ;

on supposera �max;�(A) = 1 et �(A) = n, A ayant en pour vecteur propre. Nous montrons par

r�ecurrence sur n la propri�et�e suivante:

A 2 (R+)n�n; Aen � nen et �max;�(A) � 1 ) A = Jn : (3:1:f)

On a d'apr�es (1.3.l):

nk � (nA)i;i2 : : :(nA)ik;i � �max;�(nA)
k � nk :

On a donc forc�ement l'�egalit�e dans 1.3.j), i.e.

n = n(en)i � (Aen)i � (nA
 en)i = n ;

ce qui n'est possible que si Ai;1 = Ai;2 = : : : = Ai;n = 1. On a �egalement Al;i = Al;iAi;l �
�max;�(A)

2 � 1, et donc:

A(iji)en�1 = A(ijen �A(iji]:1 � (n� 1)en�1 :

Comme trivialement, �max;�(A(iji)) � �max;�(A) � 1, on applique l'hypoth�ese de r�ecurrence �a

A(iji), d'o�u A(iji) = Jn�1, ce qui avec Aen = nen entrâ�ne Al;i = 1 pour tout l 6= i. Cela montre

A = Jn. �

3.1.6 Remarque On peut caract�eriser les matrices de la forme A = �DJD�1 par la propri�et�e

suivante: pour tout circuit c de longueur k, on a

wA(c) = �k : (3:1:g)

Le Lemme 1.3.3 montre en e�et que �DJD�1 satisfait (3.1.g). R�eciproquement, supposons (3.1.g)

et consid�erons A0 = ��1D�1AD o�u D = diag(A1;1; : : :An;1). On wA0(c) = e pour tout circuit c.

Comme par construction A0i1 = e pour tout i, on tire de A0i1A
0
1i = w(1i) = e A01i = e. Ainsi, la

premi�ere colonne et la premi�ere ligne de A0 ne sont form�ees que de 1. La conclusion r�esulte d'une

r�ecurrence imm�ediate.

3.1.7 Remarque En d�e�nissant la matrice jAj: (jAj)ij = jAij j, et de même (juj)i = juij, on obtient
la borne �(A) � n�max;�(jAj) pour une matrice quelconque �a coe�cients complexes. On �ecrit en

e�et j�uj � jAjjuj � njAj 
 juj et l'on applique le Lemme 1.3.9.

3.1.8 Exemple Soit la matrice

A =

"
0 �

��1 0

#
:

On est dans le cas d'�egalit�e de la Proposition 3.1.4. Comme le seul circuit de G(A) est (1; 2), on a

�max;�(A) =
p
(A1;2A2;1) =

p
(���1) = 1. D'autre part, �(A) = 1. Pour � petit, la borne �max;�(A)

est meilleure que les bornes plus classiques:

kAk1 = kAk2 = ��1; kAk1 = � + ��1 :



140 Chapitre IV. R�esultats suppl�ementaires de th�eorie spectrale des matrices

3.1.9 Exemple Soit la matrice

A =

"
i ��
��1 i

#

(i2 = �1). On a wA(1) = wA(2) = i et wA(1; 2) = �1 = i2, et donc A v�eri�e la condition de

la Remarque 3.1.6. Ainsi, �max;�(jAj) = 1. La borne �(A) = n�max;�(jAj) est atteinte, puisque la

valeur propre de module maximal de A est 2i.

3.2 Applications

On retrouve de la sorte un r�esultat de Friedland [39] (voir aussi Elsner, Johnson et Dias da Silva's

[33]). Rappelons que le produit de Hadamard de deux matrices est d�e�ni par: (A�B)i;j = Ai;jBi;j .

On notera A�k le produit A�A� : : :�A (k-fois). En observant que �max;�(A
�k) = (�max;�(A))

k

et en appliquant le Th�eor�eme 3.1.3, on obtient

�max;�(A)
k = �max;�(A

�k) � �(A�k) � n�max;�(A
�k) = n�max;�(A)

k ;

et donc

lim
k!1

�(A�k)
1
k = �max;�(A);

ce qui n'est autre que le Th�eor�eme 1 de Friedland [39].

On peut donner une autre application �a l'estimation asymptotique du rayon spectral de certaines

matrices. Ventcel [93] consid�ere des matrices de Markov dont les coe�cients non-diagonaux sont de

la forme

(A�)i;j = exp(�ai;j=�2) ; (3:2:a)

o�u � est un petit param�etre et ai;j 2 R[ f+1g. Nous consid�erons ici le cas o�u les coe�cients

diagonaux sont aussi de la forme (3.2.a). Notons � l'�equivalence logarithmique, i.e. u � v ,
log u ' log v. En posant a = (ai;j) o�u ai;j = � logAi;j et en introduisant

�min;+(a) = � log �max;�(A) ; (3:2:b)

notation justi��ee par le fait que �min;+(a) est �egal au rayon spectral de a dans le demi-corps

(R[ f+1g;min;+)), on obtient:

3.2.1 Corollaire On a �(A�) � exp(��min;+(a)=�
2) pour �! 0+.

Preuve On applique le Th�eor�eme 3.1.3 et la Formule (3.2.b) �a A. �

3.2.2 Remarque (cas sym�etrique) Notons que dans le cas sym�etrique, �(A) se calcule triviale-

ment:

�max;�(A) = max
i;j

Ai;j : (3:2:c)

On observe en e�et que le max est atteint dans (3.1.a) pour des poids de la forme Aii ou (AijAji)
1
2 =

Aij).
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Chapitre V

Syst�emes dynamiques lin�eaires sur

un dio��de

Introduction

Ici commence la partie relative �a la \Th�eorie des Syst�emes" proprement dite. On donne tout d'abord

des exemples de syst�emes simples lin�eaires sur certaines structures de dio��des d�ej�a �etudi�es. On

�etablit ensuite des r�esultats de repr�esentation pour ces syst�emes. On montre qu'un syst�eme lin�eaire

continu se repr�esente par un op�erateur �a noyau. Dans le cas stationnaire, cet op�erateur se r�eduit �a

un op�erateur de convolution par la r�eponse impulsionnelle. On caract�erise la causalit�e de mani�ere

naturelle. On montre que le rôle de la transform�ee de Laplace pour les syst�emes classiques est ici

jou�e par une transform�ee de type Fenchel (ou conjugaison convexe). On met en �evidence une notion

de fonction de transfert, qui repr�esente physiquement le gain du syst�eme. Les d�eveloppements

de ce chapitre correspondent essentiellement aux deux papiers publi�es en commun avec G.Cohen,

R. Nikoukhah, J.P. Quadrat et M. Plus [19, 81]. Le lecteur trouvera des r�esultats analogues de

repr�esentation des endomorphismes continus de modulo��des, �etablis ant�erieurement par Dudnikov

et Samborski��[31, 89]. On trouvera par ailleurs des id�ees analogues chez Maslov [67]. Les r�esultats

de Dudnikov et Samborski�� sont �equivalents �a notre Th�eor�eme 3.1.2.

1 Exemples

1.1 Un syst�eme continu et son analogue discret

Consid�erons le syst�eme mono-entr�ee mono-sortie S : u 7! y repr�esent�e �a gauche de la Figure V.1.

Un 
uide circule �a travers un long tuyau vers un premier r�eservoir (vide �a la date 0). L'entr�ee

u(t) repr�esente la quantit�e cumul�ee de liquide entr�ee dans le tuyau jusqu'�a l'instant t (la fonction

t 7! u(t) est donc croissante, et l'on a u(t) = 0 pour t � 0). Le liquide met un temps t �a parcourir

le tuyau. Le liquide passe du premier au second r�eservoir �a travers une ouverture qui limite le d�ebit

instantan�e �a la valeur maximale de � > 0. On note y(t) le volume de 
uide dans le second r�eservoir

�a l'instant t. On a une quantit�e initiale y(0) = c.

143
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�h jetons

temps de s�ejour h��	

y

u

y

u

c jetons�

temps de s�ejour d

��	

Figure V.1: Syst�eme continu et analogue discret

1.2 Equations dynamiques

Le d�ebit d'entr�ee dans le second r�eservoir �etant limit�e �a �, on a:

8t; 8� � 0; y(t+ �) � y(t) + �� : (1:2:a)

D'autre part,

8t; y(t) � u(t� d) + c : (1:2:b)

Il en r�esulte imm�ediatement que 8t et 8� � 0,

y(t) � y(t� �) + �� � u(t� d� �) + c+ �� ;

d'o�u pour tout t,

y(t) � inf
��0

[u(t� d� �) + c+ ��] = inf
��d

[u(t� �) + c+ �(� � d)] : (1:2:c)

Posons

k(t) =

�
+1 pour t � d ;

c+ �(t� d) sinon.
(1:2:d)

et d�e�nissons y par:

y(t)
def
= inf

�2R
[u(t� �) + k(�)] : (1:2:e)

Toute sortie y v�eri�e y � y. En outre:

y(t+ �) = inf
�2R

[u(t+ � � �) + k(�)]

= inf
s2R

[u(t� s) + k(s + �)]

� inf
s2R

[u(t� s) + k(s)] + ��

= y(t) + �� :

d'o�u il r�esulte que y est la solution maximale de (1.2.a). C'est cette solution y qui d�ecrira le

comportement physique du syst�eme si l'on suppose que le liquide s'�ecoule aussi rapidement que

possible. On a ainsi montr�e que la sortie au plus tôt du syst�eme est repr�esent�ee par une inf-

convolution de l'entr�ee avec la fonction k. De cela, il r�esulte imm�ediatement que le syst�eme u 7! S(u)
est (min;+) lin�eaire, i.e. v�eri�e les deux propri�et�es suivantes:



1. Exemples 145

min-superposition 8u; u0 2 RR S(min(u; v)) = min(S(u);S(v))
invariance additive 8� 2 R S(�+ u) = �+ S(u).

1.2.1 Remarque On peut voir le calcul qui pr�ec�ede comme la r�esolution (en fait le calcul de la

solution maximale) de l'�equation fonctionnelle (min;+):

y(t) = min(inf
��0

[y(t� �) + ��]; u(t� d) + c) :

1.3 Analogue discret

On peut voir le syst�eme pr�ec�edent comme la version continue d'un syst�eme �a �ev�enements discrets.

Consid�erons la version discr�etis�ee suivante de S:

Sh : sup y t.q.
(
y(t+ h)� y(t) � �h ;

y(t) � c+ u(t� d) ; (1:3:a)

o�u le temps varie dans hZ. La solution maximale de (1.3.a) v�eri�e clairement la r�ecurrence suivante:

y(t) = min(y(t� h) + �h; c+ u(t� d)) : (1:3:b)

Si c et �h sont entiers, (1.3.b) n'est autre que l'�equation dynamique du graphe d'�ev�enements

temporis�e �a droite de la Figure V.1. Un tel graphe correspondrait par exemple au syst�eme de

production suivant: les pi�eces rentrent dans un atelier, au bout d'un temps de pr�eparation de d

unit�es de temps, on les place dans un stock en attente devant un groupe de �h machines identiques

travaillant en parall�ele. Chaque pi�ece reste h unit�es de temps sur une machine.

On montre en raisonnant comme pr�ec�edemment que la sortie est donn�ee par l'inf-convolution

discr�ete:

8t 2 hZ; y(t) = inf
�2hZ

[k(�) + u(t� �)] (1:3:c)

o�u la fonction k est la même que dans le cas continu.

1.4 M�elangeur

Soient maintenant deux syst�emes du type de celui de la Figure V.1, le premier traitant du liquide

de couleur rouge, le second du liquide blanc, et un m�elangeur produisant du rose �a partir de ces

deux liquides en proportions �egales. Soient ur la quantit�e cumul�ee de rouge entr�ee jusqu'�a l'instant

t, ub idem pour le blanc. Si le m�elange est instantan�e, la quantit�e de rose produit est

y(t) = min(ur(t); ub(t)) :

Le syst�eme (ur; ub) 7! y est clairement (min;+)-lin�eaire. L'analogue discret du m�elange est l'op�era-

tion d'assemblage de deux types de pi�eces. Dans le langage des graphes d'�ev�enements temporis�es,

on la repr�esenterait par une transition con
uente, soit le dessin de la Figure V.2:

1.5 Exemple de syst�eme (max;+) lin�eaire

Nous reprenons l'exemple du limitateur de d�ebit, mais au lieu d'introduire les quantit�es cumul�ees

u(t) et y(t), nous d�e�nissons les deux fonctions suivantes, dites fonctions dateur:

u(n) = \premi�ere date o�u la quantit�e cumul�ee de liquide entr�e est au moins �egale �a n" (1:5:a)
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ur ub

y

Figure V.2: M�elangeur

La fonction n 7! y(n) est d�e�nie de mani�ere analogue pour les quantit�es sorties. Pour simpli�er

l'expos�e, nous supposons la quantit�e cumul�ee entr�ee croissante (ce qui revient �a interdire de retirer

du liquide dans les r�eservoir d'entr�ee). La fonction u d�e�nie par (1.5.a) est alors croissante. En

raisonnant comme en x1.1, on obtient l'in�equation suivante

y(n) � sup
��0

[��1� + u(t � �)] : (1:5:b)

Si l'on suppose que le liquide s'�ecoule au plus tôt, la sortie du syst�eme est donn�ee par:

y(n) = sup
��0

[��1� + u(t� �)] = sup
�2R

[k(�) + u(t � �)] ; (1:5:c)

o�u la fonction k est donn�ee par

k(�) =

�
��1� si � � 0

�1 si � < 0.
(1:5:d)

La fonction S qui �a la fonction dateur d'entr�ee u associe la fonction dateur au plus tôt de la sortie

v�eri�e les deux propri�et�es suivantes:

max-superposition 8u; u0 2 RR S(max(u; v)) = max(S(u);S(v))
invariance additive 8� 2 R S(�+ u) = �+ S(u).

Le syst�eme S peut donc être quali��e de (max;+)-lin�eaire.

2 Syst�emes lin�eaires

Nous donnons maintenant une th�eorie g�en�erale couvrant en particulier les syst�emes d�ecrits en x1.

2.0.1 D�e�nition (Signaux) Soit D un dio��de. On appelle ensemble de signaux un sous-modulo��de

� de DR (cf. 0,3.1.1).

Un signal est donc une application de Rdans D. L'ensemble � est tel que la somme de deux signaux

soit un signal, et le produit d'un signal par un scalaire soit un signal.

2.0.2 Exemple L'ensemble des applications croissantes de R dans Rmax est un ensemble de sig-

naux.

2.0.3 D�e�nition (Syst�eme lin�eaire) On appelle syst�eme lin�eaire une application S 2 L(�) (cf.

0,3.1.4).
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La somme et le produit de syst�emes correspondent respectivement �a la mise en parall�ele et �a la

mise en s�erie. On notera

Su := S(u) (2:0:a)

de sorte que quand on �ecrit Su(t), il faut comprendre la valeur de la sortie �a l'instant t, soit

(S(u))(t). Un syst�eme lin�eaire v�eri�e donc les propri�et�es caract�eristiques suivantes:

(i) Pour toutes entr�ees u; v 2 �, on a S(u� v) = Su� Sv
(ii) Pour toute entr�ee u 2 � et pour tout scalaire � 2 S, on a S�u = �Su.

La propri�et�e (i) n'est autre que le \principe de superposition" classique.

2.0.4 Remarque �, �equip�e de la loi externe L(�)��! �; (S; u) 7! S(u), est un L(�) modulo��de,

ce qui justi�e la notation (2.0.a).

2.0.5 D�e�nition (Continuit�e) Le syst�eme S est dit continu s'il pr�eserve les bornes-sup (cf.

0,2.3.1).

Dans la suite, nous supposerons l'ensemble � des signaux admissibles complet, de sorte qu'un

syst�eme continu est caract�eris�e par la propri�et�e suivante: pour toute famille de signaux admissibles

fuigi2I 2 �I , on a

S	
Z
i2I
ui = 	

Z
i2I
Sui : (2:0:b)

On notera L(�) le dio��de complet des syst�emes lin�eaires continus sur D, en conformit�e avec 0,3.1.4.

A titre de curiosit�e, nous exhibons un syst�eme lin�eaire non continu.

2.0.6 Contre exemple Soit le syst�eme lin�eaire sur le dio��de Rmin:

R
R

min! R
R

min; u 7! Su : Su(t) = lim inf
s!t

u(s) :

Ce syst�eme v�eri�e (i) et (ii), il n'est cependant pas continu. Posons en e�et

un(t) =

8<
:
0 si t � 0 ;

�nt si 0 < t < 1
n
;

�1 si 1
n
� t .

On a pour tout tout n � 1;Sun(0) = 0, et

	
Z
n2Nnf0g

un(t) =

�
0 si t � 0 ;

�1 sinon.

Ainsi, S	
Z
n
un(0) = �1 6= 	

Z
n
Sun(0) = 0.

Dans la suite, nous consid�ererons exclusivement des syst�emes continus

2.0.7 Mise en Feedback On consid�ere le syst�eme repr�esent�e sur la Figure V.3,(iii). On peut

�ecrire:

y = S1x; x = u� S2y (2:0:c)

Dans le cas des graphes d'�ev�enements temporis�es, on a vu qu'�a une certaine entr�ee peuvent corre-

spondre plusieurs comportements du syst�eme, et l'on a consid�er�e uniquement le comportement au
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u yx(iii)

S1(S2S1)�
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Figure V.3: Mise en parall�ele, s�erie, feedback

plus tôt. C'est pourquoi nous appelons mise en feedback de S2 et S1 le syst�eme associant �a u le

plus petit y v�eri�ant (2.0.c). On a en substituant x

y = S1S2y � S1u

et en appliquant 0,4.1.2, on trouve la solution minimale:

y = (S1S2)�S1u :

Le syst�eme r�esultant est donc lin�eaire continu.

2.1 Syst�emes �el�ementaires (min,+) lin�eaires

Nous �etudions maintenant les syst�emes �el�ementaires lin�eaires sur le dio��de Rmin. Nous consid�erons

trois ensembles de signaux:

1/ R
R

min, modulo��de complet des signaux �a valeurs dans Rmin,

2/ Croiss(R;Rmin), sous-modulo��de complet des signaux croissants.

3/ Croiss:scs(R;Rmin), sous-modulo��de complet1 des signaux croissants semi-continus sup�erieu-

rement.

2.1.1 Stock 
c Il s'agit du syst�eme 
c d�e�ni par:

8t 2 R; 
cu(t) := c
 u(t) (= c+ u(t)) : (2:1:a)

L'interpr�etation de l'op�erateur 
c est claire au vu des exemples pr�ec�edents: un stock initial de c

unit�es (m�etres cubes dans un r�eservoir, nombres de places de stocks dans un atelier) induit un

d�ecalage sur les quantit�es en entr�ee et en sortie. La notation 
c est justi��ee si l'on remarque que


c
c
0

= 
c+c
0

. En particulier, 
0 = Id et on notera 
 := 
1. On a en outre

(
c � 
c0)u(t) = min(
cu(t); 
c
0

u(t)) = min(c+ u(t); c0+ u(t)) = min(c; c0) + u(t) = 
min(c;c0)u(t)

d'o�u la r�egle essentielle:


c � 
c0 = 
min(c;c0) dans L(RRmin) : (2:1:b)

1On rappelle que l'inf d'une famille quelconque de fonctions scs est scs
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2.1.2 Op�erateur de retard �d Il s'agit du syst�eme �d d�e�ni par

8t; �du(t) := u(t� d) :
L'op�erateur �d repr�esente un retard pur. Pour les graphes d'�ev�enements temporis�es, �d est l'op�e-

rateur associ�e �a une place avec un temps de s�ejour de d. Ici encore, la notation �d est justi��ee

par

�d 
 �d0 = �d+d
0

On notera donc � pour �1. Pour la somme �d� �d0 , il n'y a en g�en�eral pas de r�egle de simpli�cation

analogue �a (2.1.b). Cependant, si l'on se restreint aux signaux croissants, on a

(�d � �d0)u(t) = min(u(t� d); (t� d0)) = u(t�max(d; d0));

d'o�u la r�egle

�d � �d0 = �max(d;d0) dans L(Croiss(R;Rmin)): (2:1:c)

2.1.3 Limitateur de d�ebit !� Le syst�eme repr�esent�e sur la Figure V.1 est constitu�e de trois

blocs �el�ementaires, deux d'entre eux �etant �etant les op�erateurs \stock" 
c et \retard" �d. Nous

reprenons cet exemple avec c = 0 et d = 0. On obtient alors le \limitateur de d�ebit", y = !�(u), qui

�a l'entr�ee u(�), associe la solution maximale (au sens usuel) y(�) solution du syst�eme (1.2.a){(1.2.b)

avec c = d = 0 (et � � 0). En x 1.1, on a montr�e que !� se repr�esente comme suit:

!�u(t) = inf
�
[k(t� �) + u(�)]

o�u k(s) est donn�e par

k(s) =

�
�s si s � 0

+1 sinon

(i.e. (1.2.c) avec c = d = 0). A la di��erence de 
c et �d, nous notons !� avec � en indice, parce que

� ne se comporte pas comme un exposant. On a en fait:

!� 
 !�0 = !min(�;�0) ; (2:1:d)

comme il r�esulte d'une v�eri�cation �el�ementaire. Physiquement, deux limitateurs de d�ebit plac�es en

s�erie se comportent comme un seul (le plus contraignant des deux). De même, pour la mise en

parall�ele, on a:

!� � !�0 = !min(�;�0) : (2:1:e)

Il faut bien voir ici que la mise en parall�ele correspond au m�elange des 
ux en proportion �egale, et

non �a leur l'addition au sens usuel.

2.2 Syst�emes �el�ementaires (max;+) lin�eaires

On consid�ere les trois ensemble de signaux:

1/ R
R

max, modulo��de complet des fonctions �a valeurs dans Rmax,

2/ Croiss(R;Rmax), sous-modulo��de complet des fonctions dateur croissantes.

3/ Croiss:sci(R;Rmax), sous-modulo��de complet2 des signaux croissants sci (semi-continus inf�e-

rieurement).

2On rappelle que l'inf d'une famille quelconque de fonctions scs est scs
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Nous examinons maintenant la version (max;+) lin�eaires des syst�emes trait�es en x2.1

2.2.1 Op�erateur de stock 
c Nous notons 
c l'op�erateur qui �a un dateur u 2 RRmax associe le

dateur suivant:


cu(t) = u(t� c) : (2:2:a)

On a toujours 
c
c
0

= 
c+c
0

. Cependant, la r�egle 
c � 
c0 = 
min(c;c0) est fausse dans L(RRmin). Si

l'on suppose u croissante, on a

(
c � 
c0)u(n) = max(u(n� c); u(n� c0)) = u(n �min(c; c0)) = 
min(c;c0)u(n);

d'o�u:


c � 
c0 = 
min(c;c0) dans L(Croiss(R;Rmax)). (2:2:b)

2.2.2 Remarque Il peut sembler d�esinvolte d'utiliser la même notation 
c pour l'op�erateur ap-

partenant �a L(RRmin) d�e�ni en 2.1.1 et pour l'op�erateur appartenant �a L(RRmax) d�e�ni ci dessus.

Nous montrerons dans la suite que (2.2.a) est duale en un sens pr�ecis de (2.1.a), et repr�esente

physiquement le même syst�eme.

2.2.3 Op�erateur de retard �d Il s'agit de l'op�erateur qui �a u 2 RRmax associe le dateur:

�du(n) = d+ u(n) : (2:2:c)

On a toujours �d�d
0

= �d+d
0

. Mais maintenant:

�d � �d0 = �max(d;d0) dans L(RRmax). (2:2:d)

Le lecteur aura not�e l'inversion entre (2.1.b),(2.1.c) et (2.2.b),(2.2.d) quant aux domaines o�u les

sommes d'op�erateurs 
 et les sommes d'op�erateurs � se simpli�ent.

3 Repr�esentation des syst�emes lin�eaires

3.1 Syst�emes lin�eaires sur DR

Dans cette section, nous �etendons les r�esultats classiques de repr�esentation des syst�emes lin�eaires

au syst�emes lin�eaires continus sur un dio��de complet D. Nous commen�cons par traiter le cas o�u le

modulo��de des signaux admissibles � est de la forme DR, puis �etendrons simplement les r�esultats �a

des signaux plus g�en�eraux. On d�e�nit la fonction e, qui jouera le rôle du Dirac usuel.

3.1.1 D�e�nition (Impulsion) On appelle impulsion le signal e d�e�ni par

e(t)
def
=

�
eD si t = 0 ;

"D sinon.
(3:1:a)

On a trivialement

8u; 8t; u(t) = 	
Z
s
u(s)e(t� s) ; (3:1:b)

i.e.

u = 	
Z
s
u(s)�se (3:1:c)
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ce qui est la d�ecomposition d'un signal sur la \base canonique" f�segs2R. Une telle d�ecomposition

est unique, puisque si u = 	

R
svs�

se, on applique (3.1.b) �a s 7! vs, d'o�u vt = u(t) pour tout t. Le

th�eor�eme suivant montre que les syst�emes lin�eaires continus sur DRse repr�esentent par un op�erateur
�a noyau:

3.1.2 Th�eor�eme Le syst�eme S est lin�eaire continu sur DR ssi il existe une application k, R2! D,
appel�ee r�eponse impulsionnelle telle que:

8u 2 DR; 8t; Su(t) = 	
Z
s
u(s)k(t; s) : (3:1:d)

En outre, un tel k est unique.

Preuve Le sens \si" est imm�ediat. R�eciproquement, on a

y(t) = Su(t) = S	
Z
s
u(s)�se(t) ;

ce qui en raison des hypoth�eses de lin�earit�e et continuit�e, entrâ�ne,

y(t) = 	
Z
s
u(s)S�s(t) = 	

Z
s
u(s)k(t; s) ;

o�u l'on a pos�e

k(t; s)
def
= S�se(t) :

Pour l'unicit�e, supposons une autre fonction � v�eri�ant (3.1.d). En prenant u = �se, on obtient

k(t; s) = S�se(t)
= 	

Z
�
�se(�)�(t; �)

= �(t; s) :

�

3.1.3 D�e�nition (stationnarit�e) Le syst�eme lin�eaire S est dit stationnaire s'il commute avec

l'op�erateur retard, i.e.

pour tout d 2 R, S�d = �dS :

On notera Lstat(DR) le sous-dio��de de L(DR), form�e des syst�emes continus stationnaires.

3.1.4 Th�eor�eme Le syst�eme continu S est stationnaire ssi sa r�eponse impulsionnelle k(t; s) d�epend

seulement de la di��erence t� s, i.e., avec l'abus de notation coutumier:

k(t; s) = k(t� s) ;

et k = Se:

Preuve Si S est stationnaire, on a

k(t; s) = S�se(t) = �sSe(t) = Se(t� s) :
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R�eciproquement, soit S : Su(t) = 	
Z
u(s)k(t� s). On a

S��u(t) = 	
Z
��u(s)k(t� s);

et en posant s0 = s� � ,
S��u(t) = 	

Z
u(s0)��k(t� s0) = ��Su(t) :

�

3.1.5 D�e�nition (Produit de convolution) On appelle convol�ee de u et v 2 DR l'application

u � v 2 DR d�e�nie comme suit:

u � v(t) = 	
Z
�2R

u(�)v(t� �) :

DR, muni de la somme point par point et du produit de convolution est un dio��de complet. L'unit�e

de DR est l'impulsion e, ce qui l�egitime a posteriori la notation \e". On a montr�e que dans le cas

stationnaire, la relation entr�ee-sortie s'exprime par

y(t) = 	
Z
s
u(s)k(t� s) :

Autrement dit, la sortie n'est autre que la convol�ee de l'entr�ee par la r�eponse impulsionnelle k du

syst�eme. Dans le cas de D = Rmin, la D-convolution co��ncide avec le produit d'inf-convolution bien

connu en analyse convexe [87].

3.1.6 Corollaire L'application qui �a un syst�eme associe sa r�eponse impulsionnelle est un isomor-

phisme continu du dio��de des syst�emes lin�eaires continus stationnaires sur DR, muni de la somme

point par point et du produit de convolution, i.e.

(Lstat(DR);�; �) ' (DR;�; �) :

3.1.7 Corollaire Si D est commutatif, les syst�emes lin�eaires continus stationnaires mono-entr�ee

mono-sortie forment un dio��de commutatif.

3.1.8 D�e�nition (Causalit�e) Le syst�eme lin�eaire S est dit causal si pour toutes entr�ees u1 et u2,

u1(t) = u2(t) pour t � � ) Su1(t) = Su2(t) pour t � � :

3.1.9 Th�eor�eme Le syst�eme S est causal ssi sa r�eponse impulsionnelle est telle que k(t; s) = "

pour s > t.

Preuve On a k(t; s) = S�se(t). Pour t < s, �se co��ncide avec la fonction nulle " sur ]�1; t]. �

3.1.10 Corollaire Un syst�eme stationnaire de r�eponse impulsionnelle k est causal ssi k(t) = "

pour t < 0.
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3.1.11 Exemple Consid�erons les trois syst�emes �el�ementaires introduits en x 2.1: ce sont des

syst�emes lin�eaires stationnaires continus sur Rmin dont les r�eponses impulsionnelles sont respec-

tivement


ce(t) =

�
c si t = 0 ;

" sinon.
(3:1:e)

�de(t) =

�
e si t = d ;

" sinon.
(3:1:f)

!�e(t) =

�
" si t < 0 ;

� � t sinon.
(3:1:g)

3.2 Syst�eme lin�eaires continus sur des bons ensembles de signaux

3.2.1 D�e�nition On dit que � est un bon ensemble de signaux si

(i) � est un sous modulo��de complet de DR,
(ii) 8s 2 R; �s� � �,

(iii) Il existe e0 2 � telle que 8u 2 �; e0 � u = u � e0 = u.

La condition (ii) exige que si � contient un signal u, alors il contient tous les translat�es de u. La

derni�ere exprime que � admet un �el�ement unit�e e0 pour le produit de convolution. (�;�; �) est
alors un dio��de complet, qui n'est cependant pas un sous-dio��de de DRdans la mesure o�u l'�el�ement

neutre e0 ne co��ncide pas en g�en�eral avec e.

3.2.2 Proposition Si � v�eri�e 3.2.1,(i) et (ii), alors DR� � � � et � � DR� �.

Preuve Soit u 2 DR et v 2 �, montrons que u � v 2 �. On a

u � v = 	
Z
�
u(�)��v

qui via (ii) et le fait que � est complet, appartient �a �. �

La proposition exprime que � est l'analogue d'un id�eal dans (DR;�; �). On a ici l'analogue des

propri�et�es de r�egularisation de la convolution usuelle.

3.2.3 Prolongement �a DR Il r�esulte de l'existence d'un op�erateur lin�eaire de projection sur �

qu'un syst�eme S lin�eaire d�e�ni a priori sur � se prolonge trivialement �a DR, en l'occurrence par le

syst�eme ~S suivant:
~Su = S(u � e0) ; (3:2:a)

ce qui se repr�esente par le diagramme commutatif:

DR ~S�! DR
" i i "
�

S�! �

o�u i d�enote l'injection canonique.

Appelons �� l'ensemble des u 2 DR tels que t 7! u(�t) appartienne �a �. On a le r�esultat d'unicit�e

suivant.
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3.2.4 Th�eor�eme Pour tout syst�eme S lin�eaire sur �, il existe une unique application k : R2! D,
telle que:

(i) 8s 2 R, t 7! k(t; s) 2 �

(ii) 8t 2 R, s 7! k(t; s) 2 ��
(iii) Le syst�eme de noyau k prolonge S �a DR.

Preuve Soit ~k le noyau associ�e au prolongement (3.2.a). On a:

~k(t; s) := S�se0(t) : (3:2:b)

En outre, pour tout u 2 �:

Su(t) = S(u � e0)(t) = 	
Z
s2R
	
Z
�2R

u(�)e0(s� �)~k(t; s):

Il r�esulte de cette derni�ere formule et de (3.2.b) que le noyau

k(t; �) := 	
Z
s2R

e0(s� �)~k(t; s)

r�epond �a la question. R�eciproquement soit k une application v�eri�ant les conditions du Th�eor�eme.

Posons k̂(t; s) := k(t;�s). On a, pour tous t; � 2 R,

S��e0(t) = 	
Z
s2R

��e0(s)k(t; s) = 	
Z
s2R

e0(s� �)k(t; s)

= 	
Z
s02R

e0(�s0 � �)k̂(t; s0) = k̂(t;��) = k(t; �) ;

ce qui montre l'unicit�e d'une telle application. �

On en d�eduit sans di�cult�e les deux corollaires suivants:

3.2.5 Corollaire Soit S un syst�eme lin�eaire stationnaire sur un bon ensemble de signaux �. Il

existe un unique k 2 � tel que

8u 2 �; Su = u � k :

3.2.6 Corollaire On a l'isomorphisme de dio��des:

(Lstat(�);�; �) ' (�;�; �) :

Nous appliquons maintenant ce r�esultat aux fonctions croissantes, qui seront d'un usage constant

dans la suite.

3.3 Application aux fonctions croissantes

Soit � = Croiss(R;Rmin), sous-modulo��de de R
R

min form�e des applications croissantes pour l'ordre

usuel, i.e. d�ecroissantes pour l'ordre �. On va montrer que � est un bon ensemble de signaux, et

en particulier que l'unit�e de � pour le produit de convolution est la fonction suivante:

ecr(t) =

�
0 si t � 0

+1 sinon
; (3:3:a)

ou de mani�ere �equivalente

ecr = 	
Z
��0

���e :
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3.3.1 Proposition Un signal s 2 RRmin est d�ecroissant (pour l'ordre naturel �), i.e. croissant au
sens usuel, ssi ecr � s = s.

Preuve Les propositions suivantes sont �equivalentes:

u croissante

8� � 0; u(t � �) � u(t)
8� � 0; u(t � �) � u(t)

	
Z
��0

��u(t) � u(t)
ecr � u � u

ecr � u = u ;

la derni�ere �equivalence r�esultant de ecr � e. �

On r�e�ecrit ecr � s = s comme suit:

u(t) = inf
��0

u(�) :

Sous cette forme, la proposition 3.3.1 devient imm�ediate.

On avait a priori via le lemme de projection 0,5.1.15 l'existence d'une application pr
Croiss(R;R)

.

Ce qui est non banal, c'est la r�ealisation de pr
Croiss(R;R)

par une convolution, i.e. pr
Croiss(R;R)

(x) =

ecr � x. On a en traduisant l'idempotence de pr
Croiss(R;R):

ecr � ecr = ecr (3:3:b)

(on peut aussi appliquer 3.3.1 �a s = ecr). Cela montre que le modulo��de complet Croiss(R;Rmin)

v�eri�e les propri�et�es 3.2.1,(ii) et (iii), et est donc un bon ensemble de signaux. Les syst�emes 
c,

�d et !� admettent des restrictions �a Croiss(R;Rmin). Les r�eponses impulsionnelles de ces syst�emes

sont les suivantes:


cecr : 
cecr(t) =

�
c si t � 0

+1 sinon

�decr : �decr(t) =

�
0 si t � d
+1 sinon

!�ecr : !�ecr(t) =

�
0 si t � 0

� � t sinon.

(3:3:c)

On constate que la r�eponse impulsionnelle 
ce d�e�nit le même syst�eme sur Croiss(R;Rmin) que

la r�eponse impulsionnelle 
cecr, �a savoir le syst�eme 
c. En d'autres termes, quant on restreint

l'ensemble des signaux, la correspondance syst�eme! r�eponse impulsionnelle cesse d'être injective.

3.3.2 Corollaire Soit S 2 L(Croiss(R;Rmin)). Il existe une unique fonction k 2 Croiss(R;Rmin)

(r�eponse impulsionnelle) telle que

S = 	
Z
t2R


k(t)�t : (3:3:d)

R�esultat dual pour L(Croiss(R;Rmax)).

3.3.3 Corollaire (Causalit�e pour les fonctions croissantes)

Le syst�eme S 2 L(Croiss(R;Rmin)) est causal ssi sa r�eponse impulsionnelle k v�eri�e

8t < 0; k(t) = k(0) :
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Preuve Le rel�evement canonique de ~S �a R
R

min est causal. On a donc via 3.1.10 ~Su = k0 � u avec

k0(t) = +1 pour t < 0. On a k = k0 � ecr, d'o�u
k(t) = inf

��0
[k0(�) + ecr(t � �)] = inf

��0
[k0(�) + 0] = k0(0) :

On a la version duale de 3.3.3 suivante:

3.3.4 Corollaire Le syst�eme S 2 L(Croiss(R;Rmax)) est causal ssi sa r�eponse impulsionnelle k

v�eri�e

8t < 0; k(t) = �1 :

3.3.5 Proposition On a la r�egle de simpli�cation suivante:

pour n; t; � � 0; n � t� ) 
n�t � !� = !� dans L(Croiss(R;Rmin)) :

Preuve On obtient la somme des op�erateurs en prenant l'enveloppe inf�erieure des r�eponses impul-

sionnelles donn�ees en (3.3.c). �

3.3.6 Exemple (Fonctions croissantes scs) L'ensemble des fonctions croissantes scs R! Rmin

semi-continues sup�erieurement est complet (un inf de fonctions scs est scs). Il admet l'unit�e suivante:

escs : escs(t) =

�
0 si t < 0

+1 si t � 0,
(3:3:e)

qui ne di��ere de l'unit�e ecr des fonctions croissantes d�e�nie en (3.3.a) que par la valeur 0. On

notera en e�et qu'une fonction croissante est scs si et seulement si elle est continue �a droite. On a

donc n�ecessairement escs(0) = limt!0+ escs(t), ce qui est bien le cas pour (3.3.e). On v�eri�e qu'une

fonction est scs croissante (au sens usuel) ssi escs � u = u.

3.3.7 Contre exemple L'ensemble des fonctions concaves scs de R dans Rmin n'est pas un bon

ensemble de signaux. Il est en e�et stable par somme et produit d'inf-convolution, mais n'admet

pas d'unit�e.

3.3.8 Syst�emes en temps discret Pour la simplicit�e de l'expos�e, nous avons pris le temps �a

valeur r�eelle et on a pris des signaux d�e�nis sur tout R. La th�eorie est identique pour des signaux

d�e�nis pour un temps discret, ce qui revient �a consid�erer des sous-modulo��des de DZ. au lieu de DR.
Nous donnons �a titre d'exemple un �enonc�e utile pour les op�erateurs lin�eaires dans Croiss(Z;Rmin):

3.3.9 Proposition Soit S 2 L(Croiss(Z;Rmin)). Il existe une unique fonction k 2 Croiss(Z;Rmin),

dite r�eponse impulsionnelle de S, telle que

S =
M
t2Z


k(t)�t : (3:3:f)

3.4 Syst�emes vectoriels sur les bons ensembles de signaux

Soit � un bon ensemble de signaux. On a pour les matrices �a coe�cients dans � le produit induit

par la structure de dio��de (�;�; �):
(AB)ij =

M
k

Aik �Bkj : (3:4:a)

Le r�esultat suivant est une g�en�eralisation imm�ediate de 3.2.5.
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3.4.1 Proposition Soit S 2 L(�p;�n) stationnaire. Il existe une unique matrice K 2 �p�n, dite

r�eponse impulsionnelle, telle que:

Su = Ku ;

o�u le produit de matrice du second membre s'entend au sens de (3.4.a).

Un syst�eme g�en�eral obtenu par mise en s�erie, parall�ele et feedback d'op�erateurs lin�eaires station-

naires s'�ecrira comme la plus petite solution d'un syst�eme du type:

X = AX �BU; Y = CX : (3:4:b)

On solution minimale s'obtient imm�ediatement par:

Y = CA�Bu =: HU

o�u l'�etoile de la matrice A peut être calcul�ee �a l'aide de l'algorithme de Gauss-Jordan 0,4.2.1. H

est appel�ee matrice de transfert.

3.4.2 Exemple Soit le syst�eme lin�eaire sur Croiss(R;Rmin) repr�esent�e sur la Figure V.4,(i). On

f ---- -

�

?
6

- --

�

!1
7�
yu

(ii)

u y
x1

x2

(i)

!1


5

� 
7


6�

Figure V.4: Un syst�eme lin�eaire sur Croiss(R;Rmin) et son �equivalent simpli��e

peut �ecrire: "
x1
x2

#
=

"

6� 
5

!1 "

# "
x1
x2

#
�
"
�

"

#
u = Ax �B

y =
h
" 
7

i " x1
x2

#
u = Cu :

(3:4:c)

Au lieu de calculer y = CA�Bu, l'�etoile de A s'obtenant par exemple par 0, 4.2.1, nous pr�ef�erons

�eliminer �a la main x1 et x2. En �eliminant x2, il vient:

x1 = 
6�x1 � 
5!1x1 � �u : (3:4:d)

On a par 3.3.5 
6� � 
5!1. En outre, via (2.1.d), on a !�1 = !1, et par 0,4.1.6,(vii)

(
5!1)
� = (
5!�1)

� = e� 
5(
5� !1)� = e� 
5!1 :

La plus petite solution de (3.4.d) est donc

x1 = (e� 
5!1)�u;
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d'o�u

x2 = !1x1 = (!1 � 
5!1)�u = !1�u :

On a �nalement la relation entr�ee sortie fort simple:

y = hu = 
7�!1u :

Cela montre en particulier que le syst�eme plus simple repr�esent�e �a droite sur la �gure V.4,(ii), est

�equivalent du point de vue de la relation entr�ee-sortie au syst�eme V.4,(i).

4 Fonction de transfert des syst�emes (min;+) lin�eaires station-

naires

4.1 Transformation de Fenchel

Nous introduisons ici la notion de fonction num�erique de transfert. On obtient ces fonctions par

une op�eration analogue �a la transformation de Laplace en th�eorie classique. Dans notre cas, ce rôle

sera jou�e par une transformation de type Fenchel [87].

Il r�esulte de 3.2.5 qu'un syst�eme lin�eaire stationnaire sur DRde r�eponse impulsionnelle k admet

la repr�esentation suivante (unique):

S = 	
Z
s2R

k(s)�s ; (4:1:a)

laquelle somme s'entend dans L(DR). On a aussi la forme �equivalente:

S = 	
Z
s2R


k(s)�s :

4.1.1 D�e�nition (Fonction de transfert) On appelle fonction de transfert associ�ee �a la r�eponse

impulsionnelle k la fonction Fk; R! R d�e�nie par

Fk(p) = 	
Z
x2R

k(x)p�x = inf
x2R

[k(x)� px] :

4.1.2 Remarque Fk(p) peut s'interpr�eter comme l'�evaluation de l'expression formelle (4.1.a) dans

le dio��de Rmin, obtenue en donnant �a la lettre � la valeur �p. On notera en e�et que p�x = �px (en
fait, les expressions xp, px et 1p
x dans le dio��de Rmin d�esignent le même �el�ement, �a savoir p � x
dans l'alg�ebre usuelle).

4.1.3 Proposition L'application F est un morphisme continu de (�;�; �) dans (RRmin;min;+).3

Preuve La seul point non trivial est le suivant, qui est bien classique:

4.1.4 Lemme (Trivialisation du produit d'inf-convolution) On a pour tout (u; v) 2 RRmin:

F(u � v) = Fu+ Fv :

3+ d�esigne la somme point par point.
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Preuve du lemme:

F(u � v)(p) = 	
Z
t2R
	
Z
�2R

u(t� �)v(�)p�t = 	
Z
t2R
	
Z
�2R

u(t� �)v(�)p�(t��)p��

=

�
	
Z
t02R

u(t0)p�t
0

��
	
Z
�2R

u(�)p��
�
= (Fu(p))(Fv(p)) :

o�u l'on a fait le changement de variables t0 = t � � . �

4.1.5 Exemple on v�eri�e imm�ediatement les formules suivantes, pour les op�erateurs 
c, �d et !�

d�e�nis sur RRmin :

F
ce(p) = c; 8p ;

F�de(p) = �d � p; 8p ;

F!�e(p) =
�
0 si p � � ;

�1 sinon.
(4:1:b)

4.1.6 Remarque (Lien avec la transform�ee de Fenchel classique) On a:

Fk(p) = inf
x2R

[f(x)� px] = � sup
x2R

[px� fx] = �Fek(p) ; (4:1:c)

o�u l'on a not�e Fe la transform�ee de Fenchel classique[87]. Autrement dit, F n'est autre que la

transformation de Fenchel chang�ee de signe.

4.1.7 Remarque (Cas des syst�emes d�e�nis sur Croiss(R;Rmin)) Soit S 2 L(Croiss(R;Rmin)),

de r�eponse impulsionnelle croissante k. On a

p < 0 ) Fk(p) = �1 ;

comme il r�esulte de limx!�1(k(x)� px) =1.

4.1.8 Exemple L'op�erateur � � �2 a la même fonction de transfert que 	

R 2
1 �

t, �a savoir la fonction

num�erique x 7! x� x2.

La transformation F n'est donc pas un isomorphisme. On a cependant le r�esultat suivant:

4.1.9 Proposition L'application F : R
R

min ! R
R

min est r�esiduable. Les ferm�es (cf. 0,5.1.13) sont

les fonctions convexes sci ne valant jamais �1 ou le valant identiquement. Les ferm�es duaux sont

les fonctions concaves scs ne valant jamais +1 ou le valant identiquement. En outre, l'application

r�esidu�ee de F est donn�ee par la formule suivante:

[F"(g)](t) =
^
p2R

g(p)tp = sup
p2R

[g(p) + pt] : (4:1:d)

Le lecteur aura not�e l'analogie avec la transformation de Fourier inverse.

Preuve La formule pour la r�esidu�ee de F est cons�equence imm�ediate de 0,5.4.7. La caract�erisation

des ferm�es n'est autre que la traduction des propri�et�es classiques de la transform�ee de Fenchel [87].

�

On consid�ere la fonction lin�eaire de pente p, `p 2 RRmin, i.e.

`p(x) = px :
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4.1.10 Th�eor�eme Soit S un syst�eme lin�eaire continu stationnaire sur RRmin, de r�eponse impul-

sionnelle k. La droite `p est un vecteur propre du syst�eme S pour la valeur propre �p = Fk(p),
i.e.

S`p = �p`p :

Preuve

k � `p(t) = 	
Z
�2R

k(�)pt�� = 	
Z
�2R

k(�)p��pt =

�
	
Z
�2R

k(�)p��
�
pt = (Fk(p)) `p(t) :

�

4.1.11 Interpr�etation: fonction de gain De même que d'ordinaire, la valeur du transfert au

point j! s'interpr�ete comme le gain du syst�eme pour la fr�equence !, de même ici, Fk(p) apparâ�t
comme le d�ecalage (additif) du syst�eme associ�e �a la pente p.

4.1.12 Remarque (D�ecomposition spectrale de S) Les fonctions concaves scs apparâissent

comme les sommes in�nies de droites. Ce sont pr�ecis�ement les signaux qui se d�ecomposent sur la

base f`pgp2R. Soit
u = 	

Z
p2R

up`p (4:1:e)

une telle d�ecomposition. On a

Su = 	
Z
p2R
Fk(p)up`p ; (4:1:f)

laquelle fonction est clairement concave scs. La formule (4.1.f) est l'�equivalent d'une d�ecomposition

spectrale de l'op�erateur S restreint au sous modulo��de complet des fonctions concaves. On observe

que les coordonn�ees up s'obtiennent au moyen de la formule de r�esiduation suivante:

up =
^
t

u(t)
 p�t :

4.1.13 Diagramme de Bode La graphe de l'application p 7! Fk(p) est l'analogue du diagramme

de Bode. Soit par exemple le syst�eme

S = 
�2 � !2 :

On a repr�esent�e la r�eponse impulsionnelle, donn�ee par:

h(t) = min(
�2ecr(t); !2ecr(t))

(les r�eponses impulsionnelles �el�ementaires 
�2ecr et !2ecr sont donn�ees par les formules (3.3.c)). On

a en appliquant (4.1.5), pour p � 0:

Fh(p) = min(1� 2p; �]�1;2](p));

o�u la fonction indicatrice � est donn�ee par

�A(p) =

�
0 si p 2 A
�1 si p 62 A.

On a repr�esent�e Fh sur la Figure V.5, ainsi que l'entr�ee `1 (droite de pente 1 passant par l'origine).
La sortie h � `1 est �egale �a (�1)
 `1 = �1 + `1, o�u le gain �1 est �egal �a Fh(1) en accord avec le

Th�eor�eme 4.1.10.
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h � `1

2 t

R�eponse impulsionnelle

Fh(p)

1

�1

2

Fonction de transfert

p

1

0

0

1

1 3

�3

�1

`1h(t) = Secr(t)

Figure V.5: Diagramme de Bode de S = 
�2 � !2

4.2 R�esum�e

Nous concluons cette section par un tableau faisant le parall�ele entre les syst�emes classiques et les

syst�emes (min;+) lin�eaires.

Syst�emes (min;+) lin�eaires Syst�emes lin�eaires usuels.

min; + +; �
inf-convolution

k � k0(t) = 	
Z
�2R

k(�)k0(t � �) = inf �2R[k(�) + k0(t� �)]
convolution

k � k0(t) = R
�2Rk(�)k

0(t � �)
Syst�emes min-lin�eaires continus

y(t) = 	
Z
�2R

k(t; �)u(�) = inf�2R[k(t; �) + u(�)]

Op�erateurs �a noyau

y(t) =
R
�2Rk(t; �)u(�)

Syst�emes stationnaires

y(t) = 	
Z
�2R

k(�)u(t� �) = inf�2R[k(�) + u(t � �)]
Syst�emes stationnaires

y(t) =
R
R
h(t� �)u(�) d�

Transform�ee de type Fenchel

Fk(p) = 	
Z
x2R

k(x)p�x = infx2R[k(x)� px]
Transform�ee de Fourier

Fk(!) = R
R
h(t)e�j!t dt

Trivialisation de l'inf-convolution

F(k � k0) = (Fk)
 (Fk0) = (Fk) + (Fk0)
Trivialisation de la convolution

F(k � k0) = (Fk)(Fk0)
Droites

`p(x) = px = p� x
Fonctions exponentielles

e!(t) = ej!t

k � `p = (Fk(p))`p k � e! = (Fk(!))e!
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Chapitre VI

Quelques remarques sur la r�ealisation

minimale

Introduction

On �etudie ici les s�eries rationnelles (ou r�ealisables) en une ind�etermin�ee et �a coe�cients dans Rmax.

On caract�erise tout d'abord les s�eries rationnelles par une certaine propri�et�e de p�eriodicit�e: les

s�eries obtenues en ne prenant qu'un terme tous les c, o�u c est la p�eriode, se comportent comme

des s�eries \g�eom�etriques" �a partir d'un certain rang. Lorsque la s�erie se r�ealise �a l'aide d'une

matrice irr�eductible, la situation est fort simple: tous les s�eries g�eom�etriques ainsi extraites ont

alors même raison. On applique ensuite les notions de rang �etudi�ees pr�ec�edemment au probl�eme de

r�ealisation minimale. Le rang faible (i.e. la taille minimale d'une famille g�en�eratrice du modulo��de

des colonnes) de la matrice de Hankel est �ni ssi toutes les s�eries \g�eom�etriques" extraites ont même

raison, auquel cas on peut appliquer les algorithmes standards de r�ealisation. Ce dernier r�esultat

a �et�e obtenu ant�erieurement par Cuninghame-Green [26] (avec un algorithme un peu di��erent et �a

l'omission pr�es de la condition d'irr�eductibilit�e). Nous donnons un exemple o�u le rang faible donne

des r�ealisations arbitrairement grossi�eres. Nous montrons que la dimension minimale de r�ealisation

est minor�ee par le rang mineur de la matrice de Hankel (taille du plus grand mineur inversible dans

le dio��de sym�etris�e). Cette minoration peut être stricte: nous exhibons un syst�eme non r�ealisable de

rang mineur �ni. La situation est assez analogue au probl�eme classique de r�ealisation positive d'une

s�erie rationnelle �a coe�cients dans R+ [7, 37]. Signalons par ailleurs l'approche d'Olsder [73], qui

obtient dans certains cas des r�ealisations minimales en r�ealisant dans l'alg�ebre habituelle la matrice

Hij = exp(hijt) et en passant �a la limite.

1 S�eries (max;+) rationnelles

1.1 R�ealisabilit�e, rationalit�e, p�eriodicit�e

On �etudie ici les s�eries s 2 Rmax[[
]] �a coe�cients dans Rmax et en une unique ind�etermin�ee 
. Les

deux notions suivantes sont classiques.

1.1.1 D�e�nition (rationalit�e) Une s�erie s 2 Rmax[[
]] est dite rationnelle si elle s'obtient par

un nombre �ni de sommes, produits, �etoiles de polynômes.

163
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1.1.2 D�e�nition (r�ealisabilit�e) La s�erie s 2 Rmax[[
]] est r�ealisable ssi il existe un entier n, des

matrices A 2 Rn�n
max, B 2 Rn�1

max, C 2 R1�n
max, telles que

s =
M
k2N

CAkB 
k :

Un tel triplet (A;B;C) sera dit r�ealisation de s. Un triplet tel que n = dimA soit minimal sera

quali��ee de r�ealisation minimale. La d�e�nition 1.1.2 est motiv�ee comme suit. Consid�erons le syst�eme

r�ecurrent dans Rmax:

xk+1 = Axk �Buk+1; yk = Cxk ; (1:1:a)

avec A 2 Rn�n
max; B 2 Rn�1

max; C 2 R1�n
max. L'�equation (1.1.a) se r�e�ecrit �a l'aide de l'op�erateur de

d�ecalage 
, tel que xk = 
xk+1:

x = A
x� Bu ;

d'o�u

y = C(A
)�Bu =
M
k2N

CAkB
ku : (1:1:b)

Autrement dit, une s�erie r�ealisable n'est autre que la s�erie de transfert d'un syst�eme lin�eaire

r�ecurrent. D'apr�es le Th�eor�eme de Kleene [7], une s�erie est rationnelle ssi elle est r�ealisable. A�n de

caract�eriser les s�eries rationnelles, nous introduisons une nouvelle notion de p�eriodicit�e. Cette notion

apparâ�t naturellement lors de l'�etude des puissances des matrices (cf. remarque 1.1.10 supra).

1.1.3 D�e�nition (p�eriodicit�e) Soit c un naturel non nul, � une application Z=cZ! Rmax; u 7!
�u. La suite s 2 RNmax est dite c; �-p�eriodique (ou plus simplement p�eriodique) s'il existe un naturel

N tel que1:

n � N ) sn+c = (�n)
csn : (1:1:c)

La plus petite valeur de c sera quali��ee de p�eriode. L'application � sera quali��ee de taux. Dans la

suite, on notera plus simplement �n au lieu de �n. Introduisons la suite extraite si = fskc+igk2N.
La d�e�nition est �equivalente �a a�rmer que pour i = 0; : : : ; c� 1,

kc+ i � N ) sik+1 = �sik : (1:1:d)

o�u � = (�i)
c, i.e. que les suites extraites co��ncident �a partir d'un certain rang avec des suites

g�eom�etriques (c'est �a dire arithm�etiques dans l'alg�ebre usuelle).

1.1.4 Exemple La suite

sn =

�
2� n si n pair

3� n+ 1 si b impair

est 2; �-p�eriodique, avec �0 = 2 et �1 = 3.

La s�erie s =
L

n sn

n sera dite p�eriodique lorsque la suite fsng l'est.

1.1.5 Th�eor�eme Une s�erie s 2 Rmax[[
]] est rationnelle ssi elle est p�eriodique.

1n d�esigne la classe de n dans Z=cZ
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Preuve P�eriodique ) rationnel. D'apr�es (1.1.c):

s =
N�1M
n=0

sn

n � sN
N((�N
)c)� � : : :� sN+c�1


N+c�1((�N+c�1
)
c)� : (1:1:e)

La rationalit�e de s en r�esulte.

Rationnel ) p�eriodique. Soient P (resp. R) l'ensemble des s�eries p�eriodiques (resp. rationnel-
les). R est par d�e�nition le plus petit ensemble rationnellement clos tel que R � Rmax[
]. Comme

trivialement, P � Rmax[
], il su�t de montrer que P est rationnellement clos. On �etablit pour cela

quelques lemmes.

1.1.6 Propri�et�es Soit s (resp. s0) une s�erie c; �(resp. c0; �0)-p�eriodique.

(i) Si c divise c00, alors s est c00; � p�eriodique.

(ii) s� s0 est p�eriodique et sa p�eriode divise ppcm(c; c0).

1.1.7 Lemme Une s�erie est p�eriodique ssi elle est somme �nie de s�eries de la forme

p((a
)n)� ;

o�u p est un polynôme,a un scalaire et n 2 N.

1.1.8 Lemme Soient s = ((a
)�)� et s0 = ((b
)�)�, a et b �etant des scalaires. Si a > b, on a une

�ecriture de la forme:

ss0 = q((a
)�)� ; (1:1:f)

o�u q est un polynôme. Si a = b, on a

ss0 = p� q((a
)gcd(�;�))� ; (1:1:g)

o�u p et q sont des polynômes.

Les deux Lemmes 1.1.8 et 1.1.7 entrâ�nent que le produit de deux s�eries p�eriodiques est p�eriodique.

En outre, moyennant les deux r�egles

(
kM
i=1

si)
� =

kO
i=1

s�i ; (p((a
)n)�)� = e � p(p� (a
)n)� ;

on a que l'�etoile d'une s�erie p�eriodique est p�eriodique, donc que P est rationnellement clos, et donc

d'apr�es ce qui pr�ec�ede, P = R. Il reste �a v�eri�er les Lemmes.

Preuve des propri�et�es 1.1.6. (i) est imm�ediate. Montrons (ii). D'apr�es (i), quitte �a remplacer c

et c0 par leur ppcm, on peut supposer c = c0 = ppcm(c; c0). D'apr�es une remarque pr�ec�edente, il

su�t de v�eri�er que les suites extraites fsn+kcgk; : : : ; fsn+c�1+kcgk sont p�eriodiques de p�eriode 1.

On peut donc supposer c = c0 = 1. On a alors pour n assez grand:

sn+1 = �sn; s0n+1 = �0s0n : (1:1:h)

Si � = �0, la p�eriodicit�e de s � s0 est claire. Dans le cas contraire, on a par exemple sn 6= " et

� > �0. La suite sn croissant plus vite que s0n, on a �a partir d'un certain rang (s� s0)n = s0n et la

p�eriodicit�e de s � s0 en r�esulte. �
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Preuve du Lemme 1.1.7. D'apr�es (1.1.e), une s�erie p�eriodique s'�ecrit comme somme de s�eries de

la forme p((a
)n)�. R�eciproquement, la somme de s�eries p�eriodiques �etant p�eriodique, il su�t de

voir que m((a
)n)�, m �etant un monôme, est p�eriodique, ce qui est imm�ediat. �

Preuve du Lemme 1.1.8. 1/ Cas a > b. On a

ss0 = ((a
)�)�((b
)�)� =
M
x;y2N

(a
)x��(b
)y�� : (1:1:i)

Le coe�cient de 
n est �egal �a:

(ss0)n =
M

�x+�y=n

ax��by�� = sup
�x+�y=n

a�x+ b�y : (1:1:j)

Si �x + �y = n et y � �, on a �x0 + �y0 = n, avec x0 = (x+ �), y0 = (y � �). Comme a > b, on a

a�x0 + b�y0 > a�x+ b�y, ce qui montre que le sup �a droite de (1.1.j) est atteint pour y < �. On a

donc:

ss0 = (e� (b
)� � : : :� (b
)(��1)��)((a
)�)�

ce qui est bien de la forme (1.1.f).

2/ Cas a = b. On a

ss0 = ((a
)�)�((a
)�)� =
M

n2�N+�N

(a
)n

et la p�eriodicit�e de cette s�erie r�esulte du Lemme diophantien 3.3.6 du Chapitre VII. �

1.1.9 Corollaire Soit A 2 Rp�p
max. Pour tous i; j 2 f1; : : : ; pg, la suite fAn

ijgn2N est p�eriodique.

Preuve Cela r�esulte de la rationalit�e de (
A)� =
L

n2N 

nAn et du fait que les coe�cients d'une

matrice rationnelle sont rationnels. �

1.1.10 Remarque Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17] ont montr�e que lorsque A est irr�eductible,

on a �a partir d'un certain rang An+c = �cAn, ce qui est un cas particulier de p�eriodicit�e o�u �n est

constant (i.e. ne d�epend pas du reste de n modulo c). � est �egal aux rayon spectral de la matrice A

et la p�eriode c est caract�eris�ee de mani�ere tr�es analogue �a la th�eorie de Perron-Frobenius (voir �a ce

propos la section 6.4 du chapitre VII). Lorsque la matrice A n'est plus irr�eductible, la situation est

plus d�elicate. Il est possible, mais fastidieux, de borner la p�eriode c et de caract�eriser l'application

� �a partir du graphe de la matrice. Nous ne le ferons pas ici, et consid�erons simplement l'exemple

suivant. Soient les matrices

A =

2
666664

" e " e "

" " 1 " "

" 1 " " e

" " " �2 e

" " " " "

3
777775 ; B =

2
666664

"

"

"

"

e

3
777775 ; C =

h
e " " " "

i
(1:1:k)

Soit sn = CAnB. On trouve

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 : : :

sn " " e 1 �4 3 �8 5 �12 7 �16 : : :
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soit une s�erie 2; � p�eriodique, d'o�u �0 = �2 et �1 = 1. Graphiquement, sn est �egal au chemin de

poids maximal de 5 �a 1 dans le graphe de la Figure VI.1. Il est clair que si n est pair, un tel chemin

passe n�ecessairement par la composante connexe f4g de rayon spectral �egal �a �2 et pas par la

composante connexe f2; 3g de rayons spectral �egal �a 1, et donc que le comportement de A2n
15 sera

analogue �a celui de A2n
44 . Au contraire, les chemins de longueur impaire passent par la composante

connexe de rayon spectral 1, ce qui rend compte de �1 = 1.

1

2 3 4

1
�2

e

5e e
1

e

Figure VI.1: Graphe associ�e �a (1.1.k): le comportement de An
15 d�epend de la parit�e de n

1.2 R�ealisation faible

Classiquement, on forme la matrice de Hankel associ�ee �a s =
L

k sk

k, soit la matrice in�nie

suivante:

H =

2
66664
s0 s1 s2 : : :

s1 s2 s3 : : :

s2 s3
...

...
. . .

3
77775

On a d�e�ni en III,x10 le rang faible par colonne d'une matrice comme le cardinal d'une famille

g�en�eratrice minimale du modulo��de engendr�e par les colonnes. La matrice de Hankel �etant sym�e-

trique, on appellera rang faible de H son rang faible par colonnes (�egal �a son rang faible par ligne).

1.2.1 Proposition Si le rang faible de la matrice de Hankel d'une s�erie est �ni, alors il existe une

r�ealisation de dimension ce rang faible.

La preuve est classique (cf. par exemple [53]). En identi�ant une colonne in�nie �a une suite, �etant

donn�e une N� p matrice A, on d�e�nit naturellement:


�1

2
64
a00 a01 : : :

a10 a11 : : :
...

... : : :

3
75 =

2
64
a10 a11 : : :

a20 a21 : : :
...

... : : :

3
75 :

On note les deux propri�et�es:


�1H�;i = H�;i+1 (1:2:a)

8U 2 RN�kmax ; V 2 Rk�l
max; (
�1U)V = 
�1(UV ) : (1:2:b)

La premi�ere r�esulte de la structure de la matrice de Hankel, la seconde est triviale. En num�erotant

�a partir de 0 les lignes et les colonnes de la matrice de Hankel, on peut �ecrire:

8i 2 N; si = CAiB = H0i = Hi0 :
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Soitfi1; : : : ; irg une famille g�en�eratrice minimale du modulo��de engendr�e par les colonnes de H
(d'apr�es la remarque 5.5.7 du Chapitre 0, on peut toujours supposer une telle famille form�ee de

colonnes de H). On a pour toute colonne H�;q un relation de d�ependance de la forme

H�;q =
rM
l=1

H�;il�lq ;

laquelle se r�e�ecrit matriciellement

H = Hji1:::ir]L
avec L = (�lq) 2 Rr�N

max . On peut �ecrire


�1H�;il = H�;il+1 = Hji1:::ir]Ljil+1] ;
d'o�u en posant A = Lji1+1;:::;ir+1] 2 Rr�r

max:


�1Hji1:::ir] = Hji1:::ir]A :

Via (1.2.b), on induit:


�iHji1:::ir] = Hji1:::ir]Ai :

On a alors

si = (
�iH�;0)0 = (
�iHji1:::ir ]L[1;:::;rj0])0 = (Hji1:::ir]AiL[1;:::;rj0])0 = H[0ji1:::ir ]A
iL[1;:::;rj0] :

En posant B �egal �a la colonne d'indice 0 de L et C = H[0ji1:::ir], on obtient une r�ealisation de

dimension r. �

1.2.2 Exemple Soit le syst�eme:

a =

2
64 4 " "

" 5 "

" 0 "

3
75 ; b =

2
64 0

0

"

3
75 ; c =

h
0 " 0

i

On a la matrice de Hankel tronqu�ee:

h[0::6j0::6] =

2
66666666664

0 4 8 12 16 20 25

4 8 12 16 20 25 30

8 12 16 20 25 30 35

12 16 20 25 30 35 40

16 20 25 30 35 40 45

20 25 30 35 40 45 50

25 30 35 40 45 50 55

3
77777777775
:

On constate que les colonnes de la matrice de Hankel sont �egales (�a une constante pr�es) �a partir

de la colonne num�erot�ee 5. En appliquant l'algorithme donn�e en 0,5.5.5, on d�etermine ais�ement

une famille g�en�eratrice minimale de la matrice de Hankel tronqu�ee, soit la famille form�ee des deux

colonnes 0 et 5. On appliquant l'algorithme donn�e dans la preuve de la Proposition ci-dessus, on a

H�;1 = 4H�;0 � (�20)H�;5; H�;6 = 4H�;0 � 25H�;5;H�;0 = 0H�;0 � (")H�;5; ;
d'o�u la r�ealisation de dimension 2:

a0 =

"
4 25

�20 5

#
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b0 =

"
0

"

#

c0 =
h
0 20

i
Comme on a aussi la d�ependance lin�eaire H�;0 = 0H�;0 � (�25)H�;5, on aurait pu prendre b00 ="

0

�25

#
.

1.2.3 Remarque Les r�ealisations ci-dessus ne se d�eduisent pas les unes des autres par des change-

ments de base. D'apr�es 0,6.2.2, les matrice inversibles sont de la forme DP (D diagonale, P matrice

de permutation). On n'aura jamais b00 = DPb0 dans l'exemple ci-dessus. Nous montrons dans la

section suivante que les r�ealisations faibles de dimension 2 ci-dessus sont des r�ealisations minimales.

La r�eciproque de la Proposition 1.2.1 est fausse: la matrice de Hankel d'une s�erie rationnelle

n'est pas en g�en�eral de rang faible �ni.

1.2.4 Contre exemple Soit la s�erie rationnelle

s = (
2)� � 1
((1
)2)� ;

soit en identi�ant le coe�cient de 
i

si =

�
e si i pair

1i si i impair.

Le modulo��de engendr�e par les colonnes de la matrice de Hankel de s n'est pas de type �ni. Sup-

posons par l'absurde ce modulo��de de type �ni. D'apr�es la remarque 5.5.7 du chapitre 0, il existe

une famille �nie fH�;i1 ; : : : ;H�;ikg de colonnes de H engendrant le modulo��de des colonnes, soit pour

tout i 2 N, une combinaison lin�eaire de la forme

H�;i =
kM
l=1

�ilH�;il : (1:2:c)

(i) Si i et il n'ont pas même parit�e, alors �il = ". Sous cette hypoth�ese, on a en e�et:

�il �
^
j2N

Hj;i

Hj;il

=

0
@ ^
j2N\(i+2Z)

e

1j+il

1
A ^

0
@ ^
j2N\(i+2Z+1)

1j+i

e

1
A = " :

(ii) On a �il � e. Via (i), on peut supposer i et il de même parit�e. On a alors:

�il � Hii

Hiik

=
e

e
= e :

(iii) Il n'y a pas de famille g�en�eratrice �nie form�ee de colonnes de H. Sinon, compte tenu de (ii),

le premier coe�cient de toute colonne de H serait major�e: contradiction.

Ce contre exemple contredit le r�esultat de Cuninghame-Green ([26], Proposition 4 et assertion

suivante), qui ne tient pas compte de la condition de co��ncidence des taux des suites extraites. De

mani�ere plus pr�ecise, on peut caract�eriser les s�eries dont la matrice de Hankel est de rang faible �ni.

On dira que la s�erie p�eriodique s admet un seul taux s'il existe un scalaire � tel que sn+c = �
c
sn (ou

de mani�ere �equivalente, si l'application � ne prend que les valeurs " et � dans la d�e�nition g�en�erale

de la p�eriodicit�e 1.1.3). En particulier, d'apr�es le th�eor�eme de cyclicit�e des puissances de A, lorsque

A est irr�eductible, la suite sn = CAnB admet un seul taux (avec � = �(A)).
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1.2.5 Proposition La matrice de Hankel de s est de rang faible �ni ssi s admet un seul taux.

Si s admet un seul taux, la matrice de Hankel n'a qu'un nombre �ni de colonnes distinctes (�a la

multiplication par un scalaire pr�es), et est a fortiori de rang faible �ni. R�eciproquement, on montre

que si l'application � prend plusieurs valeurs non nulles dans 1.1.3, il n'existe pas de sous famille

g�en�eratrice �nie extraite de l'ensemble des colonnes de la matrice de Hankel. Quitte �a tronquer les

premiers termes, on pourra supposer une s�erie de terme g�en�eral

si+kc = ai�
k
i

o�u tous les ai sont non nuls et les scalaires �i prennent au moins deux valeurs non nulles distinctes.

On est alors ramen�e �a une version g�en�erale du contre exemple 1.2.4, qui se traite par un argument

(un peu plus technique) analogue laiss�e au lecteur.

1.2.6 Remarque Lorsque la s�erie p�eriodique s n'a pas un unique taux, on peut cependant adapter

l'algorithme de la Proposition 1.2.1. Soit pour n grand sn+c = �cnsn. On consid�ere les c s�eries

s0; : : : ; sc�1 d�e�nies par:

sin =

�
sn si n 2 i+ cN
" sinon.

Chacune de ces s�eries admet un unique taux, et l'on a s = s0 � : : :� sc�1. On peut alors r�ealiser

chaque si �a l'aide de l'algorithme de l'algorithme de la Proposition 1.2.1 soit une r�ealisation

(Ci; Ai; Bi). Il est clair que

C = [C0; : : : ; Cc�1]; A = diag(A0; : : : ; Ac�1); B =

2
64

B0

...

Bc�1

3
75

est une r�ealisation de s.

1.2.7 Interpr�etation en termes de r�eseau de Petri On a repr�esent�e �a gauche de la Figure

VI.2 le graphe d'�ev�enements temporis�es associ�e �a (a; b; c). La r�ealisation (a0; b0; c0) ci-dessus n'a

u

x1

4
5

y

x2

x1

u

x3

y

5

x2

54

Figure VI.2: Graphe d'�ev�enements et graphe d'�ev�enements minimal

pas de sens en termes de graphes d'�ev�enements temporis�es dans la mesure o�u les temporisations
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sont n�egatives. En consid�erant le changement de base a0 = Da0A�1; b0 = Db0; c0 = c0D�1 o�u

D = diag(25; 20), on a la r�ealisation �equivalente

a0 =

"
4 5

0 5

#
; b0 =

"
0

"

#
; c0 =

h
0 0

i
:

On obtient ainsi un syst�eme �a coe�cients positifs correspondant au r�eseau de Petri dessin�e �a droite

de la Figure VI.2. Trouver une r�ealisation minimale est �equivalent �a trouver un r�eseau de Petri

avec un nombre minimal de transitions internes, tel qu'on ait exactement un jeton sur chaque place

entre des transitions internes et aucun jeton entre les transitions internes et les entr�ees (resp. les

sorties).

1.2.8 Remarque On a des r�esultats duaux faisant intervenir le dio��de Rmin en consid�erant des

s�eries dans Rmin[[�]], ce qui revient �a minimiser le nombre de transitions internes du r�eseau de

Petri, avec la contrainte d'un retard d'une unit�e de temps entre ces transitions. Il parâ�t plus

di�cile de traiter des contraintes mixtes (un jeton ou un retard entre deux transitions internes) ce

qui se traduirait par un probl�eme de r�ealisation minimale pour des s�eries rationnelles �a coe�cients

bool�eiens en les variables commutatives 
 et �.

1.2.9 Contre exemple Nous montrons que la r�ealisation faible peut être arbitrairement \mau-

vaise". On consid�ere le syst�eme suivant:

a =

2
64 5 " 0

" 4 0

" " 3

3
75 ; b =

2
64 0

0

0

3
75 ; c =

h
0 4 6

i

On a la matrice de Hankel tronqu�ee:

h[0::5j0::5] =

2
66666664

6 9 12 16 20 25

9 12 16 20 25 30

12 16 20 25 30 35

16 20 25 30 35 40

20 25 30 35 40 45

25 30 35 40 45 50

3
77777775

On trouve en appliquant 0,x5.5 une base faible form�ee des colonnes d'indices 0,1,2,4. On a donc

une r�ealisation faible de dimension 4 sup�erieure �a la dimension initiale. Plus g�en�eralement, prenons

la nouvelle matrice �a coe�cients dans Rmax.

c =
h
0 r s

i
:

On obtient apr�es un calcul simple l'expression suivante de la s�erie de transfert du syst�eme (a; b; c):

h = (
�5)� � �r(
�4)� � �s(
�3)� :
La fonction dat h est la suivante (pour des valeurs enti�eres de N)

dat h(N) = max(5�N; r+4�N; s+2�N) = N5�rN4�sN3 = N3(N �r�ps)(N� (s
r
^ps)) ;

qui n'est autre que la max de trois fonctions a�nes. La premi�ere colonne de la matrice de Hankel

est donn�ee par Hn0 = dat h(n), et l'on a plus g�en�eralement Hni = dat h(n+ i). Supposons r2 > s,

on a alors deux coins distincts positifs pour la fonction a�ne par morceaux dat h

n1 = r > n2 =
s

r
:
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On suppose en outre s; r 2 N et s > r de sorte que s
r = s� r 2 N. On a donc:

Hni = (ni)3(ni� r)(ni� s

r
) : (1:2:d)

1.2.10 Lemme Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, et si 1 
 s
r
� r, les colonnes H�;0; : : : ;H�; s

r
sont

faiblement ind�ependantes dans le modulo��de des colonnes de H.

Il en r�esulte que la dimension de la r�ealisation faible de H est sup�erieure �a 1
 s
r
= s� r+1 et peut

donc être arbitrairement grande devant la dimension minimale de r�ealisation (major�ee par 3).

On peut voir sur la Figure VI.3 que les colonnes H�;i pour 0 � i � s � r sont faiblement

ind�ependantes, i.e. que l'on n'a pas une combinaison:

H�;i =
M
j2J

�jH�;j ; (1:2:e)

o�u J est une partie �nie de N ne contenant pas i. Le coe�cient �j est en e�et tel que la fonction

associ�ee �a �jH�;j soit en dessous de H�;i. Comme on passe du graphe de la colonne 0 au graphe de la

colonne i par une translation de i unit�es vers la gauche, il est g�eom�etriquement clair que la partie

du graphe de H�;i entre s
r et r ne sera pas atteinte par le max �a droite de (1.2.e). Cet argument

motive la preuve alg�ebrique suivante.

dates H�;i

HN0 = N5 � rN4 � sN3

H�;0

Ns
r

r

Figure VI.3: Transfert d'un syst�eme de rang faible �elev�e

Preuve de 1.2.10. Supposons une combinaison lin�eaire de type (1.2.e).

a/ Si j � i, alors �j � ( ij )
3. En e�et, on a en rempla�cant dans (1.2.d),

H0i = i3s � �jH0j = �jj
3s;

d'o�u a/.

b/ Si j � i, alors �j � ( i
j
)5. En e�et, on a pour n assez grand:

Hni = (ni)5 � �jHnj = �j(nj)
5;

d'o�u b/.
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c/ Choisissons k tel que s
r � ki � r. On a

L
j2J �jHkj � Hki.

Dans le cas o�u j < i, via a/, on a

�jHkj � (
i

j
)3Hkj = (

i

j
)3(kj)3(kj � r)(kj � s

r
)

= i3k3r(kj � s

r
) = r(ki)4

(kj � s
r
)

ki
� r(ki)4 = Hki :

Dans le cas o�u j > i, via b/, on a:

�jHkj � (
i

j
)5Hkj = (

i

j
)5(kj)3(kj � r)(kj � s

r
)

=
i5

j2
k3(kj � s

r
)kj = r(ki)4(

ki

r
� i

j
) � r(ki)4 = Hki :

Cela ach�eve la preuve de c/ et du Lemme. �

1.2.11 Remarque Dans le cas ci-dessus, s
r
= 6� 4 = 2. On a trouv�e les colonnes 0,1,2 faiblement

ind�ependantes ce qui est en accord avec le Lemme 1.2.10.

2 Crit�eres de minimalit�e

2.1 Crit�ere de rang mineur

2.1.1 Proposition Le rang mineur de la matrice de Hankel est au plus �egal �a la dimension de la

matrice A.

Preuve Cela r�esulte de H = OC, o�u O = [C;CA;CA2; : : :]T et C = [B;AB;A2B; : : :] sont les

matrices d'observabilit�e et de commandabilit�e usuelles. Soit un mineur extrait de H, detH[IjJ]. Il

r�esulte de la formule de Binet-Cauchy sym�etris�ee (cf. I,2.1.8) que

detH[IjJ] r
M
K

detO[IjK] det C[KjJ]

laquelle somme est nulle d�es que l'ordre du mineur est plus grand que n. �

Le corollaire suivant en r�esulte imm�ediatement.

2.1.2 Corollaire La dimension minimale de r�ealisation est sup�erieure ou �egale au rang mineur

de la matrice de Hankel.

2.1.3 Application au syst�eme �etudi�e en 1.2.2 On a

detH[12j56] = det

"
16 20

20 25

#
= 41 6r " ;

d'o�u il r�esulte que le rang mineur de la matrice de Hankel est au moins �egal �a 2, et donc que les

r�ealisations faibles de dimension 2 exhib�ees plus haut sont des r�ealisations minimales.

2.1.4 Remarque Le crit�ere 2.1.2 est valable dans un demi-anneau commutatif quelconque.
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2.2 Un contre exemple

2.2.1 Proposition On consid�ere la suite suivante

sk =

�
" si 9p 2 N; k = 3p

e sinon

La suite sk n'est pas r�ealisable, cependant, la matrice de Hankel H associ�ee est de rang mineur �ni.

Comme la suite sk n'est pas p�eriodique, elle n'est pas r�ealisable. Le fait que les d�eterminants extraits

de H d'ordre assez grand sont �egaux �a e� r�esulte des petits r�esultats combinatoires suivants.

2.2.2 Proposition Soit A 2 Bn�n . Si detA 6r ", alors A a au moins
n(n�1)

2 coe�cients nuls.

Preuve Pour une matrice 2 � 2, c'est imm�ediat. Quitte �a multiplier A par une matrice de per-

mutation, on peut supposer
N

iAii = e. Si le coe�cient Aij est non nul, le coe�cient Aji est

n�ecessairement nul (sinon, via le r�esultat en dimension 2, detA = detA[ijjij]e� : : := e�� : : : = e�).

Ainsi, la moiti�e seulement des coe�cients hors diagonaux peut être non nul. On observe que la borne

est atteinte pour les matrices triangulaires. �

Il est intuitivement assez clair que si sk a asymptotiquement peu de z�eros, les mineurs d'ordre

�elev�e de H auront beaucoup de e, et seront donc �equilibr�es. Pour montrer cela, �etant donn�ee la

structure de la matrice de Hankel, il n'est pas �etonnant de faire appel �a la notion suivante de

triangle.

2.2.3 D�e�nition La matrice A est dite sans triangle inf�erieur si on n'a pas

Aij = "; Alk = "; Amax(i;l);max(j;k) = " pour i 6= l et j 6= k.

Cette d�e�nition correspond au dessin de la Figure VI.4:

�
�
��
Aij = "

Alk = "

Amax(i;l);max(j;k) = "

Figure VI.4: Triangle inf�erieur

2.2.4 Lemme La matrice H est sans triangles inf�erieurs.

Preuve Si i+ j = 3p, l+k = 3q, on a max(i; l)+max(j; k) � 2� 3max(p;q). Si H admet un triangle

inf�erieur, on a max(i; l)+max(j; k) = 3r avec n�ecessairement r > max(p; q), d'o�u 3r � 2�3max(p;q):

contradiction. �

On montre maintenant qu'une grande matrice sans triangles inf�erieurs n'a pas trop de ", ce qui

d'apr�es 2.2.1, entrâ�ne la �nitude du rang mineur de H . Cela r�esulte de la proposition suivante.
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2.2.5 Proposition Soit C(n; p) le nombre maximal de z�eros d'une matrice de taille n � p sans

triangles inf�erieurs. On a:

C(n; p) = n+ p� 1 :

Preuve Tout d'abord, C(n; 1) = n, C(p; q) = C(q; p). Soit r le nombre de z�eros dans la derni�ere

colonne de A. On a l'�equation de type programmation dynamique suivante:

C(n; p) = max
1�r�n

[C(n� r + 1; p� 1) + r] : (2:2:a)

Supposons en e�et des z�eros sur la derni�ere colonne en position (i1; p); (i2; p); : : : ; (ir; p) avec i1 <

i2 < : : : < ir.

A =

2
66666664

1 : : : p� 1 p

i1 "

i2 + : : : + "

ir + : : : + "

3
77777775
:

Les coe�cients des p � 1 premi�eres colonnes sur les lignes i2; : : : ir sont n�ecessairement non-nuls

(coe�cients marqu�es d'un signe +). Moyennant le choix de r, on se ram�ene �a maximiser le nombre

de coe�cients non nuls sur la sous-matrice de taille (n�r+1)� (p�1), A(i2 : : : irjp) (soit A priv�ee

des lignes avec des + et de la derni�ere colonne), ce qui donne la r�ecurrence ci-dessus. On obtient

les premi�eres valeurs de C(n; p):

n; p 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5

2 2 3 4 5 : : :

3 3 4 5 : : :

4 4 : : :

d'o�u l'on induit imm�ediatement la formule 2.2.5. �

Ainsi, le nombre de z�eros d'un mineur d'ordre n extrait de H est au maximum C(n; n) = 2n�1.
Comme

n(n�1)
2 > 2n � 1 pour n � 5, on a par la proposition 2.2.2 que tous les mineurs de H de

taille sup�erieure �a 5 sont �equilibr�es. Cela ach�eve la preuve du contre exemple 2.2.1. �

2.3 Crit�ere classique

Un modulo��de M de RNmax sera dit stable si 

�1M �M . On a de mani�ere analogue au cas des s�eries

\posi-rationnelles" [37]:

2.3.1 Proposition La dimension minimale de r�ealisation d'une s�erie rationnelle est �egal �a la plus

petite dimension faible (cf. 0,5.5.3) d'un modulo��de stable contenant les colonnes de H.

Preuve Si H = OC, o�u les matrices O et C ont �et�e d�e�nies plus haut, on a 
�1O = OA, et donc
le modulo��de engendr�ee par les colonnes de O est stable. R�eciproquement, soit u1; : : : ; ur une base

faible de ce modulo��de. On obtient une r�ealisation de dimension r en adaptant la preuve de 1.2.1.

�
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La caract�erisation ci-dessus n'est pas e�ective, et la r�ealisation minimale d'une s�erie rationnelle

reste un probl�eme ouvert. La condition dans 2.3.1 est �equivalente �a trouver une factorisation H =

UV , avec U stable. On notera que le probl�eme plus g�en�eral que 2.3.1, qui consiste �a trouver le

rang de Schein de la matrice H, i.e. une factorisation UV sans la condition de stabilit�e est lui

même ouvert. Même dans le cas des matrices de Boole, il semble qu'il n'y ait pas d'algorithmes

polynômiaux connus pour trouver le rang de Schein [50].



Partie C

Outils et applications

177





Chapitre VII

Alg�ebre rationnelle des graphes

d'�ev�enements temporis�es

Introduction

On a vu au cours du Chapitre V que les graphes d'�ev�enements temporis�es se mod�elisent naturel-

lement par des op�erateurs lin�eaires stationnaires continus sur le modulo��de des compteurs, ou duale-

ment, sur le modulo��de des dateurs. D'ordinaire, les �equations stationnaires faisant intervenir des

op�erateurs lin�eaires du type d�erivation, di��erence �nie ou retard, se r�esolvent par un calcul sur

les transform�ees de Fourier, transform�ees en z,: : : , ce qui a pour e�et de ramener un probl�eme

d'int�egration d'�equations di��erentielles ou d'�equations r�ecurrentes �a un probl�eme d'alg�ebre sur

les fractions rationnelles. Ici, on ne peut raisonner sur les transform�ees de Fenchel, ou \fonctions

de transfert" introduites en V,x4. Il y a en e�et une \perte d'information" par transform�ee de

Fenchel (celle ci n'est pas injective). Il est cependant pertinent d'�etudier les op�erateurs continus

stationnaires d'un point de vue purement alg�ebrique. Le dio��de de ces op�erateurs est isomorphe

�a un dio��de de s�eries formelles convenablement quotient�e. Ce dio��de de s�eries rationnelles joue en

quelque sorte le même rôle que le corps des fractions rationnelles dans le calcul de Heaviside. Cette

approche est due �a Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23]. Notre contribution consiste �a avoir pr�ecis�e

(et impl�ement�e) l'alg�ebre e�ective de ces op�erateurs. Ce chapitre d�eveloppe les r�esultats publi�es

dans un papier ant�erieur en collaboration avec C. Klimann [42] et y ajoute la caract�erisation des

p�eriodes des s�eries rationnelles (c'est l'analogue pour les s�eries formelles de l'�etude des cyclicit�es des

matrices dans la th�eorie de Perron-Frobenius). Signalons la contribution de X. Xinhe, Y. Haibin,

L. Changyou et W. Liming [101], l�eg�erement post�erieure �a la notre [42]. Ces auteurs obtiennent

par des techniques de nature \g�eom�etrique" des r�esultats analogues sur les sommes et produits de

s�eries rationnelles (sans les questions de p�eriodicit�e).

Les algorithmes que nous avons obtenus ont �et�e impl�ement�es, et constituent le \package" MAX,

�ecrit en MAPLE, qui fait l'objet du Chapitre suivant. Les probl�emes algorithmiques les plus tech-

niques sont trait�es en d�etail dans l'Appendice B.

1 Un exemple de graphe d'�ev�enements temporis�e

On consid�ere le graphe d'�ev�enements temporis�e repr�esent�e sur la Figure VII.1. Nous renvoyons le

lecteur �a [23] pour les questions de mod�elisation des graphes d'�ev�enements, et rappelons seulement

179
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les faits suivants. Un graphe d'�ev�enements est un graphe biparti avec deux sortes de sommets: les

places (cercles) et les transitions (rectangles). Dans le graphe circulent des jetons (cercles noirs)

selon la r�egle illustr�ee sur la Figure VII.2: on dit qu'une transition est tirable s'il y a au moins

1 jeton dans chaque place amont. Lorsque la transition est tir�ee, on retire un jeton dans chaque

place amont et l'on rajoute un jeton dans chaque place aval. Ici, le graphe est temporis�e: les jetons

doivent s�ejourner au moins un temps donn�e dans une place avant de devenir disponible pour le

tir d'une transition aval. Les temps sont repr�esent�es par des bâtonnets sur la Figure VII.1. Par

exemple, un jeton doit s�ejourner au moins 3 unit�es de temps dans la place entre u1 et x1 avant de

permettre le tir de x1. On va donner deux points de vue sur ce syst�eme.

u2

y

u1

x3

x1 x2

= temps de s�ejour dans la place
(unit�e de temps)

=marquage initial
(jetons)

Figure VII.1: Un graphe d'�ev�enements temporis�e

Figure VII.2: Tir d'une transition

1.1 Repr�esentation par des syst�emes lin�eaires r�ecurrents

En associant �a chaque transition xi (ui; y: : :) le compteur xit (nombre de tirs de la transition i

jusqu'�a l'instant t), on peut �ecrire le syst�eme d'�equations (min;+)-lin�eaires suivant:

8><
>:
x1t = min(1 + x2t ; u

1
t�3)

x2t = min(x1t�1; 1 + u2t�1)

x3t = min(x1t ; x
2
t�1; 1 + x3t�2)

yt = min(1 + x2t ; x
3
t�3) ; (1:1:a)
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Avec les notations du dio��de Rmin, on peut �ecrire:

8><
>:
x1t = 1x2t � u1t�3
x2t = x1t�1 � 1u2t�1
x3t = x1t � x2t�1 � 1x3t�2

yt = 1x2t � x3t�3 ; (1:1:b)

Matriciellement, il s'agit d'un syst�eme r�ecurrent avec une partie implicite, soit xt = A0xt�A1xt�1�
A2xt�2 �B1ut�1 � B3ut�3. La solution au plus tôt est donn�e par

xt = A�0(A1xt�1 � A2xt�2 � B1ut�1 �B3ut�3) : (1:1:c)

Le calcul de (1.1.c) revient �a �eliminer la partie implicite dans (1.1.b) (par exemple, on substitue

x2t = x1t�1 � 1u2t�1 dans la premi�ere �equation). On obtient alors:

8><
>:
x1t = 1x1t�1 � 2u2t�1 � u1t�3
x2t = x1t�1 � 1u2t�1
x3t = 1x1t�1 � 2u2t�1 � u1t�3 � x2t�1 � 1x3t�2

yt = 1x2t � x3t�3 :

En prenant les vecteurs xt = [x1t ; x
2
t ; x

3
t ; x

3
t�1; x

3
t�2; x

3
t�3]

T et ut = [u1t�3; u
2
t�1], on se ram�ene �a la

forme standard

xt = Axt�1 � But; yt = Cxt (1:1:d)

avec

A =

2
66666664

1 " " " " "

e " " " " "

1 e " 1 " "

" " e " " "

" " " e " "

" " " " e "

3
77777775
; B =

2
66666664

e 2

" 1

e 2

" "

" "

" "

3
77777775
; C =

h
" 1 " " " e

i
: (1:1:e)

Plus g�en�eralement, l'�etude des graphes d'�ev�enements temporis�es se ram�ene �a celle des syst�emes

lin�eaires r�ecurrents (1.1.d). Un cas particulier int�eressant est celui d'une entr�ee non contraignante

(u = "). On obtient alors xt = Atx0, de sorte que l'�etude du comportement du graphe en r�egime

autonome se ram�ene au l'�etude des puissances de A. Lorsque A est irr�eductible, on a le r�esultat de

cyclicit�e suivant, du �a Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17]:

9N 2 N; 9c 2 N n f0g 8n � N; An+c = �(A)cAn ; (1:1:f)

o�u �(A) d�enote la moyenne arithm�etique minimale (pour l'ordre naturel) des circuits de la matrice

A (cf. Chapitre IV). Autrement dit, le syst�eme atteint un r�egime p�eriodique en un temps �ni, au

bout duquel on a

xt+c = �(A)cxt = c� �(A) + xt ; (1:1:g)

i.e. c � �(A) �ev�enements arrivent toutes les c unit�es de temps. Au vu de (1.1.g), le rayon spectral

�(A) s'interpr�ete comme le taux de production du syst�eme. En l'occurrence, �(A) est �egal au poids

moyen du circuit a34a43, soit

�(A) =
A34 + A43

2
=

1

2
:



182 Chapitre VII. Alg�ebre rationnelle des graphes d'�ev�enements temporis�es

1.2 Approche op�eratorielle

On introduit deux op�erateurs de d�ecalage 
 et � sur les compteurs, soient:

(
x)(t) = x(t) + 1

(�x)(t) = x(t� 1) :

On rappelle (cf. V,x2.1) que 
 et � v�eri�ent les r�egles de simpli�cation suivantes:

8c; c0; d; d0 2Z; (i) 
c � 
c0 = 
min(c;c0)

(ii) �d � �d0 = �max(d;d0) :
(1:2:a)

Le syst�eme (1.1.b) se r�e�ecrit comme suit �a l'aide de ces op�erateurs:

x = ax� bu; y = cx; o�u a =

2
64 " 
 "

� " "

e � 
�2

3
75 ; b =

2
64 �3 "

" 
�

" "

3
75 ; c = h

" 
 �3
i
: (1:2:b)

Il s'agit l�a d'un syst�eme matriciel implicite en les op�erateurs 
 et �, que l'on r�esout formellement

par y = ca�bu. L'op�erateur h = ca�b m�erite le nom de transfert. En l'occurrence, on calcule

y = hu = h1u1 � h1u2 = �8(
�2)�u1 � 
�5(
�2)�u2 : (1:2:c)

Le coe�cient h1 repr�esente le transfert de la premi�ere entr�ee �a la sortie. On constate que les coef-

�cients de h sont des s�eries rationnelles en 
 et � s'exprimant �a l'aide d'une seule �etoile. On verra plus

loin que l'�etoile (
�2)� commune �a h1 et h2 repr�esente la cyclicit�e du syst�eme en r�egime autonome:

ultimement, les transitions xi et y seront tir�ees une fois (exposant de 
) toute les deux (exposant de

�) unit�es de temps. En particulier, le taux de production s'obtient en divisant l'exposant de 
 par

celui de � dans (
�2)�, soit 1
2 , en conformit�e avec x1.1. On voit sur cet exemple le gain (en compacit�e

des notations) de la repr�esentation par transfert (1.2.c) par rapport �a la repr�esentation r�ecurrente.

D'autres probl�emes se posent par ailleurs en termes de transfert. Par exemple, on voit facilement

que le graphe d'�ev�enements de la Figure VII.3 a même s�erie de transfert. La caract�erisation des

graphes d'�ev�enements \minimaux" est un probl�eme (ouvert) de r�ealisation minimale qui soul�eve

les mêmes di�cult�es qu'en VI,1.2.8. Ce Chapitre �etudie l'alg�ebre des op�erateurs 
 et �, et montre

u1 u2

x

y

Figure VII.3: Graphe d'�ev�enements simpli��e

en particulier comment calculer les s�eries de transfert de type (1.2.c)
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2 Etude de l'alg�ebre des op�erateurs 
 et �

2.1 Le dio��deMin
ax[[
; �]]

Les op�erateurs qui interviennent dans les graphes d'�ev�enements temporis�es s'exprimeront comme

somme d'op�erateurs �el�ementaires 
n�t (on rappelle que 
 et � commutent). Il est donc commode

s'introduire le dio��de B [[
; �]] des s�eries formelles commutatives �a coe�cients bool�eiens en deux

ind�etermin�ees 
 et � et �a exposants dans Z (contrairement �a 0,1.0.8, o�u les exposants �etaient

positifs ou nuls). 
 et � d�esignent donc dans l'�ecriture B [[
; �]] deux ind�etermin�ees, et non plus les

op�erateurs de d�ecalage. Une s�erie formelle de B [[
; �]] s'�ecrira de mani�ere unique

s =
M
n;t2Z

s(n; t)
n�t; (2:1:a)

avec s(n; t) = e ou ". On note que B [[
; �]] est un dio��de complet. Le support d'une s�erie s est la

partie de Z2 suivante:

supps := f(n; t) 2Z2 j s(n; t) 6= "g :
On a l'�ecriture creuse

s =
M

(n;t)2supps


n�t;

et l'on notera parfois s =
L

i2I 

ni�ti . On traduit ensuite les r�egles de simpli�cation (1.2.a). On

noteraMin
ax[[
; �]] le \quotient"

1 de B [[
; �]] par les r�egles (1.2.a). On peut caract�eriser simplement

le dio��deMin
ax[[
; �]]. Introduisons l'application ' suivante (ce qui sera justi��e de mani�ere heuristique

dans un instant):

' : B [[
; �]]! B [[
; �]]; '(s) = s
�(��1)� (2:1:b)

Le r�esultat central est que deux s�eries bool�eiennes s et s0 donnent la même classe d'�equivalence

dansMin
ax[[
; �]] ssi on a '(s) = '(s0).

2.1.1 Th�eor�eme On a les �egalit�es et isomorphismes de dio��des:

Min
ax[[
; �]] = B [[
; �]]=' ' Lstat(Croiss(Z;Zmin)) ' Lstat(Croiss(Z;Zmax)) :

2.1.2 Argument heuristique On constate que la r�egle (1.2.a),(i) entrâ�ne

e = e� 
 � 
2� : : := 
� :

De même (1.2.a),(ii) entrâ�ne

e = e� ��1 � ��2 � : : := (��1)� :

On a donc e = 
� = (��1)� = 
�(��1)�, et donc g�en�eralement pour tout op�erateur s, l'identit�e

s
�(��1)� = s. Cela sugg�ere d'introduire l'application ' d�e�nie plus haut. Il r�esulte alors de

(
�(��1)�)2 = 
�(��1)� (cf. 0,4.1.6,(v)) que

'(s) = '(s
�(��1)�)

i.e. que s et s
�(��1)� repr�esentent bien le même �el�ement dans le dio��de B [[
; �]] quotient�e par '.

1De mani�ere pr�ecise, le quotient par la plus �ne des congruences R v�eri�ant la r�egle (1.2.a). C'est l'analogue d'une

pr�esentation pour un groupe [65].
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2.2 Preuve du th�eor�eme 2.1.1

2.2.1 Lemme La relation R' est une congruence v�eri�ant (1.2.a).

Preuve Le fait que R' est compatible avec la structure de dio��de complet de B [[
; �]] r�esulte de
ce que '(

L
i2I ai) =

L
i2I '(ai) et '(ab) = '(a)b = a'(b). Le fait que

'(
c � 
c0) = '(
min(c;c0)); '(�d � �d0) = '(�max(d;d0))

r�esulte d'un calcul imm�ediat. �

2.2.2 Lemme Toute congruence R0 v�eri�ant (1.2.a) est plus grossi�ere que R'.

Preuve Il r�esulte de l'argument heuristique ci-dessus que toute s�erie x est �egale �a x
�(��1)� = '(x)

modulo R0. On a donc

'(x) = '(y)) xR0'(x) = '(y)R0y
i.e. xR'y ) xR0y. �

L'�egalit�e des deux premiers dio��des dans le Th�eor�eme 2.1.1 r�esulte imm�ediatement des deux

lemmes ci-dessus. �

2.2.3 Proposition (Isomorphisme s�eries-compteurs) On a l'isomorphisme suivant:

serc :

(
Croiss(Z;Zmin) �! Min

ax[[
; �]]

k 7�! serck =
L

t2Z

k(t)�t

(avec la convention 
�1 = (
�1)� et 
+1 = "). L'isomorphisme compt inverse de serc est d�e�ni

par

compt := ser
"
c; [ser

"
c(s)](t) = inffn 2Zj 
n�t � sg : (2:2:a)

Preuve de la proposition 2.2.3.

(i): Il est imm�ediat que serc est r�esiduable, de r�esidu�ee compt donn�ee par (2.2.a).

(ii): serc est inversible �a droite. Soit en e�et

s =
M
i2I


ni�ti :

On a pour tout i 2 I , (ser
"
c(s))(ti) � ni, d'o�u (serc�ser

"
c(s)) � 
ni�ti et en sommant sur les

i serc�ser
"
c(s) � s, i.e. serc�ser

"
c � Id. L'autre in�egalit�e r�esultant de la d�e�nition même d'une

application r�esidu�ee (cf. 0,5.1.1), on a que ser
"
c est un inverse �a droite de serc.

(iii) serc est injective (i.e. inversible �a gauche). Cela r�esulte du lemme suivant:

2.2.4 Lemme serck � serck
0 entrâ�ne k � k0
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Preuve de 2.2.4. Si M
t2Z


k(t)�t �
M
t02Z


k
0(t0)�t

0

on a pour tout t


k(t)�t �
M
t02Z


k
0(t0)�t

0

i.e.

9t0 2Z; 
k(t)�t � 
k0(t0)�t0

ce qui entrâ�ne t0 � t et k(t) � k0(t0). Comme k0 est d�ecroissante pour l'ordre �, on a k0(t) �
k0(t0) � k(t), d'o�u k � k0 ce qui est bien 2.2.4.

(iii) il est imm�ediat que serc transforme le min point par point en somme de s�eries et l'inf-convolution

en produit. �

De mani�ere analogue:

2.2.5 Proposition (Isomorphisme s�eries-dateurs) On a l'isomorphisme

serd :

(
(Croiss(Z;Zmax);max; �) �! Min

ax[[
; �]]

k 7�! serdk =
L

n2Z

n�k(n):

avec la convention �+1 := �� et ��1 := ". L'isomorphisme dat inverse de serd est d�e�ni par

dat = ser
"
d
; dat s(n) = supft 2Zj 
n�t � sg : (2:2:b)

Le th�eor�eme r�esulte de 2.2.3 et du fait que le dio��de des syst�emes lin�eaires stationnaires sur

Croiss(Z;Zmin) est isomorphe �a (Croiss(Z;Zmin);�; �) (cf. V,3.2.6). �

L'application compt s (resp. dat s) d�e�nie ci dessus sera quali��ee de \fonction compteur associ�ee

�a s" (resp. \fonction dateur associ�ee �a s").

2.2.6 Lemme L'application ' : s 7! '(s) = s
�(��1)�. est un isomorphisme continu deMin
ax[[
; �]]

sur '(B [[
; �]]).

Preuve le seul point non trivial est '(ab) = '(a)'(b). Posons z = (
 � ��1). Par 0,4.1.6,(iv), on
a z�z� = z�, d'o�u '(a)'(b) = az�bz� = abz� = '(ab). �

Ce r�esultat autorise une repr�esentation g�eom�etrique simple de Min
ax[[
; �]]. L'application s 7!

supp'(s) permet em e�et de repr�esenter une s�erie formelle de Min
ax[[
; �]] par une partie de Z2.

Par exemple, on repr�esente la classe d'�equivalence de 
2�2 par le cône de Z2 de type \sud-est"

f(2 + n0; 2� t0); (n0; t0) 2 N2g. Plus g�en�eralement, on associe au monôme 
n�t l'ensemble

supp'(
n�t) = [n;+1[�]�1; t] = (n; t) +N� (�N) ; (2:2:c)

et l'on repr�esente une somme de tels monômes par l'union des cônes de type (2.2.c) associ�es. La

Figure VII.4 repr�esente le polynôme p = e � 
2 � 
2�2 � 
3�3. On observe que le monôme 
2

(repr�esent�e par le cône issu du carr�e noir) est innessentiel (i.e. peut être retir�e du repr�esentant sans

en changer la classe d'�equivalence modulo '), car dans l'\ombre" de 
2�2.

Nous donnons maintenant deux formules utiles exprimant compt s et dat s en fonction d'un

repr�esentant quelconque de s.
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t (temps)

e n (quantit�es)


3�3


2�2


2

Figure VII.4: Repr�esentation graphique du polynôme p = e� 
2�2 � 
2 � 
3�3

2.2.7 Proposition Soit s =
L

i2I 

ni�ti. Les fonctions compteur et dateur associ�ees �a s sont

donn�ees par

compt s(t) = inf
ti�t

ni; dat s(n) = sup
ni�n

ti :

Preuve Les propositions suivantes sont �equivalentes:


n�t � s dansMin
ax[[
; �]]

'(
n�t) � '(s) dans B [[
; �]]

n�t � '(s) (car ' � Id et '2 = ')

f(n; t)g � supp'(s) (par 2.2.6)

f(n; t)g � [isupp'(
ni�ti)
f(n; t)g � [i[ni;+1[�]�1; ti] (cf (2.2.c))

9i 2 I; n � ni et t � ti
Compte tenu de la derni�ere condition, l'expression de compt s donn�ee en (2.2.a) se r�e�ecrit:

compt s(t) = inffn 2Zj 9i 2 I; n � ni et t � tig = inffni j ti � tg :
Preuve analogue pour dat s. �

Signalons en�n que l'on passe de dat s �a compt s par une formule de type r�esiduation (cf. Caspi

et Halbwachs [15]). On a

dat s(n) = supft 2Zj compt s(t) � ng : (2:2:d)

Soit en e�et s =
L

l2Z

k(l)�l o�u k = compt s. On a

dat s(n) = h(n) = supft 2Zj 
n�t �Ll2Z

k(l)�lg

= supft 2Zj 9� � t; n � k(�)g
= supft 2Zj n � k(t)g car k est croissante.

�

2.3 Calcul dans le dio��de Min
ax[
; �]

2.3.1 Test d'in�egalit�e Le test d'in�egalit�e (et donc d'�egalit�e) de deux s�eries est simple. Comme

on a M
i2I

ai � p, 8i 2 I; ai � p (2:3:a)
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il su�t de savoir v�eri�er si un monôme est inf�erieur �a une s�erie s. On a 
n�t � s =
L

i2I 

ni�ti

dans le dio��de Min
ax[[
; �]] ssi on a dans B [[
; �]]


n�t � '(s) = s
�(��1)�

soit en d�eveloppant les �etoiles:

9i 2 I; 9(n; t) 2 N2 
n�t � 
ni+n�ti�t

soit pour conclure


n�t �
M
i2I


ni�ti , 9i 2 I; n � ni et t � ti : (2:3:b)

Graphiquement, (n; t) appartient �a l'un des \cônes sud-est" (ni; ti) + N� (�N), cf. Figure VII.4.

2.3.2 Repr�esentant minimal des polynômes

Il est \clair" sur le dessin VII.4 que le repr�esentant minimal2 du polynôme repr�esent�e par une

partie de Z2 modulo ' est donn�e par \l'ensemble des points extr�emaux en haut �a gauche" de cette

partie, en l'occurrence p0 = e� 
2�2 � 
3�3. De mani�ere pr�ecise, on dira que le monôme 
ni�ti est

redondant dans la somme p =
L

j2J 

nj�tj si p =

L
j2Jnfig 


nj�tj , ou d'apr�es (2.3.b):


ni�tj redondant , 9j 2 J; ni � nj et ti � tj :

Il est clair qu'en enlevant �eventuellement des monômes redondants, on obtient un repr�esentant

minimal. L'unicit�e r�esulte de ce que les monômes 
nk�tk du repr�esentant minimal sont \ext�emaux

en haut �a gauche", i.e. v�eri�ent:


�1
nk�tk 6� p et �
nk�tk 6� p :

Nous laissons le lecteur pr�eciser ce dernier point. On pourra aussi se reporter �a l'annexe B o�u

un r�esultat de repr�esentant minimal est donn�e pour une classe g�en�erale dio��des quotient�es par de

\bonnes congruences", dontMin
ax[[
; �]] est un cas particulier.

En r�esum�e, on peut �enoncer:

2.3.3 Proposition (Forme canonique) Un polynôme a 2 Min
ax[
; �] s'�ecrit de mani�ere unique

sous la forme:

a = 
n1�t1 � 
n2�t2 � : : :� 
nk�tk : (2:3:c)

o�u n1 < n2 < : : : < nk et t1 < t2 < : : : < tk. Le terme �a droite de (2.3.c) est le repr�esentant

minimal de a.

Pour le polynôme de la Figure VII.4, la forme canonique de p est p = e�
2�2�
3�3. Nous renvoyons
le lecteur �a l'annexe B o�u les questions d'algorithmique des repr�esentants minimaux (r�eduction de

la somme, du produit,: : : ) sont pr�ecis�ement trait�ees.

2i.e. la plus petite s�erie bool�eienne dans la classe d'�equivalence
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3 S�eries rationnelles

3.1 G�en�eralit�es

On rappelle que la clôture rationnelle d'un sous ensemble E d'un dio��de est d�e�nie comme le plus

petit dio��de rationnellement clos (i.e. stable par l'op�eration �etoile) contenant E . On le note E�. On
le caract�erise comme l'ensemble form�e sommes, produits et �etoiles d'un nombre �ni d'�el�ements de

E , ainsi que de " et e. On a (E�)� = E�.

3.1.1 D�e�nition (S�eries rationnelles de Min
ax[[
; �]]) On appelle s�eries rationnelles les s�eries

deMin
ax[[
; �]] appartenant �a la clôture rationnelle de l'ensemble f
; �g.

Le dio��de des s�eries rationnelles co��ncide �evidemment avec la clôture rationnelle du dio��de des

polynômes causaux. Les s�eries qui interviendront dans le calcul des transferts de graphes d'�ev�ene-

ments temporis�es seront donc rationnelles.

3.2 Repr�esentation des rationnels

On a montr�e en 2.2.6 que le dio��deMin
ax[[
; �]] se repr�esentait comme l'ensemble des parties deZ2 de

la forme X + C, o�u C est le cône \sud-est" (1; 0)N+ (0;�1)N. L'�etude des rationnels deMin
ax[[
; �]]

apparâ�t donc comme une sp�ecialisation de la th�eorie des parties rationnelles de Z2 (l'ensemble

des rationnels de Z2 est obtenu par clôture rationnelle de l'ensemble des singletons dans le dio��de

(P(Z2);[;+)). On peut donc appliquer certains r�esultats classiques [32]. Rappelons qu'une partie

lin�eaire de Zk est un ensemble de la forme:

a + V �

o�u a est un point et V une partie �nie de Zk. Une union �nie de parties lin�eaires, [i(ai + V �i ),

est dite semi-lin�eaire. Par application imm�ediate des propri�et�es 0,4.1.6, on obtient des formules

donnant les sommes, produits, �etoiles d'expressions de type (3.2.a), ce qui au passage prouve que

l'ensemble des parties semi-lin�eaires co��ncide avec l'ensemble des rationnels. En revenant au dio��de

Min
ax[[
; �]], on obtient imm�ediatement qu'une s�erie s est rationnelle ssi elle s'�ecrit sous la forme:

s =
M
i

aiV
�
i ; (3:2:a)

o�u les ai (resp. Vi) sont des monômes (resp. polynômes) causaux.

Cette repr�esentation est cependant insu�sante pour notre propos. Un rationnel s admet en

e�et des repr�esentations di��erentes, et la d�etermination de l'�egalit�e de deux de ces repr�esentations

requiert en g�en�eral la r�esolution d'�equations lin�eaires diophantiennes dont le nombre d'inconnues

est de l'ordre du nombre maximal de monômes des Vi: par exemple, d�ecider si le point b 2 Zk
appartient �a aiV

�
i avec Vi = fu1; : : : ; urg revient �a trouver x 2 Nr tel que b = ai +

Pk
l=1 xlul. De

même, le calcul de l'inf de telles expressions, de leurs di��erences et quotients r�esidu�es, ainsi que la

d�etermination du dateur ou du compteur (et donc du sens physique) associ�e �a la s�erie s donn�ee par

(3.2.a) n'est pas clair.

Il est cependant un cas o�u l'on a une repr�esentation plus simple que (3.2.a). Nous allons con-

sid�erer d'abord les parties rationnelles de N, et nous donnerons un r�esultat de p�eriodicit�e pour les

parties rationnelles de N (que nous n'avons pas trouv�e sous cette forme dans la litt�erature, mais qui

est cons�equence imm�ediate de r�esultats classiques). Nous montrerons ensuite comment ce r�esultat

s'�etend naturellement au dio��deMin
ax[[
; �]].
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3.3 Analogie avec les parties rationnelles de N

3.3.1 D�e�nition La partie X � N est dite ultimement p�eriodique (ou plus simplement p�eriodique)

s'il existe un entier n, deux parties �nies P et Q telles que (i) le plus petit �el�ement de Q majore

strictement P , (ii) Q soit de diam�etre au plus n� 1, et

X = P [ (Q+ fng�) = P [ Q [ (Q+ n) [ (Q+ 2n) [ (Q+ 3n) : : : : (3:3:a)

Les conditions (i) et (ii) ne sont l�a que pour que cette union soit disjointe et puisse s'interpr�eter

g�eom�etriquement: nous laissons au lecteur le soin de v�eri�er que l'on d�e�nit le même ensemble de

parties en supprimant les conditions (i) et (ii). L'interpr�etation de (3.3.a) est claire: soit K = minQ,

la partie tronqu�ee X \ [K;+1[ est form�ee de l'ensemble de points Q r�ep�et�e avec les translations

successives n; 2n; 3n; : : : L'entier n m�erite le nom de p�eriode.

3.3.2 Exemple La partie X = f0; 4; 5; 8; 9; 12; 13; 16; 17; : : :g est p�eriodique de p�eriode n = 4.

Prendre P = f0g et Q = f4; 5g.

On a alors le r�esultat �el�ementaire suivant:

3.3.3 Th�eor�eme Une partie de N est rationnelle ssi elle est p�eriodique.

Esquisse de preuve Soit P l'ensemble des parties p�eriodiques, et S l'ensemble des singletons.

L'ensemble des parties rationnelles est �egal �a S�. Comme trivialement (o): S � P � S�, il su�t

pour montrer 3.3.3 de v�eri�er que l'ensemble des s�eries p�eriodiques est rationnellement clos: on

aura alors en prenant l'�etoile de (o): S� � P� = P � (S�)� = S�. Plutôt que de donner une preuve
pr�ecise de ce fait (le lecteur pourra se reporter aux deux sections suivantes o�u l'on g�en�eralise ce

r�esultat), nous pr�ef�erons ici expliquer pourquoi l'union et la somme vectorielle de certaines parties

p�eriodiques simples sont p�eriodiques.

3.3.4 Lemme Soient a; b 2 N. Ecrivons ppcm(a; b) = ka = k0b. On a

fag� [ fbg� = f0; a; 2a; : : : ; (k� 1)a; b; 2b; : : : ; (k0� 1)bg+ fppcm(a; b)g� :

Preuve trivial. �

3.3.5 Lemme Il existe K 2 N et P major�ee par K � 1 telle que

fag� + fbg� = P [ (K + fpgcd(a; b)g�) :

Ce lemme est �equivalent au fait �el�ementaire suivant sur les �equations lin�eaires diophantiennes, qui

r�esulte imm�ediatement du th�eor�eme de Bezout.

3.3.6 Lemme Soient a et b deux entiers positifs. Il existe un entier K tel que pour tout c � K et

multiple de pgcd(a; b), l'�equation

ax+ by = c (3:3:b)

admette une solution (x; y) 2 N2.

Il r�esulte de 3.3.3 qu'une partie p�eriodique de N s'�ecrit �a l'aide de l'�etoile d'un seul singleton. De

mani�ere analogue, nous d�e�nissons les s�eries p�eriodiques dansMin
ax[[
; �]].
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3.3.7 D�e�nition (S�erie p�eriodique) La s�erie s 2 Min
ax[[
; �]] est p�eriodique ssi il existe deux

polynômes causaux p et q ainsi qu'un monôme causal r, tels que:

s = p� qr� :

Le r�esultat principal sur les s�eries rationnelles deMin
ax[[
; �]] est le suivant.

3.3.8 Th�eor�eme (Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23]) DansMin
ax[[
; �]], une s�erie est rationnelle

ssi elle est p�eriodique.

De mani�ere analogue �a 3.3.3, il su�t de v�eri�er que l'ensemble des s�eries p�eriodiques est rationnelle-

ment clos. Nous renvoyons �a [23] pour la preuve originale de ce r�esultat. Nous donnons ici une preuve

analogue, mais plus pr�ecise quant �a la caract�erisation des p�eriodicit�es. Nous donnerons d'abord les

r�egles de calculs sur certaines s�eries rationnelles simples, faisant en particulier le lien avec certaines

�equations diophantiennes lin�eaires. Nous renvoyons par ailleurs �a l'annexe B o�u l'on donne quelques

ra�nements de ces algorithmes, ceux-l�a mêmes que nous avons impl�ement�e en MAPLE.

4 R�egles de calcul sur les �el�ements simples

4.0.1 D�e�nition (El�ement simple) Nous appellerons �el�ement simple une s�erie de la forme mr�

o�u m et r sont des monômes causaux.

L'�el�ement simple g�en�eral s'�ecrira donc:

s = 
n�t (
��� )� ;

o�u n; t; �; � 2 N. Si � = 0, on a r� = (
�)� = e,mr� = 
n�t et l'�el�ement simple mr� sera dit d�eg�en�er�e

de type monomial. Si � = 0 et � > 0, on a mr� = 
n�� et l'�el�ement simple sera dit d�eg�en�er�e de type

in�ni.

4.1 Somme de deux �el�ements simples

4.1.1 D�e�nition (Pente) On appelle pente du monôme m = 
n�t 2 Min
ax[[
; �]] ou du point

(n; t) 2 N2, not�ee �(m) ou �(n; t) le quotient n
t (conventionnellement �egal �a +1 si t = 0).

On d�e�nit la loi suivante sur N2:

(�; �)t(�0; � 0) =
8<
:
(�; �) si �(�; �) < �(�0; � 0)

(�0; � 0) si �(�; �) > �(�0; � 0)

(ppcm(�; �0); ppcm(�; � 0)) si �(�; �) = �(�0; � 0)

La loi t (lire \sup") est clairement associative, commutative, et idempotente. Comme (n; t) 7! 
n�t

est une bijection de N2 sur l'ensemble des monômes causaux, on s'autorisera la notation suivante:


���t
�0�� 0 = 
N�T o�u (N; T ) = (�; �)t(�0; � 0) : (4:1:a)

D'abord, une remarque �el�ementaire:

4.1.2 Propri�et�e On a �((�; �)t(�0; � 0)) = min(�(�; �); �(�0; � 0)).
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Preuve C'est �evident si les pentes sont distinctes. Dans le cas o�u �(�; �) = �(� 0; � 0), c'est une pro-

pri�et�e d'homog�en�eit�e du ppcm. On a en e�et en posant ppcm(�; �0) = k� = k0�0 et � = (�(�; �))�1:

k� = �k� = �k0�0 = k0� 0. Comme k et k0 sont premiers entre eux, on a k� = ppcm(�; � 0) =

�ppcm(�; �0), d'o�u

�(ppcm(�; �0); ppcm(�; � 0)) = ��1 = �(�; �) = �(�0; � 0) : (4:1:b)

�

4.1.3 Th�eor�eme Soient mr� et m0r0
�
deux �el�ements simples. On a:

mr� �m0r0
�
= p� q(r t r0)� ; (4:1:c)

o�u p et q sont des polynômes causaux.

Preuve de 4.1.3. Nous laissons au lecteur les cas d�eg�en�er�es � = 0 ou � = 0, qui sont triviaux.

1/ Cas �(r) = �(r0). Soient k et k0 tels que ppcm(�; �0) = k� = k0�0. D'apr�es (4.1.b), on a �egalement

ppcm(�; � 0) = k� = k0� 0, de sorte que:

r� = (e� r � : : :� rk�1)(rtr0)� :
En �ecrivant une identit�e analogue pour r0

�
, on obtient ainsi,

mr� �m0r0
�
= [m(e� r � : : :� rk�1)�m0(e� r0 � : : :� r0k�1)](rtr0)� :

ce qui est de la forme (4.1.c).

2/ Cas �(r) < �(r0).

4.1.4 Lemme (de domination) Supposons �(�; �) < �(� 0; � 0), et n; n0; t; t0 2 N . Il existe alors

K 2 N tel que


n
0

�t
0


K�0�K� 0(
�
0

��
0

)� � 
n�t(
���)� : (4:1:d)

Preuve du Lemme 4.1.4. On a en d�eveloppant 
n
0

�t
0


K�0�K� 0(
�
0

��
0

)� =
L

x�K 

n0+x�0�t

0+x� 0 , et

de même 
n�t(
��� )� =
L

y�0 

n+y��t+y� . Compte tenu de (2.3.a) et (2.3.b), (4.1.d) est �equivalente

�a l'assertion suivante:

8x � K; 9y 2 N
(
n0 + x�0 � n+ �y

t0 + x� 0 � t+ �y
(4:1:e)

Notons [y] la partie enti�ere de y. Comme y � [y] � y � 1, la condition suivante entrâ�ne (4.1.e).

8x � K; 9y 2 R+

(
n0 + x�0 � n + �y

t0 + x� 0 � t + �(y � 1)
(4:1:f)

En �eliminant y entre ces deux in�egalit�es, on trouve la condition de compatibilit�e de (4.1.f):

�(n0 � n) + x(��0 � �� 0) � �(t0 � t + �) : (4:1:g)

Comme �(�; �) < �(�0; � 0), on a (��0 � �� 0) > 0, et il est clair que (4.1.g) sera v�eri��e pour x assez

grand. On pourra prendre x � K avec

K = max([
�(t0 � t + �) + �(n� n0)

(��0 � �� 0) ]; 0) :

Cela ach�eve la preuve du Lemme 4.1.4. �
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4.1.5 Remarque On peut voir le calcul de la plus petite valeur de K v�eri�ant (4.1.d) comme

une g�en�eralisation pour une sous-classe d'�equations lin�eaires diophantiennes �a deux inconnues de

la notion de conducteur. Cela m�erite une �etude compl�ete, que nous n'entreprendrons pas ici.

Nous revenons �a la preuve de 4.1.3. Comme, si �(r) < �(r0), on a r t r0 = r, on obtient par

application imm�ediate du Lemme de domination:

mr� �m0r0
�
= m0(e� r0 � : : :� r0K�1)�m(r t r0)� ;

qui est bien de la forme (4.1.c). Le Th�eor�eme 4.1.3 est prouv�e. �

4.1.6 Exemple On a

(
�)�� �2(
2�)� = �2 � 
2�3 � (
3�3)� :

(
2�2)� � 
�(
3�3)� = (e� 
2�2 � 
4�4 � 
�)(
6�6)� :

4.2 Produit de deux �el�ements simples

On introduit une seconde op�eration sur N2, u (lire \inf") d�e�nie comme suit:

(�; �)u(�0; � 0) =
8<
:
(�; �) si �(�; �) < �(�0; � 0)

(�0; � 0) si �(�; �) > �(�0; � 0)

(pgcd(�; �0); pgcd(�; � 0)) si �(�; �) = �(�0; � 0)

L'op�eration u est associative et idempotente. On observe que N2 �equip�e de t et de u n'est pas un

treillis (par exemple, la propri�et�e d'absorption r t (rur0) = r est en d�efaut, prendre r = (1; 1) et

r0 = (1; 2)). Cependant, on a la propri�et�e plus faible:

(r t r0) t (rur0) = (r t r0) : (4:2:a)

Comme pour t, on s'autorisera la notation 
���u
�0�� 0 avec un sens �evident.

4.2.1 Th�eor�eme Soient mr� et m0r0
�
deux �el�ements simples. On a:

mr� 
m0r0
�
= p� q(rur0)� ; (4:2:b)

o�u p et q sont des polynômes causaux.

Preuve de 4.2.1. Ici encore, nous ne traitons pas les cas triviaux � = 0 ou � = 0. Quitte �a multiplier

p et q par mm0, on pourra supposer m = m0 = e.

1/ Cas �(s) < �(s0). Soit K comme dans le Lemme 4.1.4 tel que:

r0
K
(r0)� � r� : (4:2:c)

En multipliant cette identit�e par r�, on obtient r0
K
(r0)�r� � r�r� = r�. Ainsi:

r�r0
�
= r�(e� r0 � : : :� r0K�1)� r�r0K(r0)� = r�(e� r0 � : : :� r0K�1) ; (4.2.d)

qui, compte tenu de r = rur0, est bien de la forme (4.2.b).
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2/ Cas �(r) = �(r0). On a:

(
��� )�(
�
0

��
0

)� =
M
i;j�0


i�+j�
0

�i�+j�
0

: (4:2:e)

Posons

S(�; � 0) = �N+ � 0N :

On pr�etend que

f(i� + j�0; i� + j� 0) j (i; j) 2 N2g = f(�(r)�; �) j � 2 �N+ � 0Ng :
En e�et, si � = i� + j� 0, on a �(r)� = i�(r)� + j�(r0)� 0 = i� + j�0 2 N, ce qui montre l'�egalit�e des

deux ensembles. On est donc ramen�e �a caract�eriser la partie rationnelle S(�; � 0) de N. Le naturel u
appartient �a S(a; b) ssi l'equation lin�eaire diophantienne

ax+ by = u (4:2:f)

admet une solution sur les entiers positifs ou nuls. Cette �equation lin�eaire diophantienne intervenait

d�ej�a en 3.3.6, o�u l'on a montr�e S(�; � 0) = P [ (K + pgcd(a; b)N), o�u P est une partie �nie. Nous

aurons besoin dans la suite d'un r�esultat un peu plus pr�ecis. On appelle usuellement conducteur

(ou pour certains, indice de Frobenius-Schur, cf. [14]) de l'�equation lin�eaire diophantienne (4.2.f) le

plus petit entier K v�eri�ant 3.3.6. On le notera cond(a; b). On a le r�esultat, g�en�eralement attribu�e

�a Sylvester:

4.2.2 Lemme ([13]) On a

cond(a; b) =
(a� pgcd(a; b))(b� pgcd(a; b))

pgcd(a; b)
: (4:2:g)

4.2.3 Exemple On observe que l'on peut r�esoudre l'�equation 2i + 3j = c en entiers positifs ou

nuls pour les valeurs suivantes de c: 0,2,3,4,5,: : : . On a donc cond(2; 3) = 2 = (2� 1)� (3� 1), en

conformit�e avec (4.2.g).

On a la propri�et�e d'homog�en�eit�e suivante:

4.2.4 Lemme Si a; a0; b; b0 2 N sont tels que a0 = �a; b0 = �b alors

cond(�a; �b) = �cond(a; b) : (4:2:h)

Preuve Si n = ia + jb avec i; j 2 N, alors �n = ia0 + jb0 2 N, d'o�u cond(a0; b0) � �cond(a; b). De

mani�ere sym�etrique, cond(a; b) � ��1cond(a0; b0), d'o�u l'�egalit�e (4.2.h). �

On pourra donc �ecrire:

S(�; � 0) = S0(�; � 0) [ (cond(�; � 0) + pgcd(�; � 0)N) ; (4:2:i)

o�u S0(�; � 0) d�esigne le sous ensemble �ni de S(�; � 0) form�e des entiers strictement plus petit que

cond(�; � 0). Il r�esulte imm�ediatement de (4.2.e), 4.2.4 et de (4.2.i) que

r�r0
�
=

0
@ M
�2S0(�;� 0)


�(r)���

1
A � 
cond(�;�0)�cond(�;� 0) �rur0�� ; (4:2:j)

qui est bien de la forme (4.2.b). Cela ach�eve la preuve du Th�eor�eme 4.2.1. �

4.2.5 Exemple On a cond(2; 3) = 2 d'o�u:

(
2�6)�(
3�9)� = e� 
2�6(
�3)� :
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4.3 Une d�ecomposition en �el�ements simples et ses cons�equences

4.3.1 Th�eor�eme Une s�erie est rationnelle ssi elle s'�ecrit comme somme �nie d'�el�ements simples.

Preuve Soit R l'ensemble des sommes �nies d'�el�ements simples. On copiant le d�ebut de la preuve

du du Th�eor�eme 3.3.3, il su�t de montrer que R est rationnellement clos. Trivialement, R�R � R.
L'inclusion R
R � R r�esulte imm�ediatement de 4.2.1. Il reste �a voir que si s 2 R, alors s� 2 R.
En observant que (

L
imir

�
i )
� =

N
i(miri)

�, on peut se limiter au cas o�u s = mr� est un �el�ement

simple. On a alors par 0,4.1.6,(vii) s� = e�m(m� r)� = e�mm�r� qui d'apr�es 4.2.1 appartient �a

R. Le Th�eor�eme est d�emontr�e. �

4.3.2 Remarque Les questions d'unicit�e ou de canonicit�e des d�ecompositions en �el�ements simples

ne seront pas abord�ees ici. Notons par exemple qu'on a les deux d�ecompositions distinctes d'une

même s�erie:

(
�)� = (
2�2)� � 
�(
2�2)� :

4.3.3 Preuve du Th�eor�eme 3.3.8 D'apr�es 4.3.1, une s�erie rationnelle s'�ecrit comme une somme

�nie
L

imir
�
i , qui d'apr�es 4.1.3, se r�eduit �a la forme p� q(tiri)�, qui est bien une s�erie p�eriodique.

R�eciproquement, en d�ecomposant p et q en somme de monômes, on ram�ene trivialement une �ecriture

p�eriodique �a une d�ecomposition en �el�ements simples. �

5 Alg�ebre des s�eries p�eriodiques

On rappelle qu'une s�erie s 2 Min
ax[[
; �]] est p�eriodique ou plus pr�ecis�ement (�; �)-p�eriodique ssi elle

s'�ecrit sous la forme

s = p� q(
��� )� ; (5:0:a)

o�u p et q sont des polynômes �a exposants positifs ou nuls et �; � � 0. Nous laissons provisoirement

de cot�e les cas d�eg�en�er�es � = 0 ou � = 0, qui sont triviaux.

5.0.1 Proposition La s�erie s est (�; �)-p�eriodique avec �; � > 0 ssi

(i) dat s(n) = �1 pour n < 0

(ii) 9N 2 N (n � N ) dat s(n+ �) = � + dat s(n)) :
(5:0:b)

5.0.2 D�e�nition Le dateur dat s sera dit (�; �)-p�eriodique s'il v�eri�e la propri�et�e (5.0.b).

Cette notion est illustr�ee sur la Figure VII.5, o�u l'on a fait abstraction du caract�ere discret.

Preuve de la Proposition 5.0.1. Sens (: Si l'on a (5.0.b), on peut �ecrire d'apr�es la Proposition

2.2.5:

s =
M
n2N


n�dat s(n) =
M

n�N�1


n�dat s(n) � (
M

N�n�N+��1


n�dat s(n))(
���)�

ce qui est bien de la forme (5.0.a).

Sens ). (a): cas o�u p = " et o�u q = 
k�l. On rappelle que dat s est donn�e par

dat s(n) = supft 2Zj 
n�t � sg : (5:0:c)
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transitoire

N
n

�

�t

T

0

motif

dat s

Figure VII.5: Un dateur p�eriodique

On a 
n�t � 
k�l(
��� )� ssi 
n�t � 
k+i��l+i� pour un certain i 2 N, soit
n � k + i�

t � l + i� :
(5:0:d)

dat s(n) s'obtient en prenant le plus grand entier t dans (5.0.d), ce qui revient �a maximiser i:

i = [
n� k
�

]; dat s(n) = l + � [
n� k
�

] (5:0:e)

pour n � k � 0 (on a not�e [x] la partie enti�ere de x). Au vu de (5.0.e), il est clair que dat s v�eri�e

la Proposition.

(b) Cas p = " et q polynôme. En d�ecomposant q =
L

i qi comme somme �nie de monômes, on a

dat s = maxi dat (qi(

��� )�). Comme la propri�et�e (5.0.b) est stable par passage au max, le r�esultat

est acquis.

(c) Cas p 6= ". On a dat s = max(dat p; dat (q(
���)�)). En raisonnant comme en (i), on voit que

dat p est constant �a partir d'un certain rang (alors que lim dat (q(
��� )�) =1) et donc ne contribue

pas ultimement �a dat s.

En�n, on note que si n < 0, 
n�t ne peut être domin�e par les monômes �a exposants positifs ou nuls

de s, et donc d'apr�es 2.2.5, dat s(n) = �1 pour n < 0. �

On dira que le couple (�; �) est une p�eriode de la s�erie s. La p�eriode n'est pas unique. Par

exemple, on a les deux �ecriture de type (5.0.a):

s = (
�)� = "� e:(
�)� = "� (e� 
�)(
2�2)� : (5:0:f)

Cependant, il r�esulte de (5.0.b) que

�

�
= lim

n!1

n

dat s(n)

et donc que le rapport �
�
ne d�epend pas de l'�ecriture (5.0.a). Cela motive les d�e�nitions suivantes.

5.0.3 D�e�nition (Pente ultime, divisibilit�e, p�eriode ultime) Soit s une s�erie p�eriodique.

(i) On appelle pente ultime de s, not�e �1(s), le quotient:

�1(s) =
�

�
:

Si s = ", on convient que �1(s) = +1. Si � = � = 0, on convient que �1(s) = +1.
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(ii) Soient (�; �) et (�0; � 0) deux p�eriodes d'une même s�erie s. On dit que (�; �) divise (� 0; � 0), ce

que l'on note (�; �) j (�0; � 0), si
�0 = k�; � 0 = k�; avec k 2 N n f0g:

(iii) On notera $1(s) (p�eriode ultime) la plus petite p�eriode de s pour la divisibilit�e.

Par exemple, pour la s�erie s donn�ee en (5.0.f), on a $1(s) = (1; 1), �1(s) = 1
1
= 1. Si (�; �) divise

(�0; � 0) et (�; �) est p�eriode, alors (�0; � 0) est �egalement p�eriode, comme il r�esulte de

(
��� )� = (e� 
��� � : : :� 
(k�1)��(k�1)�)(
k��k� )� :

5.0.4 Cas d�eg�en�er�es Si � = 0, on a (
���)� = e et s est un polynôme. Comme d�ej�a not�e dans la

preuve de 5.0.1, on a dat s(n) = cte �a partir d'un certain rang, disons pour n � N , ce qui signi�e

qu'une in�nit�e d'�ev�enements arrivent en un temps �ni. Si � = 0 et � > 0, on a (
��� )� = ��. On

montre en raisonnant comme en 5.0.1 que dat s(n) = +1 �a partir d'un certain rang. Il s'agit alors

d'un syst�eme bloqu�e.

5.1 Caract�eristiques de la somme de s�eries p�eriodiques

5.1.1 Th�eor�eme La somme de deux s�eries p�eriodiques est p�eriodique. En outre

$1(s� s0) j $1(s) t$1(s
0) : (5:1:a)

(et �egalit�e si les pentes ultimes de s et s0 sont di��erentes).

Preuve Si �1(s) < �1(s0), la fonction dat s est ultimement au dessus de dat s0, d'o�u il r�esulte que

max(dat s; dat s0) = dat (s � s0) est de p�eriode exactement �egale �a la p�eriode de s, soit $1(s) =

$1(s)t$1(s
0). Si �1(s) = �1(s0), $1(s) et $1(s

0) divisent $1(s)t$1(s
0), et donc dat s

et dat s0 sont deux dateurs $1(s)t$1(s
0)-p�eriodiques. L'ensemble des dateurs $1(s)t$1(s

0)-

p�eriodiques �etant stable par borne sup, max(dat s; dat s0) admet la p�eriode (peut être non minimale)

$1(s)t$1(s
0). �

On a le corollaire imm�ediat:

5.1.2 Corollaire On a �1(s� s0) = min(�1(s); �1(s
0)).

5.2 Produit de s�eries p�eriodiques g�en�erales

5.2.1 Th�eor�eme Le produit de deux s�eries p�eriodiques est p�eriodique. En outre

$1(ss
0) j $1(s) t$1(s

0) :

5.2.2 Corollaire Soient s et s0 deux s�eries p�eriodiques non nulles. On a

�1(ss0) = min(�1(s); �1(s
0)) :

Preuve du Th�eor�eme 5.2.1. Soit s = p�qr�, s0 = p0�q0r0�. On a ss0 = pp0�pq0r0��p0qr��qq0r�r0�.
Via 4.2.1, on a qq0r�r0

�
= p00� q00(rur0)�. Le Th�eor�eme 5.1.1 et la formule (4.2.a) montrent que ss0

admet la p�eriode r t r0 t (rur0) = (r t r0). �

Moyennant les algorithmes 2.4.5 et 4.2.1 de l'annexe B, la preuve ci-dessus permet de calculer

ss0.
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5.2.3 Exemple Soient

s = e� 
�8� 
9�9
�

3�3

��
; s0 = e� 
2�10 � 
11�11

�

4�4

��
On a

ss0 = e� 
�8 � 
2�10 � 
3�18 � 
11�19
�
e� 
3�3 � 
5�4 � 
6�6 � 
9�9

��

12�12

��
:

Dans ce cas, on obtient e�ectivement le ppcm comme p�eriode du produit.

5.3 Etoile de polynômes et probl�eme diophantien de Frobenius

On appellera pente du monôme causal 
n�t le rapport n
t (convention n

0 = +1). Nous traitons ici

le cas d'un polynôme dont tous les monômes ont la même pente. Soit p = 
��� �
�0�� 0 . Le r�esultat
suivant est une cons�equence imm�ediate de (4.2.e) et 4.2.2.

5.3.1 Th�eor�eme La plus simple repr�esentation p�eriodique de p� est donn�ee par:

p� = (
M

i�+j�0�cond(�;�0)�1


i�+j�
0

�i�+j�
0

)� 
cond(�;�0)�cond(�;� 0)(
pgcd(�;�0)�pgcd(�;� 0))� : (5.3.a)

5.3.2 G�en�eralisation �a une somme de l monômes de même pente.

Soit le produit p = 
�1��1� : : :�
�l��l somme de l monômes de même pente. On a par un argument

analogue �a 4.2.1, 2/ que que p� =
L

c2C 

�(p)c�c o�u C est l'ensemble des entiers c positifs ou nuls

tels que l'�equation diophantienne lin�eaire suivante:

�1x1 + �2x2 + � � �+ �lxl = c avec x 2 Nl (5.3.b)

admette une solution. On montre sans di�cult�e, ce qui g�en�eralise 4.2.2, qu'il existe un K tel

que pour tout c � K multiple de pgcd(�1; �2; : : : ; �l), l'�equation (5.3.b) admette une solution.

Cependant, la plus petite valeur de K, appel�ee encore conducteur de l'�equation (5.3.b) n'est en

g�en�eral pas exactement connue (on appelle parfois \probl�eme diophantien de Frobenius" la recherche

de cond(�i)). Brauer (cf. [13]) donne pour l > 2 et �1 < �2 < � � � < �l premiers entre eux la borne

sup�erieure suivante:

cond(�i) � (�1 � 1)(�l � 1) : (5:3:c)

Voir aussi Vitek[96] pour des r�ef�erences plus r�ecentes. On a donc un moyen d'obtenir directement

une repr�esentation p�eriodique de p� par une formule analogue �a (5.3.a).

De ces d�eveloppements, nous retiendrons ceci:

5.3.3 Proposition Soit p =
Lk

i=1 

�i��i une somme de monômes de même pente. On a

$1(p
�) = (pgcd(�i); pgcd(�i)) :

5.3.4 Exemple Soit a = 
6�6�
10�10�
15�15. Comme 6,10,15 sont premiers entre eux, la p�eriode

de a� est (1; 1). On obtient apr�es calculs cond(6; 10; 15) = 30 et a� = e� 
6�6 � 
10�10 � 
12�12 �

16�16 � 
18�18 � 
20�20 � 
22�22 � 
24�24 � 
26�26 � 
28�28 � 
30�30(
�)�.

5.3.5 Exemple Sur la plan�ete Mars, il y a deux math�ematiciens qui collaborent de la mani�ere

suivante: le premier produit trois conjectures simultan�ees tous les trois ans �a partir de l'ann�ee z�ero.

Le second travaille exclusivement sur les conjectures du premier, met deux ans pour �elucider une

conjecture, et peut travailler sur au plus deux conjectures en même temps. Le th�eor�eme 5.3.1 a�rme

qu'�a partir de l' ann�ee 4, une conjecture sera �elucid�ee tous les ans (consid�erer la s�erie de transfert

(
3�3)��2(
2�2)� = �2(
2�2 � 
3�3)�).



198 Chapitre VII. Alg�ebre rationnelle des graphes d'�ev�enements temporis�es

5.4 Pentes et �etoiles dans Min
ax[[
; �]]

Pour une s�erie p�eriodique g�en�erale, on se ram�ene par application de 0,4.1.6 aux op�erations d�ej�a

�etudi�ees:

(p� qr�)� = p�(e� q(q � r)�) : (5:4:a)

Nous caract�erisons maintenant la pente ultime de l'�etoile de la s�erie s = p� qr�. Nous faisons pour
cela appel �a la notion de pente minimale d'une s�erie bool�eienne, qui jouera un rôle important dans

la suite (en particulier pour l'optimisation des ressources).

5.4.1 D�e�nition (Pente minimale) Soit une s�erie s =
L

i 

ni�ti 2 B [[
; �]]. On d�e�nit la pente

minimale de s, �(s), comme suit:

�(s) = inf
ni�0;ti>0

ni

ti
: (5:4:b)

5.4.2 Exemple Soit a = 
�1��3 � 
 � 
2� � 
7�2. On a �(a) = min(2; 7
2
) = 2.

5.4.3 Propri�et�es On a:

(i) Pour toute famille faigi2I de s�eries: �(
L

i2I ai) = inf �(ai) (I �eventuellement in�nie)

(ii) Pour toutes s�eries a et b causales, �(a
 b) � min(�(a); �(b)) (avec �egalit�e ssi �(a) = �(b) ou

a = e ou b = e).

Preuve (i) est imm�ediate. (ii) r�esulte de

n; n0; t; t0 � 0;
n+ n0

t + t0
� min(

n

t
;
n0

t0
)

(avec la convention n
0 = +1), ce qui s'illustre par le petit dessin suivant:

t

t + t0 b

a a
 b

n n+ n0

En e�et, les monômes du produit a 
 b, o�u a =
L

i 

ni�ti et b =

L
j 


n0j�t
0
j sont de la forme


ni+n
0
j�ti+t

0
j . �

On v�eri�e ais�ement que la pente minimale �(s) ne d�epend que de la classe d'�equivalence de s

dansMin
ax[[
; �]]. Les propri�et�es 5.4.3 passent donc au quotient.

5.4.4 Propri�et�es On a pour toute s�erie rationnelle a:

(i) �1(a) � �(a),
(ii) �1(a

�) = �(a).

Preuve (i): R�esulte de

a =
M
t2N


compta(t)�t

o�u la fonction compteur compt a associ�ee �a a est �equivalente �a �1(a)t.

(ii): via (i), on a �1(a
�) � �(a�) � �(a) (par 5.4.3,(ii) et (i) appliqu�ees �a

L
i a

i). On supposera

�(a) �ni. Soit alorsm un monôme de a tel que �(m) � �(a)+� (� petit). On a �1(a
�) � �1(m�) =

�(m) � �(a) + � d'o�u le r�esultat. �
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5.4.5 Remarque La propri�et�e 5.4.4, (ii) pouvait tout aussi bien se prouver �a l'aide de la formule

(5.4.a) et des propri�et�es 5.1.2, 5.2.2. La preuve ci-dessus est cependant plus g�en�erale. On pourrait

en e�et relaxer l'hypoth�ese de rationalit�e dans 5.4.4 en d�e�nissant:

�1(a) = lim inf
t!1

n

dat s(n)

pour une s�erie causale non rationnelle.

De même que l'on a caract�eris�e plus haut �1(a
�), nous caract�erisons ici la p�eriode de a�. Etant

donn�e un polynôme p =
Ln

i=1mi s'�ecrivant comme somme de n monômes, on notera

u p = m1 u : : :umn : (5:4:c)

On observe que si le monôme mi n'appartient pas �a l'�ecriture canonique de p, il est de pente

inf�erieure �a celle de p, et donc que la d�e�nition 5.4.c ne d�epend pas du choix des mi.

5.4.6 Proposition Soit s = p� qr�. On a

$1(s
�) j (up)t (u(q � r)) : (5:4:d)

Preuve R�esulte de la formule (5.4.a) et des propri�et�es 5.3.3,5.2.1. �

5.4.7 Exemple La borne �a droite de (5.4.d) est atteinte par exemple pour la s�erie suivante:

s = 
3�3 � 
5�4 (
�)� ;
s� = e� 
3�3

�
e� 
2�

��

3�3

��
; $1(s

�) = 
3�3 :

6 Alg�ebre rationnelle des matrices

6.1 Pente des matrices rationnelles

Le calcul des matrices de transfert fait intervenir le calcul des �etoiles de matrices �a coe�cients

rationnels ou polynômiaux. Nous caract�erisons ici la pente des coe�cients de l'�etoile d'une matrice

A �a coe�cients rationnels. Dans ce qui suit, nous noterons � le min des pentes. L'application �1
qui �a une s�erie associe sa pente ultime est ainsi croissante de (Min

ax[[
; �]];�) dans (R+[f+1g;�).
Nous commen�cons par une remarque simple:

6.1.1 Lemme �1(A
�
ij) ne d�epend que de la composante fortement connexe de i et de la composante

fortement connexe de j dans le graphe associ�e �a A.

Preuve Soient i et i0 dans la même composante connexe, i.e. A+
ii0 6= " et A+

i0i 6= ". On a en prenant

la composante (ij) de A� � A+A�,

A�ij � A+
ii0A

�
i0j

et par 5.2.2,

�1(A
�
ij) � �1(A�i0j) :

Par sym�etrie, on a l'�egalit�e. On montrerait de même que �1(A
�
ij) = �1(A�ij0) si j et j

0 appartiennent

�a la même composante connexe. �

Soient C1; : : : ; Ck les k composantes connexes du graphe de A. Il r�esulte de ce qui pr�ec�ede que

�1(A
�
ij) est constant pour (i; j) 2 Cr � Cs. Si A est irr�eductible, il y a une seule composante

connexe, et donc tous les coe�cients de A� ont la même pente ultime.
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6.1.2 Notation (Pij, Cij, circuits entre j et i)
Nous noterons Pij l'ensemble des chemins �el�ementaires de j �a i (ou des circuits �el�ementaires si

i = j). Nous dirons que le circuit �el�ementaire c est entre j et i s'il rencontre un chemin p de j �a i

(peut être non �el�ementaire). Nous noterons Cij l'ensemble ces circuits �el�ementaires entre j et i. Pij
et Cij sont �evidemment �nis. On a illustr�e cette d�e�nition sur la Figure VII.6.

1
2 3 4

5
6

Figure VII.6: P14 = fa12a23a34g; C14 = fa11; a23a32; a12a23a34a41g

Rappelons que le poids wA(p) (ou plus simplement w(p)) du chemin p = (i1; : : : ; ik) est d�e�ni

par wA(p) = Ai1i2 : : :Aik�1ik . Si p est de poids non nul, il r�esulte de 5.2.2 que

�1(w(p)) = �1(Ai1i2)� : : :� �1(Aik�1ik) :

On caract�erise alors simplement les pentes ultimes des coe�cients de A�ij .

6.1.3 Th�eor�eme (pente ultime des matrices rationnelles) On a

8i; j; �1(A
�
ij) =

M
c2Cij

�(w(c)) �
M
p2Pij

�1(w(p)) : (6:1:a)

Le premier terme de la somme exprime que la pente minimale (cf. 5.4.1) des circuits intervient.

C'est une g�en�eralisation au cas matriciel de la formule scalaire �1(a
�) = �(a) (cf. 5.4.4).

6.1.4 Corollaire Si la matrice A est �a coe�cients polynômiaux, on a

�1(A
�
ij) =

M
c2Cij

�(w(c)) : (6:1:b)

Preuve de 6.1.4. On a en e�et �1(Aij) = +1 et donc �1(w(p)) = +1 pour tout chemin p 2 Pij :
le second terme de (6.1.a) disparâ�t. �

6.1.5 Remarque Si A est irr�eductible, la sommation (6.1.b) est prise sur l'ensemble des circuits

�el�ementaires du graphe. �1(A
�
ij) ne d�epend alors pas de (ij), en conformit�e avec 6.1.1.

6.1.6 Corollaire Soient Cr une composante irr�eductible et i; j 2 Cr. On a

�1(A
�
ij) = �1((A[CrjCr ])

�) :

Preuve Cij est alors �egal �a l'ensemble des circuits �el�ementaires de Cr. En outre, un chemin p 2 Pij
reste dans la composante connexe Cr. Ainsi, on peut pour calculer (6.1.a) se restreindre au bloc

irr�eductible A[CrjCr]. �

Nous illustrons d'abord le Th�eor�eme 6.1.3 sur quelques exemples.
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6.1.7 Exemple

A =

2
6664
" 
3 " "

� " e e

" " 
�2 


" " " 
�

3
7775

A� =

2
6664
�

3�

��

3
�

3�

��

3
�

�2

��

3 � 
4� � 
5�2 �
�2��

�
�

3�

�� �

3�

�� �

�2

��
e� 
� � 
2�2 �
�2��

" "
�

�2

��


�

�2

��
" " " (
�)�

3
7775

On a trois composantes connexes C1 = f1; 2g; C2 = f3g; C3 = f4g. On a repr�esent�e sur la Figure

VII.7 le graphe associ�e �a A:

C3

C2

C1
1

2

3
4

Figure VII.7:

Le circuit de pente minimale (i.e. la boucle 3! 3) est entre C3 et C1 (car par exemple A34 6= "

et A23 6= "), et donc la pente est constante sur le bloc C1�C3, �egale �a �(
�
2) = 1

2 . De même pour

le bloc C2 � C1.

6.1.8 Exemple Pour la matrice �a coe�cients rationnels

A =

2
64 
�4

�

2�12

��
"

" " 
�6

" 
�5 "

3
75

on trouve

A� =

2
64
�

�4

�� �
e� 
�4� �
2�12�� 
�6

�
e� 
�4� �
2�12��

"
�

2�11

��

�6

�

2�11

��
" 
�5

�

2�11

�� �

2�11

��
3
75 (6:1:c)

On a d'autre part P13 = fa13; a12a23g, d'o�u �1(w(a13 � a12a23)) = +1 � 2
12 = 2

12 . Ainsi, la

contribution des chemins domine (i.e. �) celle des circuits �(w(a11� a23a32)) = 1
4 � 2

11 =
2
11 . On a

donc �1(A
�
13) =

2
12 en conformit�e avec le r�esultat du calcul (6.1.c).

6.2 Preuve du Th�eor�eme 6.1.3

La preuve repose sur une formule combinatoire exprimant l'ensemble des chemins commutatifs (cf.

0,4.2.7) en fonction des circuits et chemins �el�ementaires. Nous nous pla�cons pour cela dans le dio��de

B [[aij ]] et consid�erons la matrice g�en�erique A = (aij).
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6.2.1 Notation (ensemble accessible de circuits, A(p))
Soit C un ensemble de circuits �el�ementaires. Nous dirons que C est accessible depuis le chemin p si

fpg [ C est un sous graphe connexe. Nous noterons A(p) l'ensemble des C accessibles depuis p.

6.2.2 Exemple Pour le graphe de l'exemple VII.6 pour p = a34, on a

A(p) = ffa23a32g; fa12a23a34a41g; fa12a23a34a41; a23a32g; (6.2.a)

fa12a23a34a41; a11g; fa12a23a34a41; a11; a23a32gg : (6.2.b)

6.2.3 Lemme Dans B [[aij ]], on a pour la matrice g�en�erique A = (aij):

A�ij =
M
p2Pij

p

0
@e� M

C2A(p)

O
c2C

c+

1
A : (6:2:c)

Preuve du lemme. D�esignons par B le second membre de (6.2.c). Nous montrons par r�ecurrence

sur k la propri�et�e suivante: (Hk) pour tout chemin p de j �a i (peut être non �el�ementaire) , pour

tout ensemble de k circuits C = fc1; : : : ; ckg 2 A(p) et pour tous n1; : : : ; nk � 1, pcn11 : : : cnkk est

un chemin commutatif (cf. 0,4.2.7) de j �a i. Si k = 1, il r�esulte de l'hypoth�ese de connexit�e que c1
rencontre p, disons au sommet r. En �ecrivant p = pirprj , o�u prj est un chemin de j �a r et pir de r �a

i, on a le chemin pcn11 = pirc
n1
1 prj . Supposons k � 2, l'un au moins des circuits c1; : : : ; ck rencontre

p, disons c1. D'apr�es le cas k = 1, p0 = pcn11 est un chemin de j �a i. En outre, fc2; : : : ; ckg 2 A(p0)
et l'on peut appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence, ce qui montre la propri�et�e Hk . Ainsi, chacun des

termes de B est un chemin de j �a i, et donc B � A�ij . Inversement, un monôme de A�ij se factorise

comme produit d'un chemin �el�ementaire et de puissances de circuits �el�ementaires (cf. 0,4.2.7) pour

lesquels la propri�et�e d'accessibilit�e est �evidemment v�eri��ee, soit pcn11 : : : cn1k � pc+1 : : : c+k � B. On a

donc A�ij � B, ce qui ach�eve la preuve du Lemme 6.2.3. �

Le Th�eor�eme 6.1.3 r�esulte imm�ediatement de ce Lemme. On a, en revenant �aMin
ax[[
; �]] et en

prenant la pente ultime de (6.2.c):

�1(A
�
ij) =

M
p2Pij

�1(w(p))�
M

C2A(p)

M
c2C

�(w(c)) :

En remarquant que c 2 C avec C 2 A(p) ssi c 2 Cij , on obtient (6.1.a). �

6.2.4 Exemple On illustre ce lemme en calculant (A�)11 pour la matrice g�en�erique en dimension

2. Il y a un seul chemin �el�ementaire de 1 �a 1. C'est le chemin trivial p = e. On a

A(p) = ffa11g; fa12a21g; fa11; a12a21g; fa12a21; a22g; fa11; a12a21; a22gg :
La Formule (6.2.c) a�rme que

(A�)11 = e � a+11 � (a12a21)
+ � a+11(a12a21)+ � (a12a21)

+a+22 � a+11(a12a21)+a+22 : (6:2:d)

En regroupant les termes successifs deux par deux, il vient:

(A�)11 = a�11 � a�11(a12a21)+ � a�11(a12a21)+a+22
= a�11(e� (a12a21)

+a�22) : (6.2.e)

Par ailleurs, en inversant les rôles de 2 et 1 dans la Formule (4.2.b) du Chapitre 0, on obtient

(A11)
� = (a11 � a12a�22a21)� : (6:2:f)
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En utilisant les propri�et�es 0,4.1.6,(vii) et (viii), il vient

(A11)
� = a�11(e� a12a22(a12a12)�a�22)

ce qui n'est autre que la Formule (6.2.e) obtenue par application du lemme. On comprend mieux

l'int�erêt de la Formule (6.2.d) sur cette exemple. Elle permet d'exprimer de mani�ere �nie un en-

semble de chemins en fonction uniquement des chemins et circuits �el�ementaires, et ce, avec un seul

niveau d'�etoile, �a la di��erence de (6.2.f) obtenue par application de l'algorithme de Gauss.

6.3 Cyclicit�e des matrices �a coe�cients dans P(N)

On a caract�eris�e ci-dessus la pente ultime de l'�etoile d'une matrice A rationnelle dansMin
ax[[
; �]].

On �etudie maintenant la p�eriode $1 de A�ij . On a d�ej�a not�e que les r�esultats de p�eriodicit�e valables

dans le dio��deMin
ax[[
; �]] �etaient des g�en�eralisations de r�esultats relatifs aux parties rationnelles de

N. Pour cette raison, nous donnons d'abord un r�esultat pour des matrices �a coe�cients dans P(N)
et nous l'�etendrons ensuite �aMin

ax[[
; �]].

On consid�ere ici une matrice carr�ee A dont les coe�cients sont des parties �nies de N. Le
coe�cient A�ij est une partie rationnelle de P(N), qui s'�ecrit en cons�equence (cf. 3.3.3):

A�ij = Pij [ (Qij + f�ijg�) ;

Pij et Qij �etant des parties �nies de N. On appellera p�eriode de cet ensemble la plus petite valeur

de �ij dans une telle �ecriture. On la notera $1(A
�
ij) par analogie avecMin

ax[[
; �]]. Le probl�eme du

calcul de cette p�eriode se formule simplement en termes de graphe.

6.3.1 Notation (multigraphe associ�e �a une matrice de parties de N) Soit A 2 (P(N))n�n.
On d�e�nit le multigraphe associ�e �a A, MG(A), comme le multigraphe form�e de n sommets et d'un

arc de j �a i pour chaque �el�ement m 2 Aij , cet arc �etant valu�e par m. Cette d�e�nition est illustr�ee

sur la Figure VII.8.

2

A =

"
f2; 4g f3g
f2; 3g ;

#

2

1
3

3

2

4

Figure VII.8: Une matrice et son multigraphe

Le coe�cient A�ij s'interpr�ete comme l'ensemble des poids de chemins de j �a i dans le multigraphe

MG(A). Le calcul de $1(A
�
ij) est donc �equivalent au probl�eme suivant: \trouver le plus petit � tel

que pour n assez grand, l'existence d'un chemin de j �a i de poids n dansMG(A) entrâ�ne l'existence

d'un chemin de j �a i de poids n + �".
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6.3.2 Notation (Cyclicit�es) On d�e�nit la cyclicit�e d'une composante fortement connexe Ck de

MG(A) comme le pgcd des poids des circuits �el�ementaires de cette composante. On appellera

cyclicit�e du multigraphe le ppcm des cyclicit�es des composantes fortement connexes, et on la notera

c(A). Etant donn�e un chemin �el�ementaire p, on d�e�nit c(p), cyclicit�e de p, comme le pgcd des

cyclicit�es des composantes fortement connexes travers�ee.

6.3.3 Th�eor�eme La p�eriode de A�ii est �egale �a la cyclicit�e de la composante fortement connexe

associ�ee. La p�eriode de A�ij divise le ppcm des cyclicit�es des chemins �el�ementaires de j �a i.

On pourra retenir le corollaire simple suivant, qui en r�esulte imm�ediatement.

6.3.4 Corollaire La p�eriode d'un coe�cient de A� divise la cyclicit�e c(A).

6.3.5 Exemple Dans l'exemple de la Figure VII.8, il y a une seule composante fortement connexe,

et le pgcd des poids de circuits est �egal �a 1. La cyclicit�e c(A) est donc �egale �a 1. On trouve en e�et:

A� =

"
f0; 2g [ (f4g+ f1g�) f3; 5g [ (f7g+ f1g�)

f2g+ f1g� f0g [ (f5g+ f1g�)

#

Preuve du Th�eor�eme.

(i): Cas o�u i = j. Le poids d'un circuit passant par i est divis�e par la cyclicit�e c de la composante

fortement connexe associ�ee �a i, donc A�ii � cN. Soient c1; : : : ; ck k circuits tels que

pgcd(wA(c1); : : : ; wA(ck)) = c : (6:3:a)

D'apr�es l'hypoth�ese d'irr�eductibilit�e, il existe un circuit p non n�ecessairement �el�ementaire passant

par i rencontrant tous ces circuits. On note que pour � 2 Nk, pc�11 : : : c�kk est encore un circuit

passant par i. Il r�esulte du lemme diophantien 3.3.6, que pour K assez grand multiple de c, disons

K = kc avec k � k0, il existe � 2 Nk tel que

K = wA(pc
�1
1 : : : c

�k
k ) = wA(p) + �1wA(c1) + : : :+ �kwA(ck) :

On a donc c(k0 +N) � A�ii � cN, d'o�u il r�esulte que la (plus petite) p�eriode de A�ii est c.

(ii): Cas o�u i 6= j. Soit fp1; : : : ; prg l'ensemble des chemins �el�ementaires de j �a i, de supports

respectifs S1; : : : ; Sr. On a:

A�ij = w(p1)
O
i2S1

A�ii � : : :� w(pr)
O
i2Sr

A�ii

(ce qui n'est autre que l'expression de la d�ecomposition d'un chemin quelconque en un chemin

�el�ementaire et un certain nombre de circuits). On montre en raisonnant comme en (i) que la p�eriode

de w(pl)
N

i2Sl
A�ii est �egale �a c(pl). On conclut en observant que la p�eriode d'une somme divise le

ppcm des p�eriodes. �

6.4 Cyclicit�e des matrices rationnelles dans Min
ax[[
; �]]

On rappelle tout d'abord le r�esultat de cyclicit�e suivant de type Perron-Frobenius pour les matrices

�a coe�cients dans Rmin:
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6.4.1 Th�eor�eme (Cohen, Dubois, Quadrat, Viot [17]) Soit A 2 (Rmin)
n�n irr�eductible. Il existe

N � 0 et c 2 N n f0g (cyclicit�e) tels que

8n � N; An+c = �(A)cAn :

La cyclicit�e est caract�eris�ee de la mani�ere suivante. On d�e�nit le graphe critique comme le graphe

form�e des sommets et arêtes appartenant �a un circuit critique. En appelant cyclicit�e d'une com-

posante connexe du graphe critique le pgcd des longueurs des circuits de cette composante, on

caract�erise la cyclicit�e de A comme le ppcm des cyclicit�es des composantes connexes du graphe

critique. C'est ce genre de r�esultat qu'il s'agit de g�en�eraliser au dio��de Min
ax[
; �].

Nous donnons ici un r�esultat de p�eriodicit�e analogue pour des matrices �a coe�cients polynô-

miaux dansMin
ax[[
; �]]. On rappelle que la (plus petite) p�eriode $1(s) d'une s�erie rationnelle s est

d�e�nie comme le plus petit monôme r (au sens de la divisibilit�e) tel que s admette la repr�esentation

p�eriodique s = p� qr� (cf. 2.3.4). Etant donn�e un polynôme p =
Ln

i=1mi (somme de n monômes),

on pose

tp = m1 tm2 t : : :tmn; up = m1 um2 u : : :umn :

On a not�e en x5.4 que ces quantit�es ne d�ependaient pas du choix des mi.

6.4.2 Notation (Multigraphe dans Min
ax[
; �]) Soit A une n � n matrice �a coe�cients dans

Min
ax[
; �] et

Aij =
rM

k=1

mijk (6:4:a)

l'�ecriture canonique de Aij . On d�e�nit le multigraphe associ�e �a A, MG(A) comme le graphe form�e

de n sommets et d'un arc allant du sommet j au sommet i par monôme mijk , cet arc �etant valu�e

par mijk. Cette d�e�nition est illustr�ee sur la Figure VII.9.


2�2


�



A =

"
e� 
3�4 
 � 
2�2


�2 � 
10�3 
�

#
e


3�4

2


�2

1


10�3

Figure VII.9: Multigraphe dansMin
ax[
; �]

6.4.3 Notation (multigraphe critique) On suppose la matrice A irr�eductible. On pose alors

�(A) = �1(A
�
ij) qui ne d�epend pas du couple i; j. On quali�era de critique un circuit � de MG(A)

tel que �(w(�)) = �(A). Le multigraphe critique est form�e des arcs et des sommets appartenant �a

un circuit critique. Le monôme mijk sera quali��e de critique s'il value un arc critique. On notera

Ac (matrice critique) la matrice obtenue en se restreignant aux monômes critiques dans la somme

(6.4.a). On notera A0ij = Aij�A
c
ij (matrice sous critique) la somme des monômes n'appartenant pas



206 Chapitre VII. Alg�ebre rationnelle des graphes d'�ev�enements temporis�es

�a Aij . On a donc A = Ac �A0. Pour la matrice A de la Figure VII.9, on a par (6.1.b) �1(A) = 3
4 .

Les matrices critique et sous-critique sont donn�ees respectivement par

Ac =

"

3�4 
2�2


�2 "

#
; A0 =

"
e 



10�3 
�

#
:

6.4.4 Notation (Cyclicit�es dans Min
ax[
; �]) Soient C1; : : : ; Cr les composantes fortement con-

nexes du graphe critique. On d�e�nit c(Cl), cyclicit�e de la composante CL comme l'u des poids des

circuits du multigraphe critique. On pose

c(A) = c(C1) t : : :t (Cr) :

On a alors le r�esultat de cyclicit�e suivant qui g�en�eralise le Th�eor�eme 6.3.3.

6.4.5 Th�eor�eme Soit A une matrice irr�eductible �a coe�cients polynômiaux. La p�eriode de A�ij
divise la cyclicit�e c(A).

Nous illustrons ce r�esultat sur quelques exemples avant de passer �a la preuve.

6.4.6 Exemple Soit la matrice

A =

"

3�3 
2

�2 
6�6

#

Le graphe critique de A se confond avec le graphe de A, et a une seule composante connexe. En

outre c(A) = w(1) u w(2) u (w(1; 2)) = 
3�3 u 
6�6 u 
2�2 = 
� , soit une cyclicit�e de (1; 1). On

trouve apr�es calculs

A� =

"
e� 
2�2 (
�)� 
2 � 
4�2 (
�)�
�2 � 
2�4 (
�)� e� 
2�2 � 
4�4 (
�)�

#
:

6.4.7 Exemple Soit la matrice

A =

2
64 
4�4 � 
6�6 
10�2 
7�


5�2 " 
3


8� �3 
9�9

3
75

Le graphe critique associ�e �a A a deux composantes connexes: C1 = f1g, C2 = f2; 3g. La premi�ere
composante connexe a pour cyclicit�e 
2�2 = 
4�4 u 
6�6, la seconde 
3�3.

A
�
=

2
4 e� 
4�4

�

2�2

��

7�4 � 
10�7 � 
11�8 � 
13�10 (
�)� 
7� � 
10�4 � 
11�5 � 
13�7 (
�)�


5�2 � 
8�5 � 
9�6 � 
11�8 (
�)�
�

3�3

��

3
�

3�3

��

5�5 � 
8�8 � 
9�9 � 
11�11 (
�)� �3

�

3�3

�� �

3�3

��
3
5

6.5 Preuve du Th�eor�eme 6.4.5

On part de la d�ecomposition critique/sous-critique d�ecrite en 6.4.3:

A = Ac � A0 :

On a

A� = ((Ac)�A0)�(Ac)� : (6:5:a)
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On va (i) donner une formule exprimant la p�eriode de A� a partir de celle des composantes fortement

connexes de Ac, (ii) montrer que les composantes fortement connexes de la matrice Ac v�eri�ent le

r�esultat de cyclicit�e.

Le point (i) repose sur la majoration suivante assez grossi�ere de la p�eriode des coe�cients de

l'�etoile d'une matrice rationnelle (et non plus polynomiale).

6.5.1 Proposition Soit A une matrice dont les coe�cients sont des s�eries p�eriodiques:

Aij = pij � qijr�ij :

On a, en introduisant la matrice B telle que Bij = pij � qij :

$1(A
�
ij) j (tc2Cij t wB(c))t (t(lm) dans p avec p2Pijrlm) : (6:5:b)

Le second t est �a prendre sur tous les arc (lm) faisant partie d'un chemin p 2 Pij .
Preuve On montre que la p�eriode associ�ee au terme

p
O
c2C

c+

de la formule du Lemme 6.2.3 divise la borne ci-dessus. Pour �xer les id�ees, nous faisons la preuve

dans le cas particulier ou p = a12 et C = fa23a32g. Le lecteur g�en�eralisera facilement. On a

wA(c) = (p23 � q23r�23)(p32 � q32r�32)
= p23p32 � q23p32r�23 � q32p23r�32 � q23q32r�23r�32
= u� v � w � t

avec des notations �evidentes. La p�eriode de (wA(c))
+ est la même que celle de (wA(c))

�, or

(wA(c))
� = (u � v � w � t)� = u�v�w�t�. D'apr�es la Proposition 5.4.6, la p�eriode de w� divise

le t de tq32p23 et de r32. On voit de la sorte apparâ�tre les circuits de la matrice B = P �Q. Avec
des consid�erations analogues pour u; v; t, et comme la p�eriode du produit divise le t des p�eriodes,

on obtient le r�esultat. �

Les deux faits suivants r�esultent imm�ediatement de la d�e�nition de la matrice critique.

6.5.2 Lemme La pente de tout circuit de la matrice sous critique est inf�erieure (i.e. �) �a la pente

critique �1(A
�).

6.5.3 Lemme La matrice critique est bloc-diagonale. Les blocs correspondant aux composantes

fortement connexes du graphe critique.

6.5.4 Lemme Pour tout circuit � = (i1; : : : ; il; i1) de la matrice critique et tout choix de monômes

mi1i2k1 ; : : : ; mili1kl appartenant respectivement aux �ecritures canoniques de Ai1i2 ; : : : ; Aili1, la pente

�(mi1i2 : : :mili1) est �egale �a la pente critique �(A).

Autrement dit, tout circuit du multigraphe critique est de pente critique.

Preuve L'id�ee est la même que dans [17], Lemme 4.7. Trivialement,

�(mi1i2 : : :mili1) � �(Ai1i2 : : :Aili1) = �(wA(c)) � �(A) :
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Supposons par l'absurde �(mi1i2 : : :mili1) � �(A). On peut compl�eter l'arc i1i2 en un circuit critique

�1 = (i1i2) [ pi2i1 , o�u pi2i1 est un chemin de i2 �a i1. On proc�ede de même pour les autres arcs du

circuit. On a alors

�(A) = �(w(�1 : : :�l)) = �((mi1i2 : : :mili1)
 w(pi2i1 : : :pi1il)) :
Si �(mi1i2 : : :mili1) � �(A), on a n�ecessairement �(w(pi2i1 : : : pi1il)) � �(A) (cf. 5.4.3,(ii)), soit un

circuit de pente sup�erieure �a la pente critique: absurde. �

6.5.5 Corollaire Tous les monômes de l'�ecriture canonique de (Ac)�ii sont de la forme 
�(A)t�t,

o�u t est un entier positif ou nul.

Preuve Un tel monôme est �egal au poids d'un circuit du multigraphe critique de A. La conclusion

r�esulte de 6.5.4. �

Le Corollaire suivant ach�eve le point (ii) de la preuve.

6.5.6 Corollaire Si i et j appartiennent �a la même composante connexe du graphe critique, La

p�eriode de (Ac)�ij est �egale �a la cyclicit�e de cette composante.

Preuve Soit l'�ecriture canonique

(Ac)ij =
M
l2Lij


nl�tl :

On d�e�nit la matrice B �a coe�cients dans P(N) par
Bij = ftl j l 2 Lijg :

On a d'apr�es 6.5.5

(Ac)�ii =
M
t2B�

ii


�(A)t�t ; (6:5:c)

d'o�u il r�esulte que la p�eriode de (Ac)�ij est �egale �a (�(A)C;C), o�u C est la p�eriode de B�ij caract�eris�ee

par le Th�eor�eme 6.3.3. �

Pour conclure, nous reprenons la Formule 6.5.a. Par application du Corollaire 6.5.6, et compte

tenu que la p�eriode de la somme divise le t des p�eriodes, la p�eriode de tous les coe�cients de

(Ac)�A0 divise c(A). On peut donc �ecrire

(Ac)�A0 = P �Q(c(A))�

o�u P et Q sont des matrices polynomiales. On observe que les circuits du multigraphe associ�e �a la

matrice P �Q sont de pente � �a �(A) (un tel circuit, associ�e �a la matrice (Ac)�A0, s'interpr�ete en

e�et comme un circuit du multigraphe associ�e �a A passant au moins une fois par un arc de A0, et

n'est donc pas critique). Le Lemme 6.5.1 montre que la p�eriode des coe�cients de ((Ac)�A0)� divise

c(A). En multipliant cette matrice par (Ac)� d'apr�es la Formule (6.5.a), on obtient le Th�eor�eme. �

6.5.7 Remarque On pourrait penser au vu de l'exemple 6.4.7 que la p�eriode de A�ij est en fait �egale

au pgcd des p�eriodes des composantes irr�eductibles du graphe critique reli�ees. Pour des matrices

moins simples, ce ph�enom�ene disparâ�t. On a trait�e avec MAX la matrice suivante.

A =

2
6664

6�6 
2 
 



 
15�15 
3 
2


2� 
� 
10�10 



5 
3�2 
� 
2�

3
7775
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Les p�eriodes de A� sont donn�ees dans la matrice:2
6664

6�6 
� 
� 
6�6


3�3 
15�15 
� 
3�3


� 
� 
10�10 
10�10


� 
� 
10�10 
10�10

3
7775

6.6 Application au calcul du taux de production d'un syst�eme autonome

Nous appliquons maintenant ces r�esultats au calcul du taux de production d'un syst�eme en r�egime

autonome. On a les deux repr�esentations �equivalentes:

Compteurs Min
ax[[
; �]]

x(n+ 1) = Ax(n)�Bu(n); u(n) = " x � A0x�B0u; u = "

x(0) = x0 x � � o�u �i = 
(x0)i�0

Solution au plus tôt:

xn = Anx0 x = (A0)��:

Dans le premier cas, les matrices A et B sont �a coe�cients dans Rmin. Dans le second cas, elles sont

�a coe�cients dans Min
ax[[
; �]]. Le lien entre ces deux repr�esentations est donn�e par A0ij = 
�Aij .

La condition u = " traduit le caract�ere non contraignant de l'entr�ee. La condition xi � 
(x0)i�0

entrâ�ne comptxi(0) � (x0)i, ce qui, en prenant la solution maximale, revient �a la condition initiale

x(0) = x0 pour les compteurs. Les conditions x � � et x � A0x sont �equivalentes �a x � A0x � �.
La plus petite solution repr�esentant le r�egime autonome est donc x = (A0)��, ce qui justi�e la

derni�ere ligne du tableau. D�e�nissons le taux de production comme la plus petite pente ultime des

composantes de x. On a alors comme cons�equence de 6.1.4:

6.6.1 Corollaire Le taux d'un production en r�egime autonome d'un syst�eme repr�esent�e par la

matrice A0 �a coe�cients polynômiaux est donn�e par

� = �(tr((A0)�)) = min
c
�(wA0(c)) :

En termes du multigraphe MG(A0), en notant wN
A0(c) le nombre total de jetons du circuit c (�egal

�a l'exposant en 
 du poids du circuit) et wT
A0 la somme des temporisations des places du circuit

(�egale �a l'exposant en �), on retrouve la formule bien connue:

� = min
c

wN
A0(c)

wT
A0

(6:6:a)

Cette formule est �a comparer �a � = �(A) en repr�esentation compteur, ce qui pour A irr�eductible

r�esulte imm�ediatement de 6.4.1.

6.6.2 Exemple Pour le graphe d'�ev�enements trait�e initialement (x1), le min dans (6.6.a) est atteint

pour le circuit 3 7! 3 de la matrice a (cf. (1.2.b)), soit un taux de production � = 1
2 .
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Chapitre VIII

MAX: un outil de calcul rationnel

dans les dio��des

Introduction

MAX se pr�esente comme un ensemble de macros �ecrites en MAPLE, Version V, qui permettent

de manipuler des s�eries rationnelles dans le dio��deMin
ax[[
; �]]. On a �egalement inclus le traitement

de l'alg�ebre (max;+). Notre propos n'�etait pas ici de faire un logiciel \d�e�nitif", mais de valider

les algorithmes d�ecrits plus haut. Voici la transcription LaTeX comment�ee d'une session MAX qui

calcule le transfert du graphe d'�ev�enements temporis�e trait�e dans [23].

|\^/| MAPLE V

._|\| |/|_. Copyright (c) 1981-1990 by the University of Waterloo.

\ MAPLE / All rights reserved. MAPLE is a registered trademark of

<____ ____> Waterloo Maple Software.

| Type ? for help.

MAX Version 0.1

Wed Feb 19 18:00:26 WET 1992

type ?MAX or help(MAX); for help

d�e�nition des matrices a; b; c du syst�eme (fonction de conversion p2l)

MAX> a:=p2l(array([[eps,g,eps],[d,eps,eps],[e,d,g*d2]])):

MAX> b:=p2l(array([[d3,eps],[eps,g*d],[eps,eps]])):

MAX> c:=p2l(array([[eps,g,d3]])):

visualisation du r�esultat (prettyprint l2p)

MAX> l2p(a),l2p(b),l2p(c);

2
64 " 
 "

� " "

e � 
�2

3
75 ;
2
64 �3 "

" 
�

" "

3
75 ; h " 
 �3

i

MAX> time();

:816

211
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calcul du transfert et a�chage

MAX> h:=evald(c&* star(a) &* b): l2p(h);

h
�8(
�2)� 
�5(
�2)�

i

MAX> time();

3:183

Les temps CPU (en secondes) sont ceux d'une SUN-Sparcstation 2. En sus de la pr�esentation

g�en�erale qui suit, nous renvoyons le lecteur �a la documentation en ligne de MAX qui d�ecrit plus

pr�ecis�ement les di��erentes fonctions et op�erateurs.

1 Syntaxe g�en�erale

MAX reconnâ�t les types �el�ementaires suivants: type constante (not�e const dans la suite) corre-

spondant au dio��de Rmax, type rat (rationnels dans Min
ax[[
; �]]), qui inclut les polynômes. MAX

reconnâ�t les op�erations alg�ebriques de base suivantes:

op�eration domaine

&+ const&+const! const

(somme) rat&+rat! rat

&�
(produit) analogue �a &+

star const!const

(�etoile) rat! rat

hmatricei ! hmatricei
&�� const&��hr�eel i !const

(puissance) rat&��h entier natureli ! rat

h matricei&��h entier natureli ! h matricei
evald h expression matriciellei ! hmatricei

Ces op�erateurs n'ont pas les ordres de priorit�e usuels (les op�erateurs de type & s'�evaluent de la

gauche vers la droite en MAPLE). Ils doivent donc être parenth�es�es si n�ecessaire. Par exemple

a&+b&�c s'�evalue en (a&+b)&�c. Pour obtenir a� (b
 c), il faudra donc �ecrire a&+(b&�c). Pour les
expressions alg�ebriques matricielles, on dispose de l'analyseur evald, analogue �a la fonction evalm

de MAPLE. evald reconnâ�t les expressions alg�ebriques matricielles expmat form�ees par la r�egle de

grammaire suivante:

expmat! hmatricei jexpmat+expmat j expmat&�expmat j expmat � �hentier natureli.
L'analyseur evald respecte les ordres de priorit�e usuels. Par exemple, si l'on a un syst�eme

repr�esent�e par un quadruplet A;B;C;D, H:=evald(D+C&�star(A)&�B) calcule le transfert.

1.0.1 Remarque La somme de matrices se note \+" et non \&+". Il s'agit d'une contrainte li�ee

�a MAPLE, qui ne permet pas de mettre des ordres de priorit�e sur les op�erateurs de type \&".
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2 Op�erations sur les constantes

2.1 Le dio��de Rmax

Les r�eels , entiers et rationnels sont repr�esent�es sous forme MAPLE standard. " est not�e eps et
+1 est not�e inf. e est admis comme synonyme de 0.

MAX>2 &+ 2;

2

MAX> 0&* 1;

1

MAX> e&+ 2;

2

MAX> (2/3) &+ (4/5);

4/5

MAX> 4 &* inf;

inf

MAX> 2/3&+ eps;

2/3

MAX> eps&* inf;

eps

MAX> eps&* 4.5;

eps

MAX> 4.5&* 10;

14.5

MAX> 10&+ 7&* 2;

12

MAX> 10&+ (7&* 2);

10

MAX> star(0);

0

MAX> star(-1);

0

MAX> star(e);

e

MAX> star(2);

inf

2.2 Op�erations matricielles dans Rmax

La session suivante se passe de commentaires.

MAX> a:=array([[1,2],[4,7]]);

a :=

�
1 2
4 7

�

MAX> b:=array([[0,5],[-6,-1]]);

b :=

�
0 5
�6 �1

�

MAX> s:=evald(a+b);

s :=

�
1 5
4 7

�
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MAX> p:=evald(a&*b);

p :=

�
1 6
4 9

�
MAX> t:=tr(p);

t := 9

MAX> a0:=star(a); �
+1 +1
+1 +1

�
MAX> c1:=star(b);

c1 :=

�
0 5
�6 0

�
MAX> id(2); �

e "

" e

�
MAX> c2:=evald(id(2)+ b+ b**2);

c2 :=

�
0 5
�6 0

�

2.2.1 Fonctions eigenm, eigenv La fonction eigenm (pour eigen-matrix) calcule la somme

eigenm(A) = A� (A
2)�
1
2 � : : :� (A
(n))�

1
n ;

o�u les puissances fractionnaires s'entendent au sens du produit de Hadamard du dio��de, ce qui se

r�e�ecrit comme suit dans l'alg�ebre habituelle:

eigenm(A) = max
1�i�n

(
1

i
� A
i) :

La fonction eigenv retourne la trace de eigenm(A), c'est �a dire la plus grande valeur propre

de A, �(A). Rappelons en e�et que �(A) est �egal au poids moyen maximal des circuits de A.

Comme tr((A
i)�
1
i ) est �egal au poids moyen maximal des circuits de longueur i, on a clairement

�(A) = tr(eigenm(A)).

Pour la matrice a d�e�nie plus haut, on a ainsi:

MAX> a1:=eigenm(a);

a1 :=

�
3 9=2

11=2 7

�
MAX> k:=eigenv(a);

k := 7

MAX> d0:=array([[0,4,inf,eps],[-70,0,inf ,35],[eps,eps,0,inf],[eps,eps,12,0]]);

d0 :=

2
664

0 4 +1 "

�70 0 +1 35
" " 0 +1
" " 12 0

3
775

MAX> d1:=eigenm(d0);

d1 :=

2
664

0 4 +1 +1
�

35
2

0 +1 +1
" " +1 +1
" " +1 +1

3
775
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2.2.2 La fonction karp La fonction karp calcule la valeur propre �(A) dans Rmax d'une matrice

A irr�eductible en utilisant l'algorithme de Karp [54]. �(A) est donn�e par la formule suivante

�(A) =
M

1�i�n

^
0�k�n�1

 
An
1i

Ak
1i

! 1
n�k

;

ou avec les notations usuelles:

�(A) = max
1�i�n

min
0�k�n�1

A
n1i �A
k1i
n � k :

Si A n'est pas irr�eductible, karp retourne la valeur propre de la composante irr�eductible associ�ee

�a l'indice 1.

Pour les matrices trait�ees plus haut, on a par exemple:

MAX> k:=karp(a);

k := 7

MAX> l:=karp(d0);

l := 0

3 Calcul rationnel dans Min
ax[[
; �]]

3.1 Polynômes

Nous avons adopt�e une repr�esentation des polynômes deMin
ax[
; �] sous forme de liste, distincte des

polynômes de MAPLE.

Le type poly, repr�esentant les polynômes deMin
ax[
; �], est d�e�ni comme suit:

poly= hliste de monômesi j eps j e.
Un monôme est une liste [t,n] form�ee de deux entiers positifs ou nuls t et n, correspondant �a


n�t. On notera que la liste vide [] (form�ee de 0 monômes) est synonyme de eps. La liste [[0,0]]

correspondant au monôme 
0�0 est un synonyme de l'unit�e e.

3.1.1 Fonctions de conversion p2l et l2p La fonction de conversion p2l, (pour \polynomials

to lists") convertit un polynôme conventionnel en g et d en une liste de type poly mise sous forme

minimale. Les ind�etermin�ees g et d correspondent respectivement aux ind�etermin�ees 
 et � de

Min
ax[
; �]. La fonction inverse l2p convertit une liste repr�esentant un polynôme de Min

ax[
; �] en

polynôme classique en g et d. Les fonctions p2l et l2p ne sont pas exactement inverses l'une de

l'autre. On a p2l� l2p� Id et l2p� p2l� Id. En e�et, p2l normalise les polynômes: �etant donn�e

un polynôme q 2 B [
; �], l2p�p2l(q) est �egal au repr�esentant minimal de q. De même, l �etant une

liste de type poly p2l�l2p(l) est �egal �a la liste minimale repr�esentant l.

On a par exemple:

MAX> p2l(e);

[[0; 0]]
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MAX> p2l(1);

[[0; 0]]

MAX> a:=[[0,1],[2,3],[10,9]];

a := [[0; 1]; [2; 3]; [10; 9]]

MAX> v:=l2p(a);

3 2 9 10

v := g + g d + g d

Dans la suite, pour des raisons de lisibilit�e, on donnera syst�ematiquement les transcriptions LaTeX
de la session. Au lieu de la copie d'�ecran MAPLE ci-dessus, on aura donc:

v := 
 � 
3�2 � 
9�10

MAX> b:=p2l(v);

b := [[0; 1]; [2; 3]; [10; 9]]

MAX> w:=g+g^3*d^2+g^4*d+g^9*d^10;


 � 
3�2 � 
4� � 
9�10

MAX> c:=p2l(w);

c := [[0; 1]; [2; 3]; [10; 9]]

MAX> l2p(c);


 � 
3�2 � 
9�10

Le monôme redondant 
4� a �et�e �elimin�e lors du calcul de p2l(w).

MAX> f:=p2l(g+g^3*d^2+g^4*d+g^9*d^10)&*p2l(g*d^5);

f := [[5; 2]; [7; 4]; [15;10]]

MAX> l2p(f);


2�5 � 
4�7 � 
10�15

MAX> f&+ p2l(d^9);

[[9; 0]; [15;10]]

MAX> l2p(");

�9 � 
10�15

MAX> h1:=f&* p2l(g*d^5):l2p(h1);


3�10 � 
5�12 � 
11�20

MAX> h2:=f&* p2l(g^2*d^10):l2p(h2);


4�15 � 
6�17 � 
12�25

MAX> l2p(h1&+ h2);


3�10 � 
4�15 � 
6�17 � 
11�20 � 
12�25

MAX> l2p(f&* p2l(g*d^5+g^2*d^10));


3�10 � 
4�15 � 
6�17 � 
11�20 � 
12�25

MAX> l2p(f &+ []);


2�5 � 
4�7 � 
10�15

MAX> f&* [];

"
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MAX> f&* eps;

"

MAX> l2p(f&* e);


2�5 � 
4�7 � 
10�15

MAX> l2p(f&* [[0,0]]);


2�5 � 
4�7 � 
10�15

3.1.2 Fonction canonic La fonction canonic met une liste de type poly ou rat sous forme mini-

male. On a l'identit�e canonic = p2l�l2p.

MAX> u:=[[0,1],[1,0]];

u := [[0; 1]; [1; 0]]

MAX> l2p(u);


 � �

MAX> v:=canonic(u);

v := [[1; 0]]

MAX> l2p(v);

�

MAX>p2l(l2p(u));

[[1; 0]]

MAX>s:=[[[0,0],[1,1]],[[1,1]]];

s := [[[0; 0]; [1;1]]; [[1; 1]]]

MAX> l2p(s);

e� 
� (
�)
�

MAX> t:=canonic(s);

t := [[[0; 0]]; [[1; 1]]]

MAX> l2p(t);

(
�)
�

3.1.3 Remarque La repr�esentation sous forme de listes des polynômes est du d'une part �a l'acc�es

peu ais�e �a la repr�esentation interne des polynômes MAPLE, et d'autre part �a la n�ecessit�e de

normaliser tous les objets avant calcul. La normalisation est faite une fois pour toutes par p2l lors

de la premi�ere d�e�nition d'un objet.

3.2 S�eries p�eriodiques

3.2.1 Repr�esentation des s�eries p�eriodiques Les s�eries p�eriodiques sont, tout comme les poly-

nômes, repr�esent�ees par des listes. Le type s�erie rationnelle rat est d�e�ni comme suit:

rat= poly j [ hliste de monômesi,hliste de monômesi].
Une s�erie p�eriodique non polynômiale est donc une liste [p; q] form�ee de deux polynômes non

nuls. Soient

p = 
n1�t1 � : : :� 
nk�tk
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le premier polynôme de la liste, et q = 
n
0
1�t

0
1 � : : :� 
n0r�t0r . La s�erie p�eriodique s associ�ee �a [p; q]

est donn�ee par:

s =

 
k�1M
i=1


ni�ti

!
� 
nk�tk

0
@e� r�1M

j=1


n
0
j�t

0
j

1
A (
n

0
r�t

0
r)� :

Le dernier monôme de p est donc �egal au premier monôme du p�eriodique. Le dernier monôme de q

est �egal �a la p�eriode.

3.2.2 D�e�nition des s�eries rationnelles On peut d�e�nir une s�erie rationnelle �a l'aide de la fonc-

tion p2l qui reconnâ�t une expression rationnelle \exprat" en g et d, d�e�nie par la r�egle de grammaire

suivante:

exprat ! e j g j d j exprat+ exprat j exprat � exprat j exprat^`�`.
On notera que l'�etoile de a se note a^`�` (* entre guillemets)1. On a par exemple: MAX>

s1:=e+g^2*d^2+g^3*d^4*(e+g^2*d+g^3*d^3+g^5*d^4)*(g^6*d^6)^`*`;

e� 
2�2 � 
3�4
�
e� 
2� � 
3�3 � 
5�4

� �

6�6

�
�

MAX> s:=p2l(s1);

s := [[[0; 0]; [2; 2]]; [[2;1]; [3; 3]]]

MAX> l2p(s);

e� 
2�2
�
e� 
�2

� �

3�3

�
�

MAX> l2p(s[1]);

e� 
2�2

MAX> l2p(s[2]);


�2 � 
3�3

On notera que la s�erie est automatiquement mise sous forme minimale. Voici un exemple o�u p2l

calcule une expression plus complexe:

MAX> s:=d^8+(g^3+(g^3*d^3+g^2*d^2)^`*`)^`*`;

�8 �
�

3 �

�

3�3 � 
2�2

�
�

�
�

MAX> s1:=p2l(s);

s1 := [[[8; 0]; [9; 9]]; [[1;1]]]

MAX> l2p(s1);

�8 � 
9�9 (
�)
�

3.2.3 Op�erations &+,&� et star Les expressions rationnelles se calculent soit �a partir de p2l,

soit �a l'aide des op�erateurs &+,&�,et star qui s'utilisent comme pour les constantes.

MAX>u:=p2l(g)&* star(p2l(g^3*d^3));

u := [[[0; 1]]; [[3;3]]]

MAX> l2p(u);



�

3�3

�
�

MAX> v:=star(u);

v := [[[0; 0]; [3;4]]; [[3; 3]]]

MAX> l2p(v);

e � 
4�3
�

3�3

�
�

MAX> w:=p2l(d^9)&+ v: l2p(w);

�9 � 
13�12
�

3�3

�
�

1pour des raisons de syntaxe MAPLE
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3.3 Validation de MAX

Nous avons, a�n de v�eri�er syst�ematiquement les algorithmes, programm�e des fonctions g�en�erant

des s�eries p�eriodiques al�eatoires.

3.3.1 Fonctions randpol, randser, randlist

� La fonction randpol, prenant pour argument un entier n, produit un polynôme deMin
ax[
; �]

al�eatoire dont le repr�esentant minimal a entre 1 et n termes. La syntaxe sans arguments

randpol() prend la valeur par d�efaut n = 10.

� La fonction randser produit une s�erie p�eriodique al�eatoire dont le transitoire a entre 0 et n-1

termes, et le motif entre 1 et n termes. Appel�e sans argument, randser() prend la valeur par

d�efaut n = 10.

� La fonction randlist produit une liste non minimale de type poly form�ee de n termes. Par

d�efaut, n = 10.

On a par exemple la session suivante:

MAX> p:=randpol();

[[2; 5]; [9; 9]; [12; 11]; [16; 12]]

MAX> l2p(p);


5�2 � 
9�9 � 
11�12 � 
12�16

MAX> q:=randpol(3);

[[1; 2]; [2; 3]]

MAX> l2p(q);


2� � 
3�2

MAX> s:=randser();

[[[7; 7]; [10; 15]; [12; 20]; [18; 27]; [26; 33]; [33; 34]; [36; 35]]; [[6; 5]; [16; 6]; [26; 11]; [33; 19];

[40; 20]; [49; 21]; [53; 28]; [55; 38]; [65; 46]]]

MAX> l2p(s);


7�7 � 
15�10 � 
20�12 � 
27�18 � 
33�26 � 
34�33 �

35�36

�
e � 
5�6 � 
6�16 � 
11�26 � 
19�33 � 
20�40 � 
21�49 � 
28�53 � 
38�55� �
46�65��

MAX> r:=randser(3);

[[[3; 2]; [4; 4]; [5; 7]]; [[1; 3]]]

MAX> l2p(r);


2�3 � 
4�4 � 
7�5
�

3�

��
MAX> randlist(3);

[[3; 1]; [3; 3]; [1; 3]]

MAX> l2p(");


�3� 
3�3 � 
3�
MAX> randlist();

[[4; 1]; [10; 2]; [10; 8]; [4; 6]; [5; 2]]
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MAX> l2p(");


�4 � 
2�10 � 
8�10 � 
6�4 � 
2�5

3.3.2 V�eri�cation des algorithmes de somme et produit de polynômes

Nous avons e�ectu�e le test de coh�erence suivant:

� g�en�erer deux polynômes non minimaux p et p0 par randlist.

� calculer canonic(p)&+canonic(p0); canonic(p)&�canonic(p0)
� comparer respectivement avec p2l(l2p(p) + l2p(p0)) et p2l(l2p(p) � l2p(p0)), o�u + et �
d�esignent la somme et le produit des polynômes MAPLE standards.

Ce test revient �a v�eri�er la commutativit�e du diagramme suivant:

-

- ??

B [
; �]

Min
ax[
; �] Min

ax[
; �]

B [
; �]
p; p0

p; p0

p� p0
p
 p0

p� p0 = p� p0
p
 p0 = p
 p0

3.3.3 V�eri�cation des algorithmes de somme et produit de s�eries rationnelles

Nous avons e�ectu�e le test de coh�erence suivant:

(i) g�en�erer deux s�eries al�eatoires s et s0,

(ii) calculer s � s0, ss0,
(iii) calculer p, le d�eveloppement de s �a un ordre �elev�e et p0, d�eveloppement de s0 au même ordre,

(iv) s'assurer que les d�eveloppements de s� s0 et ss0 co��ncident respectivement p� p0 et pp0, �a des
ordres convenables.

Si l'on suppose correctes les op�erations sur les polynômes, le succ�es de ce test \garantit" la va-

lidit�e des algorithmes sur les s�eries rationnelles. Ce test a �et�e pass�e pour quelques centaines de

s�eries al�eatoires produites par randser(15). En ce qui concerne les �etoiles, on s'est born�e �a v�eri�er

l'identit�e (a�)� = a� pour des s�eries rationnelles al�eatoires.

4 Exemple: calcul du transfert d'un atelier 
exible de type 
ow-

shop

On consid�ere l'atelier 
exible de type 
owshop avec trois pi�eces et trois machines, repr�esent�e par

le r�eseau de Petri sur la Figure VIII.1. On donne les temps suivants de passage des pi�eces sur les

machines:

P1 P2 P3

M1 9 2 1

M2 2 7 2

M3 1 10 1
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Une pi�ece de type 1, convoy�ee par une palette, passe donc pendant 9 unit�es de temps sur la machine

1, puis 2 unit�es de temps sur la machine 2, et 1 unit�e de temps sur la machine 3. Elle sort alors de

l'atelier, et la palette revient charger une nouvelle pi�ece en amont de la machine 1. De même pour

les pi�eces 2 et 3. Pendant ce temps, la machine 1 traite les 3 pi�eces suivant la s�equence (1 pi�ece de

type 1, 1 pi�ece de type 2, 1 pi�ece de type 3) et recommence. On notera que les circuits horizontaux

sur le graphe correspondent �a des s�equences de tâches des machines, et que le circuits verticaux, dits

\circuits pi�ece", correspondent au trajet des palettes. On peut �ecrire la repr�esentation matricielle

suivante.

A =

2
666666666666664

" " 
� " " " 
� " "

�9 " " " " " " 
�10 "

" �2 " " " " " " 


�9 " " " " 
�2 " " "

" �2 " �2 " " " " "

" " � " �7 " " " "

" " " �2 " " " " 
�

" " " " �7 " � " "

" " " " " �2 " �10 "

3
777777777777775

B =

2
666666666666664

e " "

" e "

" " e

" " "

" " "

" " "

" " "

" " "

" " "

3
777777777777775

C =

2
64 " " " " " " � " "

" " " " " " " �10 "

" " " " " " " " �

3
75

o�u les entr�ees u1, u2, u3 repr�esentent les approvisionnements relatifs au pi�eces 1,2,3 et les sorties

y1; y2; y3 repr�esentent les sorties de ces pi�eces2 On obtient alors �a l'aide de MAX la matrice de

transfert:

H =

2
64 �12 � 
�30(
�19)� 
�21(
�19)� 
�13� 
2�31(
�19)�

�28(
�19)� �19(
�19)� 
�29(
�19)�

�29(
�19)� �20(
�19)� �4 � 
�30(
�19)�

3
75

On constate que la p�eriode 
�19 correspond �a l'unique circuit critique (associ�e �a la pi�ece 2). Les

deux machines menantes, �a savoir les machines 1 et 3, dont le temps de cycle est de 12 unit�es

de temps, ne sont donc pas satur�ees. Nous �etudierons des syst�emes analogues dans le chapitre IX

sur l'optimisation des ressources. Nous montrerons en particulier comment saturer les machines

menantes en rajoutant des palettes.

2Les matrices (A;B;C) peuvent être produites automatiquement �a partir de la matrice des temps de passage des

pi�eces sur les machines �a l'aide de l'instruction array2flex, d�ecrite au Chapitre suivant.
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M3

M2

M1

9

2

q1 1

y1

x1

u1 u2

2

7

q2 10

x2

q3

y2 y3

x3

u3

1

x4

x7

P1

x5

x8 x9

x6

1

2

9

7

2

10

2

1

1

2

1

P2 P3

Figure VIII.1: Un atelier 
exible �a 3-machines et 3-pi�eces



Chapitre IX

Calcul formel du taux de production

et optimisation des ressources

Introduction

Nous consid�erons le probl�eme dit \d'optimisation des ressources", qui consiste �a minimiser le nom-

bre de ressources (machines, palettes, processeurs, places de stocks, m�emoires tampons : : : ) d'un

syst�eme de mani�ere �a r�ealiser un taux de production �x�e. Ce probl�eme a d'abord �et�e trait�e par

Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17], qui pr�esentent un algorithme it�eratif donnant une r�epartition

minimale des ressources. Dans le cas particulier o�u le taux de production vis�e est le taux du pro-

cessus le plus lent, on parvient de de la sorte �a saturer le \processus goulot". Hillion et Proth

[52] ont consid�er�e un second probl�eme analogue, qui consiste �a minimiser un coût lin�eaire as-

soci�e aux ressources, toujours sous la contrainte d'un taux de production donn�e. Ils ram�enent ce

probl�eme �a un probl�eme de programmation lin�eaire en nombres entiers, dont les contraintes sont

indic�ees par l'ensemble des circuits du graphe. Constatant que cette approche �etait rendue ine�ec-

tive par l'impossibilit�e apparente d'�enum�erer les circuits (en trop grand nombre), ils formulent des

heuristiques pour ce probl�eme. Nous attaquons dans ce chapitre le seul probl�eme d'�enum�eration

des contraintes du programme lin�eaire, dans l'esprit des techniques d'�enum�eration alg�ebrique des

circuits d'un graphe dues �a Benzaken, Backhouse & Carr�e, Gondran & Minoux [5, 4, 47]. Nous

adaptons ainsi un algorithme de type Gaussien. La cl�e de la m�ethode consiste �a introduire des

congruences poly�edriques, faisant appel �a des algorithmes de programmation quadratique ou de

programmation lin�eaire. On peut alors simpli�er les donn�ees interm�ediaires, et obtenir le simplexe

�nal sous forme r�eduite. On obtient de la sorte l'expression formelle du taux de production en

fonction des ressources. Nous avons appliqu�e cette m�ethode �a l'atelier �etudi�e en 1983 par Cohen,

Dubois, Quadrat et Viot. Pour cet exemple r�eel �a 8 machines et 6 pi�eces, le probl�eme d'�enum�eration

des circuits, inabordable par l'algorithme de Gauss sans les congruences poly�edriques, donne �nale-

ment le taux de production comme min de 25 contraintes lin�eaires non redondantes. On peut alors

prouver simplement que l'allocation des ressources obtenue par l'algorithme it�eratif cit�e plus haut

est l'unique allocation minimale. Proth et Xie [83] ont par ailleurs r�ecemment montr�e que certains

probl�emes d'optimisation de ressources se ramenaient �a la r�esolution d'un nouveau probl�eme de pro-

grammation lin�eaire mixte, dont le nombre de contraintes est de l'ordre du nombre de places et non

plus du nombre de circuits. L'algorithme de Proth et Xie n'est cependant valable que pour une sous

classe assez restrictive de syst�emes et de crit�eres. Nous montrons que le probl�eme d'optimisation

des ressources est �equivalent �a la recherche d'un sous-vecteur propre, ce qui g�en�eralise l'algorithme

223
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de Proth et Xie �a des syst�emes quelconques. Nous concluons en comparant les deux approches.

1 Les probl�emes d'optimisation des ressources

1.1 Exemple

On consid�ere l'atelier 
exible avec deux types de pi�eces et 3 machines repr�esent�e sur la �gure IX.1.

On donne la table suivante des temps de passage des pi�eces sur les machines:

temps de passage pi�ece 1 pi�ece 2 charge totale

machine 1 9 2 11

machine 2 2 7 9

machine 3 1 10 11

L'atelier 
exible est de type 
owshop, i.e. les pi�eces sont suppos�ees passer sur les machines dans

le même ordre. Un syst�eme analogue a �et�e �etudi�e en VIII,4. La pi�ece 1 passe donc successivement

sur les machines 1,2,3. Idem pour la pi�ece 2. On suppose que dans la con�guration initiale, q1
palettes r�eserv�ees aux pi�eces 1 et q2 palettes r�eserv�ees aux pi�eces 2 sont pla�c�ees en amont de la

machine 1. Les deux machines 1 et 3 sont menantes, i.e. ont la charge maximale de 11 unit�es de

temps. Quelle que soit l'allocation des palettes, on ne pourra donc jamais d�epasser la fr�equence des

machines menantes, c'est-�a-dire une pi�ece en moyenne toutes les 11 unit�es de temps. On cherche ici

�a minimiser les nombres q1 et q2 pour saturer les machines menantes M1 et M3. Nous montrerons

dans ce chapitre qu'�a l'aide d'un calcul alg�ebrique simple (nous l'e�ectuons �a la main dans la section

x3.4), on obtient l'expression formelle du taux de production � en fonction des ressources, soit en

l'occurrence:

� = min(
1

11
;
q1

12
;
1 + q1

29
;
q2

19
) : (1:1:a)

On notera que ces contraintes se lisent en termes de circuits du graphe. q1
12 correspond au circuit

(x5; x3; x1),
1+q1
29 au circuit (x5; x6; x4; x3; x1). Pour saturer la machine menante, il faut que chacun

des termes de � soit plus grand que le taux de production maximal 1
11 , soit

q1
12 � 1

11 ,
1+q1
29 � 1

11 ;
q2
19 �

1
11 , ce qui donne l'allocation enti�ere minimale des palettes saturant les machines M1 et M3:

q1 = 2; q2 = 2 :

1.2 Premier probl�eme

Soient q1; : : : ; qn les quantit�es des ressources inconnues, et �(q) le taux de production associ�e.

L'application q 7! �(q) est �evidemment croissante, et donc le taux de production �(q) est major�e

par �(+1). On suppose que le taux de production maximal � = �(+1) est �ni (dans l'exemple

ci-dessus, il s'agit du taux de production des machines menantes, i.e. des processus sur lesquels les

ressources n'ont pas d'e�et). Le premier probl�eme d'optimisation des ressources consiste �a trouver

une (ou toutes) les allocations des ressources saturant les processus menants. En d'autres termes,

on cherche les vecteurs q 2 Nn minimaux tels que

�(q) = � :
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M1

7

x6

x4

x2

u2

2

q2

1

2

u1

x1

9

x3

x5

q1

P1 y1 y2

M3

M2

1

2 7

10

10

9 2

P2

Figure IX.1: \Flowshop" 2 pi�eces 3 machines, nombre de palettes �a optimiser

1.3 Second probl�eme

Etant donn�e un taux de production souhait�e �0, on cherche �a minimiser un coût lin�eaire associ�e

aux ressources n�ecessaires pour atteindre ce taux de production, soit le coût

J(q) = p1q1 + : : :+ pnqn ;

o�u pi d�esigne le prix d'une unit�e de ressource i (par exemple, le prix d'installation d'une machine

ou d'une palette). On verra plus loin que �(q) est un min de formes a�nes. On a donc le probl�eme

de programmation lin�eaire en nombres entiers suivant

minfJ(q) j q 2 Nn; �(q) � �0g : (1:3:a)

2 Polynômes multivariables et ressources

Nous introduisons un dio��de �a p + 2 ind�etermin�ees, utile pour l'�etude des syst�emes �a p ressources

inconnues. Ce dio��de est la g�en�eralisation naturelle deMin
ax[[
; �]].

2.1 Le dio��deMin
ax[[
i; �]]

2.1.1 D�e�nition (Dio��de Min
ax[[
0; : : : ; 
p; �]]) On note Min

ax[[
0; : : : ; 
p; �]] le dio��de quotient de

B [[
0 ; 
1; : : : ; 
p; �]] par l'application

' : '(a) = a
�0

�
1 : : :


�
p(�

�1)� : (2:1:a)

Lorsque qu'il sera clair au vu du contexte qu'il s'agit d'un dio��de de s�eries formelles �a p + 2

ind�etermin�ees, on s'autorisera la notationMin
ax[[
i; �]].
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En d'autres termes,Min
ax[[
i; �]] est le dio��de des s�eries formelles �a coe�cients bool�eiens en les

variables commutatives 
0; 
1; : : : ; 
p; �, muni des r�egles de simpli�cation suivantes:

8i 2 f0; : : : ; pg; 
ni � 
mi = 

min(n;m)
i ; �t � �s = �max(t;s) :

Dans le cas p = 0, on retrouve le dio��de Min
ax[[
; �]], On notera Min

ax[
i; �] le sous-dio��de des

polynômes. La th�eorie d�evelopp�ee en B,1.2.10 s'applique. La relation associ�ee �a ' est une bonne con-

gruence. En particulier, tout �el�ement deMin
ax[
i; �] admet un unique repr�esentant minimal modulo

'.

2.1.2 Exemple DansMin
ax[
0; 
1; �], on a 
0
1 � � = �.

2.2 Repr�esentation g�eom�etrique

On a vu que le dio��deMin
ax[[
; �]] des s�eries formelles en 
 et � est isomorphe au dio��de des \cônes sud-

est" de Z2 (cf. VII,(2.2.c)). Nous donnons de même une repr�esentation g�eom�etrique deMin
ax[[
i; �]]

�a l'aide d'un dio��de de parties de Rp+2.

2.2.1 Dio��des P(Rp+2);P(Zp+2) On notera P(Rp+2) le dio��de des parties de Rp+2, munies de

l'union et de la somme vectorielle. L'application support, d�e�nie comme suit(
B [[
0 ; : : : ; 
p; �]] �! P(Zp+2) � P(Rp+2)

s 7�! supps = f(n0; n1; : : : ; np; t) 2Zp+2 j s(n0; : : : ; np; t) 6= "g (2:2:a)

est un isomorphisme de dio��des.

2.2.2 Dio��des Min
ax[[R

p+2]];Min
ax[[Z

p+2]] Soit le cône de Rp+2:

C = R+(1; 0; : : : ; 0; 0)+ : : :+R+(0; : : : ; 0; 1; 0)+R+(0; : : : ; 0;�1)+ = (R+)p+1 �R� : (2:2:b)

On introduit l'application

'C :

(
P(Rp+2) �! P(Rp+2)

x 7�! x+ C : (2:2:c)

On noteraMin
ax[[R

p+2]] le dio��de quotient de P(Rp+2) par 'C , etMin
ax[[Z

p+2]] le sous dio��de quotient

de P(Zp+2) par la même application.

Comme l'application support est un isomorphisme de B [[
i ; �]] sur P(Zp+2), et que par ailleurs on
a pour toutes s�eries s; s0 2 B [[
i ; �]] '(s) = '(s0) ssi supps + C = supps0 + C (cf. (2.1.a)), on a

l'isomorphisme induit: (
Min

ax[[
i; �]] ' Min
ax[[Z

p+2]]

s 7! supps
: (2:2:d)

Il nous reste �a caract�eriserMin
ax[[Z

p+2]], et plus g�en�eralement,Min
ax[[R

p+2]].

2.2.3 Lemme L'application � d�e�nie par:(
Min

ax[[R
p+2]] �! P(Rp+2) + C

s 7�! �(s) = s+ C (2:2:e)

est un isomorphisme de dio��des.
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Preuve Le seul point non trivial est que �(s
 s0) = �(s)
 �(s0), soit �(s+ s0) = �(s) + �(s0), ce

qui r�esulte de C + C = C. �

Autrement dit, on peut identi�erMin
ax[[R

p+2]] au dio��de des parties de Rp+2 de la forme A+ C,
muni de l'union et de la somme vectorielle. L'�el�ement neutre de ce dio��de est la partie C. On peut

voirMin
ax[[Z

p+2]] est le sous dio��de des parties de la forme A+ C, o�u A �Z.
On composant (2.2.d) et 2.2.3, on obtient un nouvelle isomorphisme { qui nous permet de

repr�esenter une s�erie formelle par une partie de Rp+2:

{ :

(
Min

ax[[
i; �]] ' P(Zp+2) + C � P(Rp+2)

s 7! {(s) = supps+ C (2:2:f)

2.2.4 Exemple On a repr�esent�e sur la Figure IX.2 la partie {(p) de R3 associ�ee �a p = 
0�� 
21��

20


2
1�. On associe �a chaque monômem = 
n00 
n11 �t le cône {(m) = (n0; n1; t)+C avec C = (R+)2�R�,

et l'on prend l'union de ces cônes pour obtenir {(p).


0�


21�

20


2
1�

n0

n1t

Figure IX.2: Repr�esentation graphique deMin
ax[
0; 
1; �]

2.2.5 Remarque L'introduction de Rp+2 au lieu de Zp+2 est motiv�ee par les deux points suivants:

1/ dans les applications, on a en g�en�eral des puissances r�eelles et non enti�eres de 
 et �, 2/ on donnera

dans la suite des r�egles de simpli�cations dans Min
ax[[
i; �]], qui feront appel �a des projections sur

certains cônes poly�edriques, lesquelles ne s'�ecrivent que dans Rp+2 (ou �a la rigueur dans Qp+2).

2.3 Ressources et polynômes

Etant donn�ees des quantit�es �x�ees de ressources q1; : : : ; qp � 0, on a un morphisme:

�q :

8><
>:
Min

ax[[
i; �]] �! Min
ax[[
; �]]


0 7�! 



i 7�! 
qi
:

On pourra donc repr�esenter chaque ressource par une nouvelle ind�etermin�ee 
i. On pourra aussi

identi�er 
 et 
0 (que l'on peut voir comme ind�etermin�ee associ�ee �a une ressource constante).
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2.3.1 Exemple L'atelier 
exible d�ecrit en x1.1 se repr�esente par le syst�eme d'�equations suivants

dansMin
ax[[
; 
1; 
2; �]]:

x = Ax� Bu; y = Cx

o�u

A =

2
66666664

" 
�2 " " 
1� "

�9 " " " " 
2�
10

�9 " " 
�7 " "

" �2 �2 " " "

" " �2 " " 
�10

" " " �7 � "

3
77777775
; B =

2
66666664

e "

" e

" "

" "

" "

" "

3
77777775

C =

"
" " " " � "

" " " " " �10

#
:

2.3.2 Contre exemple �q n'est plus un morphisme de dio��des si q n'est pas positif. Soit q = (q1)

avec q1 = �2. On a e = e�
1 dansMin
ax[
0; 
1; �] mais �q(e) = e 6= �q(e)��q(
1) = e�
�2 = 
�2.

D'o�u la restriction suivante.

2.3.3 Hypoth�ese Dans la suite, on supposera que les ressources sont en quantit�es positives ou

nulles, i.e. 8i; qi � 0.

2.3.4 Pente dans Min
ax[
i; �] On d�e�nira la pente �(s) d'une s�erie s =

L
i 


ni0
0 


ni1
1 : : : 


nip
p �t

i 2
Min

ax[[
i; �]] �a partir de la pente � d�ej�a d�e�nie dansMin
ax[[
; �]] par

�(s) = �(�q(s)) = inf
ti>0

ni0 + ni1q
i
1 + : : :+ nipq

i
p

ti
:

De la sorte, il est imm�ediat que �(s) ne d�epend pas du repr�esentant
L

i 

ni0
0 


ni1
1 : : : 


nip
p �t

i

. Il est clair

que les propri�et�es prouv�ees en VII,5.4.3 pour la pente dansMin
ax[[
; �]] s'�etendent �aMin

ax[[
i; �]].

2.3.5 Taux de production dans Min
ax[[
i; �]] On a caract�eris�e en VII,6.6.1 le taux de production

� d'un syst�eme autonome repr�esent�e par une matrice A 2 (Min
ax[
; �])

n�n par

� = �(
M
c

wA(c)) (2:3:a)

o�u la somme est prise sur l'ensemble des circuits du graphe, ou de mani�ere �equivalente, sur l'ensemble

des circuits �el�ementaires. La formule (2.3.a) s'�etend �a une matrice A 2 (Min
ax[
i; �])

n�n �a condition

de d�e�nir la pente � comme en 2.3.4.

2.3.6 Exemple Soit le syst�eme d�ecrit par la matrice suivante �a coe�cients dansMin
ax[
; 
1; �]:

A =

"

� 
1

�10 
3�3

#

On a en appliquant (2.3.a) l'expression suivante du taux de production en fonction de la quantit�e

q1:

�(q1) = min(
1

1
;
3

3
;
q1 + 1

10
) ; (2:3:b)

o�u les 3 termes du min correspondent respectivement aux circuits (1); (2) et (12).
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A posteriori, l'introduction du quotient par 'C (cf. (2.2.c)) est justi��ee par le r�esultat suivant:

2.3.7 Proposition Soit R une congruence sur P((R+)p+2). Les deux assertions suivantes sont

�equivalentes:

(i) aRb ) �(a) = �(b)

(ii) aRb ) a+ C = b+ C

C'est dire que la congruence associ�ee au cône C est la plus grossi�ere des congruences d�e�nie sur le

sous dio��de des s�eries causales1, et compatibles avec la pente �. En ce sens, le dio��deMin
ax[[R

p+2]] =

P(Rp+2)='C est \optimal".

Le sens (ii))(i) de 2.3.7 est clair. Le sens (i))(ii) est une cons�equence du Lemme suivant:

2.3.8 Lemme Soient x et y deux parties �nies de (R+)p+2. Si pour toute partie �nie u de (R+)p+2,

�(x
 u) � �(y 
 u) alors x � y + C.

En e�et, si aRb, on a pour tout u, auRbu, et donc 2.3.7,(i) entrâ�ne �(au) = �(bu), d'o�u par 2.3.8

a � b+ C, et on rajoutant C, a+ C � b+ C + C = b+ C. Par sym�etrie, on obtient 2.3.7,(ii).

Preuve de 2.3.8. Nous le montrons dans le cas de (R+)2. Le lecteur g�en�eralisera aux dimensions

sup�erieures. Par additivit�e de �, on peut supposer x r�eduit �a un point, x = f(n; t)g. Soit y =

f(ni; ti)gi2I . On choisit u = f(N; T )g. La condition 8u � (R+)p+2, �(x
 u) � �(y 
 u) se r�e�ecrit:

8N; T � 0;
n+N

t+ T
� inf

i

ni +N

ti + T
;

d'o�u

8N; T � 0; 9i; n +N

t + T
� ni +N

ti + T
;

i.e.

8N; T � 0; 9i; nti � nit � N(ti � t) + T (n� ni) :
Comme N et T peuvent être arbitrairement grand, cela n'est possible que si 9i; ti � t � 0 et

n� ni � 0, i.e. (n; t) 2 (ni; ti) + C � b+ C. �

3 Enum�eration des contraintes

Nous donnons maintenant des algorithmes alg�ebriques pour �enum�erer les circuits de matrices �a

coe�cients dansMin
ax[
i; �].

3.1 Chemins �el�ementaires

Dans la suite, on raisonnera dans le dio��de complet commutatif libre engendr�e par les lettres aij , i.e.

B [[aij ]]. Rappelons quelques d�e�nitions: on consid�ere le graphe �a n sommets et n2 arcs (ij), l'arc

(ji) �etant rep�er�e par la lettre aij . On a d�e�ni en 0,4.2.2 un chemin de longueur k de j �a i comme

un mot de la forme pij = aii2 : : : aik�1j . Un circuit est un chemin tel que i = j. Nous aurons besoin

en outre des deux notions suivantes:

1i.e. �a support dans (R+)p+2
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1/ notion classique de chemin et circuit �el�ementaire: un chemin ai1i2 : : : aik�1ik est �el�ementaire si

les il sont distincts. Un circuit aii2 : : : aik�1i est �el�ementaire si i; : : : ; ik�1 sont distincts.

2/ chemin sans circuit: nous dirons que pij est sans circuits s'il ne se factorise pas sous la forme

pij = p0ijc, o�u p
0
ij est un chemin de j �a i et c un circuit non trivial. Le seul chemin sans circuits de

i �a i est donc le mot vide e. Un chemin sans circuits pij est �el�ementaire. La r�eciproque est vraie si

i 6= j.

Ces arguties viennent du fait que la d�e�nition standard de circuit �el�ementaire rappel�ee ci-dessus

n'est pas compatible avec celle de chemin �el�ementaire: un circuit �el�ementaire passant par i n'est

pas un chemin �el�ementaire de i �a i (car i1 = ik)! D'o�u l'utilit�e de la notion 2.

Nous consid�erons �a nouveau la matrice g�en�erique d'ordre n, An = (aij) (cf. 0,x4.2).

3.1.1 D�e�nition (Matrices des chemins �el�ementaires) On note A
el
n (resp. Ascn ) la matrice

dont le coe�cient ij est �egal �a la somme des chemins �el�ementaires de j �a i (resp. des chemins

sans circuits). On notera �(An) la somme des circuits �el�ementaires, i.e.

�(An) = tr(Aeln ) :

On a donc (Aeln )ij = (Ascn )ij si i 6= j et (Ascn )ii = e. On �etendra ces notations �a un dio��de quelconque

par morphisme: Ael
ij d�esigne la somme des poids des chemins �el�ementaires de j �a i.

Les propri�et�es suivantes sont imm�ediates:

3.1.2 Propri�et�es On a

(i) �(A�B) � �(A)� �(B)
(ii) Si D est diagonale, �(D �A0) = tr(D)� �(A0)
(iii) �(Ak) � �(A)
(iv) �(A) � �(A�) � (�(A))�

3.1.3 Exemple On a Ael1 = (a11), A
sc
1 = (e),

A
el
2 =

"
a11 � a12a21 a12

a21 a22 � a21a12

#
; A

sc
2 =

"
e a12
a21 e

#
; �(A2) = a11 � a22 � a12a21 ;

A
el
3 =

2
66666664

a11 � a12a21 � a13a31
�a12a23a31 � a13a32a21 a12 � a13a32 a13 � a12a23

a21 � a23a32 a22 � a21a12 � a23a32
�a23a31a12 � a21a13a31 a23 � a21a13

a31 � a32a21 a32 � a31a12 a33 � a31a13 � a32a23
�a12a23a31 � a13a32a21

3
77777775

�(Ael3 ) = a11 � a22 � a33 � a12a21 � a13a31 � a23a32 � a12a23a31 � a13a32a21 :

Dans la pratique, on n'a pas de moyen peu coûteux d'obtenir Ael ou �(A). Nous introduisons une

notion plus g�en�erale de matrice \approchant" Ael.
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3.1.4 D�e�nition (Matrices �enum�erantes) On dit que la matrice E �enum�ere les chemins si

A
sc � E � A

+ :

On dit que la matrice E �enum�ere les circuits si

diag(Ael) � diag(E) � diag(A+) :

On dit que le polynôme e �enum�ere les circuits si �(A) � e � �(A)+.

3.1.5 Proposition Soit un syst�eme autonome de matrice A 2 (Min
ax[
i; �])

n�n. On a, pour tout

polynôme e �enum�erant les circuits:

� = �( A(e))

o�u  A(e) d�esigne le polynôme obtenu en donnant �a la lettre aij la valeur Aij dans l'expression de e.

Preuve On a par monotonie  A(�(A)) �  A(e) �  A(�(A)
�), d'o�u en utilisant la propri�et�e de

morphisme de  A, la monotonie de la pente, et le fait que �(b�) = �(b): � = �(�(A)) � �( A(e)) �
�((�(A))�) = �. �

Le calcul du taux de production de ram�ene de la sorte au calcul de polynômes �enum�erants. Par

exemple, les matrices

Id� A� : : :� A
n; (Id� An)

2k avec 2k � n
�enum�erent trivialement chemins et circuits. Les traces de ces matrices �enum�erent donc les circuits.

On a l'algorithme suivant, adapt�e de Gondran et Minoux [47],Chapitre 3, Algorithme 3':

3.1.6 Algorithme D�e�nissons la suite de matrices A(i) par

A(0) = An

A
(k)
ij =

8<
:A

(k�1)
ij � A(k�1)

ik A
(k�1)
kj si i 6= k et j 6= k

A
(k�1)
ij si i = k ou j = k.

La matrice A(n) est �enum�erante.

Preuve Introduisons les r�egles de simpli�cation suivantes:

wc! " (3:1:a)

o�u w est un mot non vide quelconque et c est un circuit quelconque. Il est clair qu'un chemin est

irr�eductible ssi il ne se r�eduit pas modulo ces r�egles, et qu'en r�eduisant un polynôme quelconque,

on ne perd pas de chemins irr�eductibles. On a montr�e en 0,4.2.1 que la r�ecurrence A
(k)
ij = A

(k�1)
ij �

A
(k�1)
ik (A

(k�1)
kk )�A

(k�1)
kj �enum�erait tous les circuits (y compris non �el�ementaires). En appliquant les

r�egles de simpli�cations ci-dessus, on a si i; j 6= k A
(k�1)
ik (A

(k�1)
kk )�A

(k�1)
kj = A

(k�1)
ik A

(k�1)
kj . Si par

exemple i = k, on a, A
(k�1)
kj � A(k�1)

kk (A
(k�1)
kk )�A

(k�1)
kj = A

(k�1)
kj � A

(k�1)
kj = A

(k�1)
kj . Cela montre

3.1.6. �

Si l'on ne vise que le calcul de �(A), on a un peu mieux. Pr�ecis�ement, on adapte l'�elimination

par blocs aux matrices �enum�erantes:
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3.1.7 Proposition Soit une partition f1; : : : ; ng = I [ J. Pour toute matrice E[IjI] �enum�erant les

chemins de A[IjI], le polynôme

c = �(A[IjI])� �(A[JjJ] � A[JjI] E[IjI] A[IjJ])

�enum�ere les circuits.

Preuve L'�el�ement (kl) de A[JjJ] � A[JjI]E[IjI]A[IjJ] est un chemin de l �a k. On a ainsi A[JjJ] �
A[JjI]E[IjI]A[IjJ] � (A+)[JjJ], et donc c � tr(A+). D'autre part, un circuit �el�ementaire c0 est compt�e

dans �(A[IjI]) s'il ne passe par aucun sommet de J . Sinon, on peut factoriser c0 sous comme produit

de chemins �el�ementaires de la forme puv o�u u; v 2 J ou pjkpklplr avec j; r 2 J; k; l 2 I . Ce produit
est compt�e dans �(A[JjJ] � A[JjI]E[IjI]A[IjJ]). D'o�u �(A) � c. �

3.1.8 Remarque On reconnâ�t en 3.1.7 l'analogue de

detA = detA[IjI] det(A[JjJ] � A[JjI]A
�1
[IjI]A[IjJ]) :

3.1.9 Algorithme D�e�nissons les matrices A(i) et les scalaires �(i) de la mani�ere suivante:

A(0) = A �(0) = trA

A
(k)
ij = A

(k�1)
ij �A(k�1)

ik A
(k�1)
kj pour i 6= j et i; j > k

A
(k)
ii = A

(k�1)
ik A

(k�1)
ki

�(k) = �(k�1) � trA
(k)
[k+1:::njk+1:::n]

Le polynôme �(n�1) �enum�ere les circuits.

Si l'on e�ectue les calculs dansMin
ax[
i; �], on aura donc �a l'issue de l'algorithme

� = �(�(n�1)) :

On observe que l'algorithme ne modi�e que des sous matrices embô�t�ees de taille d�ecroissante n �
1; : : :2; 1. On a ici l'analogue du calcul du d�eterminant en triangularisant la matrice par l'algorithme

de Gauss.

Preuve R�esulte d'une part 3.1.2,(ii) en prenantD = diag(A) et A0ij = Aij en dehors de la diagonale

et " sinon, et d'autre part de l'application r�ep�et�ee l'�elimination par bloc donn�ee en 3.1.7 avec le

pivot d'ordre 1 E = e. �

3.1.10 Exemple Pour la matrice A de l'exemple 2.3.6, on obtient

�0 = 
� � 
3�3; a(1) =
"


� 
1

�10 
�10
1

#
;

�1 = �0 � a(1)22 = 
� � 
3�3 � 
�10
1 ; (3:1:b)

ce qui donne le même r�esultat que (2.3.b).
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3.1.11 Lien avec le rayon spectral en repr�esentation compteur On a vu en VII,6.6 que le

taux de production du syst�eme autonome s'�ecrivant x(n + 1) = A00x(n) est donn�e par �(A00). En

outre, en identi�ant �t ' t, on passe de la matrice A00 repr�esentant le syst�eme dans Rmin �a une

matrice A repr�esentant le syst�eme dans Min
ax[
; �] en posant A = 
A0. Comme �(A) est le plus

grand \coin" du polynôme caract�eristique de A00 (cf. Cuninghame Greene, [25]). on s'attend �a

trouver un lien entre le calcul d'un polynôme �enum�erant les circuits de A et le calcul du polynôme

caract�eristique de A00. De mani�ere pr�ecise, on a:

3.1.12 Th�eor�eme Le polynôme perm (Id�A) �enum�ere les circuits.

Comme d'apr�es ce qui pr�ec�ede, perm (Id � A) = perm (Id � 
A00), l'analogie avec le polynôme

caract�eristique usuel est compl�ete.

Preuve de 3.1.12. On a pour une permutation � �xant l'ensemble J et d�ecompos�ee en produit de

cycles non triviaux, soit � = c1 : : : ck:O
i

(Id� A)i�(i) = wA(c1)
 : : :
 wA(ck)

O
j2J

(e�Ajj) ; (3:1:c)

et donc perm(Id � A) � (�(A))�. D'autre part, si � admet le seul cycle non trivial c, on a,

d'apr�es (3.1.c),
N

iAi�(i) � wA(c), d'o�u il r�esulte en sommant sur tous les cycles �el�ementaires c que

perm (Id� A) � �(A). �

Nous calculons en passant le nombre de termes de �(An), qui servira �a estimer la complexit�e de

la m�ethode.

3.1.13 D�enombrement des circuits �el�ementaires Le nombre nc(n; p) de circuits �el�ementaires

commutatifs de longueur p associ�es �a la matrice An vaut:

nc(n; p) =
n(n� 1) : : :(n� p+ 1)

p

(un circuit �el�ementaire de longueur p est donn�e par une partie �a p �el�ements de f1; : : : ; ng ainsi
qu'un ordre sur p � 1 de ces �el�ements, soit nc(n; p) = Cpn � (p� 1)!). Le nombre nc(n) de circuits

�el�ementaires vaut donc:

nc(n) =
nX

p=1

nc(n; p) = n+
n(n� 1)

2
+
n(n � 1)(n� 2)

3
+ : : :

+
n(n � 1)� : : :� 2

n � 1
+
n(n � 1)� : : :� 2� 1

n

= (: : :+
n

(n� 2)2!
+

n

(n� 1)1!
+

1

0!
)(n� 1)!

soit

nc(n) ' e:(n� 1)! (3:1:d)

(e = 2:7182818 : : :). On les premi�eres valeurs suivantes:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

nc(n) 1 3 8 24 89 415 2372 16072 125673 1112083
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3.1.14 Application En appliquant l'algorithme 3.1.9 �a la matrice A repr�esentant l'atelier 
exible

d�ecrit en 2.3.1, on trouve le polynôme suivant �enum�erant les circuits:

c = �11
��12
1��19
2��29

1��30

2��33
2
2��40
2
1��42

1 
2��53
2
1 
2��62
3
1 
2 ;
soit une somme de 10 termes. On obtient donc le taux de production comme min des 10 formes

a�nes suivantes:

�(q) = min(1=11; q112 ;
q2
19 ; 1=29+

q1
29 ; 1=30+

q2
30 ;

2
33+

q2
33 ; 1=20+

q1
40 ; 1=42+

q1
42+

q2
42 ;

2
53+

q1
53+

q2
53 ;

3
62+

q1
62+

q2
62)

On observe que l'�ecriture ci-dessus n'est pas minimale, i.e. que l'on peut retirer certaines formes

a�nes sans changer la valeur de �(q). Par exemple, consid�erons les deux sous expressions:

u = min(
1

11
;
1

29
+

1

29
q1); v =

1

20
+
q1

40
:

On v�eri�e ais�ement que pour toute valeur positive ou nulle de q1, on a v � u. On aurait ainsi pu

retirer v de l'expression de �.

On a une di�cult�e analogue en calculant le permanent comme en 3.1.12. On obtient alors le

polynôme:

perm (Id�A) = e� �4
3 � �12
1 � �12
 � �16
1 
3 � �19
2 � �23
2 
3 � �24
2 � �30
1 
 � �30

3 �
�31
1 
2��31

2��35
1 
2 
3��35

2 
3��35
1 
2 
��35

1 
3��35
3��35
2
2��35
2
3��35
2
1

Ici encore, certains monômes sont redondants. Le fait que les algorithmes d'�enum�eration 3.1.9 et

3.1.12 produisent des termes redondants conduisent �a un accroissement \combinatoire" de la taille

des donn�ees, ce qui rend ces algorithmes ine�ectifs pour des syst�emes de taille plus importante.

Il est donc naturel de chercher les r�egles permettant de simpli�er les calculs interm�ediaires. Nous

montrons dans la section suivante que l'introduction de certaines congruences permet d'obtenir

l'expression minimale de �(q).

3.2 Congruences poly�edriques en dimension 2

Nous commen�cons par donner les r�egles de simpli�cation valables \en dimension 2", i.e. dans le

dio��de Min
ax[
; �], lorsqu'il s'agit de calculer le taux de production d'un syst�eme sans ressources

inconnues. On verra que ces r�egles se g�en�eralisent ais�ement au cas d'un nombre quelconque de

ressources.

On montre sur un exemple comment le fait d'avoir �enum�er�e certains circuits permet de simpli�er

les calculs. On donnera ensuite les r�egles de simpli�cations g�en�erales dansMin
ax[
; �].

3.2.1 Exemple On consid�ere une matrice A �a coe�cients dans Min
ax[
; �]. On suppose qu'�a une

certaine �etape k de l'algorithme de Gauss 3.1.9, on a un certain coe�cient de A(k), A
(k)
ij = e� 
2�2

et que par ailleurs, on a �enum�er�e le circuit c = 
�3. Le polynôme C donnant les circuits �enum�er�es

�a l'issue de l'algorithme pourra s'�ecrire

C = c� uA(k)
ij � v (3:2:a)

o�u u et v sont des polynômes. On a

�(C) = min(�(c); �(uA
(k)
ij ); �(v)) : (3:2:b)

Supposons, pour �xer les id�ees, que u est un monôme, soit u = 
n�t. On a alors

�(uA(k)) = min(�(e
n�t); �(
2�2
n�t)) :
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De deux choses l'une: soit �(
n�t) < �(c), auquel cas �(
n�t
2�2) > �(
n�t) (cf. VII,5.4.3), soit

�(
n�t) � �(c), auquel cas le terme �(uA
(k)
ij ) ne modi�e pas le min �a droite de 3.2.b. Dans les deux

cas, on aurait pu remplacer A
(k)
ij = e� 
2�2 par A(k)

ij = e sans modi�er la valeur �nale de C.

Nous g�en�eralisons maintenant cette remarque.

Soit c = fc1; : : : ; ckg un ensemble de k vecteurs de (R+)2. On pose

Cc = R+c1 + : : :+R+ck :

3.2.2 D�e�nition On appelle congruence poly�edrique modulo c la relation Rc d�e�nie comme suit

dansMin
ax[[R

2]]:

xRcy , x+ Cc = y + Cc :

On �etend la d�e�nition de Rc �aMin
ax[[
; �]] par isomorphisme. En posant

'c(x) = x+ Cc ; (3:2:c)

on observe que 'c v�eri�e les propri�et�es B,1.2.8. La relation Rc est donc une bonne congruence. Ici

encore, on peut donner une interpr�etation g�eom�etrique simple des classes d'�equivalence modulo Cc.

3.2.3 Lemme Soient x; y deux ensembles de points de (R+)2. Les assertions suivantes sont �equi-

valentes:

(i) xRcy dansMin
ax[[R

2]]

(ii) x+ C + Cc = y + C + Cc dans P(R2).

C est ici le cône servant �a d�e�nirMin
ax[[
; �]], donn�e en 2.2.2.

Preuve R�esulte de ce que x + C est un repr�esentant de x et y + C est un repr�esentant de y dans

Min
ax[[R

2]]. �

On introduisant 	c(x) = x+ C + Cc, on a ainsi le diagramme commutatif suivant, o�u les 
�eches

sont des projections canoniques:

-

??

P(R2) Min
ax[[R

2]]

'P(R2)=	c Min
ax[[R

2]]='c

On en d�eduit alors l'analogue du Lemme 2.2.3.

3.2.4 Lemme L'application {c d�e�nie par(
Min

ax[[
; �]]=Rc �! P(Z2) + C + Cc
s 7�! {(s) = supps+ C + Cc

est un isomorphisme de dio��des.

3.2.5 Exemple On a repr�esent�e sur la Figure IX.3 le polynôme p = e� 
�2 � 
3�3 � 
4�4 � 
7�5
(cercles et carr�es noirs), et son repr�esentant minimal modulo R
2� , p0 = e � 
�2 � 
4�4 (cercles

noirs exclusivement). La partie {c(p) est repr�esent�ee en gris�e. Le repr�esentant minimal p0 est form�e

des point extr�emaux de cette partie.
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P(Z2) tt

2

1

1 2

t C + Cc

1

0

nc = 
2�n

p � e � 
�2 � 
4�4 (mod Rc)

n

Min
ax[Z

2]

p = e� 
�2 � 
3�3 � 
4�4 � 
7�5

�1

Figure IX.3: Congruence poly�edrique en dimension 2

Via B,x1.2 le calcul e�ectif dansMin
ax[R

2] se r�eduit �a l'examen de la relation de redondance suivante

pour des points de R2:

x ��c y , x 2 y + C + Cc : (3:2:d)

3.2.6 Lemme On a

(t0; n0) ��c (t; n) , n0 � n et
n0 � n
t0 � t � �(c) = min

j

�j

�j
: (3:2:e)

Preuve de 3.2.6. On v�eri�e par un calcul imm�ediat que

Cc + C = (�1; �1)R
++ : : :+ (�r; �r)R

++ (�1; 0)R++ (0; 1)R+

= (1; �(c))+ (�1; 0)R++ (0; 1)R+ : (3.2.f)

Ainsi, via 3.2.3,(ii) la congruence associ�ee �a c co��ncide avec la congruence associ�ee au seul monôme

(�(c); 1). Supposons �(c) > 0 (sinon le r�esultat est trivial). On a

(0; 1) = �(c)�1(�1; 0) + �(c)�1(1; �(c)) ;

et donc:

Cc + C = (1; �(c))R++ (�1; 0)R+ :

Ainsi, on a (t0; n0) ��c (t
0; n0) ssi f(t; n0)g � f(t; n)g+ C + Cc = f(t; n)g+ (1; �(c))R++ (�1; 0)R+.

La condition (3.2.e) en r�esulte. �

On a comme cons�equence imm�ediate de 3.2.6 une caract�erisation des formes minimales modulo

Rc.

3.2.7 Corollaire Le polynôme p �ecrit sous forme canonique dans Min
ax[
; �], p = 
n1�t1 � : : : �


nk�tk est minimal modulo Rc ssi

8j > i; �(
nj�tj
�ni��ti) < �(c) :

Autrement dit, les pentes entre deux monômes quelconques de p doivent être inf�erieures �a la pente

de c.

On notera dans la suite � le min des pentes.
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3.2.8 Lemme Supposons �(A) = �(A) � c. Pour toute matrice A0 congruente2 �a A modulo Rc,

on a �(�(A0))� �(c) = �(�(A)).

Le r�esultat central de ce chapitre en d�ecoule imm�ediatement:

3.2.9 Th�eor�eme Chaque pas de l'algorithme de Gauss peut s'e�ectuer modulo la congruence

poly�edrique associ�ee aux circuits �enum�er�es auparavant.

Par exemple, on pourra e�ectuer l'algorithme 3.1.9 dans la châ�ne suivante de dio��des:

Min
ax[
; �]=Rtr(A) �etape 0

#
Min

ax[
; �]=R�(1) �etape 1

#
...

#
Min

ax[
; �]=R�(n�2) �etape n � 1.

Preuve du lemme 3.2.8. La remarque suivante imm�ediate est la cl�e du r�esultat:

3.2.10 Lemme Pour tous points a et b, pour tous s; r � 0,

�(asbr) � �(a)� �(b) :

Avec les notations usuelles, c'est dire que �(s:a+ r:b) � min(�(a); �(b)).

Preuve Analogue �a VII,5.4.3, compte tenu de �(as) = �(a) et �(bt) = �(b). �

Nous allons montrer que (i): A0 � 'c(A) ) �(w(A0))� �(c) � �(w(A)) et (ii): A � 'c(A
0) )

�(w(A)) � �(w(A0)) � �(c). La conclusion en r�esultera. Avec les notations du dio��de, on a si

c = fc1; : : : ; ckg:
'c(x) = x+ C = x
 c = xcR

+

1 : : : cR
+

k : (3:2:g)

(i): Supposons A0 � 'c(A). Soit � = (i1; : : : ; im) un circuit (on convient que im+1 = i1). On a donc

A0iviv+1 � 'c(Aiviv+1) d'o�u en prenant le produit pour v = 1 : : :m et en utilisant la propri�et�e de

morphisme de 'c: wA0(�) � 'c(wA(�)) : Nous supposons que wA0(�) est un singleton, le cas g�en�eral

s'en d�eduisant par additivit�e. On a donc wA0(�) � wA(�) c
s1
1 : : : c

s`
` pour un certain s 2 (R+)k. D'o�u

�(wA0(�)) � �(wA(�) c
s1
1 : : : c

s`
` ) :

En rajoutant �(c) de part et d'autre et en utilisant 3.2.10,

�(wA0(�))� �(c) � �(wA(�))� �(c) :
En sommant sur tous les circuits �, on obtient une premi�ere in�egalit�e:

�(�(A0))� �(c) � �(�(A))� �(c) = �(�(A)) :

(ii): Supposons au rebours A � 'c(A0). On �ecrit au terme d'un argument analogue

�(wA(�)) � �(wA0(�))� �(c)
qui en sommant donne imm�ediatement �(�(A)) � �(�(A0)) � �(c). Cela montre l'autre in�egalit�e.

Si A Rc A
0, on a A � 'c(A0) et A0 � 'c(A). Cela ach�eve la preuve de 3.2.8. �

2coe�cient par coe�cient
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3.2.11 Exemple Soit �a calculer le taux de production associ�e �a la matrice

A =

"

� 
 � 
4�


�10� 
2�11 
3�3

#
:

On �enum�ere trivialement les circuits diagonaux, soit

c = 
� � 
3�3 :

Modulo la congruence associ�ee �a c, on a 
�
4� � 
 (car 
4� � 
(
�)), et de même 
�10�
2�11 �

�10. Il r�esulte que le calcul du taux de production associ�e �a A est le même pour la matrice suivante:

A0 =

"

� 



�10 
3�3

#
:

Ainsi, le taux de production est:

� = �(A011 �A022 �A021A012) = �(
� � 
3�3 � 
2�10) = 1

5
:

3.2.12 Analogie avec les fonctions support Une id�ee naturelle de simpli�cation d�ecoule de

l'observation suivante.

(i) D'ordinaire, on associe �a une partie X de Rn sa fonction support :

�?X : �?X(p) = sup
x2X
hp; xi :

Il est bien connu que �?X ne d�epend que de l'enveloppe convexe de X .

(ii) Ici, on a l'application:

� : [�(P )](q) = inf
(n;t)2P

hq; ni
t

;

qu'on peut voir comme une variante homog�ene de la fonction support. On peut montrer que �(P )

ne d�epend que du cône engendr�e par P (i.e. de l'ensemble des combinaisons lin�eaires positives ou

nulles de vecteurs de P ). Au lieu de la congruence ci-dessus, on pourrait penser introduire la r�egle

suivante: P R0 P 0 ssi P et P 0 engendrent le même cône. Il faut bien voir que cette r�egle n'est pas

compatible avec le calcul du taux de production. Par exemple, 
� et 
2�2 d�e�nissent le même cône

de R2. Cependant, les deux matrices"
" 
�

� "

#
;

"
" 
2�2

� "

#

ont des taux de production di��erents.

On peut montrer plus pr�ecis�ement que la congruence introduite ci-dessus est optimale.

3.2.13 Proposition Soit R une congruence sur Min
ax[
; �]. Les deux assertions suivantes sont

�equivalentes:

(i) 8a; b; u; c2 Min
ax[
; �], aRb) �(au)� �(c) = �(bu)� �(c) ,

(ii) aRb) a+ C + Cc = b+ C + Cc.

De mani�ere analogue �a la Proposition 2.3.7, il su�t de montrer le Lemme suivant.
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3.2.14 Lemme Si pour tout u, �(au) � �(bu)� �(c), alors a � b+ C + Cc.

Preuve du Lemme. On suppose a = 
n�t et b =
L

i 

ni�ti. On pose u = 
N�T , avec

T =
1

�(c)
N + T 0 :

Pour T 0 assez grand, il est clair que �(bu) � �(c). L'in�egalit�e �(au) � �(bu)� �(c) se r�e�ecrit alors:
n+N

t + T
� inf

i

ni +N

ti + T
:

Il existe donc un indice i (d�ependant a priori de N et T ) tel que

nti � tni � N(t� ti) + T (ni � n) = N(t� ti + ni � n
�(c)

) + T 0(ni � n) :

CommeN et T 0 peuvent être arbitrairement grands, cela n'est possible que s'il existe i (ind�ependant

de N et T ) tel que

ni � n � 0; t� ti + ni � n
�(c)

� 0 ;

ce qui montre le Lemme. �

3.3 Congruences poly�edriques en dimension quelconque

Soit c 2 Min
ax[R

p+2], causal. De mani�ere analogue au cas pr�ec�edent, on introduit le cône

Cc = R+c1 + : : :+R+ck ;

o�u fc1; : : : ; ckg est un ensemble de k vecteurs de Rp+2 repr�esentant c. On d�e�nit la congruence

poly�edrique Rc associ�ee �a c de mani�ere analogue �a 3.2.2.

3.3.1 Exemple Soit p = 
0� � 
0
1�2 2 Min
ax[
0; 
1; �], et c = 
21�

6. On a p Rc 
0� car 
0
1�
2 �


0�(c)
1
2 , ou dans R3,

(2; 1; 1) = (1; 1; 0)+
1

2
(6; 0; 2)+ 2(�1; 0; 0)

� (1; 1; 0)+R+(6; 0; 2)+R+(�1; 0; 0)+R+(0; 1; 0)+R+(0; 0; 1) :

Cependant, pour la congruence modulo c� (cf. B,2.7.1) on n'a pas p � 
0�.

Nous noterons seulement ceci.

3.3.2 Observation Le Th�eor�eme 3.2.9 s'�etend �aMin
ax[R

p+2].

3.3.3 Exemple Pour la matrice A de 2.3.6,3.1.10 on peut en particulier simpli�er �1 modulo la

congruence associ�ee �a �0. Comme 
3�3 � 
�(
�)2, ou dans R2, (3; 3) 2 (1; 1)R+, le monôme 
3�3

est ��c -domin�e par 
� (cf. 3.2.d), et l'on peut �ecrire

� = �(
� � 
1
�10) = min(1;
1 + q1

10
) ;

ce qui �etait �evident �a partir de (2.3.b).
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3.4 Exemple

On consid�ere l'atelier 
exible de type \
owshop" repr�esent�e sur la Figure IX.1 et d�ecrit par la

matrice suivante:

a =

2
66666664

" 
�2 " " 
1� "

�9 " " " " 
2�
10

�9 " " 
�7 " "

" �2 �2 " " "

" " �2 " " 
�10

" " " �7 � "

3
77777775

Nous appliquons l'algorithme d'�enum�eration 3.1.9. On a en �ecrivant �a chaque �etape de l'algorithme

que la partie utile de la matrice a(k):

a(0) = a �(0) = "

a(1) =

2
666664


�11 " " 
1�
10 
2�10


�11 " 
�7 
1�
10 "

�2 �2 " " "

" �2 " " 
�10

" " �7 � "

3
777775 �(1) = 
�11

a(2) =

2
6664
" 
�7 
1�

10 

1�
21

�2 " 
1�
12 
2�

12

�2 " " 
�10

" �7 � "

3
7775 �(2) = 
�11

Nous d�etaillons le calcul de a
(2)
35 . On a a

(2)
35 = a

(1)
35 �a(1)32 a

(1)
25 = 
1�

10�
�11
1�10 � 
1�10 (mod R�2),

car 
�11
1�
10 � 
1�10�2. On continue de même:

a(3) =

2
64 
�9 
1�

12(�
1�12) 
2�
12(�

2�23)


�9 
1�
12 
�10� 

2�23

�7 � "

3
75 �(3) = 
�11 � 
1�12

(on a mis les termes inessentiels entre parenth�eses).

a(4) =

"

1�

12(�

1�21) 
�10 � 

2�23(�

2�21)
� � 
1�19 
2�

19

#
�(4) = 
�11� 
1�12 � 
2�19

a(5) = (��
1�19)(
�10�

2�23) = 
�11�

1�22� (

2�24)�

2�42, �(5) = 
�11�
1�12�
2�19�


1�

29. Soit l'ensemble de contraintes

� = �(�(5)) = min(
1

11
;
q1

12
;
1 + q1

29
;
q2

19
) : (3:4:a)

Nous avons �a l'aide de MAX calcul�e les traces des matrices a� pour les valeurs suivantes de q1 et q2:

(q1; q2) tr(a�) �(tr(a�))

(1; 1)
�

�19

�� 1
19

(1; 2) (e� 
�12) �
2�29�� 2
29

(2; 1)
�

�19

�� 1
19

(2; 2)
�

�11

�� 1
11

Le taux de production �(tr(a�)) co��ncide bien avec �(q) donn�e par la formule (3.4.a).
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3.5 Autre exemple

Pour l'atelier �etudi�e en VIII,x4, on trouve l'expression suivante:

circuits = �4
3 � �12
 � �12
1 � �19
2 � �30

3� �30

1

�(q) = min(
q3

4
; 1=12;

q1

12
;
q2

19
; 1=30+

q3

30
; 1=30+

q1

30
)

Les calculs sont laiss�es au lecteur. On pourra aussi utiliser la macro enum �ecrite dans le package

MAX, d�ecrite plus bas.

3.6 Calcul modulo une congruence poly�edrique

Nous �etudions maintenant le calcul e�ectif modulo Rc en dimension quelconque. Ici encore, via

3.2.3 et le fait que Rc est une bonne congruence, il su�t de savoir d�eterminer si, �etant donn�e deux

points a et b de Rp+2, on a

a 2 b+ C + Cc : (3:6:a)

Autrement dit, il su�t de savoir d�eterminer si le point a appartient au cône poly�edrique convexe

b+C+Cc, ce qui peut se faire en projetant a. Pr�ecis�ement, soit U la matrice form�ee en concat�enant

la matrice J des p+ 2 vecteurs de base du cône C, i.e.

J =

2
66664
1 0 : : : 0

0 0 0
... 1

. . . 0

0 : : : 0 �1

3
77775

et les ` vecteurs de base c1; : : : :c` du cône Cc = c1R+ + : : : c`R+ (i.e. U = [J; c1; : : : ; c`]). Etant

donn�e deux points a et b de Rp+2, on a a 2 b+ Cc si et seulement si:

9x 2 (R+)p+2+`; ka� b� Uxk2 = 0;

o�u kyk d�esigne la norme euclidienne de y. On a employ�e pour v�eri�er cela les m�ethodes de program-

mation quadratique avec gestion de contraintes actives impl�ement�ees dans BASILE. On peut aussi,

et c'est plus simple, d�eterminer �a l'aide d'algorithmes de programmation lin�eaire si l'ensemble de

contraintes suivant admet un point y 2 (R+)l admissible:

8i; 1 � i � p+ 1;
P`

j=1(cj)iyj + bi � aiP`
j=1(cj)p+2yj + bp+2 � ap+2 :

3.7 Complexit�e en dimension 2

Nous passons maintenant �a l'�etude de la complexit�e des algorithmes gaussiens d�ecrits plus haut dans

le cas syst�emes \constants" (p = 0). La matrice repr�esentant le syst�eme aura alors ses coe�cients

dansMin
ax[
; �].

Le point important est que grâce �a 3.2.6, la complexit�e des simpli�cations modulo 'c ne d�epend

que de la pente de c et pas du nombre de termes de c. Nous appellerons comparaison �el�ementaire

un test de redondance modulo 'c entre deux monômes dansMin
ax[
; �].
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3.7.1 Corollaire Soient p; q; c des polynômes causaux dans Min
ax[
; �]. Le calcul de p� q modulo

Rc s'e�ectue en O((max(deg
 p; deg
 q))
2) comparaisons �el�ementaires. Le calcul de pq s'e�ectue en

O((deg
 p+ deg
 q)
2) comparaisons �el�ementaires.

Preuve Le polynôme p � q dans Min
ax[
; �] a au plus n = max(deg
 p; deg
 q) termes. En util-

isant l'algorithme B,1.2.22, sa mise sous forme minimale requiert O(n2) comparaisons �el�ementaires.

Argument analogue pour pq. �

3.7.2 Corollaire Soit A 2 (Min
ax[
; �])

n�n. Notons deg
 A = maxij deg
 Aij. Les algorithmes 3.1.6

et 3.1.9, e�ectu�es modulo 3.2.9, coûtent O(n5(deg
 A)
2) comparaisons �el�ementaires.

Preuve D'apr�es l'interpr�etation combinatoire de l'algorithme de Gauss donn�ee en 0,4.2.3, le coef-

�cient ij de A
(k)
ij comme une somme de termes de la forme pijc1 : : : cl, o�u pij est un chemin

�el�ementaire de j �a i passant �eventuellement par 1; ::; k, et c1; : : : ; c` sont des circuits contenus

dans f1; : : : ; kg. Si l'on simpli�e A(k) modulo la congruence poly�edrique associ�ee aux circuits con-

tenus dans f1; : : : ; kg (et donc pr�ec�edemment �enum�er�es), on ne retiendra qu'un sous ensemble des

chemins �el�ementaires. Ainsi, on aura deg
 A
(k)
ij � (k + 1) deg
 A � n deg
 A. D'apr�es 3.7.1 le coût

d'un produit (et a fortiori d'une somme) lors de l'�elimination de Gauss sera O((n deg
 A)
2). Comme

il y a O(n3) de telles op�erations, on obtient la borne 3.7.2. �

3.7.3 Remarque On a en e�ectuant 3.1.9, modulo 3.2.9 un nouvel algorithme pour calculer le

taux de production d'un syst�eme sans ressources inconnues. De mani�ere g�en�erale, soit un graphe

donc chaque arc (ij) est valu�e par deux quantit�es positives ou nulles Nij et Tij . On a de la sorte

un algorithme pour calculer la moyenne minimale suivante:

� = min
k�1

min
i1;:::;ik

Ni1i2 + : : :+Niki1

Ti1i2 + : : :+ Tiki1
:

Cet algorithme serait �a comparer aux m�ethodes usuelles de d�etermination de ratio minimum (cf.

Gondran et Minoux, Annexe V de [48]),

Nous donnerons un r�esultat de complexit�e en dimension quelconque apr�es avoir d�ecrit un proc�ed�e

d'agr�egation.

4 Quelques ra�nements

4.1 Agr�egation

Soit une partition f1; : : : ; ng = I [ J de l'ensemble des sommets du graphe. On d�ecompose la

matrice associ�es a un syst�eme autonome sous la forme:

A =

"
AII AIJ

AJI AJJ

#
:

On a via 3.1.7

�(A) = �(AII)� �
�
AJJ �AJIA

0
IIAIJ

�
(4:1:a)

pour toute matrice A0II �enum�erant les chemins de AII . On peut voir cela comme un r�esultat

d'agr�egation. Si la matrice AII est \constante" (i.e. ne contient que les ind�etermin�ees 
 et �),
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la matrice �enum�erante A0II sera facile �a d�eterminer. En particulier, les simpli�cations modulo les

congruences poly�edriques s'e�ectueront ais�ement. La complexit�e du calcul sera donc reli�ee �a la taille

de la matrice r�esiduelle AJJ �AJIA
0
IIAIJ , qui correspond au nombre de ressources. Autrement dit,

on pourra traiter de la sorte des graphes d'�ev�enements d'assez grande taille, pourvu que le nombre

de ressources soit petit.

Nous illustrons cette approche par un exemple spectaculaire o�u l'on obtient une formule ferm�ee

donnant le taux de production d'un atelier �a 2 pi�eces et n machines identiques, en fonction non

seulement des ressources, mais �egalement des temps de fabrication.

4.2 Taux de production d'un 
owshop �a 2 types de pi�eces et n �etages identiques

On consid�ere l'atelier de type 
owshop analogue �a celui trait�e en x3.4, avec ici 2 types de pi�eces

et n machines identiques (ou prenant des temps identiques pour traiter les pi�eces), repr�esent�e �a

gauche de la Figure IX.4. On suppose donc que la machine i traite pendant un temps a la pi�ece 1

et ensuite pendant un temps b la pi�ece 2, a et b ne d�ependant pas de i. Initialement, q1 palettes de

type 1 et q2 palettes de type 2 se trouvent en amont de la machine 1.

4.2.1 Th�eor�eme Le taux de production du Flowshop �a n machines identiques et 2 types de pi�eces,

donn�e sur la Figure IX.4, est �egal �a:

�(q1; q2) = min(
1

a+ b
;
q1

na
;
q2

nb
;

1 +min(q1; q2)

2a+ 2b+ (n� 2)max(a; b)
) : (4:2:a)

Preuve On peut �ecrire avec les notations de la Figure IX.4:"
x11
x21

#
=

"
" 
�b

�a "

# "
x11
x21

#
�
"
u1
u2

#
�
"

1�

a "

" 
2�
b

# "
x1n
x2n

#
; (4:2:b)

i > 1 :

"
x1i
x2i

#
=

"
" 
�b

�a "

# "
x1i
x2i

#
�
"
�a "

" �b

# "
x1i�1
x2i�1

#
:

y1 = �axn; y2 = �bxn;

Plutôt que d'appliquer formellement la r�eduction (4.1.a), nous pr�ef�erons �eliminer �a la main les

variables x1i; x2i associ�ees aux �etages i = 2 : : :n, ce qui est en fait �equivalent. Il su�t donc de

calculer le transfert H de u �a y du syst�eme non reboucl�e �a droite de la Figure IX.4. Le transfert

H 0 du syst�eme boucl�e s'obtiendra en r�esolvant

X1 = DY � U; Y = HX1; avec D = diag(
1; 
2)

soit

H 0 = H(DH)� :

Pour simpli�er les calculs, on notera les dur�ees comme des scalaires, i.e. 
k�a ' a
k. On a alors

par un calcul d'�etoile imm�ediat le transfert suivant entre l'�etage i� 1 et l'�etage i:

Xi =

"
x1i
x2i

#
= (ab
)�

"
a ab


ab b

# "
x1i�1
x2i�2

#
:

On a donc �enum�er�e un premier circuit

�1 = ab
� :
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P1 y1

q1 a

a

u1

x11
a

a

a

q2

P2 y2

b

b

x21

u2

b

b
M2

M1

Mn

P1 y1

a

a

u1

x11
a

a

a

P2 y2

b

b

x21

u2

b

b
M2

M1

Mn
b b

x12 x22

x1n x2n

x12 x22

x1n x2n

Figure IX.4: Atelier 
exible �a n �etages identiques

Modulo la congruence associ�ee �a �1, on a (ab
)� = e, et l'on peut �ecrire

Xi = HXi�1 avec H =

"
a ab


ab b

#"
x1i�1
x2i�2

#

Ainsi,

Y = HnX1 :

On calcule ais�ement

H2 =

"
a2 � a2b2
 ab(a� b)

ab(a� b) b2 � a2b2


#

H3 =

"
a3 � a2b2(a� b)
 ab(a� b)2
 � a3b3
2
ab(a� b)2 � a3b3
 b3 � a2b2(a� b)


#

Modulo la congruence poly�edrique associ�ee �a �1, on a

ab(a� b)2 � a3b3
 = ab(a� b)2

car a3b3
 � ab(a� b)(ab
). Ainsi:

H3 =

"
a3 � a2b2(a� b)
 ab(a� b)2


ab(a� b)2 b3 � a2b2(a� b)


#

et via une r�ecurrence imm�ediate:

Hn =

"
an � a2b2(a� b)n�2
 ab(a� b)n�1


ab(a� b)n�1 bn � a2b2(a� b)n�2


#

Le taux de production est donc �egal au min des poids des circuits de la matrice DHn ainsi que du

circuit �1 d�ej�a �enum�er�e, soit

�(q1; q2) = �

"

1(a

n � a2b2(a� b)n�2
) 
1ab(a� b)n�1


2ab(a� b)n�1 
2(b

n � a2b2(a� b)n�2
)

#
� �(ab
) :
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On a donc � = �(�1)� �(�) o�u � est donn�e par 3.1.3:

� = 
1a
n � a2b2(a� b)n�2

1� 
2bn � a2b2(a� b)n�2

2� a2b2(a� b)2n�2

1
2

Supposons par exemple a � b. On a 
1a
n 
 a2b2(a� b)n�2

2 � a2b2(a� b)2n�2 d'o�u il r�esulte que

le dernier terme de � est inessentiel. De même si a � b. Ainsi,

�1 � � = ab
 � 
1an � a2b2(a� b)n�2

1� 
2bn � a2b2(a� b)n�2

2

et donc en revenant �a l'alg�ebre habituelle, on a la formule (4.2.a). �

4.3 Complexit�e

Pour un grand nombre de ressources ind�etermin�ees, la simpli�cation modulo les congruences poly-

�edriques sera ine�ective. L'algorithme 3.2.9 sera pertinent lorsque le nombre p de ressources ind�eter-

min�ees sera petit, et lorsque par ailleurs le graphe d'�ev�enements temporis�es sera grand. La section

pr�ec�edente repr�esente un cas limite, o�u l'on a pu traiter une graphe d'�ev�enements de taille arbi-

trairement grande avec 2 ressources. Plus g�en�eralement, nous consid�erons un syst�eme sous la forme

standard donn�ee sur la Figure IX.5. diag(
i) est une matrice diagonale de taille p dont les coef-

-
�

- -

�

-
A(
; �)

diag(
i)

B C

Figure IX.5: Forme standard d'un syst�eme �a p ressources ind�etermin�ees

�cients diagonaux sont les 
i; i = 1; : : : ; p. A est une matrice de taille n � n �a coe�cients dans

Min
ax[
; �], qui repr�esente la partie \constante" du syst�eme. B et C sont des matrices �a coe�cients

bool�eiens. Nous laissons le lecteur se convaincre que l'on peut toujours se ramener �a une telle forme,

au besoin en rajoutant des transitions en amont et en aval des places o�u les p ressources inconnues

sont situ�ees. Via (4.1.a), on se ram�ene �a �enum�erer les circuits de A00 = D � CA0B, o�u A0 est une
matrice �enum�erant les chemins de A. D'apr�es 3.7.2, l'obtention de A0, et donc le calcul de D�CA0B
requiert de l'ordre de O(n5(deg
 A)

2) op�erations. Le nombre de termes de chaque coe�cient de A00

est alors born�e par n2 deg
 A. Il reste �a �enum�erer les circuits de A00. Nous supposons ici que cette

�enum�eration s'e�ectue sans utiliser les congruences. Comme A00 r�esulte d'une agr�egation, A00 sera

en g�en�eral pleine, on a donc d'apr�es 3.1.13 O((p � 1)!) circuits �el�ementaires, chacun somme au

plus de (n2 deg
 A)
p monômes, soit un nombre �nal de termes O((p� 1)!(n2 deg
 A)p). L'int�erêt de

cette borne, sans doute assez grossi�ere, est de montrer que pour un nombre de ressources p �x�e,

la complexit�e est pseudo-polynomiale en la taille du syst�eme n (i.e. d�epend polynomialement de n,

mais �egalement de la taille des donn�ees repr�esent�ee par deg
 A).



246 Chapitre IX. Calcul formel du taux de production

5 Application

5.1 Impl�ementation courante

La manipulation des polynômes et matrices dans Min
ax[
i; �] a �et�e provisoirement d�evelopp�ee en

MAPLE pour être compatible avec MAX. Par contre, la simpli�cation modulo les congruences

poly�edriques exige de savoir projeter sur un cône poly�edrique. Cela rel�eve du calcul num�erique,

et les programmes standard sont �evidemment �ecrits en FORTRAN. Notre propos n'�etait pas ici

d'�ecrire le code g�en�eral et performant pour l'optimisation des ressources, mais de tester les algo-

rithmes d�ecrits plus haut sur des exemples raisonnables. Nous nous sommes r�esolus pour cela au

compromis (provisoire) suivant: 1/ on simpli�e en MAPLE modulo certaines r�egles \approchant"

la congruence poly�edrique modulo c (voir ci-dessous). 2/ on e�ectue l'�enum�eration des chemins

en MAPLE (�elimination de Gauss ou �enum�eration exhaustive selon la taille du syst�eme). 3/ on

transmet de mani�ere interactive les donn�ees �a BASILE, par exemple �a l'aide de l'interface BASILE-

MAPLE. On e�ectue ensuite les simpli�cations exactes. On r�ecup�ere le r�esultat en MAPLE.

Cela sera illustr�e sur un exemple r�eel dans la section suivante.

Une impl�ementation d�e�nitive devrait inclure la projection sur des cônes poly�edriques �a co-

ordonn�ees rationnelles, du moins si l'on pr�etend faire du calcul formel. Si l'on admet des erreurs

d'arrondi, on pourrait �ecrire assez rapidement un programme BASILE g�erant et simpli�ant les

matrices polynomiales, et utilisant les codes existants de programmation quadratique.

5.1.1 Approximation de la congruence poly�edrique modulo c Soit c =
L

i ci un polynôme.

La congruence poly�edrique modulo c est plus grossi�ere que chacune des congruences associ�ee �a

chaque monôme ci. Soit ci = �t
n00 : : :

np
p . Il est imm�ediat de d�eterminer si

�t
0



n00
0 : : : 


n0p
p � C�t
n00 :::


np
p

Cela revient �a v�eri�er si x tel que t0 = xt satisfait

(n00; : : : ; n
0
p) � x(n0; : : : ; np) :

Ainsi, la simpli�cation modulo la congruence associ�ee �a un seul monôme ci est imm�ediate. En pourra

donc e�ectuer l'approximation suivante de Rc, qui consiste �a simpli�er successivement modulo

chacun des monômes ci. Les repr�esentants obtenus de la sorte ne seront �evidemment plus minimaux.

Soient par exemple c = 
0��
1�3 = c1�c2, a = e�
2�5 et a0 = e�
0
21�6. Modulo Rc, on a a � e
car 
21�

5 � e
 c22. Modulo Rc1 et Rc2 , a
0 est minimal. Cependant, 
0


2
1�

6 � c1c22 ce qui montre que

a0 � e (mod Rc). Ainsi, l'approximation pr�ec�edente ne simpli�e pas a0.

5.1.2 D�e�nition des objets de Min
ax[
i; �] en MAX Les polynômes de Min

ax[
i; �] sont d�e�nis

comme suit:

polynôme = hliste de monômes deMin
ax[
i; �]i j eps.

Le monôme 
n00 
n11 : : : 

np
p �t est repr�esent�e par la liste [t; n0; n1; : : : ; np]. Les listes de monômes

sont ordonn�ees par t croissants. La fonction

p2l hpolynôme usueli,hdimensioni ! h polynôme dansMin
ax[
i; �]i

convertit un polynôme usuel en les ind�etermin�ees g0; : : : ; gp en un polynôme dansMin
ax[
0; : : : ; 
p; �],

o�u p est la dimension. L'ind�etermin�ee g est un synonyme de g0. On a par exemple:
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MAX>u:=g*g3*d^2+d+g3*d^2;

2 2

u := g g3 d + d + g3 d

MAX> w:=p2l(u,3);

w := [[1, 0, 0, 0, 0], [2, 0, 0, 0, 1]]

MAX> l2p(w);

2

d + g3 d

MAX> w1:=p2l(u,4);

w1 := [[1, 0, 0, 0, 0, 0], [2, 0, 0, 0, 1, 0]]

MAX> l2p(w1);

2

d + g3 d

MAX> u:=p2l(g*g1*g2+d*g1,2):l2p(u);

d g1

Les polynômes ainsi convertis sont sous forme minimale, comme on l'observe sur le dernier exemple.

Les op�erateurs &+et &�de MAX reconnaissent les polynômes deMin
ax[
i; �]. Par exemple:

MAX> u:=p2l(g*g1+d*g2,2);

u := [[0, 1, 1, 0], [1, 0, 0, 1]]

MAX> l2p(u);

g g1 + d g2

MAX> v:=p2l(d*g2*g1+d^3*g1^2,2);

v := [[1, 0, 1, 1], [3, 0, 2, 0]]

MAX> u&+ v;

[[0, 1, 1, 0], [1, 0, 0, 1], [3, 0, 2, 0]]

MAX> l2p(");

3 2

g g1 + d g2 + d g1

MAX> l2p(u&* v);

2 2 3 3 4 2

d g1 g2 + d g g1 + d g1 g2

5.1.3 La routine enum de MAX La fonction

enum : h matricei ! h polynômei
retourne un polynôme �enum�erant les circuits de la matrice, simpli��e modulo l'approximation d�ecrite

plus haut. Par exemple

MAX> a:=p2l(array([[g0*d ,g1*d^3],[g^2, g^2*g1^2*d^2]]),2);

[ [[1, 1, 0, 0]] [[3, 0, 1, 0]] ]

a := [ ]

[ [[0, 2, 0, 0]] [[2, 2, 2, 0]] ]

MAX> l2p(a);
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"

� 
1 �

3


2 
2
1
2�2

#

MAX> c:=enum(a);

c := [[1, 1, 0, 0], [3, 2, 1, 0]]

MAX> l2p(c);


� � �3
2
1
enum admet �egalement la syntaxe enum(<matrice>,<polynome>), auquel cas les circuits �enum�er�es

sont �egalement simpli��es modulo le polynôme pass�e ne second param�etre. Par exemple, avec la

matrice A ci-dessus, on a:

MAX> c:=enum(a,p2l(g1*d^2,2));

c := [[1, 1, 0, 0], [2, 0, 1, 0]]

MAX> l2p(c);


� � 
1 �2

En e�et, on a �3
2
1 � (
�)(
1 �
2), et ce monôme redondant modulo la congruence associ�ee �a 
1 �

2

a bien �et�e �elimin�e.

5.1.4 La routine array2flex

L'instruction array2flex(A) g�en�ere la matrice a 2 Min
ax[
i; �] repr�esentant un atelier 
exible de

type 
owshop �a n machines et p pi�eces, sp�eci��e par une matrice A de taille n � p. Aij d�esigne

le temps de passage (r�eel positif ou eps) de la pi�ece j sur la machine i. Si ce temps est �egal �a

eps, on suppose que la pi�ece j ne passe pas sur la machine i et passe �a la machine suivante. Les

ind�etermin�ees 
1; : : : ; 
p correspondent respectivement aux nombres de palettes de type 1; : : : ; p.

Par exemple, la matrice a de l'exemple 2.3.1 �a �et�e produite par

MAX> A:=array([[9,2],[2,7],[1,10]]):

MAX> a:=array2flex(A);

a := [eps, [[2, 1, 0, 0]], eps, eps, [[1, 0, 1, 0]], eps]

[[[9, 0, 0, 0]], eps, eps, eps, eps, [[10, 0, 0, 1]]]

[[[9, 0, 0, 0]], eps, eps, [[7, 1, 0, 0]], eps, eps]

[eps, [[2, 0, 0, 0]], [[2, 0, 0, 0]], eps, eps, eps]

[eps, eps, [[2, 0, 0, 0]], eps, eps, [[10, 1, 0, 0]]]

[eps, eps, eps, [[7, 0, 0, 0]], [[1, 0, 0, 0]], eps]

MAX> l2p(a);

2
66666664

" �2
 " " �
1 "

�9 " " " " �10
2
�9 " " �7
 " "

" �2 �2 " " "

" " �2 " " �10


" " " �7 � "

3
77777775
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On obtient le polynôme �(5) �enum�erant les circuits de a donn�e en x3.4 de la mani�ere suivante:

MAX> c:=enum(a);

c := [[11; 1; 0; 0]; [12; 0; 1; 0]; [19; 0; 0; 1]; [29; 1; 1; 0]]

MAX> l2p(c);

�11
 � �12
1 � �19
2 � �29

1 :

5.2 Un exemple r�eel

Nous traitons ici l'atelier 
exible �etudi�e par Cohen, Dubois, Quadrat et Viot en 83 [17]. On consid�ere

l'atelier 
exible de type 
owshop �a 8 machines et 6 types de pi�eces, avec les temps de passage des

pi�eces sur les machines d�ecrits sur le tableau IX.1. On a pris les ordres de passage �xes et d�e�nis

temps de passage pi�ece 1 pi�ece 2 pi�ece 3 pi�ece 4 pi�ece 5 pi�ece 6 charge totale

machine 1 2 3.9 0.95 1.1 0.7 1.4 10.05

machine 2 - - 2 1.2 - 1.7 4.9

machine 3 3.7 - 2.2 - 6.4 - 12.3

machine 4 - - 2 - 1 1 4

machine 5 1.7 3.1 3 - 1.3 - 9.1

machine 6 0.5 3.2 4.3 1.9 1.6 0.4 11.9

machine 7 1 1 1 1 1 1 6

machine 8 1.5 1.5 1.5 1.2 1.2 1.2 8.1

dur�ee circuit pi�ece 10.4 12.7 16.95 6.4 13.2 6.7

Table IX.1:

sur la table IX.2. La machine critique (de charge maximale 12.3) est la machine 3. On voit qu'une

machine 1 s�equence 1 2 3 4 5 6

machine 2 s�equence 3 4 6

machine 3 s�equence 1 3 5

machine 4 s�equence 3 5 6

machine 5 s�equence 1 2 3 5

machine 6 s�equence 1 2 3 4 5 6

machine 7 s�equence 1 2 3 4 5 6

machine 8 s�equence 1 2 3 4 5 6

Table IX.2:

seule palette par type de pi�ece est insu�sante pour saturer la machine 3. La dur�ee du cycle de la

pi�ece 3 est en e�et de 16.95, et l'on a sait donc a priori que le taux de production avec 1 palette

par type de pi�ece est inf�erieur �a (16:95)�1.

La matrice repr�esentant le syst�eme est de taille 48 � 48 (on a 48 = 8 � 6 transitions ). Une

premi�ere approche consiste �a appliquer l'algorithme d'�enum�eration avec l'approximation 5.1.1. On

obtient alors en utilisant la macro enum d�ecrite ci-dessus au bout d'1h40 de MAPLE les 156 circuits

donn�es dans la Table IX.3
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c1 = �6:4
4 � �6:7
6 � �10:4
1 �

�12:3
 � �12:7
2 � �13:2
5 �

�16:95
3 � �28:3

4 � �28:75

1 �

�28:8

5 � �28:65

6 � �29:65

2 �

�30:05

3 � �40:75
2
4 � �41:25
2
5 �

�41:35

4 
6 � �41:45

1 
4 � �41:75
2
6 �

�41:85
2
1 � �42:85

2 
6 � �42:95

1 
2 �

�44:85

2 
4 � �45:35

2 
5 � �55:55

2 
4 
6 �

�55:65

1 
2 
4 � �58:50

1 
3 
5 � �70:0
2
1 
5 
6 �

�71:20
3
2 
3 � �74:20
2
3 
5 
6 � �74:30
2
1 
3 
5 �

�79:50
4
3 
4 � �79:85
2
3 
4
2
5 � �81:90
4
2 
4 �

�82:25
2
2 
4
2
5 � �82:65
2
4

2
5 
6 � �82:70
2
1 
4 
5 
6 �

�82:75
3
3 
4 
5 � �82:75
2
1 
4
2
5 � �82:80
2
1

2
4 
5 �

�84:10
2
3
2
4 
5 � �84:20
2
1 
2 
5 
6 � �84:30
2
1

2
2 
5 �

�85:55
3
4 
5 
6 � �85:60
3
1 
5 
6 � �85:65
3
1 
4 
5 �

�86:50
2
2 
3 
4 
5 � �86:65
2
1 
3 
4 
6 � �86:75
2
1
2
3 
4 �

�86:90
3
2 
3 
5 � �86:90
2
3 
4 
5 
6 � �87:0
2
1 
3 
4 
5 �

�87:30
3
3 
5 
6 � �87:40
3
1 
3 
5 � �98:35
3
1 
4
2
5 �

�88:40
2
2 
3 
5 
6 � �88:50
2
1 
2 
3 
5 � �90:60
5
1 
5 �

�95:40
2
1 
4
2
5 
6 � �95:45
3
3 
4

2
5 � �95:85
4
3 
4 
5 �

�96:90
2
1 
2 
4 
5 
6 � �97:0
2
1
2
2 
4 
5 � �98:25
4
2 
4 
5 �

�98:25
3
4
2
5 
6 � �98:65
4
4 
5 
6 � �98:70
4
1 
5 
6 �

�98:75
4
1 
4 
5 � �98:80
4
1
2
5 � �99:20
3
2

2
4 
5 �

�99:20
2
2 
4
2
5 
6 � �99:30
2
1 
2 
4

2
5 � �99:75
3
2 
4 
5 
6 �

�99:75
3
1 
3 
4 
6 � �99:80
3
1 
2 
5 
6 � �99:85
3
1 
2 
4 
5 �

�99:85
3
1
2
3 
4 � �100:0
4
2 
5 
6 � �100:10
4
1 
2 
5 �

�100:40
4
3 
5 
6 � �100:50
4
1 
3 
5 � �100:85
2
1 
2 
3 
4 
6 �

�100:95
2
1
2
2 
3 
4 � �101:10
3
2

2
5 
6 � �101:10
2
2 
3 
4 
5 
6 �

�101:20
3
1 
2
2
5 � �110:05
5
3

2
5 � �111:10
5
4 
5 
6 �

�111:20
5
1 
4 
5 � �111:80
5
1 
5 
6 � �112:05
5
2
2
5 �

�112:45
5
2 
5 
6 � �112:45
3
2 
4
2
5 
6 � �112:55
5
1 
2 
5 �

�112:55
3
1 
2 
4
2
5 � �112:85
5
3 
5 
6 � �112:95
5
1 
3 
5 �

�113:40
2
2
2
4

2
5 
6 � �113:50
2
1 
2
2
4

2
5 � �113:55
4
2
2
5 
6 �

�113:65
4
1 
2
2
5 � �113:80
3
2

2
4 
5 
6 � �113:90
3
1 
2
2
4 
5 �

�123:55
6
4 
5 
6 � �123:65
6
1 
4 
5 � �124:25
6
1 
5 
6 �

�128:0
3
1
2
3 
4 
5 
6 � �128:10
3
1

3
3 
4 
5 � �131:05
7
4
2
5 �

�132:20
3
1 
3
2
4 
5 
6 � �132:30
3
1

2
3
2
4 
5 � �140:70
3
1

2
3 
4
2
5 
6 �

�142:20
3
1
2
2 
3 
4 
5 
6 � �142:30
3
1

3
2 
3 
4 
5 � �143:55
4
1 
3 
4
2
5 
6 �

�143:65
4
1
2
3 
4

2
5 � �144:50
3
1 
2 
3 
4
2
5 
6 � �144:60
3
1

2
2 
3 
4
2
5 �

�145:30
4
1 
3
2
4 
5 
6 � �145:40
4
1

2
3
2
4 
5 � �146:40
3
1 
2 
3

2
4 
5 
6 �

�146:50
3
1
2
2 
3

2
4 
5 � �156:65
5
1 
3 
4
2
5 
6 � �156:70
5
1

2
3 
4 
5 
6 �

�156:75
5
1
2
3 
4

2
5 � �156:80
5
1
3
3 
4 
5 � �157:75
4
1 
2 
3 
4

2
5 
6 �

�157:85
4
1
2
2 
3 
4

2
5 � �158:0
5
1 
2 
3 
4 
5 
6 � �158:10
5
1
2
2 
3 
4 
5 �

�158:40
5
1 
3
2
4 
5 
6 � �158:50
5
1

2
3
2
4 
5 � �158:70
3
1 
2

2
3 
4
2
5 
6 �

�158:80
3
1
2
2

2
3 
4
2
5 � �159:10
4
1 
2

2
3 
4 
5 
6 � �159:20
4
1
2
2

2
3 
4 
5 �

�169:10
6
1 
3 
4
2
5 
6 � �169:20
6
1

2
3 
4
2
5 � �170:45
6
1 
2 
3 
4 
5 
6 �

�170:55
6
1
2
2 
3 
4 
5 � �170:85
6
1 
3

2
4 
5 
6 � �170:90
5
1
2
2 
3 
4 
5 
6 �

�171:65
5
1
2
2

2
3 
4 
5 � �170:95
6
1
2
3

2
4 
5 � �171:55
5
1 
2
2
3 
4 
5 
6 �

�181:55
7
1 
3 
4
2
5 
6 � �181:65
7
1

2
3 
4
2
5 � �182:25
7
1

2
3 
4 
5 
6 �

�182:35
7
1
3
3 
4 
5 � �186:0
4
1

3
3
2
4

2
5 
6 � �189:80
4
1
2
2 
3

2
4
2
5 
6 �

�189:90
4
1
3
2 
3

2
4
2
5 � �199:10
5
1

3
3
2
4

2
5 
6 � �202:90
5
1
2
2 
3

2
4
2
5 
6 �

�203:0
5
1
3
2 
3

2
4
2
5 � �204:0
4
1

2
2
2
3

2
4
2
5 
6 � �204:10
4
1

3
2
2
3

2
4
2
5

Table IX.3: Circuits avant simpli�cation
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On passe ensuite ces 156 circuits en BASILE, et l'on obtient apr�es simpli�cation exacte un

ensemble minimal de 25 circuits.

ensemble simpli��e de circuits=c = �6:4
4��6:7
6��10:4
1��12:3
��12:7
2��13:2
5��16:95
3�
�28:3

4��28:65

6��28:75

1��28:8

5��29:65

2��30:05

3��40:75
2
4��41:25
2
5��41:35

4
6�
�41:45

1
4 � �41:75
2
6 � �41:85
2
1 � �42:85

2
6 � �42:95

1
2 � �44:85

2
4 � �45:35

2
5
� �55:55

2
4
6 � �55:65

1
2
4

Une autre approche consiste �a appliquer l'algorithme de Gauss seulement jusqu'�a l'it�eration 42,

et �a �enum�erer brutalement (i.e. sans simpli�cations) les 415 circuits de la matrice r�esiduelle A(42)

de taille 6� 6. Les coe�cients de A(42) sont les suivants:

A
(42)
11 = �28:35

1 � �41:45
2
1

A
(42)
12 = �26:35

2 � �39:45
2
2

A
(42)
13 = �22:45

3 � �35:55
2
3

A
(42)
14 = �16:3

4� �31:9
2
4 � �44:35
3
4

A
(42)
15 = �15:2

5� �30:8
2
5 � �43:25
3
5

A
(42)
16 = �1:2
 � �11:5

6 � �29:45
2
6 � �42:55
3
6

A
(42)
21 = �1:5 � �16:2
1 � �31:65

1

A
(42)
22 = �27:35

2� �40:45
2
2

A
(42)
23 = �25:75

3

A
(42)
24 = �22:1

4� �34:55
2
4

A
(42)
25 = �21:0

5� �33:45
2
5

A
(42)
26 = �17:3

6� �32:75
2
6

A
(42)
31 = �22:85
1 � �35:95

1

A
(42)
32 = �1:5 � �20:85
2 � �33:95

2

A
(42)
33 = �24:45

3� �37:55
2
3

A
(42)
34 = �26:4

4 � �38:85
2
4

A
(42)
35 = �25:3

5 � �37:75
2
5

A
(42)
36 = �23:95

6� �37:05
2
6

A
(42)
41 = �24:75
1 � �37:85

1

A
(42)
42 = �22:75
2 � �35:85

2

A
(42)
43 = �1:5 � �18:85
3 � �31:95

3

A
(42)
44 = �19:3

4� �34:9
2
4 � �47:35
3
4

A
(42)
45 = �27:2

5� �39:65
2
5

A
(42)
46 = �25:85

6 � �38:95
2
6

A
(42)
51 = �26:35
1 � �39:45

1

A
(42)
52 = �24:35
2 � �37:45

2

A
(42)
53 = �20:45
3 � �33:55

3

A
(42)
54 = �1:2 � �14:3
4 � �29:9

4� �42:35
2
4

A
(42)
55 = �19:2

5 � �34:8
2
5 � �47:25
3
5

A
(42)
56 = �27:45

6� �40:55
2
6
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A
(42)
61 = �27:35
1 � �40:45

1

A
(42)
62 = �25:35
2 � �38:45

2

A
(42)
63 = �21:45
3 � �34:55

3

A
(42)
64 = �15:3
4 � �30:9

4� �43:35
2
4

A
(42)
65 = �1:2 � �14:2
5 � �29:8

5� �42:25
2
5

A
(42)
66 = �6:7
6 � �28:45

6� �41:55
2
6

On pourrait v�eri�er que le dernier coe�cient A
(42)
66 repr�esente e�ectivement des circuits passant par

la transition de sortie de la pi�ece 6 et par les transitions internes. En particulier, on a le monôme

�6:7
6 qui correspond au circuit physique la pi�ece 6, ce qui est conforme avec la 6 i�eme colonne

du tableau IX.1. On obtient alors en 20 mn �a l'issue de cette �enum�eration sans simpli�cations 338

circuits qui se r�eduisent via BASILE aux mêmes 25 circuits. Cette m�ethode est donc provisoirement

plus rapide.

En traduisant l'ensemble minimal de 25 circuits obtenu plus haut, on obtient l'expression

formelle suivante du taux de production comme min de 25 fonctions a�nes:

�(q) = min(0:1562500000q4; 0:1492537313q6; 0:09615384615q1; 0:08130081301;

0:07874015748q2; 0:07575757576q5;

0:05899705015q3;

0:03533568905+ 0:03533568905q4;

0:03490401396+ 0:03490401396q6;

0:03478260870+ 0:03478260870q1;

0:03472222222+ 0:03472222222q5;

0:03372681282+ 0:03372681282q2;

0:03327787022+ 0:03327787022q3;

0:04907975460+ 0:02453987730q4;

0:04848484848+ 0:02424242424q5;

0:02418379686+ 0:02418379686q4+ 0:02418379686q6;

0:02412545235+ 0:02412545235q1+ 0:02412545235q4;

0:04790419162+ 0:02395209581q6;

0:04778972520+ 0:02389486260q1;

0:02333722287+ 0:02333722287q2+ 0:02333722287q6;

0:02328288708+ 0:02328288708q1+ 0:02328288708q2;

0:02229654404+ 0:02229654404q2+ 0:02229654404q4;

0:02205071665+ 0:02205071665q2+ 0:02205071665q5;

0:01800180018+ 0:01800180018q2+ 0:01800180018q4+ 0:01800180018q6;

0:01796945193+ 0:01796945193q1+ 0:01796945193q2+ 0:01796945193q4)

Cohen, Dubois, Quadrat et Viot ont appliqu�e l'algorithme suivant pour saturer la machine

menante:

5.2.1 Algorithme

1/ commencer avec 1 palette par type de pi�ece

2/ calculer le taux de production

3/ si la machine menante n'est pas satur�ee, rajouter une palette sur un circuit critique, et recom-

mencer en 2/.

Cohen, Dubois, Quadrat et Viot calculaient le taux de production �a chaque �etape par l'algo-

rithme de Karp (cf. VIII,2.2.2). Nous calculons ici ce taux de mani�ere imm�ediate par �evaluation de
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l'expression formelle de � ci-dessus. Nous reprenons la suite de r�epartitions des palettes obtenue

dans [23] par application de 5.2.1, et donnons �a chaque �etape le taux de production. Les r�esultats

co��ncident avec ceux de [23].

r�epartition des palettes

(q1; q2; q3; q4; q5; q6)
� (unit�e de temps)

(1; 1; 1; 1; 1; 1) 16.95

(1; 1; 2; 1; 1; 1) 15.11666667

(1; 1; 2; 1; 2; 1) 14.95

(1; 2; 2; 1; 2; 1) 14.375

(2; 2; 2; 1; 2; 1) 14.325

(2; 2; 2; 1; 2; 2) 14.15

(2; 2; 2; 2; 2; 2) 12.3

Ainsi, on trouve que la machine menante est satur�ee pour la derni�ere r�epartition (deux palettes pour

chaque type de pi�ece). Cependant, par l'algorithme it�eratif 5.2.1, on ne peut savoir s'il y a d'autres

r�epartitions minimales saturantes. Nous montrons ce r�esultat �a l'aide de l'expression formelle de �.

5.2.2 Proposition L'unique r�epartition minimale des palettes saturant la machine menante est

q = (2; 2; 2; 2; 2; 2) :

Preuve La machine menante est satur�ee ssi �(c) est �egale �a la pente correspondante �a la partie

constante de c, i.e.

�(
�12:3) =
1

12:3
;

ce qui est r�ealis�e ssi pour tout monôme m de c, on a �(m) � 1
12:3 . Nous inspectons successivement

les monômes, et prenons la plus petite valeur enti�ere de q satisfaisant les in�egalit�es.

�(�6:4
4) =
q4
6:6 � 1

12:3 ) q4 � 1

�(�6:7
6) =
q6
6:7 � 1

12:3 ) q6 � 1

�(�10:4
1) =
q1
10:4 � 1

12:3 ) q1 � 1

�(�12:7
2) =
q2
10:4 � 1

12:3 ) q2 � 2

�(�13:2
5) =
q5
13:2 � 1

12:3 ) q5 � 2

�(�16:95
3) =
q3

16:95 � 1
12:3 ) q3 � 2

�(�28:3

4) =
q4+1
28:3 � 1

12:3 ) q4 � 2

�(�28:65

6) =
q6+1
28:65 � 1

12:3 ) q6 � 2

�(�28:75

1) =
q1+1
28:75 � 1

12:3 ) q1 � 2

Ainsi, une r�epartition saturante v�eri�e n�ecessairement q � (2; 2; 2; 2; 2; 2). On a vu plus haut que

cette r�epartition saturait e�ectivement la machine menante, d'o�u le r�esultat. �

5.2.3 Remarque En g�en�eral, on n'a pas unicit�e de la r�epartition minimale des ressources. Soit

par exemple l'ensemble de circuits

c0 = 
�5 � �10
1
2 :
On trouve en raisonnant comme ci dessus les trois r�epartitions minimales suivante

q = (q1; q2) = (2; 0); (1; 1); (0; 2) :
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6 Formulation en termes de vecteurs propres

Classiquement, on a au moins deux points de vue pour les probl�emes de valeurs propres: a/

passer par le polynôme caract�eristique, et b/ passer par une �etude des vecteurs propres. Les

d�eveloppements qui pr�ec�edent sont l'analogue de a/ (cf. en particulier 3.1.12). Nous allons voir

que l'approche b/ conduit ici �a un nouveau probl�eme de programmation lin�eaire.

6.1 Equivalence �a la recherche d'un sous-vecteur propre

6.1.1 Position du probl�eme Dans la suite, nous consid�erons un graphe d'�ev�enements temporis�e,

repr�esent�e de la mani�ere suivante: Tij repr�esente le temps de s�ejour dans la place3 (ij).Nij repr�esente

le nombre de jetons du marquage initial de cette place. Si ce marquage est �x�e,Nij est une constante.

Si la place (ij) correspond �a une ressource l, on aura Nij = ql, o�u ql est l'ind�etermin�ee associ�ee �a

cette ressource. On notera N(q) au lieu de N pour rappeler cette d�ependance. On suppose que les

transitions sont temporis�ees �a 0, ce qui ne restreint pas la g�en�eralit�e (cf. [23]). Quitte �a �ecrire autant

de probl�emes d'optimisation des ressources qu'il y a de composantes connexes dans le graphe, on

pourra supposer le graphe connexe. On notera �(q) le taux de production en fonction des ressources,

et l'on se donne �0 un taux de production souhait�e.

Le r�esultat central est le suivant:

6.1.2 Th�eor�eme Pour le syst�eme d�ecrit en 6.1.1, les assertions suivantes sont �equivalentes:

(i) �(q) � �0
(ii) �(C(q))� e dans Rmin, o�u la matrice C(q) est donn�ee par Cij(q) = Nij(q)� �0Tij.
(iii) il existe un vecteur u �a coe�cients dans Rmin tel que C(q)
 u � u.

On a not�e �(C) le rayon spectral de la matrice C dans Rmin (cf. IV,1.3.1), i.e. dans l'alg�ebre

habituelle:

�(C) = min
k�1

min
i1;:::;ik

Ci1i2 + Ci2i3 + : : :+ Ciki1

k
: (6:1:a)

La condition (iii) se r�e�ecrit dans l'alg�ebre habituelle4

8i; min
j
(Cij(q) + uj) � ui ;

soit

8i; j; Nij(q)� �0Tij + uj � ui : (6:1:b)

En rempla�cant Nij(q) par l'inconnue ql s'il y a lieu (cf. 6.1.1), on constate qu'il s'agit l�a d'un

ensemble de contraintes lin�eaires en les variables ui et ql. On a donc comme cons�equence imm�ediate

de 6.1.2:

6.1.3 Corollaire Le probl�eme d'optimisation des ressources x1.3 est �equivalent au probl�eme de

programmation lin�eaire suivant: \minimiser J(q), sous l'ensemble de contraintes (6.1.b), o�u 8i; ui 2
R et 8l; ql 2 N".

3i.e. la place en aval de la transition j et en amont de la transition i
4On rappelle que � est l'ordre dual de �
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Preuve du Th�eor�eme 6.1.2. (i),(ii). Etant donn�e une matrice B, on d�e�nit le poids wB(�) du

circuit � = (i1; : : : ; ik) par wB(�) = Bi1i2 + : : :+Bik i1 (cf. IV,x1.3,(1.3.d)). D'apr�es VII,x6.6,(6.6.a)
on a

�(q) = min
� circuit

wN(�)

wT (�)
: (6:1:c)

Les assertions suivantes sont �equivalentes:

�(q) � �0
Pour tout circuit �,

wN (�)
wT (�)

� �0 (par (6.1.c))

Pour tout circuit �, wN(�) � �0wT (�)

Pour tout circuit �, wN(�)� �0wT (�) � 0

Pour tout circuit �, wC(�) � 0

�(C) � 0. (d'apr�es (6.1.a)).

On a montr�e (i),(ii). L'�equivalence de (ii) et de (iii) r�esulte du Lemme 1.3.8 du Chapitre IV. �

6.2 Lien avec l'algorithme de Proth et Xie

Proth et Xie [83] ont propos�e un algorithme r�eduisant le probl�eme de l'optimisation des ressources

�a un probl�eme de programmation lin�eaire mixte. Notre corollaire 6.1.3 constitue une g�en�eralisation

de ce r�esultat. L'algorithme optimal que Proth et Xie donnent dans [83] n'est en e�et valable que

moyennant des restrictions fortes: 1/ il faut se restreindre �a une sous classe de graphes d'�ev�enements

temporis�es 5 2/ il faut supposer que tous les marquages initiaux sont ind�etermin�es, ce qui revient �a

prendre autant de ressources inconnues que de places6 3/ il faut supposer que le crit�ere est invariant

par tir des transitions7. Ces restrictions sont rendues inutiles par le corollaire 6.1.3. En outre, la

preuve alg�ebrique de 6.1.3 nous parâ�t plus simple.

Nous conclurons ce chapitre en comparant les algorithmes d'�enum�eration de circuits et la

g�en�eralisation 6.1.3 de l'algorithme de Proth et Xie. Il est clair que lorsque le nombre de ressources

inconnues est de l'ordre du nombre de places, l'algorithme 6.1.3 sera pr�ef�erable. La simpli�cation

modulo les congruences poly�edriques devient en e�et r�edhibitoire d�es que la dimension (i.e. le nom-

bre de ressources) est grande. Par contre, lorsque le nombre de ressources est petit devant la taille

du syst�eme (i.e. le nombre de places) on pourra via les technique d'agr�egation d�ecrites en x4.1, se
ramener �a un probl�eme de programmation lin�eaire de type (1.3.a) dont le nombre d'inconnues est

�egal au nombre de ressources, et non pas �a la taille du syst�eme. L'algorithme donn�e en x4.1 sera

alors pr�ef�erable. On aura en outre, via l'expression formelle �(q), une information plus pr�ecise sur

le syst�eme.

5cf. [83], p. 797 \dans la suite, nous supposerons que le d�ebut d'un franchissement n'est possible que si la transition

consid�er�ee n'est pas active". Une telle restriction interdit par exemple de mod�eliser le probl�eme suivant: \sachant
qu'une machine peut fabriquer une pi�ece par heure et que plusieurs machines peuvent travailler en parall�ele, combien

faut il de machines pour produire 10 pi�eces par heure?"
6Une telle restriction est gênante si une partie du syst�eme est \�x�ee" et non ind�etermin�ee. Laftit, Proth et Xie

doivent alors recourir �a des techniques de p�enalisation pour traiter ces cas (cf. [59]).
7Moyennant la restriction 2/, l'allocation des ressources q co��ncide avec le marquage initial. On suppose que si q0 est

un marquage accessible depuis q, alors J(q0) = J(q). Cette restriction pose, entre autres, des probl�emes d'initialisation

du syst�eme. Cela signi�e par exemple que l'on prend comme initial un �etat o�u les palettes peuvent être �a un endroit

quelconque de leur cycle, et portent donc des pi�eces semi-�nies.
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Appendice A

Etude d'une ligne de production

d�eterministe g�er�ee en \Kanban"

Introduction

Cette �etude a �et�e r�ealis�ee �a l'occasion d'un expos�e au groupe de travail \Mod�elisation et �evaluation

de performance des syst�emes �a �ev�enements discrets"1 sur les instances de Ren�e David, �a qui l'auteur

est reconnaissant d'avoir sugg�er�e ce travail. Nous renvoyons le lecteur int�eress�e �a Mascolo, [28], pour

une description des syst�emes g�er�es en \Kanban" et pour leur �etude d'un point de vue probabiliste.

1 Mod�ele alg�ebrique

1.1 Mod�elisation des cellules kanban

On consid�ere la version suivante de la gestion dite \kanban", tir�ee de [28]. Une ligne de production

est form�ee de i cellules. Chaque cellule contient ni machines fonctionnant en parall�ele. Chaque

machine peut traiter une pi�ece, le traitement prenant un temps ti. La pi�ece trait�ee est mise dans le

stock en amont de la cellule suivante. On suppose en outre que les d�ebuts de tâche sont e�ectu�es

selon la politique suivante: on �xe un nombre de \kanban" (mot japonais signi�ant �etiquette)Ki par

cellule. Au d�epart, les Ki kanbans sont dispos�es sur un tableau. Lorsque qu'un nouvelle pi�ece rentre

dans la cellule i (venant de la cellule i� 1), on lui attribue un kanban, que l'on enl�eve du tableau.

S'il n'y a pas de kanban de disponible, on ne prend pas la pi�ece. Lorsque la pi�ece est accept�ee par la

cellule suivante, on enl�eve le kanban de la pi�ece, et on remet le kanban lib�er�e sur le tableau. Pour la

derni�ere cellule, on supposera que la gestion des kanbans est conditionn�ee par la demande, i.e. que

l'on lib�ere un kanban lorsqu'une pi�ece a �et�e demand�ee. Nous laissons le lecteur se convaincre que le

graphe d'�ev�enements temporis�e repr�esent�e sur la Figure A.1 repr�esente e�ectivement ce syst�eme.

On trouvera un graphe �equivalent dans [28]. On observe que le circuit (xi; x
0
i; x

00
i ; xi+1) repr�esente

le parcours e�ectif des kanbans de la cellule i.

En introduisant une entr�ee u (correspondant aux pi�eces entrant dans la premi�ere cellule) et une

seconde entr�ee v (correspondant �a la demande re�cue par la derni�ere cellule), repr�esent�ee sur la

Figure dans le cas d'une seul cellule, on obtient le syst�eme d'�equations suivant d�ecrivant la solution

1GT1, Pôle Syst�emes �a �ev�enements discrets, Groupement de Recherche Automatique

257
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u (p = 1)

v (cas p = 1)

xi
xi+1

�ti


ni


Ki

x0i x00i

cellule i cellule i+ 1

Ki: nombre de kanbans dans la cellule i

ni: nombre de machines dans la cellule i

ti: temps de l'op�eration i

Figure A.1: Ligne de production g�en�erique g�er�ee en \kanban"

au plus tôt: 8>>>>><
>>>>>:

xi = x00i�1 � 
Kixi+1
x0i = xi � 
nix00i
x00i = �tix0i
x1 = u� 
K1x2
xp+1 = v

En �eliminant x00i :

x0i = xi � 
ni�tix0i = (
ni�ti)�xi

Finalement,

xi+1 = �ti(
ni�ti)�xi � 
Ki+1xi+2
x1 = 
K1x2 � u
xp+1 = v

(1:1:a)

o�u u repr�esente les mati�eres premi�eres et v la demande. Il r�esulte en particulier de (1.1.a) que la

ligne de production se repr�esente par le graphe d'�ev�enements �equivalent donn�e sur la Figure A.2

(lequel donne lieu aux mêmes �equations).

1.2 Transfert d'une ligne kanban

On peut �ecrire pour (1.1.a) l'�equation matricielle X = AX � BU , y = CX , avec:

A =

2
66666664

" 
K1 " : : : "

�t1(
n1�t1)� " 
K2 "
...

" �t2(
n2�t2)� " 
K3 "
...

. . . 
Kp

" : : : " �tp(
np�tp)� "

3
77777775
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: : :

cellule i cellule i+ 1


Ki

�ti

xi+1 xi+2x0ixi


ni�ti

Figure A.2: Ligne de production �equivalente �a A.1

B =

2
6666664

e "

" "
...

...

" "`

" e

3
7777775
; C =

h
" : : : " e

i
; X =

2
64
x1
...

xp

3
75 ; U =

"
u

v

#
;

Soit la relation y = CA�BU .

1.2.1 Cas �a une cellule On a alors

x2 = (
n1�t1)��t1(u� 
K1x2)� 
K2v

Il r�esulte de (ab�)� = e� a(a� b)� et b�(ab�)� = (a� b)� avec a = 
K1�t1 et b = 
n1�t1 (cf. 0,4.1.6)

que

(a� b)� = (
K1�t1 � 
n1�t1)� = (
min(K1;n1)�t1)� :

D'o�u le transfert:

y = �t1(
min(K1;n1)�t1)�u� [e� 
K1�t1(
min(K1;n1)�t1)�]v

1.3 Equations g�en�erale du transfert

On peut voir (1.1.a) comme un syst�eme avec des conditions limites aux deux bouts. Une mani�ere

de le r�esoudre sans inverser brutalement la matrice A consiste �a chercher xi sous la forme

xi = �iui � �ixi+1 :

1.3.1 Th�eor�eme Le transfert de la ligne kanban �a n cellules est donn�e par

y = �p+1u� �p+1v
o�u les �i et �i v�eri�ent la r�ecurrence suivante:

�1 = e; �1 = 
K1

2 � i � p� 1 :

(
�i+1 = (�i�

ti(
ni�ti)�)��ti(
ni�ti)��i
�i+1 = (�i�

ti(
ni�ti)�)�
Ki+1

�p+1 = (�p�
tp(
np�tp)�)�; �p+1 = (�p�

tp(
np�tp)�)��tp(
np�tp)� :
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Preuve On a en e�et:

xi+1 = �t1(
ni�ti)�xi � 
Ki+1xi+2 = �t1(
ni�ti)�(�iui � �ixi+1)� 
Ki+1xi+2 :

La r�ecurrence ci-dessus s'obtient en �eliminant xi+1 du second membre (cf. 0,4.1.1) et en identi�ant

les coe�cients de u et v. �

1.3.2 Remarque On peut voir la r�ecurrence donn�ee dans le th�eor�eme 1.3.1 ci-dessus comme une

inversion \creuse" de la matrice bi-diagonale A.

1.3.3 Cas de p cellules identiques On a alors l'expression simple du transfert:

y = �pt(
min(K;n)�t)�u� [e� 
K�t(
min(K;n)�t)�]v ;

comme il r�esulte d'une r�ecurrence imm�ediate.

Nous interpr�etons maintenant ces r�esultats.

1.4 R�eponse �a la demande d'une cellule Kanban

On a repr�esent�e sur la Figure A.3 le transfert associ�e �a une seule cellule. On consid�ere le cas o�u

2t

temps

quantit�es

demande forte

y2

demande faible v1

y1 = v1


K�t

Kn

t
v2

Figure A.3: Transfert d'un cellule Kanban

u = " (i.e. l'approvisionnement est non contraignant), ce qui revient �a isoler le transfert liant la

demande �a la sortie, i.e.

y = [e� 
K�t(
min(K;n)�t)�]v :

On a pris le cas particulier o�u la demande est constante (et donc la demande cumul�ee v est une

droite). On constate qu'une demande au plus �egale au taux de production de la cellule est servie

instantan�ement, i.e. que la sortie est �egale �a l'entr�ee (courbe pleine). Si la demande est plus forte,

on sert instantan�ement les K pi�eces en stock, et le service a ensuite lieu aux taux moyen de la

cellule (courbe pointill�ee). La partie gris�ee repr�esente la s�erie de transfert (cf. VII, Figure VII.4).
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1.5 Cas �a p cellules

On consid�ere maintenant une demande in�nie v = ". On a alors la relation fort simple:

y = �pt(
min(K;n)�t)�u :

Le retard �pt correspond au temps de travers�ee de la châ�ne de production. Le terme (
min(K;n)�t)�

est l'analogue discret du limitateur de d�ebit au taux min(K; n)=t �etudi�e au chapitre V.

2 Exemples

2.1 Un exemple de calcul de transfert

v

y

u


3�3 
4�4


4 
5

�3 �4

On a �ecrit une routine makekanban qui g�en�ere le triplet (A;B;C) relatif �a la ligne de production

donn�ee par la liste des [Ki; ti; ni].

MAX> Cells list:=[[4,3,3],[5,4,4]];

MAX> s:=makekanban(Cells list): l2p(s);

[

2
64 " 
4 "

�3
�

3�3

��
" 
5

" �4
�

4�4

��
"

3
75 ;
2
64 e "

" "

" e

3
75 ; h " " e

i
]

MAX> h:=evald(s[3]&�star(s[1]) &�s[2]): l2p(h);

[�7 � 
3�10 � 
4�11 � 
6�13 (
�)� ; e � 
5�4 � 
9�8 � 
12�10
�
e� 
�2 � 
3�3

��

4�4

��
]

On a �egalement programm�e la r�ecurrence du Th�eor�eme 1.3.1. La routine kanban2bidiag g�en�ere sous

forme creuse la matrice bi-diagonale A et la routine invertbidiag calcule le couple [�p+1; �p+1].

MAX> m:=kanban2bidiag(Cells list): l2p(m);

[[
4; �3
�

3�3

��
]; [
5; �4

�

4�4

��
]]

MAX> t:=invertbidiag(m): l2p(t);

[�7 � 
3�10 � 
4�11 � 
6�13 (
�)� ; e� 
5�4 � 
9�8 � 
12�10
�
e� 
�2 � 
3�3

��

4�4

��
]

qui co��ncide avec le r�esultat pr�ec�edent. On constate que la p�eriode du transfert liant u �a la sortie

est le pgcd des longueurs des circuits du graphe (\e�et Frobenius"). Si la demande v est in�nie, et

pour une impulsion u = e, on aura donc un r�egime p�eriodique ultime de 1 pi�ece produite par unit�e

de temps.
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2.2 Un exemple d'optimisation des kanbans

A�n de compliquer la situation, on a mis deux lignes de production kanban en parall�ele. Le

graphe d'�ev�enements ci-dessous repr�esente ainsi un syst�eme d�emarrant deux tâches lorsque qu'une

pi�ece rentre. On aura par exemple un tel syst�eme lorsque les pi�eces sont form�ees de deux parties

compl�ementaires, et que chaque partie est trait�ee par une ligne de production distincte.

cellule 3

5

circuit critique

cellule 2

v

�4


6
4

�3

�4


4�4


3�3

cellule 1

u

4�4

y

a =

2
64 " 
4 
5

�4
�

4�4

��
" 
6

�3
�

3�3

��
�4
�

4�4

��
"

3
75

b =

2
64 e "

" "

" e

3
75

c =
h
" " e

i
h =

h
�8
�
e� 
4�4� �
5�8�� e � 
5�8 �e� 
4�4� �
5�8�� i

Avec 8 kanbans au lieu de 5 dans la cellule 3

a0 =

2
64 " 
4 
8

�4
�

4�4

��
" 
6

�3
�

3�3

��
�4
�

4�4

��
"

3
75

h0 =
h
�8
�

4�4

��
e� 
6�4 � 
8�8 �
4�4�� i

Toutes les cellules deviennent satur�ees avec cette allocation de kanbans.

On peut retrouver ce r�esultat en introduisant des ind�etermin�ees 
i = 
Ki, o�u Ki d�enote le

nombre de kanbans dans la cellule i, et en optimisant les ressources. Soit

MAX> a:=p2l(array( [[eps,g1,g3],[d4,eps,g2],[d3, d4,eps]]),3);

a =

2
64 " 
1 
3
�4 " 
2
�3 �4 "

3
75
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MAX> c:=enum(a,p2l(g3*d3+g4*d4))

(on �enum�ere les circuits modulo les circuits locaux).

c = 
3�3 � 
4�4 � �4
1 � �4
2 � �8
3
MAX> l:= p2const(c)

l = min(1;
K1

4
;
K2

4
;
K3

8
)

En retrouve bien la contrainte K3 � 8 pour que le taux de production soit optimal (l = 1).

2.3 Annexe: les routines kanban2bidiag et invertbidiag

Nous donnons �a titre d'exemple de programmes MAX les deux routines qui permettent de calculer

le transfert d'une ligne de production d'apr�es la r�ecurrence du Th�eor�eme 1.3.1.

#

# CALLING SEQUENCE:

# kanban2bidiag(<list of cells>)

# SYNOPSIS

# returns the bidiagonal matrix associated to the kanban line

# described by the list of cells.

# PARAMETERS

# the list of cells has the following form:

# [CELL1,CELL2,...,CELLp]

# where CELLi=[number of kanbans in cell i,

# processing time in cell i

# number of machines in cell i]

# e.g. <list of cells>= [[3,2,2],[5,3,2]] describes two cells

# second cell with 5 kanbans, proc. time 3, 2 machines.

#

kanban2bidiag:=proc(C LIST)

map(proc(u) [p2l(g^u[1]), p2l(d^u[2])&�star(p2l(g^u[3]*d^u[2]))] end,C LIST)

end:

#

#

# CALLING SEQUENCE:

# invertbidiag(<bidiagonal matrix>)

# SYNOPSIS

# Returns the two coeffs (n+1,1) and (n+1,n+1)

# of the star of the bidiagonal matrix

# (0, a 1, 0, ... 0)

# (b 1, 0, a 2, ... 0)

# (0, b 2, 0, ... 0)

# (0, ... 0, a n)

# (0, ... 0, b n, 0)

# given in sparse form u=[[a 1,b 1],...,[a n,b n]]

# u can be produced as the output of kanban2bidiag

#

invertbidiag:=proc(u)

local i,current star,alpha,beta,n;

n:=nops(u);

alpha:=p2l(e);

beta:=u[1][1];
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for i from 1 to n-1 do

current star:=star(u[i][2]&�beta);
alpha:=current star&�u[i][2]&�alpha;
beta:=current star&�u[i+1][1];

od;

current star:=star(u[n][2]&�beta);
alpha:=current star&�u[n][2] &�alpha;
[alpha,current star];

end:



Appendice B

Questions algorithmiques

Introduction

Nous avons rassembl�e dans cette annexe les probl�emes algorithmiques li�es �a l'alg�ebre rationnelle

des op�erateurs 
 et � �etudi�es au Chapitre VII ainsi qu'�a l'optimisation des ressources. Le trait

commun est de travailler dans des dio��des de polynômes et s�eries formelles quotient�es. On montre

sous des hypoth�eses assez g�en�erales l'existence d'un unique repr�esentant minimal d'un polynôme,

qui g�eom�etriquement s'obtient en supprimant les monômes domin�es pour une relation d'ordre na-

turelle, dite de redondance. On donne ensuite les r�egles de calcul sur ces repr�esentants. La seconde

partie de cette annexe produit des formes canoniques pour les s�eries p�eriodiques et les algorithmes

de r�eduction pour les sommes, produit et autres op�erations sur les s�eries p�eriodiques. Nous conclu-

ons en indiquant comment les cyclicit�es des matrices peuvent être calcul�ees �a l'aide d'algorithmes

classiques.

1 Calcul dans des dio��des de polynômes quotient�es

1.1 Repr�esentant canonique d'un polynôme

On a eu au Chapitre VII �a manipuler des polynômes de Min
ax[
; �], et plus g�en�eralement, des

polynômes �a n variables modulo certaines congruences (par exemple dans le chapitre sur l'optimi-

sation des ressources). Il est pour cela utile d'avoir une forme canonique de ces objets (test d'�egalit�e

dans le dio��de quotient, etc). Dans le cas du dio��deMin
ax[
; �], on a pu prendre pour forme canonique

d'un polynôme son repr�esentant minimal, qui se d�eterminait ais�ement \g�eom�etriquement". Nous

donnons trois autres exemples de dio��des quotients pour lesquels on cherche des r�esultats analogues

de repr�esentant minimal.

1.1.1 Exemple (Congruence modulo p�) Soit un polynôme p 2 Min
ax[
; �], et

'p : 'p(s) = sp� :

Soit q 2 Min
ax[[
; �]]. Existe-il un �el�ement minimal dans la classe d'�equivalence de q modulo 'p.

1.1.2 Exemple (Dio��de Min
ax[[
i; �]]) Soient p+ 2 ind�etermin�ees �, 
0; : : : ; 
p. On introduit l'ap-

plication:

' : B [[
i; �]]! B [[
i ; �]]; s 7! (
O
i


�i )(�
�1)�s

265
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et l'on noteMin
ax[[
i; �]] = B [[
i; �]]=' (g�en�eralisation de Min

ax[[
; �]]). Un polynôme p 2 Min
ax[
i; �]

admet-il un repr�esentant minimal?

1.1.3 Exemple (Congruence poly�edrique modulo Cu) Soient u1; : : : ; uk des vecteurs de Rp

et C le cône poly�edrique
Cu = R+u1 + : : :+R+uk :

On consid�ere le morphisme

' : (P(Rp);[;+)! (P(Rp) + Cu;[;+); '(s) = s + Cu :

Une partie �nie de Rp admet-elle un repr�esentant minimal modulo la congruence associ�ee �a '?

1.2 Un r�esultat g�en�eral de repr�esentant minimal

La notion suivante jouera pour nous un rôle important:

1.2.1 D�e�nition (d-primalit�e) L'�el�ement a d'un dio��de complet D est dit1 d-premier si pour

toute famille fpigi2I d'�el�ements de D, on a:

a �
M
i2I

pi =) 9i 2 I; a � pi : (1:2:a)

On notera DPD l'ensemble des �el�ements d-premiers de D.

1.2.2 Exemple Dans B [[
; �]], les �el�ements d-premiers sont les monômes. Même r�esultat dans

Min
ax[[
; �]].DansZmax, tous les �el�ements sauf +1 sont d-premiers. DansRmax, il n'y a pas d'�el�ement

d-premiers (car x � supft j t � xg et x n'est major�e par aucun des t � x).

1.2.3 Remarque En Th�eorie des Treillis, cf. [43], on appelle co-premiers les �el�ements a v�eri�ant la

propri�et�e (1.2.a) avec des familles fpigi2I �nies. Si l'on quali�e de compacts les �el�ements a v�eri�ant

a � L
i2I pi ) 9J � I �nie t.q. a � L

j2J pj , on constate que les �el�ements d-premiers sont

exactement les co-premiers compacts. Le lecteur pourra v�eri�er que les r�esultats de repr�esentation

minimale qui suivent restent vrais si l'on ne suppose pas le dio��de D complet, �a condition de ne

consid�erer que des sommes �nies.

Pour simpli�er le discours, nous ferons l'hypoth�ese suivante:

1.2.4 Hypoth�ese D est un dio��de complet et tout �el�ement de D est somme (�eventuellement in�nie)

de d-premiers.

On a donc un morphisme continu et surjectif de demi-treillis:

 :

(
(P(DPD);[) �! (D;�)

S 7�! L
S =

L
s2S s:

(1:2:b)

On a en particulier2 x =
L
((DPD) \ #(x)).

1d comme dio��de
2On rappelle la notation #(x) = fu j u � xg
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1.2.5 D�e�nition (Partie g�en�eratrice) Soit R une relation d'�equivalence sur D. Soit S un en-

semble de d-premiers. Nous dirons que S est une partie g�en�eratrice de x modulo R si (
L
S) R x.

1.2.6 Exemple SoitE un module, D = (P(E);[), et d�e�nissons la relationR:XRY ssi vecthXi =
vecthY i Soit x une partie de E. Une partie Y � E est une partie g�en�eratrice minimale de x modulo

R ssi c'est une partie g�en�eratrice minimale (au sens usuel) du module engendr�e par x. On a

co��ncidence avec la notion classique.

On �etudie l'existence �eventuelle d'une partie g�en�eratrice minimale. On a tout d'abord:

1.2.7 Proposition La somme des �el�ements d'une partie g�en�eratrice minimale de x est un repr�e-

sentant minimal de x (i.e. un �el�ement minimal dans la classe d'�equivalence de x modulo R).

Preuve si yRx, avec x =L
S (S minimal) et y =

L
T , on a d'apr�es 1.2.5 T � S et par croissance

de l'application  donn�ee en (1.2.b), y � x. �

Nous exhibons une classe de congruences pour laquelle on a un r�esultat simple et e�ectif de

repr�esentant minimal.

1.2.8 D�e�nition (Bonne congruence) Nous dirons que R est une bonne congruence pour le

demi-treillis complet (D;�) s'il existe une application ' : D ! D telle que a R b ssi '(a) = '(b) et

(i) ' est croissante et continue (cf. 0,2.3.1).

(ii) ' � Id,

(iii) '�' = ',

(iv) '(u) = '(v) pour u et v d-premiers entrâ�ne u = v.

On en en particulier par (i),(ii) et (iii) que ' est une fermeture (cf. 0,5.1.11). Par (i), R' est

compatible avec la structure de demi-treillis complet. On notera indi��eremment le demi-treillis

quotient D=' ou D=R'. On a clairement l'isomorphisme

D=' ' '(D) : (1:2:c)

Notons que la d-primalit�e est conserv�ee par passage au quotient:

1.2.9 Lemme Si x est un �el�ement d-premier de D, alors la classe d'�equivalence de x est un d-

premier dans le demi-treillis quotient de D par une bonne congruence.

Preuve On n'utilise que (i),(ii) et (iii). Si a � L
i pi dans D=', on a a � Li pi =

L
i pi, soit

'(a�Li pi) = '(
L

i pi) d'o�u comme Id � ' et par continuit�e de ', a �Li '(pi). Par d-primalit�e

de a, a est major�e par l'un de ces termes, disons '(pk), d'o�u '(a) � '2(pk) = '(pk) d'o�u a � pk. �

1.2.10 Th�eor�eme (Partie g�en�eratrice minimale) Tout �el�ement a somme �nie d'�el�ements d-

premiers admet une unique partie g�en�eratrice minimale modulo une bonne congruence.

Le lemme suivant et la notion de redondance associ�ee sont la cl�e de 1.2.10.

1.2.11 Lemme Si ' est une fermeture, alors

u � '(v) , '(u) � '(v) : (1:2:d)

La relation �' d�e�nie par u�'v , u � '(v) est une relation de pr�eordre sur l'ensemble des

�el�ements d-premiers. En outre, sous l'hypoth�ese 1.2.8,(iv), c'est une relation d'ordre.
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Preuve du Lemme. Par 1.2.10,(i) ' est croissante, donc u � '(v) entrâ�ne '(u) � '2(v) = '(v)

par 1.2.10,(iii)). R�eciproquement, par 1.2.10,(ii)), '(u) � '(v) entrâ�ne u � '(u) � '(v), ce qui

montre (1.2.d). Comme u�'v , '(u) � '(v), il est clair que �' est r�e
exive et transitive.

L'antisym�etrie r�esulte de 1.2.10,(iv). �

On a:

1.2.12 Propri�et�es (i) Si ' est une fermeture, alors u � v ) u�'v.
(ii) Si ' v�eri�e 1.2.8,(i), alors u d-premier et u�'

L
i2I ai entrâ�ne 9j 2 I, u�'aj .

Preuve (i): r�esulte seulement de ' � Id.

(ii): on a u � '(
L

i ai) ssi u �
L

i'(ai) (car ' continu), ce qui est �equivalent �a 9j 2 I , u � '(aj)

(par d-primalit�e de u). �

1.2.13 D�e�nition ('-redondance) Soit X = fxkg un ensemble de d-premiers. On dira que xi
est '-redondant dans X, ou plus simplement redondant, si xi�'

L
k 6=i xk.

1.2.14 Lemme Soit R une bonne congruence induite par ', et X un ensemble de d-premiers. xi
est redondant dans X ssi on a un �el�ement de X, xj , distinct de xi, tel que xi�'xj.

Preuve Comme xj �
L

k 6=i xk, la condition xi�'xj entrâ�ne via 1.2.12,(i) xi�'
L

k 6=i xk. R�ecipro-

quement, si xi�'
L

k 6=i xk, on a j 6= i tel que xi�'xj par 1.2.12,(ii). �

1.2.15 Lemme Soit ' une fermeture. Une partie X = fxigi2I g�en�eratrice de x 2 D=' est mini-

male ssi elle est sans �el�ements redondants.

Preuve Si xi est redondant, alorsM
k

xk =
M
k 6=i

xk � xi�'
M
k 6=i

xk (1:2:e)

L'autre in�egalit�e �etant triviale, on a que X n fxig est un repr�esentant de X , et donc X n'est pas

minimal. R�eciproquement, si X n'est pas minimal, on a un repr�esentant de la forme X n fxig, d'o�uL
k xk�'

L
k 6=i xk, et donc a fortiori xi�'

L
k 6=i xk. �

1.2.16 Proposition Soit ' une fermeture, X � DPD. On ne change pas la classe d'�equivalence

de
L
X modulo R' en retirant de X un �el�ement redondant.

Preuve On l'a montr�e incidemment en prouvant l'�egalit�e des membres extrêmes de (1.2.e). �

1.2.17 Lemme Sous l'hypoth�ese 1.2.4, on a unicit�e de la partie g�en�eratrice minimale d'un �el�ement

x modulo une bonne congruence.

Preuve Soient S et T deux repr�esentants minimaux de a. On a
L
S�'

L
T , d'o�u par 1.2.12,(ii),

8s 2 S; 9ts 2 T; s�'ts : (1:2:f)

Semblablement

8t 2 T; 9st 2 S; t�'st : (1:2:g)
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On a alors s�'ts�'sts, et comme s ne peut être redondant, s = sts, d'o�u s = ts. Ainsi S � T , et

par sym�etrie, S = T . �

Preuve du Th�eor�eme 1.2.10. 1/ Existence. Il r�esulte de 1.2.16 et de 1.2.15 qu'en retirant succes-

sivement de X les �el�ements redondants, on aboutit �a un repr�esentant minimal. L'unicit�e r�esulte de

1.2.17 . �

1.2.18 D�e�nition Soit x 2 D=' somme �nie de d-premiers, de partie g�en�eratrice minimale X =

fx1; : : : ; xpg . On appellera forme canonique de x l'�ecriture suivante:

x =

pM
i=1

xi :

1.2.19 Remarque Si ' ne v�eri�e pas la condition d'injectivit�e sur les d-premiers (iv), on a toujours

l'existence (mais non l'unicit�e) d'un repr�esentant minimal de a. Deux repr�esentants minimaux S et

S0 sont alors �egaux modulo ' (i.e. les ensembles f'(s) j s 2 Sg et f'(s0) j s0 2 S0g co��ncident.

1.2.20 Remarque La partie \existence" de la preuve ci-dessus ne requiert que le fait que ' soit

une fermeture. Soit par exemple dans (P(R2);[) '(X) = conv(X) (enveloppe convexe). Les d-

premiers sont les singletons. conv est clairement une fermeture, mais on n'a pas conv(A [ B) =
conv(A)[ conv(B), ce qui contredit (i). On retrouve de la sorte l'existence d'un ensemble minimal

de points ayant même enveloppe convexe que la partie �nie X . Cependant, l'argument d'unicit�e

ci-dessus n'est pas valide: il faudra par exemple plus �nement caract�eriser le repr�esentant minimal

comme ensemble des point extr�emaux. De même, soit E un module. Dans P(E), les d-premiers

sont les singletons, et en prenant '(X) = vecthXi, l'argument redonne l'existence d'une famille

g�en�eratrice minimale d'un sous-module de type �ni (l'unicit�e �etant ici notoirement fausse).

1.2.21 Remarque On donnera en x1.3 une g�en�eralisation partielle du Th�eor�eme 1.2.10 aux som-

mes in�nies.

La preuve de 1.2.10 se traduit par l'algorithme suivant:

1.2.22 Algorithme (R�eduction sous forme minimale) On part d'une partie g�en�eratrice de a,

S = fS1; : : : ; Sng.

Soit Si le d-premier terme non encore examin�e de S

si Si est redondant dans S, alors

supprimer Si de S

sinon

Si a �et�e examin�e et l'on recommence une it�eration.

A l'issue, S est la partie g�en�eratrice minimale de a.

Dans tous les cas, l'algorithme e�ectue n it�erations. Dans chaque it�eration, on compare l'�el�ement

Si�a tous les autres �el�ements de S, soit au plus n�1 comparaisons par it�eration. En tout, l'algorithme

requiert n� (n�1) comparaisons. Un exemple d'application de cet algorithme est donn�e ci-dessous

en 1.2.24.
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1.2.23 Application au dio��de Min
ax[[
; �]] Soit dans B [[
; �]]

' :

(
B [[
; �]] �! B [[
; �]]

a 7�! a
�(��1)�:
(1:2:h)

On aMin
ax[[
; �]] = B [[
; �]]='. Comme 
�(��1)� � e et (
�(��1)�)2 = 
�(��1)�, ' est une fermeture.

En outre, on a

'(
n�t) =
M
�;��0


n���t+� ; (1:2:i)

et donc (n; t) est �egal �a la borne sup (dans (Z;�)� (Z;�)) du support de '(
n�t), ce qui montre

que la restriction de ' aux monômes (i.e. aux �el�ements d-premiers) est injective. On a par 1.2.10

l'existence d'un repr�esentant minimal pour tous les polynômes deMin
ax[[
; �]].

Il r�esulte imm�ediatement de (1.2.i) que dansMin
ax[
; �], la relation �' s'obtient de la sorte:


n�t�'
n0�t0 , n � n0 ett � t0 : (1:2:j)

Plus g�en�eralement, il su�ra pour chacun des dio��des quotients consid�er�es en 1.1.1,1.1.2,1.1.3 de

produire un test pour u�'v, u et v �etant des d-premiers, pour appliquer l'algorithme de r�eduction

ci-dessus, ce que nous ferons le moment venu.

1.2.24 Exemple Soit �a d�eterminer dansMin
ax[[
; �]] le repr�esentant minimal de p = e�
3�3�
4�


2�3. Comme e est de plus petite valuation, en appliquant le Lemme 1.2.j, on voit qu'on ne peut

avoir e�'
3�3�
4�
2�3 donc e est non redondant. On constate ensuite que 
3�3 = 

2�3�'
2�3,
donc on �elimine ce monôme, et parmi e; 
4; 
2�3 qui restent, on constate encore que 
4�'e, soit le
nouvel ensemble form�e de e et 
2�3 qui s'av�ere minimal, car 
2�3 6�'e.

1.3 Repr�esentant minimal des s�eries formelles dans Min
ax[[
; �]]

Nous montrons dans quelle mesure le Th�eor�eme 1.2.10 de repr�esentation minimale des polynômes

s'�etend aux s�eries formelles.

1.3.1 Th�eor�eme Soit s 2 B [[
; �]]. Les deux assertions suivantes sont �equivalentes:

(i) s admet une partie g�en�eratrice minimale modulo R' (cf. 1.2.5)

(ii) 8n; t 2Z; dat s(n) < +1; compt s(t) > �1 (cf.2.2.7).

Preuve de 1.3.1 Via 1.2.17, on a l'unicit�e de la partie g�en�eratrice minimale, si elle existe.

(ii)) (i). Soit X = fxi j i 2 Ig une partie g�en�eratrice de s. A tout xi, on associe une suite

fuikgk�1 d�e�nie comme suit. On pose ui1 = xi. Si xi n'est pas redondant, alors on pose uik = xi
pour tout k � 2. Supposons xi redondant. On a alors un x0 2 X avec x0 6= x tel que ui1 � '(x0),

i.e ui1 = 
n1��t1x0 pour un certain (n1; t1) 2 N n f(0; 0)g. On pose alors ui2 = x0. Si ui2 n'est pas

redondant, on pose uik = ui2 pour k � 3, sinon on choisit de même ui3 2 X tel que ui2 = 
n2��t2ui3
avec (n2; t2) 2 N n f(0; 0)g, et ainsi de suite.
1/ chaque suite fuikgk est constante �a partir d'un certain rang. En e�et, on peut �ecrire uik =

xi

��k��k avec �k = n1 + : : :+ nk�1 et �k = t1 + : : :+ tk�1, ces deux suites �etant croissantes. Si

la suite fuikgk a un nombre in�ni de valeurs, l'une au moins des suites �k et �k tend vers l'in�ni,

par exemple �k. Soit xi = 
u�v. On a alors par 2.2.7 dat x(u) � v + �k, d'o�u dat x(u) = +1 ce qui
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contredit la premi�ere condition de (ii). De mani�ere analogue, si �k tend vers l'in�ni, on contredit la

condition relative �a compt s.

2/ On pose ui1 = limk!1 uik , qui existe trivialement d'apr�es 1/, et l'on d�e�nit U = fui1 j i 2 Ig.
3/ Comme U � X , on a '(

L
U) � '(LX).

4/ Par construction, U est sans monômes redondants, donc minimal.

5/ Pour chaque i, la suite f'(uik)gk est croissante. Cela r�esulte clairement de la croissance des suites

�k et �k et de la caract�erisation de ' donn�ee en (1.2.i).

6/ Soit un monômem � '(LX). On a m � '(xi) pour un certain xi, et donc par 5/ m � '(ui1) �
'(
L
U). En sommant sur tous les m v�eri�ant m � '(LX), on obtient '(

L
X) � '(LU).

Par 3/ et 6/, U est un repr�esentant de s, par 4/, il est minimal.

(i)) (ii). Supposons par exemple dat s(n) = +1. Soit X = f
ni�ti j i 2 Ig un repr�esentant de s.

On a d'apr�es 2.2.7:

8t � 0; 9i 2 I; ni � n et ti � t (1:3:a)

On a donc i0 tel que ti0 � 0; ni0 � n, et de même i1 tel que ti1 > ti0 , ti1 � n. Supposons X minimal.

On ne peut avoir ni1 � ni0 (sinon 
ni0�ti0 serait redondant). On a donc n1 > n0. De même, on a i2
tel que ti2 > ti1 ; ni2 � n, et ni2 > ni1 . On trouve de la sorte une suite in�nie d'entiers strictement

croissante ni0 < ni1 < : : : et major�ee par n: absurde. Preuve analogue si compt s(t) = �1. �

1.3.2 Remarque On peut g�en�eraliser le Th�eor�eme 1.3.1. Soit D un dio��de complet tel que tout

�el�ement est somme de d-premiers. Soit a un d-premier inversible, 'a(x) = a�x. Soit x =
L

i2I xi
somme de d-premiers. On a la proposition suivante: (P) Si pour tout i, l'ensemble fa�nxig \ #(x)
est �ni, alors x admet un repr�esentant minimal. La propri�et�e (P) s'obtient en adaptant la preuve

de (ii)) (i) ci dessus. R�eciproquement, on obtient la propri�et�e (ii)) (i) du Th�eor�eme 1.3.1 �a partir

de (P) en remarquant que B [[
; �]]='
���1 ' (B [[
; �]]='
)='��1, et en appliquant la proposition

(P) successivement �a a = 
 et a = ��1.

1.3.3 Remarque Voir aussi [3] pour une autre preuve de 1.3.1. Soit Y un repr�esentant de s, et

y =
L
Y . On montre sous des conditions �equivalentes que le repr�esentant minimal X de s satisfait

M
X = y � (
 � ��1)+y :

1.3.4 Exemple Soit:

s = (
2�3)� =
M
i2N


2i�3i : (1:3:b)

Via 1.2.j, on a que 
2i�3i�'
2j�3j entrâ�ne 2i � 2j et 3i � 3j, i.e. i = j. Ainsi, la somme �a droite

de (1.3.b) ne contient pas de monômes redondants. C'est donc l'�ecriture minimale de s.

1.3.5 Contre exemple La s�erie causale s = �� v�eri�e dat s(0) = +1. Elle n'admet pas de

repr�esentant minimal (toute s�erie de la forme sN = �N(�)� 2 B [[
; �]] est un repr�esentant de s,

mais la borne-inf de la famille fsNgN2N est "). De même, (
�1)� n'admet pas de repr�esentant

minimal.

1.4 Somme modulo une bonne congruence

On consid�ere un demi-treillis D quotient�e par une bonne congruence (cf. 1.2.8).
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1.4.1 Algorithme (Forme canonique de la somme) On part de deux parties g�en�eratrices

minimales de a et b, respectivement A = fa1; : : : ; akg et B = fb1; : : : ; bpg. La partie g�en�eratrice

minimale de a� b est donn�e par l'algorithme suivant:

prendre le d-premier terme non encore examin�e de B, soit bi :

si bi�'a, supprimer bi de B

sinon

�eliminer les �el�ements de A domin�es par bi,

bi a �et�e examin�e, et recommencer une it�eration.

A l'issue, A [ B est la famille g�en�eratrice minimale de la somme.

Chaque it�eration de l'algorithme requiert au plus compl (a) comparaisons, soit dans le pire des cas

compl (b)� compl (a) comparaisons.

1.4.2 Exemple Soient dansMin
ax[
; �]

a = 
� � 
5�4 � 
6�5 � 
8�8; b = 
2�3 � 
5�6 � 
9�7 :

A = f
�; 
5�4; 
6�5; 
8�8g; B = f
2�3; 
5�6; 
9�7g :
Pas 1: On a B1 = 
2�3 6�'a (il su�t de v�eri�er B1 6�'A1 = 
� en raison du lemme 1.2.j). En outre

B1 ne domine aucun terme de A.

Pas 2: de même, en comparant B2 �a A1 et A2 seulement, on constate B2 6 �'a. Par contre, A2 =


5�4�'
5�6 = B2 et A3 = 
6�5�'B2. On remplace donc A par

A0 = f
�; 
8�8g :

Pas 3: B3 est domin�e par A02 = 
8�8. On remplace donc B par

B0 = f
2�3; 
5�6g :

Le repr�esentant minimal de a� b est donn�e par A0 [ B0, i.e.

a � b = 
� � 
2�3 � 
5�6 � 
8�8 :

Cela se v�eri�e sur le dessin de la Figure B.1. On a repr�esent�e a par l'ensemble des disques noirs,

b par l'ensemble des carr�es noirs. Le repr�esentant minimal de a � b est donn�e par l'ensemble des

coins \en haut �a gauche" de l'union de ces deux ensembles.

1.5 Dio��de quotient�e par une bonne congruence

Soit D un dio��de, ' : D ! D, induisant une bonne congruence pour la structure de demi-treillis

sous-jacent, et v�eri�ant en outre:

1.5.1 Hypoth�ese 8(a; x) 2 D2; '(ax) = a'(x).

Il r�esulte de 1.5.1 que R' et des conditions 1.2.8 que R' est compatible avec la structure de dio��de

de D.
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n51

5

t

Figure B.1: Somme de a = 
� � 
5�4 � 
6�5 � 
8�8 et b = 
2�3 � 
5�6 � 
9�7

1.5.2 Lemme Soit ' une bonne congruence v�eri�ant 1.5.1. Soit a un d-premier inversible et un

�el�ement b 2 D=' s'�ecrivant sous forme canonique b1 � : : : � bn. On a alors la forme canonique

ab = ab1 � : : :� abn.

Preuve Les propositions suivantes sont �equivalentes:

abi redondant

abi � '(
L

j 6=i abj)

bi � a�1'(
L

j 6=i abj)

bi � '(
L

j 6=i bj) (via 1.5.1)

bi redondant

d'o�u la conclusion. �

1.5.3 Algorithme (Forme canonique du produit) Soient a et b �ecrits sous forme minimale

a =
Lk

i=1 ai et b =
L

j bj. Sous l'hypoth�ese (1.5.1), on obtient la forme canonique de ab en sommant

les aib �a l'aide de l'algorithme 1.4.1.

1.5.4 Exemple Soient les deux polynômes dansMin
ax[
; �]

a = 
0�0 � 
2�2; b := 
� � 
2�3 :

On a ab = a1b�a2b = (
��
2�3)� (
2�2�
4�5) = 
��
2�3�
4�5. On a repr�esent�e sur la Figure

B.2 les polynômes a (disques noirs) et b (carr�es noirs). On obtient graphiquement ab en prenant les

coins \en haut �a gauche" de la somme vectorielle des parties associ�ees �a a et �a b (points cercl�es).

Nous �etudions maintenant le calcul des lois ^, � et n.

1.5.5 Lemme Soit D un demi-treillis complet, et ' une bonne congruence. D=' est un demi-treillis

complet, o�u la borne inf est donn�ee par:

^
i

ai =
^
i

'(ai) : (1:5:a)

En outre, si les bornes inf distribuent par rapport �a la somme dans D (cf. 0,5.2.2), alors de même

dans D='.
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n51

5

t

1

Figure B.2: Produit (
0�0 � 
2�2)(
� � 
2�3)

Preuve On commence par noter que '('(a)^ '(b)) = '(a)^ '(b), et plus g�en�eralement que

'(
^
i2I

'(ai)) =
^
i2I

'(ai) : (1:5:b)

Soient en e�et � le membre de gauche de (1.5.b) et � le membre de droite. Comme ' � Id, � � �.
Comme pour tout j 2 I , on a '(Vi '(ai)) � '2(aj) = '(aj), on a � � Vj2I '(aj) = �, d'o�u l'�egalit�e

(1.5.b).

D'autre part, les assertions suivantes sont �equivalentes

8i 2 I; x � ai
8i 2 I; '(x) � '(ai)
'(x) � Vi2I '(ai)

'(x) � '(Vi2I '(ai)) (par (1.5.b))

x � '(Vi2I '(ai)) :

On a prouv�e (1.5.a). Supposons la distributivit�e de la borne inf. Les propositions suivantes sont

�equivalentes

(D) : b�Vi ai = b�Vi ai
b� Vi '(ai) = b�Vi ai (par (1.5.a))

b�Vi'(ai) =
V
i(b� ai) (D distributif)

'(b� Vi '(ai)) = '(
V
i '(b� ai)) (par (1.5.a))

'(b)�Vi '(ai) =
V
i('(b)� '(ai)) (par (1.5.b), compte tenu de '2 = ')

La derni�ere proposition �etant vraie par distributivit�e de D, la propri�et�e (D), i.e. la distributivit�e

de la borne inf par rapport �a la somme dans D=', est �etablie. �

Nous nous cantonnerons dans la suite �aMin
ax[
; �] pour la simplicit�e de l'expos�e.

1.5.6 Algorithme (Inf de polynômes dans Min
ax[
; �]) On a (i):


n�t ^ 
n0�t0 = 
max(n;n0)�min(t;t0) :

Pour des polynômes g�en�eraux, (ii):

(
M
i


ni�ti) ^ (
M
j


nj�tj) =
M
ij

(
ni�ti ^ 
n0j�t0j) :
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Preuve On a en passant au support supp('(
n�t)^'(
n0�t0)) = supp('(
n�t))\supp('(
n0�t0)) =
f(�; �) j � � n; � � tg \ f(�; �) j � � n0; � � tg = f(�; �) j � � max(n; n0); � � min(t; t0)g d'o�u
'(
n�t) ^ '(
n0�t0) = '(
max(n;n0)�min(t;t0)). Le point (i) r�esulte ainsi de 1.5.5. Le point (ii) r�esulte

du fait que B [[
; �]], donc par 1.5.5,Min
ax[[
; �]], est distributif. �

1.5.7 Exemple On a (e� 
10�10)^ (� � 
11�12) = (e^ �)� (
10�10 ^ �)� (e^ 
11�12)� (
10�10 ^

11�12) = e� 
10� � 
11� 
11�10 = e� 
10� � 
11�10.

Si la borne inf de D distribue par rapport �a la somme, il r�esulte de la Proposition 0,5.2.3, et du

Lemme 1.5.5 ci-dessus que l'op�eration di��erence r�esidu�ee � dans D=' est bien d�e�nie.

1.5.8 Proposition Soient a =
L

i ai 2 D=' une somme de d-premiers et b 2 D='. On a

a� b =
M
ai 6�b

ai : (1:5:c)

En outre, si l'�ecriture a =
L

i ai est minimale, alors l'�ecriture (1.5.c) de a� b l'est aussi.

Preuve On a en e�et a � b � x ssi pour tout i 2 I , ai � b ou ai � x. La caract�erisation (1.5.c)

en r�esulte. D'autre part, il est clair qu'en retirant des termes �a une somme non redondante, celle ci

reste non redondante, donc minimale (cf. 1.2.15). �

1.5.9 Exemple Soit a = 
��
5�7�
10�10, b = ��
9�11. a1 est domin�e par �, a3 par 

9�11, d'o�u

par application de 1.5.8, a� b = 
5�7.

Nous concluons par une formule donnant le quotient r�esidu�e dans le seul dio��de Min
ax[[
; �]].

1.5.10 Algorithme (Quotient r�esidu�e dans Min
ax[
; �]) Soient a =

L
i ai et b =

L
j bj deux

sommes �nies de monômes. On obtient a=b en r�eduisant

a=b =
^
j

M
i

aib
�1
j :

Preuve R�esulte imm�ediatement des propri�et�es 0,5.3.3,(x) et (iii). �

1.5.11 Exemple On a par application de 1.5.10 et de 1.5.6,(i):

e=(
2�3 � 
4�5 � 
8�9) = 
�2��3 ^ 
�4��5 ^ 
�8��9 = 
�2��9 :

Plus g�en�eralement, soit P =
L

i 

ni�ti un polynôme. On a e=P =M�1 ou M = 
min(ni)�max(ti) est

le plus petit monôme majorant P .

1.6 Quelques ra�nements dans Min
ax[
; �]

On utilise le fait qu'un polynôme se repr�esente comme une liste de monômes totalement ordonn�ee

par le degr�e (cf. VII,2.3.3). Soit:

a = 
n1�t1 � : : :� 
nk�tk

une somme de monôme non n�ecessairement minimale. Apr�es un tri �eventuel, et en r�eduisant les

monômes de même n (compte tenu de 
n�t � 
n0�t = 
min(n;n0)�t), on peut supposer n1 < n2 <

: : : < nk.
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1.6.1 Algorithme (mise sous forme minimale de a) Commencer avec i = 2. Si ti � ti�1
�eliminer le i-i�eme monôme, sinon passer au i suivant.

Cet algorithme consid�ere une unique fois chaque monôme, soit k it�erations, et une complexit�e

n�egligeable devant celle du tri initial. La complexit�e de la mise sous forme minimale est donc celle

d'un tri, i.e. O(k log k).

Soient maintenant les deux �ecritures minimales

a = 
n1�t1 � : : :� 
nr�tr et a0 = 
n
0
1�t

0
1 � : : :� 
n0l�t0l :

La remarque suivante r�esulte imm�ediatement de (1.2.j).

1.6.2 Lemme Supposons

nk � n0i < nk+1 :

De deux choses l'une: soit tk � t0i auquel cas 
n
0
i�t

0
i est redondant dans a�b, soit 
n0i�t0i est un point

extr�emal de a� b et les monômes de a �eventuellement domin�es par 
n
0
i�t

0
i ont des indices k0 � k.

On a alors l'algorithme suivant, plus �n que 1.5.3.

1.6.3 Algorithme (Somme dans Min
ax[
; �]) 1/ Consid�erer le i-�eme monôme de b, �a partir de

i = 1. Trouver k tel que nk � n0i < nk + 1. Si 
ni�ti est domin�e par 
nk�tk , aller en 2/, sinon,

�eliminer les monômes 
nl�tl domin�es par 
n
0
i�t

0
i (pour l � k), rajouter 
n0i�t0i �a a, et 2/ passer au i

suivant en recommen�cant la recherche de k seulement �a partir de la valeur du denier l �elimin�e, ou

�a d�efaut, de la derni�ere valeur de k.

1.6.4 Exemple On reprend l'exemple 1.4.2.

a = 
� � 
5�4 � 
6�5 � 
8�8; b = 
2�3 � 
5�6 � 
9�7 :

pas 1: k = 1, b1 = 
2�3 n'est pas domin�e par le d-premier monôme de a, donc il n'est pas domin�e

par a. a2 = 
5�4 n'est pas domin�e par b1, a fortiori, les monômes suivants ne sont pas domin�es par

b1. On ins�ere donc b1, i.e. on remplace a par

a0 = 
� � 
2�3 � 
5�4 � 
6�5 � 
8�8 :

pas 2 Pour b2, on a k = 3 (position dans a0). On constate que a03 = 
5�4 ainsi que a04 = 
6�5 est

domin�e par b2 = 
5�6. Le monôme suivant a05 n'est pas domin�e. On supprime donc a03; a
0
4 seulement

et l'on ins�ere b2, soit

a00 = 
� � 
2�3 � 
5�6 � 
8�8 :
pas 3 Pour b3, on a k = 4. On constate que b3 est domin�e par 
8�8, on �elimine b3. Finalement

a � b = a00 = 
� � 
2�3 � 
5�6 � 
8�8 :

L'int�erêt de 1.6.3 par rapport �a 1.4.1 tient �a ce qu'il n'est besoin de consid�erer que les monômes

voisins dans le test de domination, comme l'�enonce le lemme 1.6.2. Autrement dit, l'algorithme

consiste �a parcourir de la gauche vers la droite les monômes de a et b sans jamais revenir en

arri�ere, soit un nombre de comparaisons pour la somme de l'ordre de O(compl (a) + compl (b)).

En cons�equence, le produit donn�e par l'algorithme 1.5.3 requiert maintenant O(compl (a)compl (b))

comparaisons.
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1.7 Extension des degr�es �a Min
ax[[
; �]]

Nous �etendons les notions de degr�e et valuation au dio��de Min
ax[[
; �]]. Le seul point d�elicat est

qu'en raison du quotient par 
�(��1)�, les degr�es en � et valuation en 
 sont intrins�eques, alors

que les degr�es et valuations duales d�ependent du repr�esentant. On appelle monôme un polynôme

de support r�eduit �a un �el�ement. On d�e�nit le degr�e deg s et la valuation val s d'une s�erie formelle

comme les deux couples suivants:

deg s = sup supps; val s = inf supps ;

les couples de Z2 �etant partiellement ordonn�es par l'ordre usuel composante par composante. On

posera deg s := (deg
 s; deg� s) et val s := (val 
s; val �s). On note compl s le nombre de monômes

de s (i.e. le cardinal de supps). On dira que la s�erie s est causale lorsque supps � N2, ce qui est

�equivalent �a val 
(s) � 0 et val �(s) � 0. Les propri�et�es suivantes sont imm�ediates:

1.7.1 Propri�et�es (i) s 7! deg s croissante,

(ii) deg(s � s0) = max(deg s; deg s0) (max composante par composante),

(iii) deg(ss0) = deg(s)+deg(s0) (somme composante par composante et convention �1+(+1) =

�1),

(iv) s 6= ") val s � deg s,

(v) compl (p� q) � compl (p) + compl (q),

(vi) compl (p
 q) � compl (p)compl (q).

Propri�et�es et conventions duales pour la valuation.

1.7.2 Exemple "� 
n�t = 
n�t, val " = (+1;+1), deg 
n�t = val 
n�t = (n; t), (e� 
3�2)(��4�

5��4) = ��4 � 
5��4 � 
3��2 � 
8��2. Noter que 
�1 est un polynôme (et même un monôme).

1.7.3 Proposition Les seules s�eries formelles inversibles dans B [[
; �]] sont les monômes.

Preuve Si ss0 = e, il r�esulte de (iii) et de la formule duale que

deg s + deg s0 = val s + val s0 = 0 (1:7:a)

Via (iv), on a val s � deg s, idem pour s0. (1.7.a) entrâ�ne donc deg s = val s, deg s0 = val s0, ce qui

signi�e que s et s0 sont des monômes. R�eciproque triviale. �

1.7.4 Proposition Soit s 2 Min
ax[[
; �]], et un repr�esentant de s, s0 2 B [[
; �]]. deg� s0 et val 
s0

ne d�ependent pas du choix de s0.

Preuve Soient s0 =
L

i2I 

ni�ti et s1 =

L
j2J 


n0
j�
t0
j telles que '(s0) � '(s1). Montrons que

deg�(s) � deg�(s
0). On a:

8i 2 I; 9j 2 J; k; l � 0; 
ni�ti � 
n0j�t0j
k��l

d'o�u

ti � t0j � l � t0j � deg� s
0

et en passant au sup deg� s � deg� s
0. Ainsi, '(s0) = '(s1) entrâ�ne l'�egalit�e des degr�es en �. �
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Par contre, les autres degr�es et valuations ne passent pas au quotient. On a par exemple

deg
 e = 0; deg
 

� = +1

quoique e et 
� appartiennent �a la même classe d'�equivalence. On se restreindra dans la suite aux

polynômes et l'on d�e�nira le degr�e en 
 d'un polynôme p comme le degr�e en 
 de son repr�esentant

minimal p0. D�e�nitions analogues pour la valuation val et le nombre de termes compl . En�n, nous

d�e�nirons les s�eries causales de Min
ax[[
; �]] comme les images des s�eries causales de B [[
; �]] (cf.

x1.7) par la projection canonique. Si s admet un repr�esentant minimal s0 2 B [[
; �]], alors s est

causale ssi s0 est causale.

1.7.5 Exemple Soient p = e � 
8�10 et q = 
6�12. On a deg
(p � q) = deg
(e � 
6�12) = 6 <

max(deg
 p; deg
 q). Pour le polynôme p de la Figure VII.4, on a par exemple deg p = (3; 3),

val p = (0; 0), compl p = 3. La s�erie s = e � ��1 est causale (l'�ecriture minimale est s = e), mais

s0 = 
�1 ne l'est pas.

On montre sans di�cult�e les propri�et�es suivantes.

1.7.6 Propri�et�es On a pour s; s0 2 Min
ax[[
; �]]:

(i) deg�(s� s0) = max(deg� s; deg� s
0),

(ii) deg�(s
 s0) = deg� s + deg� s
0,

(iii) val 
(s� s0) = min(val 
s; val 
s
0),

(iv) val 
(s
 s0) = val 
s+ val 
s
0.

En outre, lorsque s et s0 sont des polynômes:

(v) deg
(p� p0) � max(deg
 p; deg
 p
0),

(vi) deg
(p
 p0) = deg
 p+ deg
 p
0,

(vii) val �(p� p0) � min(val �p; val �p
0),

(viii) val �(p
 p0) = val �p+ val �p
0,

(ix) compl (p� q) � compl p+ compl q

(x) compl (p
 q) � compl p� compl q.

Les quatre premi�eres formules s'obtiennent de mani�ere analogue �a 1.7.4. Les deux suivantes s'obtien-

nent en prenant les repr�esentant minimaux p0 et q0 de p et q et en remarquant que le repr�esentant

minimal de p� q s'obtient en retirant des termes �a p0 � q0, ce qui diminue le degr�e et augmente la

valuation. Les derni�eres sont laiss�es au lecteur. �

2 Algorithmes relatifs aux s�eries p�eriodiques

Nous �elaborons ici des formes canoniques pour les s�eries p�eriodiques d�ej�a trait�ees au Chapitre VII.

Ces formes canoniques sont �a la base de l'impl�ementation de ces s�eries d�ecrite au Chapitre VIII.
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2.1 S�eries causales

Les syst�emes que nous consid�erons admettent �a la fois des repr�esentations dateur et compteur

causales. Nous introduisons donc la notion suivante:

2.1.1 D�e�nition (Fonctions causales) La fonction compteur k 2 Croiss(Z;Zmin) est dite causale

ssi

k(t) = k(0) pour t < 0; k(t) � 0 pour t � 0 :

La fonction dateur k 2 Croiss(Z;Zmax) est dite causale ssi

k(n) = �1 pour n < 0; k(n) 2 N[ f�1g pour n � 0 : (2:1:a)

2.1.2 Remarque En V,3.3.3, on avait caract�eris�e les r�eponses impulsionnelles des syst�emes lin-

�eaires causaux sur Croiss(Z;Zmin) par k(t) =cte pour t � 0. Ici, on exige en outre que k(t) prenne

des valeurs positives ou nulles.

2.1.3 D�e�nition La s�erie s 2 Min
ax[[
; �]] est dite causale ssi elle admet un repr�esentant s0 2

B [[
; �]] causal (i.e. �a exposants positifs ou nuls).

2.1.4 Proposition Soit s 2 Min
ax[[
; �]]. Les trois propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) s est causale,

(ii) la fonction dateur associ�ee �a s est causale,

(iii) la fonction compteur associ�ee �a s est causale.

Preuve (ii))(i): via 2.2.5 et la propri�et�e (2.1.a) on a le repr�esentant causal de s:

s0 =
M
n2Z


n�dat s(n) =
M
n2N


n�dat s(n) :

(i))(ii): Soit s0 =
L

i 

ni�ti avec ni � 0; ti � 0 un repr�esentant causal de s. On a

dat s(n) = supft 2Zj 
n�t � s0g : (2:1:b)

Si n < 0, l'ensemble ci-dessus est vide (sinon 
n�t � 
ni�ti , d'o�u ni � n < 0 ce qui contredit la

causalit�e de s0). On a donc dat s(n) = �1 pour n < 0. Si n � 0 et 
n�t � s0, on a 
n�t � 
ni�ti ,

d'o�u n � ni, d'o�u 
n�ti � 
ni�ti . Ainsi, dat s(n) � ti � 0. Les conditions de (2.1.a) sont r�ealis�ees.

Arguments analogues pour (i),(iii). �

2.2 Repr�esentations p�eriodiques

Nous reprenons en d�etail la notion de p�eriodicit�e mise en �evidence au Chapitre VII.

2.2.1 D�e�nition (Dateurs p�eriodiques) Soit (�; �) 2 N2 n f(0; 0)g. une fonction dateur n 7!
d(n) est dite (�; �)-p�eriodique �a partir de N si elle est causale et

(8n � N) d(n+ �) = d(n) + � (2:2:a)

Si le N n'est pas pr�ecis�e, on dira simplement (�; �)-p�eriodique.
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Si (�; �) est une p�eriode de s, les couples (k�; k�) avec k 2 Nnf0g sont aussi des p�eriodes. Une telle
fonction est repr�esent�ee sur la Figure VII.5.

2.2.2 P�eriodes d�eg�en�er�ees

(i): Si � = 0 et � > 0, de deux choses l'une: soit d(n) = �1, auquel cas d(n + �) = d(n + 2�) =

: : : = �1, et d �etant croissante, d vaut identiquement �1. soit d(n) > �1, auquel cas (2.2.a))

entrâ�ne d(n) = +1 pour n � N .

(ii): Si � > 0 et � = 0, on a que d est constante �a partir de n.

2.2.3 Remarque les dateurs v�eri�ant (2.2.a) devraient être quali��ees de \fonctions �a accroisse-

ments ultimement p�eriodiques" au sens classique. Notons en e�et que la fonction accroissement de

d, ~d d�e�nie par ~d(n) = d(n+ 1)� d(n), v�eri�e:
(8n � N) ~d(n+ �) = ~d(n) : (2:2:b)

2.2.4 D�e�nition (S�eries (�; �)-p�eriodiques) Une s�erie s 2 Min
ax[[
; �]] est (�; �)-p�eriodique (�a

partir de N) si sa fonction dateur associ�ee dat s est (�; �)-p�eriodique (�a partir de N). s est dite

non-d�eg�en�er�ee si la p�eriode de dat s ne rel�eve pas des cas 2.2.2.

2.2.5 Th�eor�eme Les propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) La s�erie s est (�; �)-p�eriodique

(ii) On a deux polynômes causaux p0 et q0 tels que s = p0 � q0(
���)�.
(iii) On a deux polynômes causaux p1 et q1 avec deg p1 � val q1�(1; 1), deg q1�val q1 � (��1; ��1)

tels que s = p1 � q1(
���)�
(iv) On a (N; T ) 2 N2, un polynôme causal p avec deg p � (N � 1; T � 1), un polynôme causal

q = e� q0 o�u (1; 1)� val q0 et deg q0 � (� � 1; � � 1) tels que s = p� 
N�Tq(
���)�.

2.2.6 Remarque On constate qu'en vertu de la caract�erisation (ii), la terminologie est coh�erente

avec la notion de p�eriodicit�e introduite en VII,3.3.7. Une s�erie s est p�eriodique ssi il existe (�; �) 2 N2

telle que s soit (�; �)-p�eriodique.

Preuve du Th�eor�eme 2.2.5. Nous supposerons � 6= 0 et � 6= 0, les cas d�eg�en�er�es (triviaux) �etant

trait�es s�epar�ement dans la remarque 2.2.10 ci-dessous. On passe trivialement de (iv) �a (iii) en posant

q1 = 
N�T q. En outre, (iii) �etant un cas particulier de de (ii): (iv))(iii))(ii).

(i))(iv). Supposons s causale et (�; �)-p�eriodique �a partir de N0.

(�): on pose N = minfn � N0 j dat s(n+ � � 1) < dat s(n+ �)g.
(�): on �ecrit par 2.2.5

s =
M
n2N


n�dat s(n) =

0
@ M
0�n�N�1


n�dat s(n)

1
A � 
N�dat s(N)

0
@M
N�n


n�dat s(n)�dat s(N)

1
A

On obtient la repr�esentation de type (iv) en posant T = dat s(N) et en observant que la seconde

parenth�ese est de la forme q(
��� )� avec

q =

0
@ M
N�n�N+��1


n�N�k(n)�T

1
A ;
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qui satisfait les conditions de degr�e �a cause du choix (�).

(ii))(i): on a les deux lemmes imm�ediats suivants:

2.2.7 Lemme Soit p un polynôme causal et m un monôme causal. La fonction dateurs associ�ee �a

p�m(
���)� est (�; �)-p�eriodique �a partir de max(deg
 p; deg
m).

2.2.8 Lemme Le max de deux dateurs (�; �)-p�eriodiques (respectivement �a partir de N et N 0) est

(�; �) p�eriodique �a partir de max(N;N 0)

En cons�equence, p� q(
��� )� est (�; �) p�eriodique �a partir de max(deg
(p); deg
(q)). �

On appellera repr�esentation p�eriodique de s une �ecriture de la forme 2.2.5,(iv). Le polynôme p sera

appel�e transitoire, q motif p�eriodique et (N; T ) d�ebut du p�eriodique.

La preuve ci-dessus s'�ecrirait de même avec les compteurs. On a donc:

2.2.9 Corollaire dat s est (�; �)-p�eriodique ssi la fonction compt s est (�; �)-p�eriodique.3

2.2.10 Remarque (Cas d�eg�en�er�es) Si � = 0, on a dat s constante �a partir de N , d'o�u

s =
M

0�n�N


n�dat s(n) :

� est donc nul ssi s est un polynôme. Si � = 0, on peut �ecrire

s =
M

0�n�N�1


n�dat s(n) � 
N�1 :

Ces cas d�eg�en�er�es g�en�eralisent respectivement les �el�ements simples d�eg�en�er�es de type monomial et

de type in�ni (cf. VII,4.0.1).

2.2.11 Remarque On passe de 2.2.5,(iii) �a 2.2.5,(iv) en posant q = 
�val
q1��val �q1q1. Les rep-

r�esentations (iii) et (iv) sont donc �equivalentes �a une normalisation du motif pr�es. Le terme \motif"

pour q dans (iv) s'interpr�ete en e�et si l'on �ecrit


N�Tq(
���)� = 
N�Tq � 
N�T q
��� � 
N�T q
2��2� : : : ;

i.e. le polynôme q est \r�ep�et�e" �a partir de la position (N; T ) avec les translations successives de

vecteurs (0; 0); (�; �); (2�; 2�),: : :La condition deg p � (N�1; T�1) exprime que le dernier monôme

du transitoire ne recouvre pas le premier monôme du motif. La condition deg q � (� � 1; � � 1)

exprime que les motifs translat�es successifs ne se recouvrent pas. Ceci est illustr�e par le dessin

suivant, o�u l'on a repr�esent�e une fonction dateur p�eriodique (on a fait abstraction du caract�ere

discret). On a de la sorte une g�en�eralisation dans N2 de la notion de partie p�eriodique de N �etudi�ee

en VII,x3.3

2.2.12 Proposition Soit s une s�erie (�; �)-p�eriodique �a partir de N . Il existe une seule repr�esen-

tation p�eriodique de type 2.2.5,(iii).

Preuve r�esulte du lemme imm�ediat suivant:

3noter la transposition.



282 Appendice B. Questions algorithmiques

2.2.13 Lemme Si s admet une repr�esentation p�eriodique de la forme (iii), alors n�ecessairement

p =
N�1M
k=0


k�dat s(k) q =
N+��1M
k=N


k�dat s(k) :

�

2.2.14 Exemple La proposition 2.2.12 �enonce l'unicit�e de la repr�esentation p�eriodique, �; � et N

�etant �x�es. On peut cependant avoir des repr�esentations di��erentes pourvu que les �; �; N soient

distincts. Via (
�)� = "�
0�0:e:(
�)� = "�
0�0:(e�
�)(
2�2)�, on a en e�et deux repr�esentations

p�eriodiques de la même s�erie.

2.2.15 Exemple On a les di��erentes repr�esentations p�eriodiques de la s�erie donn�ee sur la Figure

B.3. On a encadr�e les di��erents motifs: 
2�2(e� 
�2) (cadre hachur�e �epais), 
3�4(e� 
2�) (cadre
en pointill�e), et 
2�2(e� 
�2 � 
3�3 � 
4�5) (cadre �n).

t

n

Figure B.3: Diverses repr�esentations p�eriodiques d'une même s�erie

s = e� 
2�2(e� 
�2)(
3�3)� (2.2.c)

s = e� 
2�2 � 
3�4(e� 
2�)(
3�3)� (2.2.d)

= e� 
2�2(e� 
�2 � 
3�3 � 
4�5)(
6�6)� (2.2.e)

Cependant, la repr�esentation (2.2.c) parâ�t \plus simple" que les deux autres. Nous formalisons

maintenant cette notion et montrons l'existence d'une unique repr�esentation p�eriodique \minimale".

2.3 Repr�esentation p�eriodique minimale

2.3.1 D�e�nition (Repr�esentation plus simple) On dit que la repr�esentation p�eriodique p �

N�Tq(
��� )� est plus simple que p0 � 
N 0

�T
0

q0(
�
0

��
0

)�, si (�; �)j(�0; � 0) et si (N; T ) � (N 0; T 0).

2.3.2 Proposition La relation de plus grande simplicit�e est une relation d'ordre sur l'ensemble

des repr�esentations p�eriodiques de s.

Preuve La r�e
exivit�e et la transitivit�e sont imm�ediates. L'antisym�etrie r�esulte du lemme 2.2.13

ci-dessus.
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2.3.3 Th�eor�eme Une s�erie p�eriodique non d�eg�en�er�ee admet une plus simple repr�esentation p�e-

riodique.

Preuve Soit d le dateur associ�e �a s. Il su�t de voir qu'il existe un plus petit triplet (N; �; �)

v�eri�ant (2.2.a), ou de mani�ere �equivalente (2.2.b). Supposons

8n � N; ~d(n+ �) = ~d(n)

8n � N 0; ~d(n+ �0) = ~d(n)
(2:3:a)

On a donc pour n � max(N;N 0), ~d(n+ �� + ��0) = ~d(n), et par application de 3.3.6

9K0; 8k � K0; 9�; � 2 N; kpgcd(�; �0) = �� + ��0

et donc pour n � K1 = max(N;N 0) +K0pgcd(�; �
0),

~d(n+ pgcd(�; �0)) = ~d(n) : (2:3:b)

Supposons par exemple max(N;N 0) = N 0. Quitte �a agrandir K1, on peut supposer K1 de la forme

N + x� (x 2 N), et en utilisant la �-p�eriodicit�e �a partir de N , on note que (2.3.b) est valable d�es

n � min(N;N 0). Ainsi, si (N; �; �) et (N 0; �0; � 0) v�eri�ent (2.3.a), leur borne-inf4 v�eri�e la même

propri�et�e. La conclusion en r�esulte. �

2.3.4 D�e�nition (Plus petite p�eriode $1) On notera $1(s) la plus petite p�eriode de s.

Nous donnons maintenant des algorithmes pour obtenir la plus simple repr�esentation p�eriodique.

2.3.5 Algorithme (Minimisation du transitoire) Soit

s = p� pk � 
n�t(q � ql)(
���)�

une repr�esentation p�eriodique de s, o�u pk (resp. ql) est le monôme de plus haut degr�e du transi-

toire (resp. du motif). On obtient un repr�esentant p�eriodique de transitoire minimal en appliquant

l'it�eration suivante: Si

pk 6= 
n�tql

�����

alors le transitoire p � pk est minimal. Sinon, recommencer une it�eration avec la repr�esentation

suivante:

s = p� pk(e� 
N�T p�1k q)(
���)� :

Le nombre d'it�erations est major�e par le nombre de termes du transitoire.

2.3.6 Exemple On applique l'algorithme �a la repr�esentation (2.2.d). On a:

p = e; p2 = 
2�2; q = e; q2 = 
2�; 
n�t = 
3�4; 
��� = 
3�3 :

Comme p2 = 
n�tq2

����� , on a la repr�esentation (2.2.c). Soit p1 = e, q = e, q2 = 
�2, 
n�t = 
2�2.

Comme p1 6= 
n�tq2

����� , le transitoire de (2.2.c) est minimal.

Le probl�eme de la minimisation du p�eriodique peut s'interpr�eter comme une \mise en facteur" d'un

type particulier. Il est clair qu'une p�eriode minimale divisera toute autre p�eriode, mais aussi que

le nombre de termes du motif minimal divisera le nombre de termes de tout autre motif. Notons

qdeg<(n;t) la troncature de q au degr�e (n; t) (i.e. le polynôme form�e des monômes de q de degr�e au

plus (n� 1; t� 1). On a l'algorithme suivant.

4i.e. (min(N;N 0);pgcd(�; �0);pgcd(�; � 0))
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2.3.7 Algorithme (Minimisation du p�eriodique) Soit

s = q(
���)� : (2:3:c)

(1): Pour p premier divisant �; � et compl q, faire:

�0 = �=p, � 0 = �=p. Si q = qdeg<(�0;� 0)(e� 
�0�� 0 � : : : 
�0(p�1)�� 0(p�1)), alors
remplacer (2.3.c) par s = qdeg<(�0;� 0)(


�0��
0

)�

et recommencer (1) avec le même p,

sinon

recommencer (1) avec le diviseur p suivant.

La plus simple repr�esentation d'une s�erie s s'obtient en appliquant d'abord 2.3.5 �a s, puis 2.3.7 �a

la partie p�eriodique de s. L'ordre inverse est �egalement licite.

2.3.8 Exemple Soit la partie p�eriodique de (2.2.e):

s = (e� 
�2 � 
3�3 � 
4�5)(
6�6)� =: q(
��� )�

On a � = � = 6 et complp = 4 d'o�u D = f2g. On constate que q = (e� 
�2)(e� 
3�3), et donc on
repart de s = (e � 
�2)(
3�3)�. Comme 2 ne divise pas 3, on ne peut refactoriser ce motif (on ne

peut calculer les nouveaux �0 et � 0). Le motif est donc minimal.

2.4 Somme de s�eries p�eriodiques

L'op�eration inverse de la minimisation du transitoire (cf. 2.3.5) nous sera utile.

2.4.1 Lemme (D�eveloppement d'une s�erie p�eriodique) Soient n0; t0 � 0 et la s�erie sous

forme p�eriodique minimale s = p � 
N�T q(
��� )� avec � 6= 0 et � 6= 0. Il existe une plus sim-

ple repr�esentation p�eriodique

s = p0 � 
N 0

�T
0

q0(
��� )�

telle que N 0 � n0; T 0 � t0. On l'appelle d�eveloppement de s �a l'ordre (n0; t0).

Preuve Soit k entier tel que N + k� � n0 et T + k� � t0. On a la repr�esentation p�eriodique:

s = p� 
N�T q(e� 
��� � : : :� 
(k�1)��(k�1)�)� 
N+k��T+k�q(
��� )� :

On obtient le d�eveloppement de s en appliquant l'algorithme de minimisation du transitoire 2.3.5

�a la s�erie ci-dessus, sous la contrainte deg pk � (n0; t0). �

2.4.2 Exemple Soit s = 
2�3� 
5�7(e� 
2�)(
3�3)�. Le d�eveloppement de s �a l'ordre (7,5) est le

suivant:

s = 
2�3 � 
5�7 � 
7�8(e� 
�2)(
3�3)� : (2:4:a)

2.4.3 Cas d'une pente ultime in�nie Nous �evacuons le cas o�u l'une des deux s�eries, disons s,

a une pente ultime in�nie, i.e. via 2.2.10:

s = p� 
N�+1 :

Soit s0 = p0 � q0(
���)� et p01 le transitoire associ�e au d�eveloppement de s0 �a l'ordre (N; 0). On a

clairement:

s� s0 = p� p01 � 
N�+1 :
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Le principe des algorithmes de somme de s�eries p�eriodiques est contenu dans le lemme suivant.

2.4.4 Lemme Soit s une s�erie (�; �) p�eriodique �a partir de (N; T ). Soit P le d�eveloppement de s

�a l'ordre (N + � � 1; 0),

P = p� q ; (2:4:b)

o�u deg
(p) � N � 1 et val 
q � N . On a la repr�esentation p�eriodique de s:

s = p� q(
���)� : (2:4:c)

La d�ecomposition (2.4.b) consiste �a s�eparer les termes du repr�esentant minimal de P d'exposant

en 
 plus petit que N � 1 des autres.

Preuve de 2.4.4. Il r�esulte de 2.2.13 que

s = P � Q(
��� )� (2:4:d)

o�u P =
LN+��1

k=0 
k�dat s(k) et Q =
LN+2��1

k=N+� 
k�dat s(k). On a donc

p =
N�1M
k=0


k�dat s(k); q =
N+��1M
k=N


k�dat s(k) : (2:4:e)

Comme dat s(k + �) = dat s(k) + � pour k � N , on a Q = 
���q, et donc (2.4.d) se r�e�ecrit

s = p� q(e� 
��� (
��� )�) = p� q(
��� )�. En outre, d'apr�es (2.4.e) p et q v�eri�ent les conditions

de degr�e et de valuation 2.2.5,(iii). �

On a donc l'algorithme suivant:

2.4.5 Algorithme (Somme de s�eries p�eriodiques) Soient s et s0 deux s�eries p�eriodiques. D�e-

terminer une borne sup�erieure a priori pour le d�ebut du p�eriodique de s � s0. Appliquer le Lemme

2.4.4, et r�eduire (2.4.c) via les Algorithmes 2.3.5 et 2.3.7.

Il nous reste �a produire des bornes �a priori.

2.4.6 Lemme Si s et s0 sont deux s�eries de même pentes ultime p�eriodiques �a partir, respective-

ment, de N et N 0, alors s� s0 est p�eriodique �a partir de max(N;N 0).

Preuve C'est un avatar de 2.2.8. �

2.4.7 Lemme Soient deux repr�esentations p�eriodiques de type 2.2.5,(iii), s = p � 
N�T q(
��� )�
et s0 = p0 � 
N 0

�T
0

q0(
�
0

��
0

)�, avec 0 < �1(s) < �1(s
0). La s�erie s� s0 est p�eriodique �a partir de

K = max(N;N+�bT
0
T + 1

�
c; b(�T � � N

�
� �;�T 0� � 0 + 1 +

� 0N 0

�0
+
� 0

�0
)

�
�

�
� � 0

�0

��1
c) ; (2:4:f)

o�u bxc := minfn 2Zj n � xg.

Preuve Les majorations et minorations suivantes r�esultent imm�ediatement des conditions de degr�e

et valuation 2.2.5,(iii).

s � p� 
N�T (
��� )� =: s1
s0 � �T 0 � 
N 0+1�T

0+� 0�1(
�
0

��
0

)� =: s01 :
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Si l'on a K � N tel que

dat s1(k) � dat s01(k) pour k � K ; (2:4:g)

on aura dat s(k) � dat s1(k) � dat s01(k) � dat s0(k), et donc dat (s � s0) = max(dat s; dat s0) sera

�egal �a dat s pour k � K. s � s0 sera donc p�eriodique �a partir de K. La condition K � N rend

compte du d-premier terme du max �a droite de (2.4.f). Il reste �a v�eri�er (2.4.g). Nous faisons pour

cela appel au Lemme �el�ementaire suivant:

2.4.8 Lemme Soit s = 
n�t(
���)�. On a:

dat s(p) = t + � [
p� n
�

] + �[n;+1[(p) ;

o�u �I d�esigne la fonction indicatrice de l'ensemble I, valant 0 pour p 2 I et �1 sinon.

Preuve r�esulte imm�ediatement de (2.2.b) et de l'�ecriture

s = 
n�t � 
n+1�t � 
n+��1�t � 
n+��t+� � 
n+�+1�t+� � : : : 
n+2��1�t+� � 
n+2��t+2� � : : : :
�

Via 2.4.8, la condition (2.4.g) est �equivalente �a:

T + � [
k �N
�

] � max(T 0; T 0 + � 0 � 1 + � 0[
k �N 0 � 1

�0
]) pour k � K :

La condition T + � [K�N
�

] > T 0 est �equivalente �a K�N
�
� bT 0�T+1

�
c ce qui justi�e le second terme �a

droite de (2.4.f). On trouve le troisi�eme terme en d�eterminant le plus petit k tel que: T+�(k�N
�
�1) �

T 0 + � 0 � 1 + � 0 k�N
0�1

�0
. �

2.4.9 Remarque Le lemme 2.4.7 ne fait qu'exprimer e�ectivement que si la pente ultime de s est

inf�erieure �a celle de s0, alors dat s(n) > dat s0(n) a partir d'un certain rang.

2.4.10 Exemple Soit s comme en 2.4.2 et p0 = 
�4 � 
7�5. On a en ajoutant p0 �a (2.4.a):

s � p0 = 
�4 � 
7�8(e� 
�2)(
3�3)� :
Ici, le transitoire est minimal.

2.4.11 Exemple Soient

s = (e� 
�)
�

4�4

��
s0 = 
�2

�

3�3

��
:

Ces deux s�eries �etant de même pente, on sait par 2.4.6 que s � s0 est p�eriodique �a partir de

max(0; 1) = 1, de p�eriode 
3�3t
4�4 = 
12�12. Les termes de s� s0 de degr�e en 
 inf�erieur ou �egal

�a N + � � 1 = 1 + 12� 1 = 12 sont les suivants:

P = e� 
�2� 
4�5 � 
7�8 � 
9�9 � 
10�11 � 
12�12 :
En partitionnant P comme en 2.4.4, on trouve

p = e; q = 
�2 � 
4�5 � 
7�8 � 
9�9 � 
10�11 � 
12�12 :
Ainsi

s� s0 = e� (
�2� 
4�5 � 
7�8 � 
9�9 � 
10�11 � 
12�12)(
12�12)�
Le transitoire n'est pas minimal. On trouve apr�es r�eduction:

s� s0 =
�
e� 
�2 � 
4�5 � 
7�8 � 
9�9 � 
10�11

��

12�12

��
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2.4.12 Exemple Soit �a calculer s� s0, avec

s = e� 
3�4 � 
5�5
�
e� 
�2

��

2�3

��
; s0 = 
2�2 � 
6�6 � 
7�10

�

�5

��
:

On a


5�5
�
e � 
�2

��

2�3

�� � 
7�10 �
�5�� = 
5�5 � 
6�7 � 
7�8(e� 
�2)(
2�3)� � 
7�10(
�5)� :

On observe que le terme soulign�e est domin�e. On a donc

s� s0 = e� 
2�2 � 
3�4 � 
5�5 � 
6�7 � 
7�10
�

�5

��
:

2.5 Autres op�erations sur les s�eries p�eriodiques

Nous notons ici bri�evement que la p�eriodicit�e est pr�eserv�ee par les op�erations ^,� et n. On peut

d�eduire ces r�esultats de th�eor�emes g�en�eraux (par exemple l'inf de deux s�eries rationnelles correspond

�a l'intersection de deux parties rationnelles de Z2, et l'on peut appliquer un Th�eor�eme d'Eilenberg

et Sch�utzenberger [32]). De mani�ere plus sp�eci�que, on a les r�esultats suivants.

2.5.1 Proposition Soit s = p � qr�, s0 = p0 � q0(r0)�. La s�erie s ^ s0 est p�eriodique. Si �1(s) >

�1(s
0), on a $1(s ^ s0) = $1(s). Si �1(s) = �1(s0), $1(s ^ s0) divise $1(s) t$1(s

0).

2.5.2 Proposition Soit s = p � qr�, s0 = p0 � q0(r0)�. La s�erie s � s0 est p�eriodique. Si �1(s) <

�1(s
0), alors $1(s � s0) = $1(s). Si �1(s) = �1(s

0), alors $1(s � s0) divise $1(s) t$1(s
0),

ou bien s � s0 est un polynôme. Si �1(s) > �1(s
0), s� s0 est un polynôme.

2.5.3 Proposition Soit s = p � qr�, s0 = p0 � q0(r0)�. On a s=s0 = 
n�ts00, o�u (n; t) 2 (�N)2 et

s00 est p�eriodique. Si �1(s) < �1(s
0), alors $1(s00) = $1(s). Si �1(s) = �1(s0), alors $1(s

00)

divise $1(s) t$1(s
0). Si �1(u) > �1(s

0), s00 est nul.

Au lieu de montrer cette derni�ere proposition, nous pr�ef�erons traiter deux exemples.

2.5.4 Exemple

e=(e� 
�) = e=e ^ (e=
�) = e ^ 
�1��1 = ��1 :

2.5.5 Exemple Soient

s = (
�)� ; s0 = 
2
�
e� 
2�

� �

3�3

��
:

On a

(
�)�=(
2(e� 
2�)(
3�3)�) = 
�2(
�)�=(
3�3)� ^ 
�4��1(
�)�=(
3�3)� : (2:5:a)

Par monotonie, on a (
�)� � (
�)�=(
3�3)� � (
�)�=(
�)� = (
�)�: En outre, 
�4��1(
�)� �

�4��1
�(
�)� = 
�3(
�)� � 
�2(
�)� : Ainsi, le second terme �a gauche de (2.5.a) est sup�erieur

au premier. On a donc:

s=s0 = 
�2 (
�)� :
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2.6 Etoiles de polynômes

On a vu en VII,5.4 que le calcul de l'�etoile d'une s�erie rationnelle se ramenait �a celle d'un polynôme.

Soit p =
Ln

i=1 pi. On peut na��vement �ecrire

p� = p�1p
�
2 : : : p

�
n : (2:6:a)

Si l'on applique cette r�egle au polynôme p = 
3�3�
2�2�
� , on a en laissant au lecteur les calculs

interm�ediaires

p� = ((
3�3)�(
2�2)�)(
�)� = ::: = (e� 
2�2(
�)�)(
�)� = ::: = (
�)� :

Il est plus rapide de remarquer que 
2�2 � (
�)� et 
3�3 � (
�)�, d'o�u

(
�)� = e:e:(
�)� � (
3�3)�(
2�2)�(
�)� � ((
�)�)�((
�)�)�(
�)� = ((
�)�)3 = (
�)� = p� ;

et l'on pouvait conclure sans calcul. Nous g�en�eralisons ci-apr�es cette remarque.

2.6.1 D�e�nition (*-Minimalit�e) Le polynôme p est dit *-minimal si

p0 � p et p� = (p0)� ) p = p0 : (2:6:b)

Autrement dit, il n'existe pas de polynôme plus petit que p engendrant la même �etoile. De mani�ere

classique (cf. [62], Chapitre 1), si A est un alphabet et M � A�, le plus petit ensemble engendrant
M� est (M �feg)� ((M �feg)+)2, o�u � d�enote la di��erence ensembliste. Ce r�esultat devient faux

pour des parties rationnelles de mono��des plus g�en�eraux (prendre M = Z). Nous donnons ici un
r�esultat analogue dansMin

ax[[
; �]].

2.6.2 D�e�nition (*-redondance) Soit ' : x 7! x�. Soit p =
Ln

i=1mi somme de monômes

causaux. Le monôme mi est dit *-redondant s'il est '-redondant (cf. 1.2.13), i.e. si on a mi �
'(
L

j 6=imj).

2.6.3 Th�eor�eme Soit p un polynôme causal sans monôme de pente nulle. Il existe un unique

polynôme causal p0 *-minimal tel que p�0 = p�.

Preuve 1/ Existence. L'application x 7! '(x) = x� est une fermeture. On peut donc appliquer les

r�esultats d'existences d'une famille g�en�eratrice minimale donn�es en 1.2.15 et 1.2.16. Pr�ecis�ement,

on obtient un polynôme p0 v�eri�ant (2.6.b) en supprimant successivement tous les monômes *-

redondants.

2/ Unicit�e Soit p0 un polynôme *-minimal tel que p�0 = p�. Comme p n'a aucun monôme de pente

nulle, il r�esulte de 5.4.3 et de 5.4.4,(ii) que �1(p
�) = �1(p

�
0) est non nulle, et donc que s = p�

v�eri�e la condition du Th�eor�eme 1.3.1. Ainsi, p� admet un repr�esentant minimal, et l'on �ecrira

p� =
L

i2N 

ni�ti o�u les suites ni et ti sont strictement croissantes. Soit d'autre part la forme

canonique de p0:

p0 = 
�1��1 � : : :� 
�q��q :

On a alors:

p� =
M
�2Nq


�1�1��1�1 
 : : :
 
�q�q��q�q : (2:6:c)
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Les deux d-premiers monômes de (2.6.c), i.e. e et 
�1��1 sont non redondants (cela r�esulte de 1.2.j).

On a donc 
n0�t0 = e et 
n1�t1 = 
�1��1 . Formons p1 = p� � (
�1��1)�. On a 
�2��2 � p� et


�2��2 6� (
�1��1)� (sinon, on contredirait l'*-minimalit�e de p). Il r�esulte de (1.5.c) et de (2.6.c) que

p1 =
M

�2N�(Nq�1nf0g);


�1�1��1�1 
 : : :
 
�q�q��q�q

Comme 
�2��2 est le terme de plus petite valuation de cette somme, il est non redondant. Ainsi,


�2��2 est le premier terme de la forme canonique de p1. On monterait de même que 
�3��3 est le

premier terme de la forme canonique de p2 = p1 � (
�1��1 � 
�2��2)�. On obtient de la sorte tous

les monômes de p0 connaissant seulement p�. L'unicit�e de p0 en r�esulte. �

Nous montrons maintenant comment calculer le polynôme *-minimal associ�e �a p.

2.6.4 Test de *-redondance On veut tester si


n�t � (
n1�t1 � : : :� 
nk�tk)� : (2:6:d)

Ce probl�eme est �equivalent �a l'existence d'une solution enti�ere au syst�eme de deux in�equations

lin�eaires �a k inconnues positives ou nulles:

x 2 Nk;

(
n � x1n1 + : : :+ xknk
t � x1t1 + : : :+ xktk :

(2:6:e)

En observant que le volume du simplexe

xi � 0; n � x1n1 + : : :+ xknk

est 1
k!

nk

n1:::nk
, on a une estimation du nombre de points �a �enum�erer pour v�eri�er (2.6.e).

2.6.5 Exemple Soit �a calculer

p� o�u p = 
3�3 � 
4�4 � 
7�6 � 
10�10 :

On observe que 8><
>:

10 = 3� 2 + 4� 1;

i.e 
10�10 � (
3�3)2(
4�4)

:

Ainsi, 
10�10 est *-redondant, et l'on a p� = (p0)� avec p0 = 
3�3 � 
4�4 � 
7�6. En outre,

8><
>:

7 � 3� 2;

6 � 3� 2

i.e 
7�6 � (
3�4)2 ;

et donc 
7�6 est *-redondant dans p0. On a �nalement:

p� = (
3�3 � 
4�4)� = e� 
3�3 � 
4�4 � 
6�6(
�)� ;

la derni�ere �egalit�e r�esultant de 5.3.1.
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2.6.6 Exemple Etant donn�ee une s�erie rationnelle s, on peut en adaptant la preuve du Th�eor�eme

2.6.3 trouver un �eventuel polynôme p tel que p� = s. Soit la s�erie

s = e � 
4�4 � 
5�5 � 
7�6 � 
8�8 � 
9�9 � 
10�10 � 
12�12 (
�)� :

Le premier monôme critique de s est p1 = 
4�4. On a

s1 = s� (
4�4)� = 
5�5 � 
7�6 � 
9�9 � 
10�10 � 
13�13(e� 
� � 
2�2)
�

4�4

��
:

Le second monôme de p est le premier de s1, d'o�u p2 = 
5�5,

s2 = s1 � (p1 � p2)� = 
7�6 :

On a donc p3 = 
7�6. R�eciproquement, soit p = p1 � p2 � p3. On v�eri�e que p� = s.

2.6.7 Contre exemple Soit s = e�
6� (
�)�. La pente ultime de s (�1(s) = 1) n'est pas atteinte

par un monôme, et l'on voit facilement que s n'est pas l'�etoile d'un polynôme. On a cependant

s = s�.

2.7 Quelques ra�nements possibles

Nous montrons comment le produit

(p� qr�)q0(m)� (2:7:a)

qui intervenait dans la preuve de VII,5.2.1 pour le calcul de ss0 peut se calculer en introduisant une

nouvelle congruence.

2.7.1 D�e�nition (Congruence modulo m�) Soit m un monôme. On appelle congruence modulo

m� la relation associ�ee �a

'm : 'm(s) = sm� :

On constate que le calcul de (2.7.a) peut s'e�ectuer dans le dio��de quotient deMin
ax[[
; �]] par 'm.

2.7.2 Test de redondance dans Min
ax[
; �]=m

� Soit � = 
��� . On a


n�t � 
n0�t0�� , 9k 2 N
(
n+ k� � n0
t+ k� � t0 , n + �[

t0 � t
�

] � n0 :

2.7.3 Exemple Soit �a calculer (2.7.a) avec s = p� qr� = �5�
�8�
2�12(e�
3�5)(
4�6)�, q0 = e

et m = (
�2). On a p � �5 et q � e, d'o�u

sm� = (�5 � 
2�12(
4�6)�)m� :

En outre,

�5 � 
2�12(
4�6)� = �5 � 
2�12 � 
6�18 � 
10�24(
4�6)� � �5 � 
2�12 � 
6�18

car 
10�24(
4�6)�(
�2)� = 
10�24(
�2)� � �5(
�2)10(
�2)� � �5(
�2)�. Finalement

sm� = (�5 � 
2�12 � 
6�18)(
�2)� = �5 � 
2�12 � 
6�18(
�2)� :



3. Calcul de la cyclicit�e 291

Si le temps et les quantit�es peuvent prendre des valeurs irrationnelles, la relation entre rationalit�e

et p�eriodicit�e tombe (consid�erer la somme (
�)�� (

p
2�
p
2)�). Cette di�cult�e n'est pas arti�cielle

dans la mesure o�u on peut l'interpr�eter comme le cas limite d'une pathologie qui se produit avec

des temps et quantit�es entiers. Lorsque les pentes des s�eries sont proches, la taille du transitoire

devient importante et les repr�esentations p�eriodiques deviennent peu pratiques. Cette di�cult�e est

illustr�ee par l'exemple suivant:

2.7.4 Exemple On a (
20�)� � �(
21�)� = � � 
21�2 � 
42�3 � 
63�4 � 
84�5 � 
105�6 � 
126�7 �

147�8 � 
168�9 � 
189�10 � 
210�11 � 
231�12 � 
252�13 � 
273�14 � 
294�15 � 
315�16 � 
336�17 �

357�18 � 
378�19 � 
399�20 � 
420�21(
20�)�.

Une mani�ere d'esquiver la di�cult�e d�ecrite ci-dessus consisterait �a abandonner les repr�esentations

de type p�eriodique, et de repr�esenter une s�erie par une d�ecomposition en �el�ements simples non

redondante:

s =
kM
i=1

mir
�
i : (2:7:b)

A la di��erence de la forme g�en�erale des rationnels donn�ee en x3.2,(3.2.a), le test m � s, o�um est un

monôme n'exigera que la r�esolution d'in�equations lin�eaires diophantiennes �a une inconnue, et l'on

pourra concevoir pour les formes de type (2.7.b) des algorithmes de calcul rationnel assez simples.

La somme d'�etoiles non redondantes (
20�)� � �(
21�)� sera alors consid�er�ee comme primitive,

fournissant un codage plus �economique que 2.7.4 Cependant, une di�cult�e analogue se poserait �a

nouveau pour ces repr�esentations. On montre ais�ement que pour N grand, s = (
� � 
N�2N)� ne
se repr�esente comme une somme de type (2.7.b) ayant un petit nombre de termes.

3 Calcul de la cyclicit�e

On a vu au Chapitre VII les deux r�esultats de cyclicit�e suivants pour des matrices irr�eductibles.

A 2 (P�nies(N))n�n A 2 (Min
ax[
; �])

n�n

la p�eriode de A�ij divise

ppcmCpgcdc2Cw(c)

la p�eriode de A�ij divise

tC uc2C w(c).

Dans le premier cas, on majore la p�eriode de A�ij par le ppcm sur les composantes fortement

connexes C du multigraphe associ�e �a A des pgcd des poids des circuits de la composante fortement

connexe C. Dans le second cas, on donne une majoration analogue mais restreinte aux composantes

fortement connexes et circuits du graphe critique et faisant intervenir les lois t et u (qui co��ncident

avec les ppcm et pgcd composante par composante pour les circuits critiques). On se ram�ene de la

sorte aux deux probl�emes suivants: 1/ d�eterminer le multigraphe critique et 2/ d�eterminer le pgcd

des poids des circuits d'une composante fortement connexe d'un multigraphe (la d�etermination des

composantes fortement connexes �etant par ailleurs ais�ee et classique, cf. Tarjan [92]).

3.1 D�etermination du multigraphe critique

On consid�ere un multigraphe dont chaque arc est valu�e par un monôme 
n�t.

3.1.1 R�eduction �a un graphe Quitte �a rajouter des sommets comme sur la Figure B.4, on

pourra se ramener �a un graphe orient�e (i.e. avec au plus un arc de j �a i pour chaque couple

de sommets (i; j)). On pourra alors noter 
nij�tij le monôme valuant l'unique arc j 7! i.
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i j i


n1�t1


n2�t2


n3�t3
e

k

l


njk�tjk = 
n1�t1

j

e


nji�tji = 
n2�t2


njl�tjl = 
n3�t3

Figure B.4: R�eduction d'un multigraphe �a un graphe

On consid�ere

� = min
c
�(w(c)) = min

k
min
i1:::ik

ni1i2 + : : :+ nik i1
ti1i2 + : : :+ tik i1

(3:1:a)

(pente minimale des circuits du graphe, �egale �a la pente minimale des circuits du multigraphe

originel). On rappelle que le circuit c = (i1; : : : ; ik) est critique s'il r�ealise le min �a droite de (3.1.a).

On cherche l'ensemble des arcs et sommets appartenant �a un circuit critique. Lorsque tous les ti
sont �egaux �a 1, l'algorithme de Karp (cf. [54] ainsi que VIII,2.2.2) permet de calculer �. De mani�ere

plus g�en�erale, on pourra utiliser l'un des algorithmes pour les probl�emes de ratio minimum donn�es

par Gondran et Minoux dans l'Annexe V de [48] ou �enum�erer les circuits d'apr�es l'algorithme 3.2.9

du Chapitre IX. Formons (comme en IX,x6) la matrice C �a coe�cients dans Rmin telle que:

Cij = nij � �tij :
Les circuits de la matrice C on pour poids moyen minimum e, donc C+ =

L
n�1 C

n converge (et

se calcule en O(n3) via un algorithme de Gauss (cf. 0,4.2.1 ), o�u n est la taille de la matrice).

L'observation suivante d�etermine imm�ediatement les arcs et sommets critiques:

3.1.2 Proposition L'arc j 7! i appartient �a un circuit critique ssi Cij 
 C+
ji = e.

Preuve Il su�t de remarquer qu'un circuit est critique dans le graphe initial ssi il est de poids e

pour la matrice C. �

3.2 Calcul de la cyclicit�e d'un graphe valu�e par des naturels

On consid�ere le probl�eme suivant: �etant donn�e un graphe fortement connexe dont les arcs sont

valu�es par des naturels, trouver le pgcd des poids (additifs) des circuits du graphe. En adjoignant

�a N un �el�ement " tel que par convention gcd("; x) = x et "+x = ", et en formant la matrice A telle

que Aij soit �egale �a la valuation de l'arc de j �a i s'il existe et �a " sinon, on se ram�ene �a l'expression

suivante:

c(A) = pgcdcw(c) = pgcdkpgcdi1;:::;ik(Ai1i2 + : : :+ Aiki1) : (3:2:a)

La cyclicit�e des matrices dans la th�eorie de Perron-Frobenius correspond au cas particulier o�u les

Aij ne prennent que les valeurs 1 et ". On doit �a Atallah et Denardo [1, 27] un algorithme dans ce

dernier cas. En apportant une modi�cation minime �a cet algorithme, on peut calculer (3.2.a).

Atallah et Denardo partent d'un arbre extrait du graphe et recouvrant tous les sommets (un

tel arbre s'obtient sans di�cult�e �a l'aide d'un algorithme de Tarjan [92]). On a donn�e un exemple

d'un tel arbre (arcs en traits gras) sur la Figure B.5. Soit r la racine de l'arbre. On notera v(j) la

valuation de l'unique châ�ne de l'arbre allant de r �a j. Soit �(j) l'ensemble des successeurs d'un

sommet j (i.e. �(j) = fk j Akj 6= "g). On a alors:
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3.2.1 Proposition (Atallah et Denardo modi��e) On a

c(A) = gcdjgcdi2�(j)[v(j)� v(i) +Aij ] : (3:2:b)

Preuve Soit c0 le second membre de (3.2.b). Pour tout j, notons pj la châ�ne de l'arbre de r �a j.

Comme le graphe est fortement connexe, il existe �egalement un chemin du graphe (mais en g�en�eral

pas de l'arbre) allant de j �a r, soit qj . On a les deux circuits qipi et qi(i; j)pj, d'o�u:

c j w(qipi) = w(qi) + w(pi) = w(qi) + v(i)

c j w(qi(i; j)pj) = w(qi) + w((i; j))+ w(pj) = w(qi) + Aij + v(j)

soit en faisant la di��erence c j Aij + v(j)� v(i) d'o�u c(A) j c0. R�eciproquement, soit � = (i1; : : : ; ik)

un circuit. On a

w(�) = Ai1i2 + : : :+ Aiki1 :

Comme
c0 j v(i2)� v(i1) +Ai1i2 ;
...

c0 j v(i1)� v(ik) +Aiki1

on a en sommant c0 j w(�) donc c0 j c(A). �

9

9
27

30

12
3

6

18

r

4

2

1

Figure B.5: Un graphe et un arbre sous-jacent (en gras)

3.2.2 Exemple Pour le graphe de la Figure B.5, on obtient par application de (3.2.b):

c(A) = pgcd[pgcd(0� 18 + 18; 0� 24 + 0; 0� 33 + 3);

pgcd(18� 24 + 6); pgcd(24� 33 + 9);

pgcd(33� 9 + 18; 33� 0 + 27; 33� 33 + 12)] = 6 :
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