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Théorie des systémes linéaires dans les dioides
Résumé

On étudie les systemes linéaires sur certaines structures de dioides (demi-anneaux dont 1’addition
est idempotente).

On étudie tout d’abord les systemes d’équations linéaires dans certains dioides, pour lesquels on
retrouve ’analogue de la théorie de Cramer a condition de se placer dans un dioide symétrisé. On
adapte les algorithmes itératifs usuels (Jacobi, Gauss-Seidel). On obtient des résultats de dualité.
On étend par ailleurs aux matrices réductibles la théorie spectrale (max, 4).

On étudie ensuite les systemes dynamiques linéaires dans ces algébres (représentation par des
opérateurs a noyaux ou opérateurs de convolution, role de la transformée de Fenchel). On obtient a
l'aide de résultats de symétrisation une borne inférieure pour la dimension minimale de réalisation.

L’on donne ensuite des algorithmes de calcul dans un dioide de séries rationnelles propre a
représenter les graphes d’événements temporisés. On présente MAX, le programme de calcul formel
écrit en MAPLE dans lequel on a implémenté ces algorithmes (fonction de transfert, calcul du
taux de production). On consideére enfin 'optimisation des ressources. Ce probléeme conduit & une
énumération algébrique de contraintes modulo certaines congruences. Une seconde approche formule
ces contraintes en termes de sous-vecteur propre.

Mots clés Dioides, Systemes Linéaires, Systéemes a événements discrets, Graphes d’événements
temporisés, Symétrisation

Theory of linear systems over dioids
Abstract

We develop a system theory for linear systems over certain dioid structures (semirings with idem-
potent addition).

We study general systems of linear equations in certain dioids. The introduction of a new
notion of symmetrization results in the linear closure of these algebras: the generic system of n
linear equations with n» unknowns admits a unique solution in the symmetrized dioid, given by
Cramer’s formulae. We adapt the Jacobi and Gauss-Seidel algorithms to this context. We also
give some duality results. The spectral theory of irreducible (max,+) matrices is extended to the
reducible case.

Later, we consider the associated linear system theory (representation by kernels and convolu-
tions in dioid, use of the Fenchel transform). We obtain a lower bound for minimal realizations in
terms of minors.

We develop some algorithms for an algebra of rational series devoted to timed event graphs.
We present MAX, the program written in MAPLE which implements these algorithms (transfer
series, periodic throughput). Finally, we show that the resource optimization problem reduces to
an algebraic enumeration of constraints modulo some simplification rules. These constraints also
reduce to a sub-eigenvector problem.

Key words Dioids, Linear Systems, Discrete Event Systems, Timed Event Graphs, Symmetriza-
tion.
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Introduction

L’objet de cette these est 'étude des systemes linéaires dans les dioides. Par “systemes linéaires”,
on entend d’une part les systemes d’équations linéaires qui s’écrivent sous la forme Az Gb = Caz Hd
dans certains demi-anneaux dont I’addition est idempotente (dioides), et d’autre part, au sens de
la “Théorie des Systémes”, les applications u — S(u) qui vérifient le principe de linéarité

S(udv)=38u)dSv), SAu)=2AS(u) ,

dans des dioides convenables. Cela s’applique en particulier aux graphes d’événements temporisés,
pour lesquels nous référons le lecteur a [23]. Plus généralement, on verra que cette linéarité sur une
structure idempotente est propre a représenter certains phénomenes de saturation et de synchroni-
sation.

Cette these est organisée en trois parties. Nous donnons d’abord des résultats algébriques relatifs
aux systemes d’équations linéaires. La deuxieme partie est consacrée a la théorie des systemes
dynamiques linéaires dans les dioides. La troisieme partie, plus appliquée, traite ’algebre effective
de certains dioides de séries rationnelles utiles pour 1’étude de ces systémes. On étudie aussi le
probleme d’optimisation des ressources.

Un chapitre de préliminaires résume les résultats utiles de théorie des dioides. Il contient une
grande part de résultats déja connus. Les résultats des chapitres suivants (éventuellement obtenus
en collaboration avec Monsieur Max Plus) sont originaux, a certaines exceptions prés qui sont
signalées.

e Le premier chapitre introduit la notion de demi-anneau symétrisé et de symétrisation d’un
demi-anneau (plongement dans un demi-anneau symétrisé). On étudie les propriétés élémen-
taires de ces demi-anneaux symétrisés et on établit certaines identités utiles pour la suite.
Le fait essentiel est lintroduction d’une relation dite d’équilibre, qui permet de remplacer
les équations dans un demi-anneau par des équilibres dans un demi-anneau symétrisé. La
difficulté principale est d’ordre psychologique: la relation d’équilibre n’est pas transitive. On
pourra éventuellement lire la motivation du chapitre II avant le chapitre I ou en parallele avec
celui ci.

e Le chapitre Il met en évidence une notion de symétrisation canonique d’un demi-anneau.
On commence par construire & la main le dioide symétrisé du dioide (R U {—oc}, max,+)
(noté Ryay dans ce qui suit). L’on donne ensuite une construction plus générale: étant
donné un demi-anneau D, on appelle symétrisation réguliere une symétrisation S telle que
la résolution des systemes d’équations linéaires dans D soit obtenue a partir de celle des
systemes d’équilibres linéaires dans &. On montre sous certaines conditions ’existence d’une
“plus petite” symétrisation réguliere. La fin de ce chapitre est technique, et caractérise cette
symétrisation en termes d’opérations résiduées. Dans la suite, on travaillera essentiellement

13
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sur le dioide symétrisé de Ry, de sorte que ces caractérisations techniques peuvent étre
passées.

Le chapitre III étudie les systemes d’équilibres linéaires, essentiellement dans le dioide symé-
trisé de Rypax. On étudie les questions d’orthogonalité et ’on donne des résultats analogues,
dans une certaine mesure, a la théorie de Cramer. On généralise un résultat de Gondran et
Minoux relatif aux systemes linéaires homogenes carrés.

Le chapitre IV étudie la théorie spectrale des matrices réductibles. Il s’agit de voir com-
ment les résultats de type Perron-Frobenius obtenus par Cohen, Dubois, Quadrat et Viot se
généralisent au cas non irréductible. On montre & cette occasion deux lemmes relatifs aux
sous et sur vecteurs propres, qui resserviront pour 'optimisation des ressources. On retrouve
comme sous produit de ces lemmes deux inégalités dues a Friedland relatives au rayon spectral
(usuel) des matrices a coefficients positifs ou nuls.

Avec le chapitre V commence la partie propre a I’Automatique. On établit ’analogue dans les
dioides de la théorie classique des systémes dynamiques linéaires (différentiels ou récurrents).
On met en évidence une notion de réponse impulsionnelle. On caractérise les systemes station-
naires et causaux de maniere naturelle. On montre enfin qu'une transformée de type Fenchel
joue le réle de la transformée de Laplace classique.

Le chapitre VI applique la notion de rang mineur mise en évidence dans I’étude des systemes
linéaires au probleme de réalisation minimale. On obtient de la sorte une borne inférieure de
la dimension de réalisation minimale, et 'on donne un contre exemple ou, comme 'on peut
s’y attendre, cette borne est peu précise.

Le chapitre VIl initie la partie relative aux outils de calcul et aux applications. On se préoccupe
de P’algebre effective d’un dioide de séries rationnelles utile pour 1’étude des graphes d’évé-
nements temporisés. Cohen, Moller, Quadrat et Viot ont montré que ces séries rationnelles
admettaient des représentations périodiques. On étudie ’algebre de ces représentations, y
compris d’'un point de vue algorithmique. On montre en particulier comment les périodes
sont transformées par les opérations rationnelles. On peut voir cette étude, et en particulier
les questions de périodicité des matrices rationnelles, comme 1’équivalent en termes de séries
formelles des résultats de cyclicité de type Perron-Frobenius obtenus pour des matrices a
coeflicients dans Ry, par Cohen, Dubois, Quadrat et Viot. On voit en particulier réapparaitre
le probleme diophantien de Frobenius.

Le chapitre VIII décrit le programme MAX, écrit en MAPLE, qui implémente ’algebre de
ces séries périodiques.

Le chapitre IX est relatif au probleme d’optimisation des ressources. On vise a calculer
formellement le taux de production d’un systéme, le nombre de certaines ressources (ma-
chines, palettes, processeurs) étant inconnu. On montre comment ce probleme peut étre traité
a I’aide d’algorithmes classiques d’énumération des circuits. On montre que certaines congru-
ences permettent de simplifier les calculs intermédiaires. On donne une application a un atelier
flexible traité antérieurement par Cohen, Dubois, Quadrat et Viot. On conclut en généralisant
un algorithme donné par Proth et Xie dans un cas particulier. On montre fort simplement que
le probleme d’optimisation d’un critere linéaire sous une contrainte de taux de production se
réduit dans tous les cas a un probleme de programmation linéaire. La preuve est fondée sur
la notion de sous-vecteur propre étudiée au chapitre V.
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e Une premieére annexe applique ces outils a 1’étude des lignes de production déterministes
gérées en “Kanban”.

e Une seconde annexe précise les questions algorithmiques techniques liées aux polynomes et
aux séries périodiques traités dans les Chapitres VII et IX. Cette annexe donne une idée fidele
des algorithmes implémentés dans MAX.
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Notations
#1 cardinal d’un ensemble [
S(1) groupe des permutations de [
G, groupe des permutations de {1,...,n}
sgn(o) signature d’une permutation o
cof;; A cofacteur d’indice (¢,7) de A
Aadi transposée de la matrice des cofacteurs de A
11 f restreinte a ’ensemble de départ [
Id application ou matrice identité
I somme directe de matrices (A + B = [’3 )
GL(F) groupe linéaire d’un demi-module ¥
vect( fi) demi-module engendré par une famille de vecteurs { f;}
war(p) poids du chemin p dans le graphe valué par la matrice M
= équivalence logarithmique
p(A) rayon spectral de la matrice A (usuel ou dans les dioides suivant le contexte)
Pmax,x(A)  rayon spectral de la matrice A dans le dioide R},
Rnax dioide des réels, munis du max et du +.
B dioide des booléiens, i.e. B = {e, e}
Roin dioide des réels, munis du min et du +.
R;';lax’x dioide des réels positifs ou nuls, munis du max et du produit usuel.
Nppem dioide des naturels, muni du ppcm et du produit
Sp demi-anneau symétrisé de D
8%9 ensemble des éléments positifs de Sp
8%96 ensemble des éléments signés de S
SY ensemble des éléments substituables d’un demi-anneau symétrisé S.
S max dioide symétrisé de Ry ax
Smax, x diolde symétrisé de R;';lax’x
o P(a)={r €S| 2Va}
v Y(a)={(p,q) €S*| pV qz}
< ordre naturel d’un dioide (@ < b< a®b="0)
B moins résidué: a Bb = min{x | b > a}
\ quotient & gauche: a\b = max{z | ez < b}
/ quotient a droite
1 résiduée de f: fl(y) = max{z | f(z) =<y}
Fi résiduée duale de f
ResT(E, F) ensemble des applications résiduables de £ dans F
Resl(E, F) ensemble des applications dualement résiduables de £ dans F
a* étoile de Kleene (¢* =1d & a & o .. )
at at e =ap il e...
0 opérateur de décalage sur les dates
~ opérateur de décalage sur les numéros
B[, 6]] dioide des séries formelles commutatives a coefficients booléiens

My, 8])

0o

d’indéterminées v et 6
dioide quotient de B[[y, §]] vérifiant 4" @ 4" = ymin(nr) gt g §t' = gmax(tt)
pente minimale: o(@p; y™ 6% ) = inf; 2=

v

pente ultime: oo, (p P ¢(7767)*) = £ (p, ¢ polyndmes)

o
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5 e = { ) omen(e.0) s ota.t) = oot
(n,t) si o(n,t) < o(n,t)
n comme L mais avec des pged.
conv(A)  convexifié d’une partie A

convP(R?) dioide des parties convexes de R?
convP:(R?) dioide des parties convexes compactes de R?
Prinies(A)  ensemble des parties finies d’un ensemble A
o fonction support d’une partie A (6%(p) = sup,ca(p,))
intA intérieur d’une partie A

Matrices extraites

Soit A une matrice n X p, I = (41,1ig,...,1) un k-uplet d’éléments de {1,...,n}, J = (j1,..., )
un r-uplet d’éléments de {1,...,p}. On note A[I|J] la matrice formées des lignes iy,...,7; et des
colonnes jy,...,j, de A. Dans le cas ou r = p, on notera sans ambiguité A[[|. Lorsque I et J sont
des ensembles, A[I|J] désigne la matrice formée par les lignes d’indice i € I et les colonnes j € J
rangées par ordre croissant. On notera A[[]J) la matrice formée des colonnes n’appartenant pas a
J. Par exemple, soit

1
A= T
3

2 e I \V]

A212] = [ 70 ] . A[13]2)

ll
—
W =
| I
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Chapitre 0

Préliminaires

Introduction

Ce chapitre passe en revue la théorie algébrique de base des dioides. Les résultats présentés sont
classiques, a ’exception des questions d’inversibilité d’applications linéaires et de quelques raffine-
ments sur les familles génératrices minimales. L’idée qui est & I’ceuvre dans cette théorie est qu’a
la différence des demi-anneaux généraux, les dioides peuvent étre munis d’une structure ordonnée
canonique. Il devient alors possible (i): d” étudier les inéquations de type

x>=ax b (0.0.a)

a ’aide de techniques de point fixe, et (ii): d’étudier les inéquations de type
r@daxb, (0.0.h)
ax =b (0.0.c)

a l’aide de la théorie de la résiduation. L.’étude des inéquations de type (i) est I'un des plus anciens
résultats connus sur ces structures [47]. L’opération “x” (étoile de Kleene) est introduite a cette
occasion, ainsi que la notion de rationalité. L’interprétation de I’étoile en termes d’algebre de
chemins est brievement rappelée. Elle jouera un réle central dans la derniére partie (optimisation
des ressources). L’étude des inéquations de type (ii) est une application assez directe de la théorie
de la résiduation, dite aussi théorie des correspondances de Galois dans les structures ordonnées. On
applique cette théorie au cas des dioides, définissant les opérations résiduées des lois de structure,
i.e. les différences et quotients résidués, dont on établit le formulaire. Ce formulaire est obtenu
en spécialisant la théorie des demi-groupes résidués généraux, qui remonte & Dubreil [30]. Nous
ferons dans la suite un usage constant de ces outils (étoile et opérations résiduées). Signalons enfin
que ces techniques permettent de résoudre a peu pres exclusivement les équations et inéquations
de type (0.0.a), (0.0.b) ou (0.0.c) (ainsi que leur duales). L’étude des équations générales du type
axr @b = cx @ d requiert une théorie de la symétrisation qui sera développée dans les chapitres
suivants.

1 Demi-anneaux et dioides

1.0.1 Définition (demi-anneau) On appelle demi-anneau un ensemble D muni d’une loi asso-
ciative (notée additivement “®7”), commutative, d’élément neutre ¢, et d’une loi associative (notée
multiplicativement “@7), d’élément neutre e, telles que:

21
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(i) Va,b,ceD, (a®b)@c=(a®c) § (bR c)
(ii) Ya,b,c€D, c@(adb)=(c®a) & (c@b)
(iii) Va € Dyja@e=c@a =«.

Si en outre @ vérifie
aba=ua (1.0.a)

alors D est dit demi-anneau idempotent, ou dioide. Si (D\{c}, ®) est un groupe, on qualifie (D, S, ®)
de demi-corps. Un demi-corps dont I’addition vérifie (1.0.a) sera dit idempotent. Un demi-anneau
ou demi-corps sera dit commutatif lorsque le produit est commutatif. Un demi-anneau tel que

(a#cet ax=ay) = ax=y

(afcet za=ya) = x=y (1.0.b)

(i.e. les homothéties & gauche et a droite sont injectives) sera dit intégre. On notera ordinairement
le produit a ® b par a.b ou ab.

1.0.2 Exemple (dioide des booléiens) I’ensemble B := {c, e}, muni des lois & et @ définies ci
dessous est un dioide commutatif, dit dioide des booléiens.

e ®
€ e € €
e e

On notera que tout dioide admet B comme sous-dioide.

1.0.3 Exemple (algébre (max,+)) L’ensemble R U {—oc}, muni du max (noté additivement)
et de 'addition usuelle (noté multiplicativement) est un demi-corps idempotent (on convient que
z + (—o0) = z pour tout z). On a dans cette structure 1 ® 1 =2, 1®0 =1, 24 3 = 3. On notera
Rmax ce demi-corps idempotent, traditionnellement! appelé “algébre (max, +)”.

1.0.4 Exemple (algébre (min, +)) L’ensemble R U {400}, muni du min (noté additivement) et
de I’addition usuelle (noté multiplicativement) est un demi-corps idempotent, isomorphe a Ryax,
que 'on notera Ry,jn.

1.0.5 Exemple (dioide des parties de R) I’ensemble des parties de R, muni de 1'union et de
la somme vectorielle est un dioide.

1.0.6 Exemple (dioide libre et dioide des langages) Rappelons qu’étant donné un ensemble

de k lettres A = {aq,...,a;} (alphabet), le monoide libre formé sur A est I’ensemble des mots
formés d’un nombre fini de lettres de A, y compris le mot vide noté “_”, muni du produit de
concaténation noté “.”. Etant données deux parties X,Y de A* (deux langages), on définit le

produit X.Y :={z.y| (z,y) € X X Y}. On a les deux dioides suivants:

1/ (Pnies(A™),U,.), dioide des langages finis (parties finies de A*) formés sur l'alphabet A,

e terme “algébre est A prendre au sens général (un ensemble muni d’une famille d’opérations [9]), et n’a rien a
voir avec les algébres au sens usuel [12]
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2/ (P(A¥),U,.), dioide des langages quelconques formés sur I'alphabet A.

Le dioide P(A*) admet @) pour zéro et {_} pour unité. Il a Phpies(A*) pour sous-dioide. On posera
a; :={a;}. L’intérét de Prpies( A™) est d’étre une réalisation du dioide libre engendré par aq, ..., aj.
Précisément, on a la propriété universelle suivante:

1.0.7 Proposition Pour tout dioide D et tout k-uplet (z1,...,2k) € DF il existe un unique mor-
phisme de dioide ¢ : Prinies(A*) — D, tel que pour tout ¢ € {1,...,k}, ¢(a;) = ;.

Preuve de 1.0.7. ¢ est nécessairement donné par

o({-})=¢
(b({ah - alk}) = (b({ah}) .- ¢({a2k}) = (b(ah) - ¢(a2k) =Ty e Ty,
o({wr,...,w}) = o({wr}) & ... o({w,}) (1.0.¢)

ce qui définit bien un morphisme de dioide. n

1.0.8 Exemple (Dioide des séries formelles, dioide des polynémes) Soient A un alphabet
comme ci-dessus et D un dioide. On appelle dioide des séries formelles a coefficients dans D en
les indéterminées non commutatives a; I’ensemble des applications s du monoide libre A* dans D,
muni des deux lois suivantes:

(s@® s (w):=s(w) P s'(w), (s@s)(w):= @ s(wy) ® s(wsy) .

w1 Wwr=w

On notera D{(A)) ce dioide. En identifiant a; et 'application 6, : é,,(w) = € si w = a; et ¢ sinon,
on écrit formellement
s = @ s(w)w .

wEA*

On appelle polynéme une séries s telles que s(w) = ¢ sauf peut-étre pour un nombre fini de mots.
L’ensemble des polynémes forme un sous-dioide de D{{A)), que 'on notera D(A). On observe que le
dioide des polynomes a coefficients booléiens B(A) vérifie la propriété universelle 1.0.7 avec a; = a;.
Il est donc isomorphe & (Pfinies(A*), U, .) défini en 1.0.6. L’isomorphisme n’est autre que Iapplication
support:

(B(A), D, @) — (Prinies(A"),U,.), s~ supps :={w € A| s(w)# e} .

Si 'on remplace A* par le monoide commutatif libre engendré par A, on obtient les dioides des
polynémes et séries a indéterminées commutatives, que ’on notera respectivement D[A] et D[[A]].

1.0.9 Exemple (Npgca, Nppem) L’ensemble N* U {oo}, muni du pged et du produit est un demi-
anneau idempotent (on convient que pged(z,00) = z et .00 = 00). On notera Npgcq cette structure.
Sil’on considere les deux lois ppem et X, il faut adjoindre & N* un élément ¢ vérifiant ¢ X & = ¢ et
€@ x =z (et qui n’est donc ni 0 ni 00), pour obtenir un dioide. On notera Nppem cette structure.

1.0.10 Exemple (parties convexes de R?) On considére ’ensemble des parties convexes de R2,
muni des deux opérations suivantes:

A@® B =conv(AUB)
AR B=A+ B (somme vectorielle),
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ou conv(U) désigne I’enveloppe convexe d’une partie U. On prétend qu’il s’agit d’un dioide. La
seule propriété non triviale a vérifier est la distributivité, i.e.:

conv(AU B) + C = conv[(A+ C)U (B + ()] . (1.0.d)
Commencons par noter le fait suivant:
V convexe = pour toute partie U, conv(U + V') = conv(U)+ V . (1.0.e)

En effet, conv(U) + V est un convexe contenant U + V', donc conv(U) + V D conv(U + V).
Inversement, tout élément w de conv(U) + V s’écrit w = 3", au; + v avec o > 0,3 % 0y =
Liuw € Uy eV, dott w = Y7, a;(u; + v) € conv(U + V), ce qui montre (1.0.¢). On a donc
conv(AU B) + C = conv((AU B) + C) = conv((A+ C)U (B + (C)), dot (1.0.d). On notera
convP(R?) le dioide des convexes de RZ

1.0.11 Exemple (convexes compacts) L’ensemble des convexes compacts de R? forme un sous-
dioide de convP(R?), que I’on notera convP.(R?). Le dioide convP.(R?) est intégre. Soit en effet
lapplication support définie par
84(p) = sup(p,x)  pour p € R?
r€EA

qui, par compacité de A, est finie. On a 6% g = &4 + 65 (vérification immédiate), et I’on rappelle
que les convexes fermés sont caractérisés par leur support. Si A+ B = (', B est 'unique convexe
de fonction support 65 = 65 — 6%. Il s’ensuit donc que 'application B +— A + B est injective, et
donc que convP.(R?) est integre.

1.0.12 Exemple (Dioide des relations) Soit I un ensemble et R(E) 'ensemble des relations
sur £. R(F), muni des deux lois suivantes:

R&R: z(RER)yssiz Ry ou z Ry,
R®R: 2(RoR)yssidze¢ Ex Rz et 2Ry

est un dioide.

1.0.13 Avertissement La traduction anglaise de demi-anneau (resp. demi-corps) est “semiring”
(resp. “semifield”).

1.0.14 Note historique Kuntzmann ainsi que Gondran & Minoux [47], & qui le terme “dioide”
doit sa fortune, appellent en réalité dioides les demi-anneaux généraux. A la suite de Cohen, Dubois,
Quadrat et Viot [17], nous préférons réserver le terme de dioide aux demi-anneaux vérifiant aa = a,
tout d’abord pour ne pas faire double emploi avec le terme “demi-anneau” ou “semiring”, et ensuite
parce que 'idempotence permet d’ordonner les dioides et produit une théorie spécifique plus riche
que celle des demi-anneaux.

2 Dioides et structures ordonnées

2.1 L’ordre naturel d’un dioide

Dans un dioide (D, &, ®), on définit la relation d’ordre naturelle < par:

a=bsadb=>b . (2.1.a)
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Cette relation d’ordre est compatible avec les lois de structure de D, i.e.:

a<b=>a@®c<bdec
a=<b= ac<bc .

(D, <) est ainsi un demi-treillis dans lequel la borne-sup est donnée par & (a & b est le plus petit
majorant de a,b), ol ¢ est le plus petit élément.

2.1.1 Exemple Dans Ry (cf. 1.0.3), la relation < coincide avec l'ordre coutumier. Dans R,
(cf. 1.0.4), on a < y ssi min(z,y) = y, et donc < est 'ordre dual de ’ordre usuel (par exemple,
2 - 3).

2.1.2 Remarque Les deux propriétés 1.0.1,(i) et (ii) expriment que (D, ®) est un demi-groupe
demi-réticulé.

2.1.3 Définition (Ensemble ordonné complet) On dit que l’ensemble ordonné (D, <) est com-
plet st toute partie A de D admet une borne-sup, que l'on notera indifféremment

\/A ou \/a.

a€A
Lorsque (D,V,\) est un treillis, on dira que D est un treillis complet lorsque toute partie admettra

une borne-sup et une borne-inf.

On notera T = \/ D le plus grand élément de D.

Lorsque qu’il s’agit de ’ordre naturel d’un dioide, on notera la borne-sup € au lieu de /.

2.1.4 Définition (ensembles descendants, idéaux, filtres) On dira que Uensemble S C D est
descendant® si x € S et y < x entrainent y € S. Si en outre, pour tous a,b € S, a® b€ S, on dira
que S est un idéal. Si 5 est un idéal pour Uordre dual, on dira que S est un filtre.

Etant donné une partie P, on notera

[(P)={eeD| JpeP,a=p=J{p}) .

peP
Il s’agit du plus petit ensemble descendant contenant P. Les ensembles descendants de D, muni de
g P P s

I'union et de 'intersection forment clairement un treillis complet.

2.1.5 Treillis des idéaux L’ensemble des idéaux, muni des deux lois

INJ=1InJ, IVvJ= N K, (2.1.b)
K idéal, KCI,J

est un treillis complet. On note que pour z € D, | ({z}) est un idéal. Les idéaux de cette forme
seront appelés principaux. On les notera plus simplement | (z).

%le terme anglais est “lower set”, cf. [43]



26 CHAPITRE 0. PRELIMINAIRES

2.1.6 Définition (Dioide complet) Le dioide D est complet s’il est complet en tant qu’ensemble
ordonné par (2.1.a) et s’il vérifie les deux propriétés suivantes, dites de “distributivité infinie”:

(@aeA a)b = @aeA ab
b(@aeA a) = @aeA ba .

VACTD, VbeD,

Il en résulte immédiatement que

(@ a)(@ b) = @ ab . (2.1.c)

a€A  bEB (a,b)EAXB

2.1.7 Exemple (dioide complété de Ry,,x) RU{+oc}, muni du max et du +, avec la convention
(+00) 4+ (—00) = —oc, est un dioide complet que 'on notera Rax-

2.1.8 Exemple L’ensemble des applications de R dans RU {£o0}, muni du max point par point
et du produit de sup-convolution défini par:

(f @ g)(t) = sup[f(t —z) + g()]

z€ER

(avec (+00) + (—o0) = —00) est un dioide complet que 'on notera Rﬂiax. L’élément neutre pour le
produit est la fonction e donnée par e(t) = —oo sit # 0 et e(0) = 0.

2.1.9 Exemple (ordre des relations) Pour le dioide R(£) des relations sur £ défini en 1.0.12,
on a R < R ssi xRy entraine z R'y, i.e. ssi R est plus fine que R'.

2.1.10 Remarque Un demi-corps idempotent non trivial n’a pas de plus grand élément, et en
particulier n’est pas complet. Soit en effet oo plus grand élément d’'un demi-corps idempotent D.
On a 00.00 = oc.e = 00, et en simplifiant oo = e. Ainsi, tout  non nul vérifie

r=<e (2.1.d)

D’oil en passant aux inverses =1 > e. L’autre inégalité s’obtient en appliquant (2.1.d) & =1, d’ou
r=eetD=/A{e,e}.

2.1.11 Intégration idempotente de Maslov On notera, a la suite de Maslov [67],

el

par analogie avec I'intégrale usuelle. On a en particulier la regle de Fubini:

o~
Uper{k}xJ(k) iel/jed(i)

qui n’est autre que 'associativité de la borne sup. L’infinie distributivité du produit se réécrit

c®<ﬂg ai) :ﬂg c®a; .
el el
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2.2 Inf-dioides

2.2.1 Définition Le dioide D est un inf-dioide si pour tous éléments a,b € D, a et b admettent
une borne-inf pour Uordre naturel (notée a N'b).

En d’autres termes, ’ensemble ordonné sous jacent a un inf-dioide est un treillis. Les deux faits
suivants sont bien classiques:

2.2.2 Proposition Un demi-corps idempotent est un inf-dioide.

Preuve On vérifie en effet que la borne-inf est donnée par a A b = b(a & b)La. "

2.2.3 Proposition Un dioide complet est un inf-dioide.

Preuve La loi A, donnée par
a/\b:\/{x| r=<a et x<b},

fait alors de (D, V, A) un treillis complet. "

2.2.4 Exemple Le dioide B[X] des polynomes a coefficients booléiens en une indéterminée X
est un exemple d’inf-dioide qui n’est ni complet (considérer @y X% ¢ B[X]), ni un demi-corps
idempotent (par exemple, (e B X)(e® X?) = (e ® X )(ed X & X?), ce qui montre que le produit
n’est pas simplifiable).

2.2.5 Remarque Dans le cas d’un demi-corps idempotent, on a en outre (cf. [30, 8]) que la borne-
inf distribue par rapport au produit:

(aNb)e=acNbe, c(aNb)=caNch . (2.2.a)

Le groupe (D \ {¢},®) est donc réticulé.

2.2.6 Note Nous avons choisi le terme “inf-dioide” plutot que “dioide réticulé”, car on n’exige pas
que la borne-inf distribue par rapport au produit, ce qui est le cas dans un “demi-groupe réticulé”.

2.2.7 Note Le lecteur pourrait se demander pourquoi ci-dessus et dans la suite, on considere des
dioides non complets, ce qui oblige a introduire la classe des inf-dioides et complique légerement le
discours. Il est en fait essentiel pour les développements algébriques ultérieurs de prendre en compte
des dioides non complets (typiquement des demi-corps). En particulier, les résultats de symétrisation
exigent que la structure multiplicative soit “presque” un groupe, ce qui est incompatible avec la
complétion.

2.3 Continuité

2.3.1 Définition (Fonctions croissantes continues) Soit f une application croissante (F,<)
— (F,<). f est continue si pour toute partie X C E admettant une borne-sup, on a:

FOV 0=\ f@) (2.3.0)

rzeX reX
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Pour une application croissante, il est trivial que f(V,ex ) > Vyex f(2). Ainsi, (2.3.a) est
équivalente a:

OV o)<V f@) (2.3.)

rzeX reX

2.3.2 Remarque Pour une fonction croissante R — R, la continuité au sens de 2.3.1 n’est autre
que la semi-continuité inférieure usuelle. En effet, pour f croissante, on a

liminf f(z) = sup f(z)

r—x0 #<zg

et donc (2.3.b) est équivalent a f(x¢) < liminf,_.,, f(z).

2.3.3 Remarque Dans [43], on examine sous quelles conditions la notion de continuité 2.3.1 reléve
d’une topologie, dite topologie de Scott.

2.3.4 Remarque Les lois de structure d’un dioide complet sont continues. En effet, la condition
d’infinie distributivité (2.1.c) n’est rien d’autre que la continuité du produit. La somme dans un
dioide complet est trivialement continue.

2.3.5 Exemple (Dioide complet libre & k& générateurs) Le dioide des langages (P(A*),U,.)
sur un alphabet A = {ay,...,a;} (cf. 1.0.6) est le dioide complet libre a k générateurs oy =
{a1},..., 0 = {ai},i.e. 'unique dioide complet (& un isomorphisme continu prés) tel que pour tout
dioide complet D’ et tout k-uplet (zq,...,2%), on ait un unique morphisme continu ¢ : P(A*) — D’
avec ¢(a;) = x;. La preuve est analogue a celle de 1.0.7 en remarquant que ¢ est défini par continuité
de maniére unique pour les langages infinis.

2.3.6 Remarque Le dioide des séries formelles a coefficients booléiens B(( A)) défini en 1.0.8 vérifie
la, propriété universelle caractéristique du dioide complet libre énoncée ci-dessus. Il est donc iso-
morphe & (P(A*),U,.), 'isomorphisme étant I"application support (cf. 1.0.8).

3 Moduloides

3.1 Généralités

3.1.1 Définition (Demi-module, moduloide) Soit D un demi-anneau. On appelle demi-mo-
dule (a gauche) sur D un demi-groupe additif (V,@) muni d’une loi de composition externe “”
D xV — V vérifiant:

Un demi-module sur un dioide est appelé moduloide.
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On notera comme de coutume Au pour A.u. On observe que (iv) entraine A\.ey = Aep.u = ep.u = ey,
pour tout A € D.

3.1.2 Proposition L’addition d’un moduloide est idempotente.

Preuve uGu=eudeu=(ede)u=cu=u n

On peut donc ordonner canoniquement un moduloide par u < v © u@®v = v. Un moduloide est dit
complet si ’ensemble ordonné sous-jacent est complet et si en outre les propriétés de distributivité
(ii) et (iii) s’étendent aux sommes infinies.

3.1.3 Remarque La condition de distributivité infinie est équivalente a

DxV =V, (\u)— Au continue.

3.1.4 Définition (Application Linéaire) Soient V.V’ deux D-demi-modules, et f : V. — V',
L’application f est dite linéaire a gauche si

(i) flu® o) = f(u) D f(v),
(if) f(Au) = Af(w).

On notera L(V, V") Uensemble de ces applications.

Une application linéaire vérifie donc
fle)=¢,

comme il résulte de (ii) avec A = ¢ et u quelconque. L’ensemble des applications linéaires d’un
moduloide V' dans lui méme, muni de la somme et du produit de composition est un dioide. On le
notera L(V'). Si V' est un moduloide complet, I'ensemble des applications linéaires continues de V'
dans V est lui méme un dioide complet. On le notera £(V').

3.1.5 Exemple (Fonctions réelles) L’ensemble des fonctions de R dans RU{—oc}, muni du max
point par point et de la loi de composition externe Ryax X V' — V définie par V¢t € R, (Au)(t) =
A+ u(t) est un moduloide sur Ryax. On le notera RE

max*

3.1.6 Exemple (Applications croissantes) L’ensemble des applications croissantes de R dans
R U {—oc} est un sous-moduloide de RE

max*

3.1.7 Exemple (Fonctions concaves scs) L’ensemble des fonctions concaves de R dans R est

. =R . . . .
un sous-moduloide complet de R ;,, (I'inf de fonctions concaves est concaves, idem pour les fonctions
scs).

3.1.8 Familles génératrices, familles libres, bases Etant donnée une famille {u;};c; de vec-
teurs d’un D-moduloide V', on notera vect(u;);es le moduloide des vecteurs combinaisons linéaires
d’un nombre fini de wu;. Si vect(u;);e; = V, la famille est dite génératrice. Un moduloide est dit
de type fini s’il admet une famille génératrice finie. Si un vecteur v € vect(u;) s’écrit de maniere
unique comme ) . A;u;, la famille est dite libre. Une famille libre et génératrice est une base.
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3.1.9 Contre exemple (Moller, [72]). Voici un sous moduloide de R2,,qui n’est pas de type fini:
M ={(z,y)| v <y}pU{(ee)} .

3.1.10 Contre exemple Soit le sous moduloide de B?

V = vect{uy,uz) ou u1:[21, UQ:[E]

La famille {uq,us} est génératrice minimale (i.e. toute sous famille stricte engendre un sous mod-
uloide strict). Cependant, on a eu; & eug = euq, ce qui montre que la famille {uy, uz} n’est pas

libre.

Cet exemple suggere que l'existence de bases est un phénomene “rare” dans les moduloides. Cette
rareté sera précisée ultérieurement par I’étude des matrices inversibles (cf. §6).

3.2 Familles génératrices minimales

3.2.1 Définition (Redondance) Le vecteur u; de la famille {u;};cs est dit redondant si
u; € vect{u;)i; -

Une famille dont un vecteur est redondant est dite redondante.

3.2.2 Définition (Base faible) On appelle base faible de V' une famille génératrice minimale.

Il est clair qu’une famille génératrice est minimale ssi elle est non redondante. En outre, étant
donné une famille génératrice finie, on obtient une famille génératrice minimale apres suppression
éventuelle de vecteurs redondants. En résumé:

3.2.3 Observation Tout moduloide de type fini admet une famille génératrice minimale.
On peut calculer cette famille génératrice minimale pour peu que ’on sache déterminer les vecteurs

redondants. Nous aurons besoin pour cela de certains résultats de résiduation, et nous reportons
I’étude a la section §5.5 de ce chapitre.

4 Equations implicites linéaires dans les dioides complets
4.1 Généralités
Dans les dioides complets, les équations linéaires du type = ax B b se résolvent trivialement:

4.1.1 Proposition L’inéquation x = ax ®b dans un dioide complet admet une plus petite solution,
égale a a*b, ou a* est définie par:
a* = @ a® .

neN

En outre, x = a*b réalise U'égalité dans x = ax @ b.
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Preuve On a par une induction immédiate
x> (e@a@...@a”)b@a”“x, (4.1.a)

d'ouz = (e®ad...Ha")b pour tout n, d’ot x > a*b. L’égalité résulte de la propriété de distributivité
infinie 2.1.6. ]

4.1.2 Application L’ensemble des endomorphismes continus d’un moduloide complet V., muni de
la somme et du produit forme un dioide complet. Soit f € L(V'). La plus petite solution de

g = fog®Id

est donnée par g = f*

4.1.3 Généralisation Soit f un endomorphisme continu d’un moduloide complet V. Le plus petit
vecteur € V solution de z > f(2) @ b est donné par = f*(b) et satisfait I’égalité.

4.1.4 Exemple Soit f(z) := azb. Il résulte immédiatement de 4.1.2 que la plus petite solution de
x = axb @ c est donnée par z = a*cb* = f*(c).

4.1.5 Notation L’opération “plus” dérivée de ’étoile sera utile:

at =a®d*®...0d"D...=aa* =aa . (4.1.b)
e®at =a" . (4.1.¢)

Nous établissons ci-apres les propriétés de base des opérations étoile et plus.

4.1.6 Proposition Dans un dioide complet D, on a:

En outre, lorsque D est commutatif:

(viii) (e b)" = a™b”

Preuve (i).z = az @ e entraine z > a(ax B e)de = a’z @ e et plus généralement 2 > a2z @ e, soit
en sommant z = a*z § e. On en déduit que la plus petite solution de z > ax @ e, i.e. a*, est plus
grande que la plus petite solution de z = a*z @ e, i.e. (a*)*. Par ailleurs, trivialement, ¢* < (a*)*,

d’ou I’égalité.
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(i): 0 < () < (a°)" = o= (par (i)).
(iii),(iv): par 4.1.1, les propositions suivantes sont équivalentes:

z = (adb)”
r-arDbr e
x = a*br G a*
z = (a*b)*a* .

La formule (iii) en résulte. (iv) s’obtient dualement en remplacant az @ bxz par za @ zb dans la
preuve ci-dessus.

(v): par (iii), a* = (¢ ® a)* = (aa*)*a* = (aT)*a* = a*a* (par (ii)).

(vi) Via (iv), a(a & b)* = ab*(ab*)* = (ab*)*.

(vii): résulte de (vi) et de la formule (4.1.c) ci-dessus.

(viii): On a alors pour k > 1: (a*b)f = (a*)*bF = a*bF (par (v)). Do (a @ b)* = (a*b)*a* =
(e ® Ppsq a*bF)a* = a* & P,y a*bF = a*b. n

4.1.7 Exemple Dans Ry .y, on a a* = 400 si a > 0 et a* = 0 sinon.

4.1.8 Exemple Dans le dioide des relations défini en 1.0.12,ona R* = e D RO R?*@. ... 1l s’agit de
la fermeture réflexive transitive de R (i.e. la plus fine relation réflexive et transitive plus grossiere

que R).

4.1.9 Exemple Soit A un alphabet, et [ € A. Dans P(A*), on a {I}* = {_ LI, U..}. On
observera que la notation A* pour le monoide libre formé sur A est consistante (on a A* = {_} U
AUA.AU...). A* s’interpréte comme ’ensemble des mots formés sur A4, et AT comme I’ensemble
des mots de longueur au moins 1.

4.2 Equations implicites matricielles et interprétation combinatoire

La Proposition 4.1.1 s’étend au cas matriciel (A € D™*" et b € D"*P). Classiquement, le calcul des
étoiles de matrices se réduit aux calcul d’étoiles de scalaires via une élimination de Gauss. On a
par exemple 'algorithme suivant, fort simple (cf. Backhouse & Carre [4], Gondran & Minoux [47]):

4.2.1 Algorithme (de Jordan) Soit A une matrice n X n a coefficients dans un dioide complet,
et AO) . AW les matrices définies par:

pouri,7=1,...,n AR — gD @ Ag:_l)(Aﬁ_l))*Ag_l). (4.2.a)

On a AW = A+,

Le terme Agz_l) sera qualifié de k-ieme pivot par analogie avec I'algorithme de Gauss usuel.

Preuve Soient a;; n? lettres. Nous introduisons la matrice générique
2 Q[ij = Q.

1l suffit de montrer le résultat pour la matrice générique en raisonnant dans le dioide complet libre
B((a;;)) engendré par les lettres a;;. (cf. 2.3.5). La preuve repose sur U'interprétation des séries en
termes d’ensembles de chemins du graphe associé a la matrice 2 (voir aussi [85]).
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4.2.2 Définition (Chemin) On appelle chemin de longueur k de j a i un mot de la forme

P = @iy Qinig - - - Qi g iy,

avec® i; =1 etip = 7.

On dira que le chemin passe éventuellement par I si ig,...,ix—1 € I (mais tous les i € I ne sont
pas forcément atteints). Le coefficient a;; s’interprete comme le chemin de longueur 1 allant de j a
i. nous renvoyons le lecteur a [4, 47] pour une preuve algébrique de ’algorithme de Jordan. Nous
le déduisons d’une interprétation combinatoire de I’élimination de Gauss, qui nous sera utile dans
la suite.

4.2.3 Lemme ngf) est égal a la somme des chemins de longueur au moins 1 de j a v passant
éventuellement par les sommets 1,..., k.

Preuve par récurrence. Dans (4.2.a), le second terme ngg_l)(ﬁ;i_l))*ﬁg;_l) s’interprete comme
la somme des chemins de j a k puis de k& & k, puis de k£ a ¢, ces chemins passant par ailleurs
éventuellement par 1,...,%k — 1, soit la somme des chemins de j a ¢ passant au moins une fois par
k et éventuellement par 1,...,k — 1. Les chemins ne passant pas par k ont été déja énumérés dans
le premier terme de (4.2.a). La récurrence en résulte. n

(r)

Finalement, ;" est égal a la somme des chemins de longueur au moins 1 de j a 7, i.e. QLE;) = Ql;';
Cela acheve la preuve de 4.2.1. n

On a les deux conséquences immédiates suivantes:

4.2.4 Corollaire [ ’étoile du k-iéme pivot ngz_l) est €gale a la somme des circuits passant par k

et éventuellement par les sommets 1,...,k — 1.

4.2.5 Corollaire La somme des étoiles des pivots est égale ¢ la somme des circuits du graphe. La
somme des pivots est supérieure aux circuits élémentaires de longueur au moins 1.

4.2.6 Exemple (Enumération des chemins) On illustre l'algorithme de Jordan 4.2.1 sur le
graphe & 2 sommets représenté sur la Figure 0.1. Soit

#Noter que le chemin se lit de la droite vers la gauche.
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la matrice A1 représente alors les chemins non triviaux du graphe. On a en appliquant 4.2.1:
af, @ aiaro(ag ® analars) anal; aljaia(as © agal ayz)*
X = A+ _ 11 11 %12 422 21411 %12 21411 11%12\ @22 21417 i2 (4 9 b)
- - e % b b ? b
(azz B az1aiia12) azal, (az2 B az1aiia12)

et en développant Ad,

+ _
ATy = a2 @ az1a12 @ az1a11a12 B azgaziar O agrazaz O ...

ce qui est bien ’ensemble des chemins de 2 a 2.

La notion suivante nous sera utile dans la suite.

4.2.7 Chemins commutatifs Nous dirons que p € B[a;;]] est un chemin commutatif de j a i
si c’est 'image commutative d’un chemin p’ € B((a;;)). Définition analogue pour les circuits. Par
exemple, a12a13a91 est un chemin commutatif de 1 & 3 car aq2a91a13 est un chemin de 1 a 3. L’intérét
d’un chemin commutatif tient au fait immédiat suivant:

4.2.8 Lemme Un chemin p commutatif de j a1 se factorise sous la forme

IR (3] ny
p=peg ...,

ot p est un chemin élémentaire de j a 1 et les ¢; sont des circuits élémentaires.
4.2.9 Exemple Le chemin non commutatif de 7 & 6, p = ag1G12024041 013032021 a17 peut s’écrire

— ol / _ _ H — oA !
p = p'cicy, avec p' = agrayr et ¢; = ay2a24a41, €2 = (13032021 ou bien p = p'cicy, avec ¢ = ajzan
!
et 62 = a94Q41413032.

5 Résiduation

Une référence de base est Blyth et Janowitz [11]. Les applications résiduables sont parfois appelées
correspondances de Galois (cf. Remarque 5.1.9 ci-dessous).

5.1 Applications résiduables

5.1.1 Proposition Soient F et F' deur ensembles ordonnés, et f: E — F une application crois-
sante. Les deux propositions suivantes sont équivalentes:

(i) il existe g 1 F' — E croissante, telle que fog <Idg et gof > Idp,
(ii) pour tout y appartenant a F, Uensemble {t € E'| f(t) <y} admet un plus grand élément.

Preuve Supposons (i). Si f(1) <y, t < gof(t) < g(y). De plus, fog(y) <y ce qui montre que g(y)
est le plus grand élément de {t € F' | f(t) < y}. Réciproquement, I"application ¢ : y — max{t €
E| f(t) <y} vérifie (i). n

5.1.2 Définition Une application croissante f est dite résiduable si et seulement si elle vérifie les
conditions de la proposition 5.1.1. L application f1 ainsi définie:

y— fl(y) =max{t € E| f() <y} (5.1.a)

est appelée application résiduée de f.
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On note ResT(E, F) ’ensemble des applications résiduables de ' dans F. On dira que f, croissante,
est dualement résiduable si elle vérifie les deux conditions équivalentes:

(iii) Il existe g : ¥ — F croissante, telle que fog > Idg et gof < Idp
(iv) Pour tout y appartenant a F', I’ensemble {t € F'| f(¢) > y} admet un plus petit élément.
L’on notera alors

fHy)=min{t € E| f(1) >y}, (5.1.b)
appelée résiduée duale de f. L’ensemble des applications dualement résiduables de £ dans F’ sera

noté Res!(E, F).

5.1.3 Proposition L’application f — f1 est un bijection décroissante de (ResT(E,F),g) dans
(Res'(F, E),<).

Preuve En comparant (i) et (iii), il est clair que f est la résiduée duale de fT. "

Voici quelques exemples bien connus d’applications résiduées:

5.1.4 Exemple (image réciproque) Etant donné une application f : A — B, lapplication as-
sociée @5 1 (P(A),C) — (P(B),C),¢s(X) = f(X) est résiduable. On a @}(Y) = f7YY) (image
réciproque de Y par f).

5.1.5 Exemple (conjuguée convexe) La transformée de Fenchel

Fi (RO oo}, 2) — (RU £}, <), 7f(p) = suplps — f()],

est résiduable (noter le renversement de l'ordre entre les ensembles de départ et d’arrivée), et I'on

aFl=F.

5.1.6 Exemple (partie entiére) L’injection canonique (Z,<) — (R, <) est résiduable. Elle ad-
met pour résiduée Papplication “partie entiere”.

5.1.7 Exemple (orthogonal) Munissons R” du produit scalaire usuel. I’application
(P(R™),C) — (P(R"),D), X—Xt={yeR"| VeeX, z.y=0}

est résiduable.

Un certain nombre de propriétés s’établissent immédiatement:

5.1.8 Proposition Pour toutes f, i, g € Res'(E, F), on a:
(i) foflef = f

(i) flofoft = f1

(iii) (fog)! = glof!

) (fvl=fTagh

(v) Si E et I' sont des treillis complets, on a (\/; fi)1 = \; f;.

(iv
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Preuve (i): f = foldg < fo(flof) = (fofNof < Idpof = f. Démonstration analogue pour (ii).
(iii): (fog)o(glofT) = fo(geg)of! < foldof! < Id. L’autre égalité de 5.1.1,(i) se montre de maniere
analogue.

(iv): on décompose ¢ — f(1) V g(t) comme le produit des applications suivantes:

B2 p?r g2 ope 2ap
te (1) (u,v) = (f(u),g(v)) (z,y)—2Vy

et ’on applique (iii) en remarquant que les applications résiduées associées a cette décomposition
sont données par:pl((2',y) = 2’ Ay, ol(u/,v') = (f1(u), ¢ ("), o)(¥') = (',¢). On a ainsi:
(FV ) = (p3009001)! = cplocp;ocp; = fT A gl. Preuve identique pour (v). n

5.1.9 Remarque Il faut bien noter ici le renversement de l'ordre entre les ensembles de départ
et d’arrivée dans 5.1.7. Certains auteurs [43] appellent correspondances de Galois les applications
résiduables générales, d’autres plus classiques, comme Ore [78], réservent cette dénomination a la
donnée de deux applications décroissantes f: ' — F et g: F — E telles que fog > Id et gof > 1d,
ce qui est une généralisation immédiate de la correspondance de Galois usuelle [90]. La notion de
correspondance de Galois au sens de Ore et la notion d’application résiduable coincident donc a un
renversement de ’ordre pres sur I'un des deux ensembles. L’intérét de ce renversement est manifeste
dans la formule (iii) ci-dessus: la composée de deux applications croissantes est croissante, et ’on
peut donc composer les applications résiduables, ce qui n’est pas le cas pour des correspondances

de Galois.

5.1.10 Proposition Soient (E,<) et (F,<) deuzr ensembles ordonnés complets de plus petits
éléments respectifs e et ep. Une application croissante f : (E,<) — (F,<) est résiduable si
et seulement f est continue et f(eg) = cf.

Preuve Si f est résiduable, ’ensemble {z | f(z) < ¢} admet un plus grand élément z( et par
croissance de f, f(e) < f(wg) < e. L’autre inégalité est triviale. Montrons que f est alors continue.
On a pour toute partie X de E f(V cx %) > V,ex f(2) (par croissance de f). En outre:

OV @) <OV flof(@) < fofU(CN fla)) <V f(a),

rzeX rzeX rzeX reX

ce qui montre que f est continue. Réciproquement, si f(¢) = ¢, pour tout y € F, ’ensemble
X =A{x| f(2) <y} est non vide. En outre, par continuité de f, f(\,cx ) = Voex f(2) et donc
X admet un plus grand élément, ce qui satisfait la condition 5.1.1,(ii). ]

5.1.11 Définition On appelle fermeture une application croissante ¢ : | — FE, telle que podp = &
et ¢ > 1Id.

5.1.12 Proposition Une fermeture résiduable ¢ vérifie (i): ¢ = ¢log et (ii): ¢ = dodd!.
Preuve ¢ = Ido¢ > dodlotd > dlod = dlododd > Idosd. Preuve duale pour (ii). "

5.1.13 Définition (Fermés) Si f est résiduable, flof est une fermeture, et l’on appelle fermés
les éléments de la forme flof(x).

On définit de maniere analogue une fermeture duale, et ’on constate que f est une bijection de
I’ensemble des fermés sur ’ensemble des fermés duaux.
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5.1.14 Exemple Pour les exemples déja traités, les fermés sont respectivement 5.1.5: les fonctions
convexes sci ne prenant jamais la valeur —oo ou la prenant identiquement (cf. [2]), 5.1.6: les nombres
entiers, 5.1.7: les sous espaces vectoriels de R™.

5.1.15 Lemme (de projection) Soit E un ensemble ordonné complet et F un sous ensemble
complet de F contenant Uélément minimal de F, . L’injection v+ : F — FE est résiduable.
Lapplication résiduée pr p = 1! vérifie:

(i) prpoprp = prp,

(i) prr < ldg,

(ili) € F & prr(z) = 2.

Preuve La résiduabilité de 2 résulte de 5.1.10. (i): 2Tor! = (202)T = 21. (ii): pr p = 2opr g = 102! < Id.
(iii): si @ € F, alors ¢ = 2(x), donc pr g(x) = prpor(x) > x. L’autre inégalité est donnée par (ii). La
réciproque est triviale. n

Les propriétés (i) et (ii ) affirment que prp est une fermeture duale, la propriété (iii) affirme
que les fermés duaux sont les éléments de F.

5.1.16 Exemple Soit F = RE, F = Croiss(R,R) sous ensemble complet des fonctions croissantes.

Par application de 5.1.15 au sous ensemble complet des fonctions croissantes, pour tout v € R¥, 1l
existe une plus grande fonction croissante & plus petite que u. On montrera en V,3.3.1 que W est
donnée par

u(t) = inf u(7),

T>t

ce qui se voit aussi de maniere élémentaire.

5.1.17 Exemple En appliquant le dual de 5.1.15 a I’exemple précédent, on a 'existence d’une
plus petite fonction croissante u plus grande que u, donnée par

u(t) = sTli;t) u(T) .

5.2 Dioldes additivement résidués

On étudie maintenant ’équation ¢ & x = b dans un dioide. Sia > b,on aa® x > a > b et donc
I’équation @ & = = b n’a pas de solution. Cependant, I'inéquation a @ = > b admet toujours la
solution triviale z = b. On est ainsi conduit a considérer les inéquations de type (0.0.b).

5.2.1 Définition Le dioide D est additivement résidué si pour tout a € D, Uapplication 7, : v —
z @ a est dualement résiduable.

En d’autres termes, D est additivement résidué si pour tous a et b € D, 'inéquation
abx>b (5.2.a)

admet une plus petite solution. On notera b B a(= 7!(b)) cette plus petite solution, et on lira “b
moins-résidué a”.

5.2.2 Définition D est un dioide inf-complet distributif si et seulement si:
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(i) toute partie X de D admet une borne-inf pour Uordre naturel,

(i) (Apex ) By = Npex(@®y)
5.2.3 Proposition Un dioide inf-complet distributif est additivement résidué.

Preuve On note que b € {a | 7,(z) = b} # 0. Cet ensemble admet un plus petit élément car 7,
est dualement continue. n

5.2.4 Remarque Le treillis sous-jacent & un dioide inf-complet distributif n’est autre que le dual
d’une “algebre complete de Heyting” ([43], Chapitre 0).

Les propriétés principales de opération moins-résidué sont:

5.2.5 Proposition Pour tout u,v,w € D (D additivement résidué), on a
(i) z — 2 B u croissante

(ii) « — u B & décroissante

(i) uHu=c¢

(iv) (wBv)Bw=uB (v w)

(V) (udv)Bw=(uBw)d (vBw)

(vi) ubv=(uBv)Pv
(vii

) u

(viii

(uBv)w = vwBvw (égalité si w inversible)

HuBwv) <.

En outre, lorsque D est inf-complet distributif:
(ix) wB(uAv)=(wBu)® (wBv)
(x) u=(uBv)d (uAv).

Preuve : (i),(ii),(iii): immédiates.

(iv) se réécrit 71 [} (u)] = (Tp0m0) ! (u), qui n’est autre que 5.1.8,(iii).

(v): exprime que 7} est un @-morphisme, ce qui est vrai, car 7} est résiduable, donc continue (cf.

5.1.10).

(vi): provient de ce que 1, est une fermeture, 7,07, = 7, et 7, > Id (cf. 5.1.12).

(vii): résulte de ce que vw & (v Bv)w = (v & (v B v))w > uw. En obtient ’égalité en notant que

(vw Bow)w™! > uwB v lorsque w est inversible.

(viii): résulte de (u B v) & v > u.

(ix): si la borne-inf distribue par rapport au @, on a Tyay = Ty A Ty, €t par le dual de 5.1.8,(iv), on

a Ti/\v =7l @7}, soit (ix).

(x): ce fait est spécifique a I'opération B. On a (uBv)® (v Av) = ((uBv)Bu)A((vBv)Bv)=
A(udv)=u. n

5.2.6 Exemple Le dioide des parties de R munies de ’union et de la somme vectorielle est ad-
ditivement résidué, et A B B = A\ B (différence ensembliste). On a RT™ B {0} = R** mais
(RT+R)B ({0} +R)=RBR = 0, ce qui montre que I'inégalité dans 5.2.5,(vii) peut étre stricte.
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5.2.7 Exemple Dans Ry, onazBHy=¢siz <yet xHy=a sinon.

5.2.8 Contre exemple Le dioide des parties compactes convexes de R? (cf. 1.0.11) n’est ni inf-
complet distributif, ni additivement résidué. On a

conv((ANB)UC) Ceconv(AUCC)Neconv(BUC), ie. (ANB)sC C(AaC)n(BgC) ,

mais ’égalité est en général fausse (méme en dimension 1, considérer dans R les parties A =
{1}, B = {2},C = {0}), de sorte que la propriété de distributivité 5.2.2 est déja en défaut pour des
inf finis. Sur la Figure 0.2, on a représenté deux élément minimaux non comparables Xg et X; de
I’ensemble des solutions de X & B D A.

X

A (en gris)

B (en noir épais)

Figure 0.2: Un dioide non additivement résidué

5.3 Dioides multiplicativement résidués

On considere maintenant 1’équation az = b. Dans la mesure ou ’ensemble des sous solutions est
non vide (il contient ¢), on introduit naturellement I'inéquation (0.0.c).

5.3.1 Définition Le dioide D est multiplicativement résidué si pour tout a € D, les homothéties
a gauche et a droite, respectivement A, @ @ — ax et p, : & — za, sont résiduables.

On notera

a\z = A

() =max{z | ax <b}
z/a=pl(z

=max{z | za < b} .
5.3.2 Proposition Un dioide complet est multiplicativement résidué.

Preuve résulte immédiatement de 5.1.10. n

Les propriétés suivantes sont élémentaires:

5.3.3 Proposition Pour tout (u,v,w) € D3, (D dioide multiplicativement résidué), on a
(i) z — u\z croissante

(ii) @ — a\u décroissante
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si u inversible, u\v = u~1v

w\(v\u) = (vw)\u
(u\v)/w = u\(v/w).
(

w\v)w < u\(vw) (égalité si w inversible)

(iii

i)
(iv)
v)
(vi)
(vii) w\(u P v) > w\u B w\v (égalité si w inversible)
(viii) (v/w)\u = w(v/u) (égalité si w inversible).

En outre, lorsque D est un inf-dioide:
(ix) w\(uAv) = w\urw\v et w\(A; w;) = A\; w\u; pour une famille infinie {u;} si D est complet,
(x) (v v)\w = (v\w) A (v\w) et (B, ui)\w = A\;(u;\w) pour une famille infinie {u;} si D est

complet,

(xi) (uAv)\w > u\wdv\w
Formulations duales pour les quotients a droite.

Preuve (i),(ii),(iii): immédiates.

(iv): résulte de 5.1.8,(iii).

(v): se réécrit Alopl (v) = pl oAl (v). Or Ayopy, = puody, d’ott par 5.1.8,(iii), pl oAl = Al opl .

(vi): on a u(u\v)w < vw, d’ott (u\v)w = u\(vw). Si w est inversible, (u\v)w = (uv\(vww™))w =
(u\vw), d’ou I’égalité.

(vii): argument analogue pour l'inégalité. 1.’égalité résulte de (iii).

(viii): on a (v/w)w(v\u) < v(v\u) < u, d’ot 'inégalité. Si w est inversible, on a:

(v/w)\u = (vw™)\u (dual de (iii))
—w\(o\w)  (via (i)
=w(v\u)  (via (iii)).
(ix): Papplication A} est dualement résiduable, donc dualement continue (5.1.10).

(x): résulte de 5.1.8,(iv),(v).
(xi): clair. n

5.3.4 Exemple Le dioide Q U {£o0}, muni du max et du +, est un inf-dioide additivement et
multiplicativement résidué, mais n’est pas complet.

5.3.5 Exemple Dans Ry, le quotient est donné par:

a\b=b—a si a et b sont finis
a\(+o00) = (+00) pour tout a
a\e =¢ pour tout a fini
e\a = (+00) pour tout a

(+oo)\a=¢ pour a # (+00).

Il faut bien voir que (+00) ® e =“(+00) + (—00)"= ¢ = —oo alors que /e =“—00 — (—00)"= 400,
de sorte que la notation “a — b” est ambigué pour des valeurs infinies des parametres.
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5.4 Résiduation matricielle
Le résultat suivant est du a Blyth [10]:

5.4.1 Proposition Si D est un inf-dioide multiplicativement résidué et A € D"*P alors les appli-
cations Ay : DPXF — D¥F X v AX et py : DI — DIXP X — X A, sont résiduables, et Ion
a:

K
(AL (B)ij = N Au\By (5.4.a)
I=1
(ph(B))ij = /q\Bu/Aﬂ : (5.4.b)
=1

Preuve Les propositions suivantes sont équivalentes:

AX < B
Vi, j, @y AixXk; < By
Vi, 7, k, Aika]‘ =< Bij
Vi, 7, k, Xk]‘ =< Aik\Bij
Vik, X <A Ai\Bij .

D’ou (5.4.a). n

L’on notera A\ B pour /\L(B) et B/A pour pL(B). L’on vérifie que le formulaire 5.3.3 s’étend
aux cas matriciel pourvu que les dimensions des matrices soient compatibles.

5.4.2 Remarque On notera que A\B a la méme dimension que AT B et que B/A a la méme
dimension que BAT.

5.4.3 Exemple Dans Nppem (cf 1.0.9), on considere le systeme d’inéquations:

ppem(2zy, 3z2) < 12
{ ppem(5a1, 2%x;) < 240, (5.4.c)
i.e.:
2 3 1 n 22 %3 12
< - . . .
[522][$2]_[Q4x3x5] [240] (5.4.d)

On a par application de (5.4.a):

1 =(22x3)27N (2 x3x5)/5=2x3=6
x2 = (22 x 3)/3A(2* x 3 x5)/2% =2% = 4.

On vérifie que [21,24]" est solution de (5.4.d) (et satisfait méme 1’égalité).

5.4.4 Cas des demi-corps idempotents On a vu en 2.1.10 qu'un demi-corps idempotent non
trivial D n’admettait pas de plus grand élément. En conséquence, l'inéquation scalaire ¢.2 < ¢
n’admet pas de solution maximale, et D n’est pas multiplicativement résidué. Cependant, les ho-
mothéties A, :  ~— az non triviales (i.e. @ # ¢) sont résiduées, et I'on a Al(b) = a~'b. Dans le
cas matriciel, les homothéties non dégénérées s’averent également résiduables, et I’on a I'extension
suivante de 5.4.1:
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5.4.5 Proposition Soit D un demi-corps idempotent, A € D"*P. L’application Ay : DP*F —
DXk X s AX est résiduable si et seulement si A n’a pas de colonne nulle. A\B est donné par la
formule (5.4.a), ot Uinf est restreint aux | tels que Ay # €.

5.4.6 Autre point de vue On retrouve 5.4.5 en adjoignant au demi-corps idempotent D un
élément oo vérifiant @ G oo = oo et * W o0 = 0o ®x = oo pour z # . On constate que le
dioide D U {oc} ainsi obtenu est un inf-dioide multiplicativement résidué, dans lequel la théorie
précédente s’applique.

Le résultat suivant est une généralisation immédiate de 5.4.1 en dimension infinie.

5.4.7 Quotient résidé du produit de sup-convolution Dans Rﬂiax (cf.2.1.8), 'opération rési-
duée du produit de sup-convolution est donné par

(\g)(x) = NLF(t—2)\g(1)] (5.4.e)

teER

ot \ dans le membre de droite dénote le quotient de Ry.y . Pour des valeurs finies de f et g, on a
avec des notations plus familieres:

(F\9)() = inf[—F(t = ) + g(0)] - (5.4.0)

5.5 Caractérisation des familles génératrices minimales

On examine ici comment, étant donné un moduloide de type fini, on obtient une famille génératrice
minimale.

5.5.1 Hypotheése D est un dioide additivement résidué tel que les homothéties de rapport non nul
sotent résiduables, et:

(i) Vu, A\e D, A <e=uB lu=u,
(ii)) Yu# e, ufu=e.

En particulier, un dioide integre (cf. §1,(1.0.b)) totalement ordonné vérifie ’hypothese 5.5.1(i) et
vérifie (ii) des que u/u est bien défini. On verra plus loin que le dioide Ry [ X ] vérifie également
ces hypotheses.

5.5.2 Lemme Sous Uhypothése 5.5.1, on a:
(i) u#ecetu=au = a=ce,
(i) B ...0u, =€ = Fe{l,...,n}, u; =e¢,

(i) @ < e et uw = au G v entraine u = v.

Preuve (i): On a e = u/u = (au)/u > a(u/u) = a. Si @ < e, on a d’apres 5.5.1,(1) v = au =
wB (au) = v = (au) B (au) = : absurde.

(ii): On asiVi,u; < e, e =eBu = (u2Bu1)P...H (u, Buy ), comme u; Bug < u; < e, on obtient
apres une récurrence immédiate une absurdité.

(iii): Trivialement, u > v. On a d’apres 'hypothese 5.5.1,(i), v = v B (au) = (au @ v) B (au) =
[(au) B (au)] @ vB (au)] = & [v 8 (au)] < v. n

Le résultat suivant est du a Moller [72] et Wagneur [97, 99], & un raffinement preés des hypotheses.
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5.5.3 Théoréme Soit I un ensemble et V un sous moduloide de type fini de DV. Sous Uhypothése
5.5.1, deux familles génératrices minimales {u;}ier et {vj}jes de V sont reliées de la maniére
suivante:

A e (P\ {e})!, 3o bijection I — J, Viel, v = Aivy(iy -

En outre, les scalaires A; sont inversibles dans D.

5.5.4 Définition (Dimension faible) Sous I’hypothése 5.5.1, on appellera dimension faible d’un
sous-moduloide V' de type fini le cardinal d’une famille génératrice minimale de V. Lorsque V n’est
pas de type fini, on le dira de dimension faible infinie.

Le Théoreme 5.5.3 affirme “I’unicité” de la base faible (a 'ordre des vecteurs de bases et a une
“dilatation” pres de ceux-ci).

Preuve Les familles {u;} et {v;} étant génératrices, on a des relations de la forme:
u; = @/\ijvj, v = @Mjkuk .
JE€J kel
En remplacant v; dans le premier membre, on obtient
u; = @ AijtRUE (5.5.a)
jed kel
En projetant (5.5.a) sur une coordonnée non nulle de u;, on obtient
ub = P Nijpgius
J€J,
Il résulte de I'hypothese 5.5.1,(ii) que ;5 Aijuji < ul/ul = e. On obtient I’égalité par application
du Lemme 5.5.2,(iii): on contredirait la non redondance de la famille. On a donc
D Nijuji =
J€J,
D’apres le Lemme 5.5.2,(ii), il existe j; € J tel que A;;,p5, = e, d’ont
Ui = Nij Vg 7 Niji it = Wi

et Iégalité u; = A;;v;,, ainsi que par 5.5.2,(i), A;jp;,; = e. L'application i — o(7) = j; est
clairement une bijection de I dans J. ]

5.5.5 Algorithme Soit V = Vect<ui>1§i§p un sous moduloide de D™. Via 5.5.3, on obtient une
famille génératrice minimale de V' de la maniére suivante: 1/ si aucun vecteur n'est redondant,
{u;} est une base faible de V.. 2/ si l'on trouve un vecteur redondant, on le supprime de la famille
{u;}, et on recommence en 1/.

Ainsi, la détermination d’une famille génératrice minimale exige seulement de savoir vérifier la re-
dondance d’un vecteur, ou plus généralement de déterminer si un vecteur v appartient a vect{u;);e.
Soit U la matrice obtenue en concaténant les vecteurs u;. On a

v € vect(u;) & v=U(U\v) .

Ainsi, le probleme est ramené au calcul du quotient résidué d’un vecteur par une matrice. Quitte
a supprimer les vecteurs nuls de la famille u;, on pourra supposer que U n’a pas de colonne nulle
et appliquer 5.4.5.
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5.5.6 Exemple Soit V le sous moduloide de R3 _engendré par les trois vecteurs suivants:

1 3 4
Uy = 2 , U = 3 , Uz = 4
3 1 4
On a
1 3 1 3 4 1 3 1 4
[ul,uﬂ([ul,uﬂ\u?,) = 2 3 2 3 \ 4 = 2 3 [ 1 ] = 4 = us,
3 1 31 4 3 1 4

d’ou 'on déduit que us est redondant. Les vecteurs uq et uy n’étant pas proportionnels, la famille
{u1,uz} n’est pas redondante et constitue donc une famille génératrice minimale de V.

5.5.7 Remarque On notera qu’étant donnée un moduloide V' engendré par une famille infinie
{v;}icr il est équivalent de dire que V est de type fini et qu’il existe une sous famille finie ex-
traite de {v;} engendrant V. Soit en effet une famille finie {w, ..., w;} engendrant V. Chaque w;
s’exprime comme combinaison linéaire finie des v; soit w; = @lelj Aoy, donc la sous famille finie
de {v;}ier,u...1, est génératrice.

5.5.8 Idéaux de type fini de Ry, [X]

Riax[X] est naturellement muni d’une structure de Ryyax[X] moduloide. On appellera ici idéaux
(resp. idéaux de type fini) (par analogie avec ’algébre usuelle et non avec la théorie des treillis) les
sous-moduloides de Ry,ay[X] (resp. de type fini). Notons que Ry, [ X ] vérifie 'hypothese 5.5.1, le
point (ii) étant non trivial.

5.5.9 Lemme Pour tout polynome u € Rya X ], on a u\u = e.
Preuve Soit v = @F_, u; X'. D’abord, si bX" # ¢, on a
(bX")N\u = @ b~y X
r<i<p

comme il résulte d’'une vérification immédiate. On a ensuite par A-distributivité:

u\u = /,\ up X*) (@UX)

k=0
= N DX (5.5.h)
0<k<p, up#e k<i<p

-1 _ 9
p Up = €. L’autre

inégalité est immédiate. m

En considérant le terme k = p (u, # €), on trouve que u\u est majoré par u

Ainsi, le Théoreme 5.5.3 s’applique, et un idéal de type fini de Ryax[X] admet une unique
famille génératrice minimale (& une permutation et une dilatation pres des vecteurs de base). Soit
par exemple [ I’idéal engendré par les trois polynémes suivants:

P=ed X% Q=¢edpX, R=cep X’ X*'e X3¢ X? .
On a:
R/IP = (ed X0 X' X0 XN (e X2 X' X?D X))/ X? =€ X?
R/Q = ...=X%.

On constate que R = (R/P)P & (R/Q)Q), ce qui montre que R est redondant. Finalement, {P,Q}
est une famille génératrice minimale de I’idéal 1.
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6 Matrices inversibles dans les demi-anneaux positifs

On étudie ici les matrices inversibles. On introduit une classe de demi-anneaux dits positifs qui
couvrent typiquement le cas du cone positif d’un anneau ordonné sans diviseurs de zéro ou le
cas d’un dioide sans diviseur de zéro. On montre que les matrices rectangulaires inversibles &
gauche contiennent une sous matrice monomiale de taille maximale (produit d’une matrice diagonale
a coefficients diagonaux non nuls par une matrice de permutation). Dans un demi-corps, cette
condition est suflisante, ce qui généralise un Théoreme bien connu sur les matrices de Boole. On
étendra dans la section suivante ces résultats aux applications linéaires inversibles.

6.1 Préliminaires

6.1.1 Définition Le demi-anneau P est positif s’il est sans diviseurs de zéro et si de plus

abb=c=>a=cetb=c . (6.1.a)

Si P est ordonné, la condition suivante entraine (6.1.a).
Ya,b € P, a®b>=a. (6.1.b)

Il résulte qu’'un dioide sans diviseurs de zéro est positif, ainsi que le cone positif d’un anneau
integre ordonné. La caractéristique majeure des demi-anneaux positifs est d’étre homomorphes au
demi-anneau de boole B.

6.1.2 Observation Le demi-anneau P est positif si et seulement si 'application 7, P — B,

ﬂ(a):{g sia=c¢

e sinon

est un homomorphisme de demi-anneaux.

On étend 7 aux matrices en posant (7(A));; = 7(A;;) et Pon a alors pour des matrices de tailles

compatibles: 1(A @ B) = n(A) & 7(B), W(A%):: T(A)T(B).

6.1.3 Définition (Matrices monomiales) Les matrices de la forme DP ot D est une matrice
diagonale a coefficients diagonaux non nuls et P une matrice de permutation sont dites monomiales.

6.1.4 Lemme A est monomiale si et seulement si m(A) est une matrice de permutation.

Preuve Si A = DP, alors 7(A) = n(D)n(P) = 1dP = P. Réciproquement, si P = w(A) est une
matrice de permutation, alors D = AP~! est diagonale (car 7(D) = n(A)x(A)~! = 1d), et donc
A=DP. "

1l résulte de la preuve du lemme que ’écriture A = DP est unique. En notant que DP =
P(P~YDP), on voit qu’il est équivalent de définir les matrices monomiales comme des matrices de
la forme PD’.



46 CHAPITRE 0. PRELIMINAIRES

6.2 Matrices inversibles

On dira qu'une matrice A est inversible a gauche s’il existe une matrice B telle que BA = Id.
Le résultat suivant généralise un fait bien connu pour les matrices de Boole carrées (Théoréme de
Wedderburn, Rutherford [100, 88]). L’argument est adapté de Berman et Plemmons [6] qui donnent
le résultat pour des matrices & coefficients dans RT.

6.2.1 Théoréme Une matrice de Boole A de taille n X p est inversible a4 gauche ssi 'on peut
extraire de A une matrice de permutation de taille p X p.

Preuve Notons ¢;; le booléien valant e si i = j et ¢ sinon. De

P
P BixArj = 6
k=1
on tire une application {1,...,p} — {1,...,n}, j = @(j) telle que B ;y = e, Ay ); = e et
Ay = € pour | # j. Autrement dit, la ligne ¢(j) de la matrice A a un seul élément non nul
sur la colonne j, donc ¢ injecte {1,...,p} dans {1,...,n} et la matrice formée des lignes d’indices
@(1),...,¢(p) est une matrice de permutation de taille p. "

Plus généralement:

6.2.2 Théoréme Une matrice carrée A a coefficients dans un demi-anneau positif P est inversible
a gauche si et seulement si elle est monomiale (A = DP), les coefficients diagonauz de D étant
inversibles a gauche.

Preuve Si A est inversible & gauche, alors 7(A) est inversible a gauche dans B**", donc par
6.2.1, 7(A) = P (matrice de permutation), d’ot 'on déduit via le lemme 6.1.4 que A = DP est
monomiale. A est inversible & gauche si et seulement si D est inversible a gauche, i.e. si tous les
coeflicients diagonaux de D sont inversibles a gauche. m

6.2.3 Remarque La décomposition A = DP est I'analogue dans un demi-anneau positif de la
décomposition polaire (décomposition de Cartan) des matrices complexes non dégénérées, qui af-
firme qu’une telle matrice s’écrit de maniére unique comme produit d’une matrice symétrique (en
'occurrence D) et d’une matrice orthogonale (en 'occurrence P telle que Pt = PT). On constate
ainsi que le groupe linéaire d’un demi-anneau positif est réduit a ses éléments triviaux.

6.2.4 Théoréme Une matrice A de taille n X p a coefficients dans un demi-corps posilif est in-
versible a gauche si et seulement si il existe une sous matrice de A de taille p X p monomiale.

Preuve 7(A) est alors inversible a gauche dans B"*" et via 6.2.1, on a une sous matrice de
permutation:

F(A)[I{| = ,F)7
et donc par 6.1.4, A = DP. L]

6.2.5 Remarque Dans le cas d’un demi-anneau positif commutatif, on trouve en dualisant le
théoreme 6.2.2 que A est inversible a droite si et seulement si A = PD pour une matrice diagonale
D inversible & droite, donc inversible, et I’on conclut que les matrices carrées sur un demi-anneau
positif commutatif sont inversibles a gauche si et seulement si elles sont inversibles a droite, ce qui
est un cas particulier d’un résultat prouvé généralement pour les demi-anneaux commutatifs par
Reutenauer et Straubing [86].



7. Inversibilité d’applications linéaires 47
7 Inversibilité d’applications linéaires

Etant donnés F et F' deux moduloides, f € L(E, '), on a I’équivalence des deux propriétés suiv-
antes:

(i) f est injective

(ii) il existe g € L(Im f, F), telle que gof = Id
Cela n’implique pas l'inversibilité a gauche de f (ce qui serait gof = Id avec ¢ € L(F, F)). Dans
le cas particulier ot ¥ = D™ et F' = DP, on souhaiterait se ramener au Théoreme 6.2.4 relatif aux

matrices inversibles a gauche. Il faut pour cela montrer que I"application linéaire ¢ € L(Im f, D™)
se prolonge en une application linéaire g € L(D?,D™).

7.1 Prolongement d’applications linéaires
Le résultat suivant généralise un résultat donné par Kim [55] pour B":

7.1.1 Théoréme Soit K un demi-corps idempotent, V un sous-moduloide de type fini de K",
f € L(V,KP). f admet un prolongement linéaire a K.

Preuve On est dans la situation suivante:
ICTL
Nf
RN
Vv 7—»—/@
Soit i I'injection canonique de V dans K. On peut voir ’équation f = foi comme un probleme de
résiduation.

7.1.2 Lemme (résiduabilité de la composition) Soit h € L(V,K"), et V une partie finie gé-
nératrice de V. Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Pour tout j, Uensemble P(j) ={v € V| h(v); # ¢} est non vide.
(ii) L’application ¢ : L(K™,K?) — L(V,K?), g — goh est résiduable.
Preuve du Lemme. Supposons (i) et montrons que I"application résiduée est donnée par:
(PNe) = N\ (hlv))) " f(o)
vEP(7)
ou e; désigne le j-ieme vecteur de la base canonique. Les propositions suivantes sont équivalentes:
[z goh
VoeV, f(v) = goh(v)

YoeV, f(v) = g(éh(v)jey‘)
YoeV, flv) = éh(v)jg(ey‘)

Y

vie{l..ond, N\ (W) f(v)

vEP ()

g(e;)
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ce qui montre que (i)=-(ii). La réciproque est claire. n

On considere maintenant le cas ou h est I'injection canonique de V dans K”. En supprimant
éventuellement des composantes, on peut supposer la propriété 7.1.2,(i) réalisée. Il faut voir que

ol (f) = f. On a (pop!)(f) = ¢!(f)oi. Montrons que (¢!(f))(v) = f(v) pour tout v € V. On a

n

(M) = Doile'(N)e)

7=1
= @U] ( /\ w_lf )
=1 weP(j)

n

= A 0 (6(7);) 7 F(6(7))

§€{1,..,n} P J=1

- ; (é vjw(j)j)—lé(j))
sed{1,.. ,n}P(J) J=1

Or, pour toute application ¢ € {1,.. .,n}P(j),

n

6_9?}1(5(j)j)_15(j) v

(projeter sur la g-ieme coordonnée et prendre j = ¢), et donc @op!(f) > f. L’autre sens résultant
de la définition de I'application résiduée ¢!, le Théoréme est prouvé. n

7.1.3 Corollaire Toute application linéaire d’un sous moduloide de type fini de K? dans K™ est
représentable par une matrice.

Preuve Une telle application se prolonge en une application f: K?P — K™, qui s’écrit:

= @ xi-f(ez
=1

laquelle formule n’est autre que le produit du vecteur ligne [z4,...,z,] par la matrice formée des
colonnes f(e;) (on remarquera qu’'une application linéaire a gauche se représente par un produit de
matrice a droite). n

7.2 Applications linéaires injectives

7.2.1 Définition Le demi-anneau positif P est dit faiblement archimédien s’il vérifie la propriété
suivante:

Va,y € (P\{e})? I N0 e (P\{e})? Ae=<py, Ny=pao. (7.2.a)

7.2.2 Remarque D’ordinaire, on appelle archimédien un monoide ordonné ou pour tout y, on a
pour & > e un naturel n tel que 2™ > y. Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23] appellent archimédien
un dioide D ou

r#e=>3INeD, Az -y (7.2.b)



7. Inversibilité d’applications linéaires 49

La notion 7.2.1 est plus faible. Par exemple, B[X] est faiblement archimédien mais n’est pas
archimédien au sens de [23] ni au sens classique. Soient en effet P = X et @ = e. Il n’existe
pas de polynéme R tel que PR > ) (considérer la valuation de PR) ce qui contredit (7.2.b). En
considérant P = e ® X? > e et Q = X, on constate que l’on n’a pas P" > @, ce qui montre que
B[X] n’est pas archimédien au sens usuel.

7.2.3 Hypothése P est un demi-anneau positif faiblement archimédien vérifiant (6.1.0).

L’intérét de cette hypothese tient au fait suivant.

7.2.4 Proposition Soit P vérifiant Uhypothése 7.2.3, V un sous-moduloide de PP. Pour toute
application linéaire f de V dans P™, il existe une application linéaire F : 7(V) — B" telle que le
diagramme suivant commute.

f
PPoy —— pr
Tl lﬂ'
B oY) --f-- B

7.2.5 Lemme Sous Uhypothése 7.2.3, on a pour tous u,v € P":

m(u) 2r(v) & I\ pFe, Au=pw

Preuve <: Cela résulte de m(Av) = w(v) pour A # ¢.

=: 51 n =1, c’est la définition méme d’un demi-anneau faiblement archimédien. Pour n = 2, on
peut supposer toute les composantes de u et » non nulles. On a

Aty =2 pvr, Agug = povy .

Si P est commutatif, on écrit AyAqu < (Aguy & A1pg)v et le résultat est acquis. Si P n’est pas
commutatif, c’est & peine plus compliqué. En utilisant (7.2.a), on a Az, us # 0 tels que AzsA; < s,

et donc
Az = izt < Usfiav2
AzAur = Azpqvr

d’otli une inégalité du type Au < pv, avec A = AzAy et p = uspo B Aspq. Le cas général résulte d une

récurrence immédiate. Le lemme 7.2.5 est prouvé. ]

Preuve de la Proposition 7.2.4. Prenons X = 7(u) avec u € V. Il faut vérifier que F(X)
ne dépend pas du choix de w. Si 7(u) = 7(v), alors par 7.2.5, Au < pv, et donc n(f(u)) =
T(f(Av)) = w(f(v)), et égalité par symétrie, ce qui montre que F' est bien défini. On a

F(r(u)®7m(v))= For(u®v) = mof(u P v) = mof(u) B wof(v) = for(u) @ for(v)= F(u) P F(v)

oo

ce qui montre que F' est additive. Trivialement, F(aX )= aF(X) (a ne vérifier que pour a = e et
£). u

7.2.6 Lemme Sous Uhypothése 7.2.3, pour qu’une application linéaire f : PP — P™ soit injective,
il est nécessaire que la matrice de f contienne une sous matrice monomiale de taille p.
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Preuve Soit h € L(Im f, P?) telle que hof = Id. On a en passant aux Booléiens via la Proposition
7.2.4 des applications F et H telles que wof = Fow et moh = How. On peut écrire

hof = 1d
7Tohof:7T
Hoﬂ'ofzﬂ'
HoForm =7

et il résulte de la surjectivité de m que Hol = Idpe. D’apres le Théoreme de prolongement,
I’application linéaire H se représente par une matrice. On peut donc appliquer le Théoreme 6.2.1
qui montre que la matrice Fj associée a F contient une matrice monomiale de taille p. Notons fy
la matrice associée a f. On a Fy = 7(fp) ce qui montre le Lemme. n

7.2.7 Théoréme Sous Uhypothése 7.2.3, une application linéaire ¢ gauche f : P" — P"™ est in-
jective si et seulement st elle se représente sous la forme X — X DP, P étant une matrice de
permutation et la matrice diagonale D étant telle que les applications P — P, z — xD; soient
injective.

Preuve Le Lemme ci-dessus montre que f se représente par une matrice monomiale. Les conditions

d’injectivité de ’application X — DPX sont claires. ]

La proposition suivante résulte immédiatement du Lemme 7.2.6.

7.2.8 Proposition Soit K un demi-corps idempotent. Une application linéaire de D™ dans DP est
injective ssi sa matrice dans la base canonique contient une sous matrice monomiale de taille p.

7.2.9 Corollaire Les seuls éléments intégres de Ryax] X| sont les monomes.

Preuve Cherchons a quelle condition ’endomorphisme Ap : @ — PQ, de Ry, X] est injectif. En
considérant la restriction de Ap : R,,[X] — R, [X], ot p = n + deg P et R [X] dénote le moduloide
des polynémes de degré au plus ¢, on constate que la matrice de P dans la base canonique contient
une matrice monomiale de taille n, ce qui n’est possible que si P est de la forme aX*. n



Chapitre I

Symeétrisation

Introduction

On introduit ici une notion de symétrisation, valide dans un demi-anneau quelconque. Son intérét
essentiel est d’établir de maniere algébrique des identités utiles pour ’étude des équations linéaires.
On obtiendra en particulier une condition nécessaire de type Cramer pour le systeme Az = b
(Théoreme 2.2.1). L’étude des conditions suffisantes ainsi que des systémes plus généraux de type
Az @b = Cz @ d qui requiert des hypotheses supplémentaires sur le demi-anneau, est traitée dans
le chapitre sur les systemes d’équilibres linéaires. On considere essentiellement dans ce chapitre les
propriétés générales et combinatoires. On verra au chapitre suivant qu’il existe dans certains cas
une symétrisation canonique, jouissant de propriétés supplémentaires, et coincidant avec la notion
classique d’anneau symétrisé lorsque 1’on part d’un demi-anneau D ou ’addition est simplifiable.

1 Structure de demi-anneau symétrisé

1.0.1 Définition On appelle demi-anneau symétrisé un demi-anneau (S,®, ®) muni d’une appli-
cation & : S — S vérifiant:

S(a)) & (e(b)) (additivité)
)=ua (involutivité) (1.0.a)
Sla®b)=(8(a)) ®b=a® (5(b)) (réegle des signes).

On notera comme d’habitude Ga pour S(a) et a © b pour a & (Sa).

1.0.2 Définition Soit D un demi-anneau, on appelle symétrisation de D la donnée d’un demi-
anneau symétrisé S et d’un morphisme injectif de demi-anneau i : D — S, tel que i(D) engendre
S.

On notera (8,17) une telle symétrisation. Par “engendre”, on entend que & = (D) & i(D), ou de
maniére équivalente, que S est le plus petit demi-anneau symétrisé contenant ¢(D). Les éléments

de la forme i(a) seront appelés positifs, et 'on notera S% = i(D).

1.0.3 Exemple (Z,+, x, —) est un demi-anneau symétrisé. C’est une symétrisation de (N, 4+, x)
pour l'injection canonique, et I'on a Z% = N.

51
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1.0.4 Exemple L’ensemble des parties de R? muni de I'union, du produit défini par:
A® B ={ab]| (a,b) € Ax B}
et de la symétrie de centre (0,0) est un demi-anneau symétrisée.

1.0.5 Exemple Soit D un demi-anneau. En prenant l'identité pour signe moins (Sxz = z), on
obtient un demi-anneau symétrisé (D, P, @, 1d).

1.0.6 Remarque Etant donné un demi-anneau symétrisé (S, d, ®,6), on a la symétrisation triv-

iale (S,1d).

1.1 Demi-anneau symétrisé libre

1.1.1 Définition Soit (D,+,.) un demi-anneau. On appelle demi-anneau symétrisé libre de D
Uensemble D? muni des lois suivantes:

(a,a")® (b,0") =(a+a,b+ V)
(a,a’) @ (b,b") = (ab+ 'V, ab + a'b)
S(a,a’) = (d,a) .

Soit ¢ l'injection D — D2, i(a) = (a,¢). (D?, 1) est clairement une symétrisation de D, et I’on pourra
identifier « € D & (a,¢) € D

Appelons morphisme de demi-anneau symétrisé un morphisme ¢ de demi-anneau vérifiant
Va,  »(0a) = 6p(a) .
On a alors:
1.1.2 Proposition Le couple (D?,i) est solution (unique @ un isomorphisme de demi-anneau
symétrisé prés) du probléme universel suivant: “pour toute symétrisation (S',i') de D, il existe
un unique morphisme surjectif de demi-anneau symétrisé o : D* — S’ tel que i’ = @oi.”
D2
. ¥
i i

D —> &

Preuve On a nécessairement pour un tel ¢:

pl(e,e)) = poile) =i'(e) et wl(c,€)) = p(Si(e)) = Bp(ie)) = Si'(e) . (L.1.a)

Réciproquement, il est clair que ¢ défini par (1.1.a) convient (¢ est surjectif car &’ est engendré
par i'(D)). L’unicité de (D?, ) vient du fait que si (§”,4"”) est une autre solution du probléeme 1.1.2,

alors on a ¢ et ¢ telles que D? 2 8" 2 D2, avec ¢ opoi = Idoi, et "o = Id découle de 'unicité
d’une telle application. On a de méme @op” = Id. Ainsi, D? et §” sont isomorphes. "

Le fait suivant en résulte immédiatement.

1.1.3 Corollaire Pour toute symétrisation (8',1'), on a avec les notations précédentes:

S ~D% .
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1.2 La relation d’équilibre
1.2.1 Définition On note V la relation dite d’équilibre définie par:

aVbeadb=b2a .

V est clairement réflexive et symétrique, mais n’est en général pas transitive, comme le montre
I’exemple suivant:

1.2.2 Exemple Dans le demi-anneau symétrisé libre de (R*, max, x), on a
(1,0) V (1, 1), (1,1) vV (0,1),

mais (1,0) ¥ (0,1).
De maniere plus précise:

1.2.3 Proposition Si @ est simplifiable dans D, alors V est transitive dans D?. La réciproque
est vraie si Papplication D — D, x — x @ x est injective.

Preuve Si & est simplifiable, alors acb=0Saet bSc = cobentrainent aScH(bsSb)= (bob)P
(¢ a), d’ou en simplifiant a G ¢ = ¢S a, ce qui montre que V est transitive. Réciproquement, si 4
n’est pas simplifiable, alors il existe a # 3 et v tels que ady = f&y. Alors, (a, ) V (7,7) V (5, @),
mais (a, ) ¥ (f,a) (ce qui serait a G a =& 5), et donc V n’est pas transitive. "

Les propriétés suivantes sont conséquence immédiate de (1.0.a).

(i) aVb & aobVe
(i) aVb,eVd = a®cVbad (1.2.a)
(iii) aVb = ac 'V be

On notera

a®=aca, S*={a*| acS}

et 'on appellera équilibrés les éléments de cette forme. On a

(i) a*®Bb*=(adbh)*
(ii) a®b® = (ab® ab)* (1.2.h)
(iii) ab® = (ab)® = a®b

(i) et (iii) montrent que &* est un idéal (bilatere) de S. Lorsque S est idempotent, on a par (i) et
(ii) que S°® est un demi-anneau idempotent ayant e® pour unité.

On notera que a € §* entraine a V ¢, la réciproque étant vraie si 'addition est idempotente ou
si § est un demi-anneau symétrisé libre.

1.2.4 Contre exemple Considérons le corps D = Z /(2Z) muni du signe moins défini par Sz = z.
Pour tout @ € Z/(2Z), on a trivialement & V ¢. Cependant, 1 ne s’écrit pas sous la forme t 5 ¢ =

t1d(t) =2t = 0,ie 1 ¢ D
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1.3 Relation d’équilibre dans un demi-anneau symétrisé libre

On notera §© = {Sa | a € 8T}, ensemble des éléments dits négatifs et SP° = S¥ U ST, ensemble
des éléments dits signés. L’intérét principal des éléments signés est d’étre “presque transitifs” pour
la relation d’équilibre:
1.3.1 Proposition Dans un demi-anneau S = D? symétrisé libre, on a:
(i) trivialisation des équilibres: (a,b) € (SP)? eta Vb= a=1>
(ii) Si D est un dioide, alors (a,b) € (§¥°)2 etaVb=a=10
(iii) substitution:

6 Vb
xeS et {chd == cbV d

(iv) transitivité faible: V(a,c) € S, ¥b € 8¥° aVbetbVe = aVe.
Preuve (i) et (ii) sont claires. Pour (iii), supposons par exemple ¢ = (27, ¢). Les équilibres 2 V b
et cx V d s’écrivent avec des notations évidentes 2T @b~ = bt et ¢ttt @ d™ = ¢zt ®dT. En

rajoutant ¢¥b~ @ c¢~b~ & la derniére égalité: et et Qe b Gd =c a2t Detb B b GdT,
d’ol ¢ctbT Bemb™ Bd™ = bt B ctbT B dt, et ¢b V d. (iv) s’obtient en prenant ¢ = e dans (iii). m

1.4 Valeur absolue dans les demi-anneaux symétrisés libres

1.4.1 Définition On appelle valeur absolue de x = (z+,27) € D? le scalaire || = 2+ @ 2~.

L’application D? — D, z + || est un morphisme de demi-anneau. En particulier, on a I'inhabi-
tuelle formule |a @ b| = |a| D |b].

1.4.2 Lemme Dans un dioide symétrisé libre, on a:

(i) a* = [af*

(i) Ja*| = Jal.
Preuve On a (a™,a7)* = (a*@a™,a" ®a™) = |a]*. Le fait que |a®| = |a| résulte de I"idempotence
de ’addition. n
On a donc pour @ € D¥, |a®| = |a| = a, et |a®|* = «*. Ainsi, 'application # — |z| est un

isomorphisme de dioide D* — D%, I'inverse étant donné par a — 2°.

2 Quelques identités algébriques et combinatoires

2.0.1 Définition On dit que a équilibre fortement b s’il existe t tel que a = bDt*, ce que l'on note

a Ve b.

La relation Y est clairement réflexive et transitive. On notera ¢ oV b pour b Ve a. On a
x Ve y = x V y. La réciproque n’est pas toujours vraie:
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2.0.2 Exemple Dans le demi-anneau symétrisé libre de B[X] (demi-anneau des polynémes & coef-

ficients booléiens), on a X* V (X?%)*, mais X°* ¥e (X?)* et X* 0¥ (X?)°.

2.0.3 Exemple Dans le demi-anneau symétrisé libre de Ry, on a 2 V y si et seulement si @ Ve y
ou xz oV gy, comme il résulte d’une vérification élémentaire.

2.1 Déterminants

Dans un demi-anneau symétrisé commutatif S, on définit le déterminant comme d’habitude:
n
det A = @ sgn(o) ® Ui (i)
ou sgn(o) = e si la permutation o est paire et Se sinon.

On note cof;;(A) le cofacteur (i,5) de A et A*Y la transposée de la matrice des cofacteurs.
Certaines propriétés du déterminant qui sont des identités combinatoires s’écrivent sans difficulté
dans un demi-anneau symétrisé (cf. aussi Gondran et Minoux [47], Reutenauer et Straubing [86]).

2.1.1 Propriétés

forme n-linéaire det(ug, ..., \ug, Bpvi, .. uy) = Adet(ug, ... Uiy, ty)
G pdet(u, ..., v, .., up)
anti-symétrique det(tg(1), -+ ) Ug(n)) = sgn(a) det(uy,. .., u,)
alternée det(ug,...,v,...,v,...,u,) Ve
développement par ligne det A = @j_, aircofx(A)
det A = det A" .

2.1.2 Proposition (Reutenauer et Straubing) On a

(Aade)“' =det A
(AiA); Ve (i) (2.12)

Les formules (2.1.a) se réécrivent
A A = det A. 1d @ R® (2.1.h)

ol R est une matrice de diagonale nulle.

On peut donner pour les propriétés du type 2.1.1 et 2.1.2 des démonstrations combinatoires
ou bien l'on peut dans certains cas recopier les démonstrations usuelles (un échantillon de ces
techniques est donné dans les remarques 2.1.10 et 2.1.11). Nous préférons ici, dans Pesprit des
arguments de Reutenauer et Straubing [86], formuler un “principe de transfert” qui permet de
traduire directement une identité classique dans les anneaux en une identité dans les demi-anneaux

symétrisés

2.1.3 Préliminaire Soient Xy,..., X} k indéterminées et considérons le demi-anneau symétrisé
libre (N[X,])®. On définit la wvalewr du monéme P = aX{l...X,ik en (xq,...,2¢) € S par
Play, ... axp) = (29 .. x;f) B ...0 (2l x;f) (a fois) et 'on définit la valeur d’une somme de
monémes par linéarité. L’application ¢ : (N[X;])? — S qui a un couple de polynémes P = (P*, P7)
associe PY(w1,...,2;) & P~ (21,...2%) est clairement un morphisme de demi-anneau symétrisé.

Ainsi, pour montrer une identité du type 2.1.2 ou 2.1.1 dans un demi-anneau symétrisé quelconque,
il suffit de I’6tablir dans le demi-anneau symétrisé libre (N[a;;])*.
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2.1.4 Proposition (Principe de transfert) Soit P = PT — P~ la différence de deux polynémes
a coefficients dans N. L’identité P(X;) = 0 a lieu dans Uanneau Z[X;] si et seulement si l'identité

PYHX,))oP (X)) Ve

a lieu dans le demi-anneau symétrisé libre (N[X,])*.

Preuve On a PT & P~ V e ssi PT V P~ (1.2.a,(i)), lequel équilibre est équivalent & PT = P~
(1.3.1,(1)). "

On peut méme formuler un peu mieux:

2.1.5 Proposition (Principe de transfert fort) Soient P = Pt — P~, Q = QY — Q~, avec
PT,P~.Q", Q™ € N[X|] tels que P = Q dans Z[X}]. (i) Si QT et Q= n'ont aucun monéme en
commun, alors on a P Ve Q dans (N[X;])?. (ii) Si de plus PT et P~ nont aucun monéme en
commun, alors P = Q).

Preuve (i): Si QT et ~ n’ont aucun mondéme en commun, on a en identifiant les parties positives
et négatives de part et d’autre de PT — P~ = QT — Q~:

Pt =Qt+T, P-=Q +T,

pour un certain polynéme 7" € N[X;], d’ou P = Q $ T°, i.e. P Ve (). (ii) se montre de maniére
analogue. m

2.1.6 Proposition Pour toute matrice A € 8"*" partitionnée sous la forme ((n—1)41) X ((n—
1)+ 1), on a la formule du déterminant par blocs:

Apalny A

n|n _ adj
det A = det [ ) Il ] = det A(u ) tnn © Ay Aol ) Anjn)

[aln)  Gnn (rln)

Preuve On vérifie en effet que les termes a gauche et a droite de I’égalité sont somme de n!
monomes tous différents, et 'on applique 2.1.5,(ii). "

Les propriétés qui suivent résultent semblablement des principes de transfert 2.1.5 et 2.1.4:

2.1.7 Proposition
det(AB) Ve det(A) det(B) (2.1.c)

Plus généralement:

2.1.8 Proposition (Formule de Binet-Cauchy) Soient A et B deux matrices de taille respec-
tivesn xr etrxp, I C[l,n], J C[L,p] avec #I = #J =k. On a:

det(AB)mJ] Ve @ det A[I|K]- det B[KU] , (2.1.d)
K
ot la somme est prise sur l'ensemble des parties K C {1,...,r} de cardinal égal a k (cette somme

étant nulle dés que k > r).



2. Quelques identités algébriques et combinatoires 57

2.1.9 Proposition (Cayley-Hamilton) Soit P4(\) = det(A o Ald). On «a
PA(A) Ve.

2.1.10 Remarque (Preuve combinatoire de 2.1.6) On peut donner une preuve combinatoire
élémentaire de la proposition 2.1.6: il suffit de remarquer que det A, @y, est formé des termes
correspondant aux (n—1)! permutations de {1...n} qui fixent n. D’autre part, un terme quelconque
de A[n|n)A?an)A(n|n] peut s’écrire: an;cof ;i A(n)n)@jn, terme regroupant les (n — 2)! permutations o
telles que o(n) =7 et o(j) = n, chacune affectée de la parité opposée (o présente une inversion de
plus que le terme de cof j;(A) dont elle est issue). En tout, on a compté (n—1)!+(n—1)*(n—2)! = n!
permutations, toutes avec le bon signe. n

2.1.11 Remarque (Preuve coutumiére de 2.1.6) On peut également donner une preuve algé-
brique ordinaire de la méme proposition: développons det A par rapport a la n-ieme ligne:

n n—1
det A = P anrcof kA = ) ank(Se)™ T det A(n|k) & det A () @nn
k=1 k=1

puis développons les n — 1 premiers termes par rapport a la n-ieme colonne:

n—1 n—1

det A = @ ank(@e)n+k @(®€)l+n—laln det A(nl|kn) @ det A(n|n)ann
k=1 =1

n—1

=G @ ankCOflkA(n|n)aln @ det A(n|n)ann .
k=1

2.1.12 Remarque A chaque équilibre dans le demi-anneau symétrisé libre de D, on peut associer
une identité dans D. Par exemple, pour l'identité 2.1.2, on écrit A sous forme de différence de
matrices positives A = AT & A~ idem pour A24 = Aadit o Agadi— et A = detT A S det™ A et l'on
a

ANAY det A.Td & det™ A Td @ A>T AT @ A2V~ 4~ VdetT A Td @ A2V~ A1 @ 42T+ 4~

-via (1.2.a,(i))-, lequel équilibre se trivialise en égalité puisque les termes de part et d’autre de
Iéquilibre sont positifs (cf. 1.3.1,(1)).

2.1.13 Remarque (Preuve combinatoire de la formule de Binet-Cauchy) On peut aussi
donner une preuve combinatoire assez simple de la Proposition 2.1.8. Quitte & considérer des sous-
matrices, on pourra supposer A de taille k xr et B de taille r x k. Le développement du déterminant
s’écrit alors

kor
det AB = @ sgno ® @ @itbys ()
o =1 [=1
et par distributivité:
k
det AB = @ sgno @ ® Wio(i)bo(i)o (i) > (2.1.e)
o @ =1
la seconde somme étant prise sur I’ensemble des applications ¢ : {1,...,k} — {1,...,r}. Supposons
¢ non injective, soit ¢(i1) = @(iz) avec iy # i1. On introduit alors la transposition 7 d’indices #1, i3



58 CHAPITRE . SYMETRISATION

et on constate que, ¢ étant fixée, les termes associés aux permutations o et oot sont de méme
valeur absolue et de signes opposés. Soit R la somme des termes de (2.1.e) associés a des applications
o non injectives et a des permutations ¢ paires. On peut écrire d’apres ce qui précede

k
det AB = @sgna @ ® aw(i)bw(i)g(i) & R* . (2.1.1)

o  injective i=1
Soit K C {1,...,7} une partie de cardinal k. On considére uniquement la somme S des termes de
(2.1.1) tels que ©({1,...,k}) = K (ce qui entraine I'injectivité de ¢). On peut pour fixer les idées
supposer K = {1,...,k}, de sorte que I'on somme maintenant sur les permutations ¢ de {1,...,k},

soit:

k
Sk = @Sgn‘7®aw(i)b@(i)g(i) '
=1

7,¢

En substituant o = 0’0o, et compte tenu de sgno = (sgno’) @ (sgny), on retrouve le produit de
deux déterminants, soit Sk = det A det Bi|. L’équation (2.1.f) se réécrit:

det AB = P Sk @ R* = P det Ay det By @ R*
K K

ce qui n’est autre que la formule de Binet-Cauchy.
2.2 Applications
La condition suivante résulte immédiatement de 2.1.2:

2.2.1 Théoréme (Formules de Cramer) Toute solution x de Ax = b dans un demi-anneau
commutatif D vérifie les “formules de Cramer” dans un demi-anneau symétrisé quelconque de D:

det A.z oV A2dip |

2.2.2 Exemple Soit dans (N* U {e}, ppcm, X) , ’équation:

2.3 01| n 22 %3 12
[5 22]l$2]:[24x3x5]:[240] (2.2.a)

(cf. 0,1.0.9). On a dans le demi-anneau symétrisé libre de (N*U {¢}, ppem, x) det A = 2° 63 x 5, et

: 22 53
adj _
AT = l o5 2 ]

La condition de Cramer s’écrit:
3 T 22 63 22 x 3
(2 @3X5)[x2] v l@5 2 ] [24><3><5
ce qui implique en revenant & (N*U{e}, ppcm, x):

(2.2.b)

ppem(2® X 21,3 x 2* x 3 x 5) = ppem(3 X 5 x 1,4 x 2% x 3)
ppem (2% X 22,5 x 22 X 3) = ppem(3 X 5 X 29,2 x 24 x 3 x 5) .

On vérifie que 21 = 6,29 = 4 solution de (2.2.a) vérifie bien (2.2.b).
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Le caractere suffisant des conditions de Cramer sera examiné dans les chapitres suivants moyennant
des hypotheses plus fortes sur le demi-anneau. Voici une seconde application.

2.2.3 Proposition Pour qu’une matrice A € D"*P ¢ éléments dans un demi-anneau commutatif
soit inversible a gauche, il est nécessaire que n > p.

Preuve On raisonne dans le demi-anneau symétrisé libre de D et ’on applique la formule de Binet
Cauchy a la matrice Id = BA. Sin < p,on a e = detld V ¢, ce qui est absurde. n

On donne enfin une généralisation & certains demi-anneaux de la caractérisation 0,6.2.4 des
matrices inversibles a gauche dans les demi-corps positifs.

2.2.4 Hypothése P est un demi-anneau positif (cf. 0,6.1.1) commutatif vérifiant:

e=adb=>e=aou b, (2.2.¢)

2.2.5 Proposition Sous ’hypothese 2.2.4, une matrice A € P"*P est inversible a gauche ssi elle
contient une sous matrice monomiale inversible de taille p.

Preuve Soit I = BA. Via Binet-Cauchy, on a dans P?:

€= @ det B|K] det A[K| Du’ . (2.2.d)
K

En identifiant les composantes positives et négatives des deux cotés de (2.2.d), on obtient u = ¢.
Quitte a multiplier par une matrice de permutation, on peut supposer les coeflicients diagonaux de
A non nuls. La partie négative de det B det Ajg| est nulle, ce qui implique deés que det Bjgy # ¢
que les coefficients hors diagonaux de A sont nuls (sinon, on aurait un terme négatif dans le
déterminant), et donc que det Ajg| = &, Asi. L'hypothese (2.2.c) entraine qu’il existe K tel que
det B|xydet Ajrc) = e, et donc que les coefficients diagonaux de A sont inversibles. Au passage, on
a donné une variante de la preuve du Théoreme 6.2.1 du Chapitre 0.

2.2.6 Exemple Le dioide R, X] satisfait I’hypotheése du 2.2.5.
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Chapitre II
Dioide symétrisé

Introduction

Nous avons étudié au chapitre I les propriétés combinatoires des structures symétrisées. Une
symétrisation (S,¢) d’un demi-anneau D fournit une extension de D dans laquelle les formes multi-
linéaires alternées (et donc certains calculs d’élimination) ont du sens. Se pose la question de savoir
si parmi les symétrisations de D, il en est une plus “simple” que les autres. Modulo un raffinement
naturel de la notion de symétrisation (régularité), et moyennant une hypothese sur la structure
additive (2.1.5) vérifiée dans le cas des dioides, nous montrons qu’il en est toujours ainsi (Théoréme
2.2.8), et appelons demi-anneau symétrisé de D cette symétrisation “minimale”. Nous particular-
isons ensuite ’étude aux dioides, et caractérisons le symétrisé d’un dioide en termes d’opérations
résiduées. Quoique la relation d’équilibre ne soit jamais transitive dans un dioide, nous montrons
que certains éléments vérifient des propriétés de transitivité et de substitution affaiblies, qui perme-
ttent de manipuler les équilibres comme ’on manipule les équations usuelles. Nous caractérisons ces
éléments. Nous commencons ce chapitre par un exemple et une construction élémentaire du dioide
symétrisé de Ry, .x. Nous avons fait en sorte que ’essentiel des chapitres suivants relatif au dioide
symétrisé de Rpay puisse étre lu au vu de la seule section de motivation qui suit (et éventuellement

de §3.2 et §3.3).

1 Motivations

1.1 Premier exemple

On considere le systeme suivant de deux équations linéaires a deux inconnues dans Ry,

{ max(z,y —4,1) =max(z — 1,y + 1,2)

max(z + 3,y + 2, -5) = max(y + 2, 7), (1.1.a)

soit sous forme madtricielle:

S RHE RN NN

Commencons par une remarque élémentaire: si ¢ > b, 'équation ¢ = z G b est équivalente a a = z.
Cela suggere la regle suivante:

régle naive:  “acSb=a si a>b". (1.1.b)

61



62 CHAPITRE [I. DIOIDE SYMETRISE

Nous tentons maintenant de “résoudre” le systeme (1.1.a) a l’aide de cette regle (les calculs sont
pour le moment formels).

(i) e (-dydl=(-lzalys2
(L1.a) & { (i) 3x@m2y®(—5)=2yd7

= [0o(-Dz=1c(-4yo(2c1)
= ({):e=1yd?2
(i') et (i) = 3(ly®2) D2y @ (=5) =2y D7
= 43202)y=70(-5)6s=> dy=T7= y=3. (1.1.¢)

Par (i)', on obtient # = 1@ 3 & 2 = 4, et l'on vérifie immédiatement que (z,y) = (4, 3) est solution
du systeme (1.1.a). Ces manipulations soulévent les trois questions suivantes:

1.1.1 Question Dans quelle structure algébrique le calcul ci-dessus a t-il un sens?
1.1.2 Question Quel statut a [’élément (2 & 2) qui apparait a la ligne (1.1.¢)?

1.1.3 Question On a introduit de maniere heuristique la régle de simplification (1.1.b). Quel est
plus généralement le systéme “maximal” de regles de simplifications admissibles pour résoudre un
systeme de type Az b= Ca P d?

Ce chapitre répond a ces trois questions. On montre que 'étude de Az § b = Cz @ d se ramene
a ’étude des solutions de (A& C)z V d & b pour certaines “bonnes” symétrisation de D, dites
réguliéres. Nous montrons ensuite que parmi les symétrisations régulieres de D, il en est une mini-
male (c’est-a-dire équipée du maximum de régles de simplifications). Nous étudions ensuite les bons
et mauvais éléments du dioide symétrisé: les bons, étant transitifs et substituables pour la relation
d’équilibre, autorisent les manipulations coutumieres liées a ’élimination des systemes linéaires, les
mauvais généralisent ’élément 2 & 2 qui apparait plus haut, et conduisent & des dégénerescences.

1.2 Construction élémentaire du dioide symétrisé de R, .

Nous donnons ici une construction élémentaire d’une structure algébrique répondant a la question
1.1.1. Cette structure mérite le nom de dioide symétrisé de Ry,.x. Nous examinerons dans la suite
du chapitre de quelle maniére ce dioide procede d’une construction générale. La remarque suivante,
absolument triviale, exprime que la notion classique de symétrisation (et plus généralement, de
monoide des différences, cf. [12]), n’est d’aucun intérét pour un dioide.

1.2.1 Observation Soit (M, $) un monoide idempotent, et (G, +) un groupe, ¢ : (M, %) — (G, +)
un morphisme de monoide. On a ¢(M) = {0}.

Preuve On a pour tout z, ¢(z) = ¢z & ) = ¢(z) + ¢é(z), et en simplifiant, ¢(z) = 0. n

1.2.2 Définition On appelle dioide symétrisé de Rpax, noté Smax, le quotient du dioide des couples

2 . Iy . . .
Rz .« par la relation d’équivalence suivante:

' "o " ' " " '
roon roon x#x,y#y,etx@y =z Dy
(@', &) R (y'y )@{ (e 2" = (g sinon (1.2.a)
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On vérifie que R est une relation d’équivalence, plus fine que la relation V (qui elle n’est pas
d’équivalence), que R est compatible! avec les lois de structure du dioide symétrisé R2 .. On
distingue trois sortes de classes d’équivalence:

{(t,2"); 2" <t} appelées positives
{(2',1); ' <t} appelées négatives
(t,t) ={(t, 1)} appelées équilibrées.

—~
o~
(O}

—

ll

~—~
n
o~
—
ll

En associant (f,¢) & ¢ € Riayx, on peut identifier Ryay au sous-dioide S&  des classes positives ou
nulles. L’ensemble des classes négatives ou nulles (i.e. de la forme &z pour z € RZ, ) sera noté

S& . Pensemble des classes équilibrées (de la forme 2*) sera noté S ... On a donc la décomposition
Smax = Sgaax U S?nax U S;nax ? (12b)

¢ étant le seul élément commun a ces trois ensembles. Cette décomposition est a comparer a
Z = ZTUZ ™. On peut représenter cette structure comme sur la Figure I1.1, ott les fleches représentent
I’ordre croissant.

Figure II.1: Le dioide Syax

Ces conventions nous permettent d’écrire 3 & 2 au lieu de (3,¢) @ (¢,2). On a ainsi 362 =
(3,2) = (3,—00) = 3. Plus généralement, on résume les régles de calcul dans Spay de la maniere

suivante:
aCb=a sia>b
bBa=65a sia>b (1.2.¢)
aSa=a’

Cela rend compte de la régle naive initiale (1.1.b) et la généralise.

En raison de son importance ultérieure, nous introduisons la notation Sy, pour I’ensemble
D O ané Al é v .
S USy . On appellera signés les éléments de Sy ... On a:

1.2.3 Proposition SY.\ {¢} = Smax\ Sty st Uensemble des éléments inversibles de Spax.

Preuve Comme t ® (—t) = (5t) @ (6 —t) = e pour tout t € Ryax \ {€}, on a que tout élément
de SY .« \ {¢} est inversible. En outre, le fait que ab® = (ab)* (cf. I, (1.2.b),(iii)) montre que S¢,,.
est absorbant pour le produit. Soit 2 € S? .. On a z = z* et donc 2y = 2*y ne peut étre égal a e,

puisque e € S - n

!dans la mesure ol cette compatibilité sera rendue évidente par la théorie générale qui suit, nous passons les détails
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DO

Comme S, o par la projection canonique, les propriétés de trivialisation

max €8t Iimage de R
des équilibres, de substitution, et de transitivité faible prouvées en 1,1.3.1 restent vraies dans S}/ ..
On en déduit que les calculs formels effectuées en §1.1 pour la résolution du systeme (1.1.a) sont
valides a condition de plonger Ry, dans le dioide Sy, ax, et donnent 'unique solution de ce systeme
d’équilibres dans Spax. Celle ci étant positive, et en notant que la propriété de trivialisation des

équilibres 1.3.1,(i) s’étend au dioide Syyax, on obtient 'unique solution du systéme d’équations dans
Rmax-

2 Le symétrisé d’un demi-anneau

Nous passons maintenant a la théorie générale.

2.1 Symétrisation réguliere
On considere I’équation
ar Bb=cxPd (2.1.a)

dans un demi-anneau commutatif D. Pour toute symétrisation (S, j) de D, (2.1.a) entraine I’équilibre
dans §:
(acc)zVdeb, (2.1.b)

ou l'on a identifié a a j(a), b a j(b), etc. La symétrisation (S, 7) de D est pertinente lorsque 1’étude
1

(
des solutions de (2.1.b) résout (2.1.a). Précisément:

2.1.1 Définition La symétrisation (S, ) est réguliére si

Ja)Vijb)y=a=0 (2.1.c)

2.1.2 Proposition Pour toute symétrisation réguliére, 'ensemble des solutions de (2.1.a) s’iden-
tifie a 'ensemble des solutions positives de (2.1.D).

Preuve (a & c¢)z V d S b entraine az & bV cx @ d, et si x est positif, j(az @ b) V j(ca & d), d’ou

(2.1.a). La réciproque est immédiate. n

La symétrisation libre (D?,¢) de D (I,1.1.1) est réguliere (cela résulte de 1,1.3.1,(i)). Nous car-
actérisons maintenant les symétrisations régulieres générales. Notons

SV={z| xVe}.

2.1.3 Proposition Soit ¢ le morphisme D? — S tel que S ~ D*/p (cf. 1,1.1.2). La symétrisation
(S,7) est réguliére si et seulement si = (SY) C D°.

Preuve Les assertions suivantes sont équivalentes:

j(a) V j(b)
P((a,€)) V p((b, )
p((a,0)) Ve
(a,0) € p~1(SY)

Comme (a,b) € D* si et seulement si @ = b, la conclusion en résulte. n
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2.1.4 Proposition Pour une symétrisation réguliere, la relation d’équivalence R induite par ¢
(t Ry < p(z) = p(y)), est compatible avec V |, i.e.:

pla)=pb)etaVe=bVe . (2.1.d)

Preuve o(a) = ¢(b) et @ V ¢ entrainent ¢(a & ¢) = p(b O ¢) € SV, d’olt pour une symétrisation
réguliere b & ¢ € D* (par 2.1.3), d’olt b V ¢, ce qui montre que R, est compatible avec V. ]

Evidemment, si R, est compatible avec V , on a
pla)=@b)=>aVDb (2.1.e)

(prendre ¢ = a dans la formule (2.1.d)). La réciproque de la Proposition 2.1.4 est vraie moyennant
une hypothese supplémentaire:

2.1.5 Hypotheése L’application D — D,z — x ® x est injective.

2.1.6 Proposition 5i D vérifie Uhypothése 2.1.5, alors toute symétrisation compatible avec V
est réquliere.

Preuve Supposons ¢((z+,27)) € SV. Moyennant la compatibilité et d’apres (2.1.e), p((zF,27))
o((z7,2T)) entraine (zT,27) V (z7,27), e at @2t =2~ ¢ 2~ et lorsque 2.1.5 a lieu, 2t ==
soit (¢T,27) € D*. Par 2.1.3, (S, ) est réguliere.

2.1.7 Contre exemple Soit D le demi-anneau des parties de R% muni de &z = s(x), ot s désigne
la symétrie de centre (0,0) (exemple déja traité en 1,1.0.4). (D,Id) est une symétrisation non
réguliere de D. Notons en effet a le disque de centre 0 et de rayon 1 et b le singleton {0}. On a
a V b avec a et b positifs quoique a # b.

2.2 Symétrisation réguliére minimale

Du point de vue qui nous intéresse, a savoir la résolution de 1’équation (2.1.a) via (2.1.b), on
recherche une symétrisation réguliere de D la plus simple possible. Nous montrons ci-apres ’exis-
tence d’une “plus petite” symétrisation réguliere de D. On part du demi-anneau D? symétrisé libre
de D. 1l est naturel d’étudier ’application suivante.

2.2.1 Notation On définit ’application ¥ : D? — P((D?)?) par:
W(a)={(p,q) € (D*)*| pV qa} .

2.2.2 Proposition La relation d’équivalence Ry associée a W est une congruence plus fine que la
relation V.

Preuve Ry est plus fine que V , carsi ¥(a) = ¥(b), on a (a,e) € ¥(a) donc (a,e) € ¥(b), donc
a V b. Montrons que Ry est compatible avec la structure de demi-anneau symétrisé de D?. Les
propositions suivantes sont équivalentes:

(r,q) € V(a®e)
pV qadqc
pOqeV qa

(PSqe,q) € ¥(a)
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et donc ¥(a) = ¥(b) entraine ¥(a @ ¢) = ¥(b & ¢). Semblablement, il résulte de I’équivalence de

(p,q) € ¥(ac)
pV qac
(p,qc) € ¥(a) (commutativité)

que ¥(a) = ¥(b) entraine ¥(ac) = ¥(bc). On vérifie de méme que ¥(a) = ¥(b) = V(ca) = ¥(D).

Ry est donc une congruence. L]

2.2.3 Notation On note ® I'application D? — P(D?) telle que:

®(a)={z€D*| 2Va} . (2.2.a)

On a évidemment
V(a) = Uep2®(qa) x {q} . (2.2.b)

2.2.4 Proposition Si tout élément de D est somme finie* d’éléments inversibles, alors, pour a,b €
D?, on a ®(a) = ®(b) si et seulement si ¥(a) = V(b).

Preuve a/ Si tout élément de D est somme finie d’éléments inversibles, alors tout élément de D?
est somme finie d’éléments inversibles. Cela résulte de (z,y) = (z,¢) @ (e,y) et du fait que (z,¢)
(resp. (e,y)) est inversible ssi o (resp. y) lest.

b/ Si ¥(a) = ¥(b), trivialement, ®(a) = ®(b) (prendre ¢ = ).

¢/Réciproquement, supposons ®(a) = ®(b). Soit d’apres a/, ¢ = Pr_ | ¢; somme de k éléments
inversibles et p tel que (p,q) € ¥(a). On a alors p & @fﬁ ga V qa, dott ¢;'(p O @fﬁ ga) €
O(a) = d(b),dou ps DY, qia V ¢1b, et Pon obtient la conclusion en réitérant le procédé avec les
autres ¢;. ]

On note les propriétés immédiates, mais utiles:
2.2.5 Lemme On a (i): U(2 @ t*) D V(z) et (ii): ¢(z G t*) D ®(z).

Preuve Soit (p,q) € ¥(x). L’équilibre p V ga se réécrit p & gz = qa S p, d’olt, comme t* = &t°,
poqlz @ 1®) =gz t*) o p, dot p V g(z & 1), donc (p,q) € ¥(z B 1°) et W(x) C U(z & 1°).

L’assertion pour ® s’en déduit en prenant g = e. n

2.2.6 Exemple Dans le demi-anneau symétrisé libre de Nppem (cf. 1.0.9), ® n’est pas compatible
avec le produit, quoique tous les éléments non nuls de Nppem soient simplifiables. On a en effet
(2?2 52) = ®(2%) (vérification élémentaire ou application de 1’étude qui va suivre dans §3.1), alors
que ®((2? x 3) & (2 x 3)) # ®(2% x 3) (par exemple, 2? appartient au premier ensemble mais non
au deuxieme).

On note D?/V¥ le demi-anneau symétrisé quotient. Si a,b € D et a # b, alors (a,e) € ¥(a) mais
(b,e) € ¥(a) ce qui montre que a et b considérés comme des éléments de D? appartiennent & deux
classes d’équivalence différentes, i.e. que ¢ : D — D? induit un morphisme injectif j : D — D?/V¥.
Ainsi, (D?/¥, j) est une symétrisation de D. En outre:

2.2.7 Proposition Sous Uhypothése 2.1.5, (D?/ W, 5) est une symétrisation réguli¢re de D.

2La borne sup de Pensemble vide étant e, on a avec cette convention ¢ somme finie d’éléments inversibles



2. Le symétrisé d’un demi-anneau 67

Preuve Supposons j(a) V j(b), soit j(a)& j(b) = j(b)o j(a),ie. ¥(aob) = ¥(bc a). On a donc
aobVboaiea®a=bPpbet par 2.1.5,a = b. n

Nous formulons maintenant le résultat central de ce chapitre.
2.2.8 Théoréme Soit (S, k) une symétrisation réguliere de D. Sous Uhypothése 2.1.5, il existe un

unique morphisme surjectif © : S — D? [V tel que j = wok.

D——§

\
D?/w
En ce sens, D?/¥ est la symétrisation réguliere “minimale” de D.

Preuve On note ¢ (resp. ¢’) la projection D? — D?/¥ (resp. D* — §) (cf.1,1.1.2).
D2

/ \LS«Q/
o
J ¥

D2/W

Via la V-compatibilité de ¢’ (cf. 2.1.4), il est clair que ¢'(a) = ¢'(b) entraine ¥(a) = ¥(b). On
définit donc un morphisme © de demi-anneau symétrisé en posant 7(z) = ¢(x¢) pour tout zg tel
que ¢'(29) = . On a mop’ = . L’unicité de 7 résulte de la surjectivité de ¢', le caracteére surjectif
de 7 du caractere surjectif de ¢. m

2.2.9 Définition (Demi-anneau symétrisé) D?/V sera appelé le demi-anneau symétrisé de D,

et on le notera Sp.

2.2.10 Exemple On vérifie que dans le demi-anneau symétrisé libre de (N, 4, X),on a (i): ¥(z) =
U(y)ssi(ii): @ V y. Par 2.2.2, ()= (ii). En outre, si ¢ V y et (p,q) € ¥(2), on déduit les assertions
suivantes (avec des notations évidentes):

V gz

= p B¢ dqtat

P BTt B (¢tyt ©qTyT)

PO (T By )Dg (et Byh)

phg (T Dy )@ gt (et ByT) (carz Vy)
= p B¢y @qtyT (en simplifiant)

r VvV oqy,

proqteT ©g e

progteT 9q et B (¢tyt daTy
progte oy o (et ay
Dy

N—’ e’ +’E

~—
|

Pt ot oy )@ (e @yt
praqty By

+

d’ou ¥(x) C ¥(y). L’égalité en découle par symétrie et 1'on a prouvé (ii)=-(i). Le demi-anneau
symétrisé de N est donc Z ~ N?/V ~ D?/¥, et ’on retrouve la construction classique.

2.2.11 Exemple On observe de méme que tout anneau vérifiant ’hypothese 2.1.5 est égal a son
symétrisé. Le lecteur notera en effet que la preuve de 2.2.10 n’utilise que la simplifiabilité de la
somme, a fortiori vérifiée dans un anneau. En outre, ¥((z*,27)) = ¥((2T — 27,¢)), et a donc
D? /¥ ~ D¥ ~ D,
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2.2.12 Remarque On peut aussi traiter exemple 2.2.10 en notant que tout élément de N est
somme finie d’éléments inversibles. Il est alors immédiat que ®(z) = ®(y) ssi 2 V y.

2.2.13 Contre exemple Lorsque I’hypothése 2.1.5 est en défaut, la symétrisation (D?/V¥, j) peut
étre non réguliere. Considérons en effet D = Z /(2Z), on a

j(1)=a=(1,0)V (0,0) = b= j(0) dans D*/¥

avec 1 # 0, ce qui contredit la V-régularité de D?/¥ (cf. 2.1.1). En effet, on a ¥(a & b) = ¥(1,0),
U(bea)=V(0,1),et ¥(1,0)=¥(0,1). Via 2.2.4, il suffit de vérifier que ®(1,0) = ¢(0,1), or

@(1,0) = {(170)7(071)}
et ®(0,1) = B(0(1,0)) = 0B(1,0) = (1, 0).

2.2.14 Proposition Sous Uhypothése 2.1.5, on a a V b dans Sp si et seulement si ag V by dans
D%, pour tous représentants ag et by de a et b.

Preuve Siag V by, on a ag S by = by & ag et en passant au quotient a5b=5b65ai.e. a V b dans S.
Réciproquement, si @ V b dans D?/¥, on a ¥(ag S by) = ¥(bo & ag), donc (ag & bo, €) € ¥(by & ag),
d’olt ag © by V by © ag dans D?, d’ott ag @ ag V b @ by, ce qui moyennant I’hypothese 2.1.5, donne
ap Vv bo. ]

2.3 Dioide des fractions d’un dioide commutatif

La Proposition 2.2.4 montre que les éléments inversibles jouent un réle particulier. Via la construc-
tion d’un dioide des fractions (calquée sur les anneaux de fractions), on peut rendre inversibles les
éléments integres et d’obtenir des résultats analogues & 2.2.4 pour les éléments integres. Par exem-
ple, dans R . X], les monémes a X * sont integres, tout polynéme est donc somme finie d’éléments
integres, et ’on veut montrer que comme en 2.2.4, les quotients par ® et par ¥ sont identiques.
Comme ®(P) = {Q € (Rmax]X])? | @ V P} se calcule immédiatement & partir des ® des coef-
ficients de P, on caractérisera ainsi le dioide symétrisé de R,ax X].

On rappelle que dans tout ce chapitre, le dioide D est supposé commutatif. Soit S C D une
partie telle que S @ S C 5, et e € 5. On munit ’ensemble D x 5 des deux lois suivantes:

(z,8)® (2!, 8) = (25’ B a's,s8'), (z,8)@ (a/,8) = (wal,s8) .
Le quotient de D x 5 par la relation suivante:
(z,8)R(2',s) & Ir e s, ras =ra's

est un dioide, appelé dioide des fractions de D par S, noté D/S. On notera z/s ou % pour (z,s),
lorsque qu’aucune confusion avec le quotient résidué de z par s ne sera a craindre. On a un mor-
phisme de dioides D — D/S, 2 — (z,e). En particulier, ¢/e et e/e sont respectivement le zéro et
I'unité de D/S. Pour tout s € 5, la classe d’équivalence de s/e est inversible, comme il résulte de

€ S S €

s e s __ €
R

En général, le morphisme 2 — /e n’est pas injectif. Il ne 'est que si tout élément s de S est tel
que sx = sy = & = Y.

On appelle intégre un élément a tel que homothétie © — az soit injective. On notera D!
I’ensemble des éléments integres. L’ensemble D* est clairement stable par produit et contient e.
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2.3.1 Définition (dioide des fractions) On appellera dioide des fractions® de D, noté Fp, le
dioide D/D".

Le morphisme injectif 2 — /e plonge D dans Fp. On pourra donc identifier = et x/e. Tous les
éléments integres de D sont inversibles dans le dioide des fractions.

2.3.2 Exemple Soit D = Ry, [ X]. L’ensemble S des mondémes (i.e. des polynémes de la forme
aX,avec a # ¢) vérifie S @ 5 C S et e € 5. Un élément du dioide des fractions de Ry,a[X] par 9
pourra s’écrire sous la forme P/ X%, ot k € N, ou de maniere équivalente sous la forme &, a; X"
L’écriture P/X* (avec k € Z) est unique si ’on impose P de valuation 0.

On rappelle (cf. 0,7.2.1) qu’un dioide est faiblement archimédien si pour tout y et pour z # ¢, il
existe A et p tels que Az = puy.

2.3.3 Lemme [ ’élément d = (dT,d™) est intégre dans D? ssi: 1/ d~ = ¢ et dT intégre dans D ou
2/ d* = ¢ et d” intégre dans D.

Preuve L’application D? — D2,z — dx se représente par la matrice

&t

dans la base canonique. Via le Théoreme 0,7.2.3, 'injectivité de cette application entraine que
la matrice P est monomiale, ce qui implique d positif non nul ou négatif non nul. La condition
d’intégrité de d* ou d~ selon le cas est claire. m

2.3.4 Proposition Soit D un dioide faiblement-archimédien. On a

(fD)zﬁfD2 .

Preuve Il résulte du Lemme 2.3.3 que tout élément = de Fpo s’écrit sous la forme z = %, avec

p,q,d € D et d integre. On observe que les quotients & et 4 dans Fp ne dépendent que de z. En

effet, si x = p/?,q/, onad(psq)=d(p &q), et en identifiant les parties positives et négatives,

1= ?l—j. On peut donc identifier z & I’élément 5 & £ de (Fp)?, ce qui montre la

I
3 P P

on obtient £ L,
4.

proposition 2.3 L]
2.3.5 Dioide des fractions de D[X] Lorsque D est faiblement-archimédien, on peut caractériser
simplement le dioide des fractions de D[X]. On prétend que les seuls éléments integres de D[ X sont
des monémes de la forme dX*, avec d integre. La condition d’intégrité de d est immédiate. Le fait
qu'un polynéme integre est un monéme résulte de argument du Corollaire 7.2.9 du Chapitre 0.
Un élément du dioide des fractions de D[X] pourra donc s’écrire d=' X ~* P, ot k € N, d est integre
et P € D[X]. On pourra aussi Pécrire @}__, a;X;, ot a; € Fp. En particulier, le dioide construit
dans I’exemple 2.3.2 est le dioide des fractions de Ry .x[X].

2.3.6 Exemple (Dioide Qppem) Comme tout élément non nul de Nppe, est integre, le dioide des
fractions de Nppem est égal a (QF \ {0}) U {¢}, muni des deux lois suivantes:

/ cm -~ / /
PV _vpeem(pdipe) p o p

= ’

q ¢ qq ¢ ¢ q¢

?Ce dioide est ’analogue de “I’anneau total des fractions” en algébre commutative.
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Nous appliquons la construction du dioide des fractions a la caractérisation du dioide symétrisé.
On notera:

Up(z) = {(p,q) € (D)) | pz V ¢}, Vr(z)={(p.q) € (Fp2)*| pz V g} .

2.3.7 Proposition Soient x,y € D%. Les propositions suivantes sont équivalentes:
(i) ¥p(z) = ¥p(y),
(i) Wr(z)=Vr(y).

Preuve Cela résulte de I’équivalence des propositions suivantes:

2.3.8 Corollaire Soit D un dioide tel que tout élément soit somme finie d’éléments intégres. On
aV¥p(x)=Up(y) dans D? ssi Dr(z) = Pr(y).

Preuve Résulte de la proposition 2.3.7, de 2.2.4 et du fait que les éléments integres de D? sont
inversibles dans Fp2. ]

3 Dioides symétrisés
3.1 Solutions de I’équilibre élémentaire x V «

Nous particularisons ici la théorie aux dioides. En raison de 'idempotence, 'application = — = @z
est injective (hypothése 2.1.5), et I'on peut définir le dioide symétrisé de D via 2.2.9: Sp = D?/ V.
Comme ’étude de 'ensemble W(2) se ramene a celle de ®(z), comme 'exprime la formule (2.2.h),
il nous suffit d’obtenir ®(z) = {y | y V 2} pour caractériser le dioide symétrisé. Nous caractérisons
ici cet ensemble, moyennant quelques hypotheses de résiduabilité.

Nous supposerons que D est un dioide inf-complet distributif (0,5.2.2), donc additivement
résidué (0, 5.2.1). D? est alors également inf-complet distributif, et 1’on a:

(at,a”)BOT,07)=(at B0 ,a"807) .
On a par 0,2.1.2 et 0,5.2.5,(vii) puisque Sz = (Se)z et que Se est inversible:

Slanb)=(6a)A (D)
S(aBb)=(6a)B(0h) .

En particulier, si a,b € D*, on aaAb € D®* et aEHb € D*. En effet, a € D® est équivalent a a = Sa,
de méme pour b. On a alors S(aAb) = (6a)A(6b) = aAb, d’olt aNb € D*, et de méme pour ¢ Bb.

Notons [u,v] = {t € D? | u <t < v}.

3.1.1 Théoréme Soit a € D%. On a ®(a) = [a B (5a),a*] & D°.
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Preuve : Soit z tel que @ V a,i.e. 2t @ a™ = 2~ Gat. On part de la décomposition (cf. 0,5.2.5,(x))

r=(xBa®)P (zNa®) .

1/-Montrons que 2 Ba® € D*. Posons e ©a =1* € D*. On a t®* = z = t* B (6a), donc t* B a® =
tBa® > (1*B(6a))Ba®* =t*B(¢*ca)=1t*Ha®. On a donc: e Ha® =t* Ba® =€ D* d’apres la
remarque précédente.

2/-Notons que @’ = x Aa® vérifie également 2’ V a. En effet, D* 5 (¢ 5a)Aa® = (zAa®)S(aNa®) =
(z A a®) S a. 1l suffit donc de rechercher les solutions de z V @ plus petites que a®.

3/-L’équilibre & V a est équivalent & t S a = (S2) P a. Ona z > [(62) § ] B (6a) » aBH(Sa).
Inversement, supposons a5 (Sa) <z < a®. On a:a® < [eB(6a)]d(6e)Xr68a¢<a*"Sa=a" n

3.1.2 Exemple Soit # = (zFt,27) e RZ,  aveczT = 27. OnaztBa~ =27, 2~ Bat = ¢, soit
w(z) = (zt,e)/ Le Théoreme affirme que

{(y"y7) | max(z®,y7) = max(z7,y")} = {(y".y7) | 2" =yTy” 2y e {(t.0) ] 1 € Runaxd

ce que 'on vérifie de maniere élémentaire.

Nous appliquons maintenant ce résultat au calcul de quelques dioides symétrisés.

3.2 Symétrisé du dioide de Boole

Soit B = {e, e} le dioide des booléiens (cf. 0,1.0.2). Il résulte de 2.2.4 que Sp = B?/®. On a par
application de 3.1.1 ou bien par une vérification élémentaire:

d(e) = B*
) = {ee)
®(ce) = {Se, e’}
d(e*) = B .

Ainsi, 'application B? — P(B?), 2 — ®(2) est injective, et donc
Sp ~ B = {c,e,0e, %} . (3.2.a)

On a les tables de Cayley suivantes.

€ e | Ge | e* ® |e€ Se | e*
€ € e | Be | e* e el ¢ e | ¢
€ € e* | e® e | ¢ Oe | e*
Oe | e | e* | Be | e* e | ¢ | Be e | e®
et | e | e* | e* | e et e | e* | e* |e*

3.3 Le dioide symétrisé de R, .«

Nous étudions ici le dioide symétrisé de Ry, Il en vaut la peine, pour aux moins deux raisons:
(i): le symétrisé s’obtiendra de maniére analogue pour tous les demi-corps idempotents totalement
ordonnés, dont Ryyay est un exemple générique, (ii): c’est dans ce cadre que 'on obtiendra une
théorie satisfaisante des systemes linéaires.
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Dans Ryax, on a caractérisé 'opération H en 0,5.2.7. On a donc:

(at,e) siat
aBoa=(atBa ,a"Ba")={ (a",e) siat
(e,e) siat =a",

ANV

d’ou via 3.1.1:

([e,a¥] x [e,a]) U{

®(a) =4 ({a*} x e, a+]) {(
([e;a7]x {a™ ) U{(

On a représenté les diverses allures de ®((a™,a™)) sur la Figure I1.2. Dans ce cas précis, la carac-

térisation ci-dessus de ®(a) = {(z%,27) | max(2*,a”) = max(2~,a")} se retrouve évidemment
de maniere élémentaire.

(z,2)| * € Rpaxy @ > at} (casa® =
2,2)| v € Rypax, @ >at}  (cas a™
)

a
a”) (3.3.a)
z,2) | © € Rypax, @ >a”}  (cas a

2
+
AN

T T T
a- a-
a F
o
at at at a at
cas at > a” cas a” > at
Figure I1.2: ®((2T,27)) dans le dioide R2,

Ainsi, on retrouve le dioide S;,.x construit de maniere élémentaire dans la motivation de ce
chapitre. On retrouve de la sorte qu’il y a dans le dioide symétrisé de Ryax, Sk,.., = R2../ ¥, trois
sortes de classes d’équivalences, positives, négatives, et équilibrées, correspondant respectivement

aux (a,¢), (g,a) et (a,a) (cf. §1.2).

3.3.1 Définition (Signe) On appelle signe Uapplication s, Spmax — B?, @ — sz, défini comme

suit:

e sizeSE\{e}
ce six €SS\ {e}
e sixz eSSy \{e}
3 six =c¢.

Le signe n’est pas un morphisme de dioide. On a par exemple 26(S1) = 2, mais s2 = e # s2hsCe =
e e = e*. On peut voir 'ordre de Syax comme 'ordre lexicographique formé a partir de l'ordre
de Ry ax et de l'ordre du dioide symétrisé des booléiens.

3.3.2 Propriétés Dans Smax, on a les propriétés suivantes:

(i) a = b ssi|a| < |b] ou (la] = |b| et sa < sb),
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(ii) Soient a € St et b€ SEL. Onaa® bV e ssi|b] < |al.

max max’

(iii) @ = b ssisa = sb et |a| = |b|.

Preuve (i): L’application  — |z| est croissante, donc a < b entraine |a| < |b|. La suite se déduit

de 3.1.1.

(ii): résulte immédiatement de la caractérisation de ®(a®) (cf. 3.1.1).

(iii): immédiat. n
Soit maintenant 1’équilibre linéaire:

ax ®bVe (3.3.b)

avec (a,b) € (Smax)?- Si z est solution de (3.3.b), pour tout ¢ € Spax,
=g (3.3.¢c)
est également solution. Afin d’exclure les solutions triviales, nous posons:

3.3.3 Définition Une solution x de I’équation (3.3.b) est dite dégénérée si et seulement si il existe
2’ < x et t € Smax tels que:
r=xz ®t*

L’étude des équilibres linéaires pourra se limiter a la recherche des solutions non dégénérées, étant
entendu que les autres solutions peuvent se recouvrer par (3.3.c).

3.3.4 Lemme Une solution x de (3.3.b) est signée ssi elle est non dégénérée.

Preuve Si z est signé et & = 2’ @ t*, comme st®* = €* £ sz, il résulte de 3.3.2,(i) que 'on ne peut
avoir [t*| = |x|. Ainsi, || < |z|, et donc || = |2/|. En appliquant & nouveau 3.3.2,(i), on trouve
que sz’ < sz, et comme 2’ # ¢, sz’ = sz, d'ou = &’ par 3.3.2,(iii), ce qui montre que x est non
dégénérée.

Réciproquement, supposons & = t* non signé solution de ax V b et montrons que z est solution
dégénérée. Si |al|z| = |b|, on a en choisissant u tel que |z| = |u| = |a|7t]b], au® V b, avec u® < z. Si
la||z] < |b], on a az &b =5bV ¢, et donc u = ¢ est solution. Si |a||z| = [b], de deux choses I'une:
1/ sia €8SY,y on aalz] = a®|z| = az®, et |z| est solution, 2/ si a est inversible, on peut supposer
a = e quitte & multiplier par ¢!, et la conclusion résulte de ce que les points minimaux de ®(b)
sont signés ou nuls (cf. (3.3.a)). n

3.3.5 Théoréme Soit a € ST\ {e} et b € SET.. L’équilibre ax &b V ¢ admet l'unique solution
signée * = Ca~ b,

(C’est un cas particulier du résultat suivant:

3.3.6 Théoreme L’ensemble des solutions signées de 'équilibre (3.3.b) est:

{Oa~1b} sia€SEO N\ {e} et b e SEE
{teS%0 | |t] < |atb|]} siacSET\{c}etbecSt .
{t €Sa% | [t = [al='o} sia €85\ {e} et b €SHIL

SES si (a,b) € (S?

) 2
max max/ °*
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Preuve : les cas @ € Sy, \ {¢} sont une traduction de 2 € ®(Sa=1b) (cf. 11,3.1.1). Supposons
a €S2, et b déséquilibré. Via la Propriété 3.3.2,(ii), ax & b V ¢ est équivalent & |az| = |b], c’est &
dire & |al|z| = |b], soit |z| = |a|71]b]. "

3.3.7 Remarque Le Théoreme 3.3.5 exprime que dans le cas générique, ’équilibre ax ¢ b V ¢
admet une unique solution signée, donnée par la formule habituelle.

Les deux propriétés suivantes, immédiates, seront utiles.

3.3.8 Propriétés On a:
(i) See ®S®6 c S$5

max max max-*
(i) a®be S, = a €SI oube SET.

3.3.9 Proposition S,,.. est additivement résidué.

Preuve Comme I'équation b @ x = a est équivalente a 56 & x = Sa, on a

(6a) B (6b) = &(a B b) (3.3.d)

des que 'une des deux quantités est définie. On vérifie sans difficulté que 'opération B est donnée
par le tableau suivant:

= v O v
Y {u siu> v {u siu > v {u siu = v
€ sinon € sinon € sinon
- -
U siu > .
R i u® siww
U v stu=w .
. ¢  sinon,
€ sinon
ol U, v € Ryax, les autres cas s’en déduisant par (3.3.d). "

3.3.10 Contre exemple Le dioide S, . n’est ni relativement complet?, ni un treillis, ni mul-
tiplicativement résidué. En effet, 'ensemble des minorants de e et Se, égal & {z | |z| < e},
n’admet pas d’élément maximal. Ainsi, ’ensemble {e, Se} n’admet pas de borne-inf. En outre, on
a{z]| e <e}={a] |z| < e}, ce qui montre que 'homothéties z — e®z n’est pas résiduable.

3.3.11 Dioide complété de S, On a vu en 0,85.3 que dans les inf-dioides multiplicativement
résidués, on peut simplement étudier les équations matricielles de type Ax = b et caractériser les
familles faiblement indépendantes. Cela motive la question du plongement d’un dioide donné dans
un inf-dioide multiplicativement résidué. Cette question mériterait une étude complete et générale.
Nous nous contentons ici d’un résultat particulier relatif a Sy,ax.

On notera ID Sy 'ensemble des idéaux non vides de Sy, Etant donné un idéal I, I'image |1|
de I dans R« par le morphisme de demi-treillis  — || est un idéal de R ax.
3.3.12 Lemme Soit I un idéal non vide de Syax. De trois choses l'une:

(i) 1] n'est pas majoré, auquel cas I = Spax,

“un ensemble ordonné est relativement complet si toute partie bornée admet une borne sup
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(ii) on a |I| = |(2) avec & € Ruyay, auquel cas I est principal. De maniére précise, on a 1/
I=|(z)ou?/ |[(cx)oul3/|(a*) selonque 1/ €l etca gl 2/cxecletagl, 3/
x,0 € 1.

(iii) 1| = {t € Rpmax| t < @}, auquel cas I ={u € Spax | v < 2} = [(z) N [ (52).

Preuve Résulte immédiatement de la caractérisation 3.3.2 de l'ordre de S,.x. [

L’ensemble ID Sy,ax est un treillis complet, dont le sup est donnée par 0,2.1.5. L’application
z — |(x) est un morphisme de demi-treillis injectif de Syax dans IDSpax. Définissons le produit
des idéaux par

ToJ={{z2'| vl ' e€J} .

Le produit de deux idéaux est un idéal. En effet, il est immédiat que | (/ @ J) = I®J. Montrons que
(I®J) est stable par borne-sup. Soient x,2" € Tet y,y' € J.Onazyda'y’ < (z®2")(yDdy') € I®J,
ce qui montre la stabilité. De maniere plus précise, on a les regles de calcul suivantes:

I (a)® | (b) = | (ab)
[{a) @ (] (w)n [ (Su)) [ (ulal) N ] (Gulal),
(L(w)n [(©u) @ (L(v)N ] (Sv)) L{uwv)n [(Suv) .

Le Lemme suivant résulte immédiatement de la caractérisation des idéaux de Spax (cf. 3.3.12).

3.3.13 Lemme Soit {I,},ca une famille majorée d’idéaux non vides de Spax. De deux choses
Uune:

(i) B, || est un idéal principal. On a alors deux indices p,v € A (€ventuellement confondus)
tels que @, 1. =1,D1,.

(ii) @, |1a| est de la forme {t| t < z}, auquel cas B, I, = {u € Spax | u < z}.

3.3.14 Proposition I’ensemble des idéaur non vides de Sy, muni de la borne sup naturelle (cf.
0,2.1.5) et du produit, est un dioide complet.

Preuve Le seul point non trivial est la distributivité (infinie). Dans le cas (ii) du Lemme 3.3.13,
on a pour un idéal J majoré,

(U 1)) = JHallJ| = {t € Rmax | t < zsup|J]} .

[}

1l résulte que

(@Ia)J:{u| u=<z})={u] u<xsup|J|}:@IaJ .

Dans le cas (i), on est ramené a une propriété de distributivité finie, qui se vérifie de maniere
élémentaire. m

Le morphisme z — | (z) permet d’identifier Smax au sous-dioide des idéaux principaux de Spax.
On notera @ l'idéal | (u) N |(Bu) = {2 | 2 < u}, Smax U'ensemble des idéaux de la forme @, et oo
I'idéal Snax. On a la décomposition:

IDSmaX = SmaxU gmax U {OO}, Smaxm gmax = {5} .

On a illustré cette décomposition sur la Figure I1.3 (ot les fleches représentent 'ordre croissant).
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Figure 11.3: Le dioide ID Spax (complété de Spax)

3.3.15 Exemple On peut maintenant appliquer les résultats de résiduation a la résolution de
certaines équations dans Spayx. Soit le systeme:

. | e et _|e
AX =0, ou A_[@e 2],()_[1]

En se plongeant dans ID Syax, qui est un inf-dioide multiplicativement résidué, on peut écrire:

e e* e\e N (oe)\l =e 2
I N

ce qui montre que le vecteur A\b = [e, —1]T est solution.

Nous concluons cette section en donnant un résultat de quasi-unicité de familles génératrices min-

imales pour les sous-moduloides de type-fini de S

max*

3.3.16 Proposition Etant données deux familles génératrices minimales {u;};cr et {v;};e; d'un
sous-moduloide de type-fini V C S
oI — J tels que ui = A\ivg(;).

n

N U existe une famille de scalaires {\;}icr et une bijection

En particulier, le cardinal d’une famille génératrice minimale est invariant. On ’appellera dimension

faible de V.

Preuve On adapte la preuve du Théoreme 5.5.3 du Chapitre 0. En reprenant les mémes notations,
on a:

u; = @ ikt (3.3.e)
JjeJ kel

On distingue deux cas:
(i): Il existe une composante non équilibrée u} de u;. De

ul - @/\ijuﬁuﬁ' . (3.3.1)
JeJ
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on tire alors @jej Aijthgi = uﬁ\uﬁ = e. On a en outre ’égalité (sinon, le terme associé a u; serait
redondant a droite de (3.3.e) et 'on conclut comme en 0,5.5.3.

(ii): w; = u?. On prend alors u} composante non nulle de w;. De (3.3.f), on tire maintenant
| D,y Nijujil = e, et donc il existe j; tel que

|Aijittjiil = € .
On a
wi = ug = Aij vy = Aijapine = A pgilud = ui
d’ot
up = Aij;vj;
Il est clair que I'application ¢ — j; est une bijection de I dans J. ]

3.3.17 Remarque A la différence de Ry,y, les A;; ne sont pas en général inversibles. Par exemple,
{e*} et {2°} sont deux familles génératrice minimales du moduloide S¢,

o axs €6 ’on peut écrire 2° = Ae®
avec A = 2,02 ou 2°.

3.4 Autres dioides symétrisés

3.4.1 Dioide symétrisé de P(R) Dans P(R) muni de I'union et de la somme vectorielle, at Ba~
est la différence ensembliste coutumiére de at et de a= (cf. 0,5.2.6). La connaissance de ®(a)
détermine a™ Ua™ ainsi que les différences ensemblistes a™\ ¢~ et =\ a*. On obtient alors a™ Na~
parat Na~ = (at Ua™)\[(aT \a™)U (a™ \ a™)], ce qui détermine a™ = (aT \ a")U (at Na™) et
montre I'injectivité de ®, donc de ¥. On a donc Spery = (P(R))*

3.4.2 Symétrisé du dioide des compacts convexes On a vu en 0,5.2.8 que le dioide des com-
pacts convexes de R?, convP.(R?), n’est pas additivement résidué. On ne peut donc caractériser
l'application ¥ en termes de résidu. Nous n’entreprendrons pas ici de caractériser le dioide quotient
par ¥, mais indiquons simplement que I'on a la regle de simplification suivante:

3.4.3 Proposition Soit A = (AT, A7) € (convP:(R?))2. On a

intAT 5 A~ = U((AF, A7) = U((A*,¢)) .

(intB désigne I'intérieur de la partie B).

Preuve Soit en effet (P,Q) € ¥(A), avec P = (PT,P7), Q@ = (@*,Q7). Il suffit de montrer que
P(QT(AT, A7) = ®(QT (AT, ¢)) (décomposer @ en QT © @~ et raisonner comme en 2.2.4). On a
que P appartient & ®(QT (AT, A7) ssi Pt & QTA™ = P~ @ QT AT, c’est-a-dire en passant aux
fonctions support (cf. 0,1.0.11)

max(6p4, 05+ + 84— ) = max(6p—, 65+ + 04+)
et comme ¢%_ < &%y, cela équivaut a
0p+ = max(dp—, o+ + 64+),

ie. P € (QT(AT,e)). .
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Dans le dioide symétrisé de convP.(R?), on pourra donc écrire, par exemple,
B2(07 1) S B2(07 2) = @BZ(Ov 2)7

ot Bjy(a,r) désigne la boule de centre a et de rayon r pour la norme euclidienne (et donc B3(0,1) C

int B, (0,2)).

3.4.4 Proposition Pour tout dioide D faiblement-archimédien tel que tout élément de D soit
somme finie d’éléments intégres, on a (Sp)[X] = Siprx))-

Preuve On a l'isomorphisme:

D*[X] o~ (D[X])?
@(PFOoP )X — @ PTX 0@, P XY .

Soient P = @, X', Q = @, Q; X" € D*[X]. 1l faut montrer 1’équivalence des deux conditions
suivantes:

(i) Vi, ¥(P;) = ¥(Q,) dans D?,
(i) ¥(P) = ¥(Q) dans D?[X].

Cela résulte du Corollaire 2.3.8 en passant au dioide des fractions. Soit F; le dioide des fractions de
D?[X] et Fy le dioide des fractions de D2. Soient U, R € F;. D’apres 'exemple 2.3.5, on peut écrire
U=6, UXiet R = P, R; X" ou U, et R; appartiennent & Fy. D’apres le Corollaire 2.3.8, il suffit de
voir que ®(U) = ®(R) dans F; ssi pour tout i, ®(U;) = ®(R;) dans Fy. Comme V = @, V; X' V U;

ssi pour tout ¢, V; V U;, le résultat est acquis. n

3.4.5 Dioide symétrisé de Ny 1l est égal & N2 . Nous montrons que certaines régles de
simplification sont compatibles avec la structure additive de (Nppem)?, mais pas avec le produit.

Soit P l'ensemble des nombres premiers. La décomposition d’un naturel non nul z en produit de

T = H pvp(l’)

nombres premiers:

pEP
se traduit par I'isomorphisme de demi-treillis:
(P)
(N\ {0}7ppcm) - (N 7maX) (34&)
z — {vp(@)}per

ott N(P) désigne I’ensemble des familles de naturels indicés par P avec seulement nombre fini
d’éléments non nuls. Posons pour z = (z¥,27) € (Nppem)?s vp(2) := (vp(at),v,(z7)). On en
déduit que ¢(z) = ®(y) ssi:

Vpe P, &(v,(2)) = ®(v,(y)) dans (N?, max) .
Autrement dit, on a une généralisation en “dimension infinie” de la régle (1.2.a) valable pour Ryax,

vp(2) # vp(a'), vp(y) # vp(y') et
O(z) = ®(y) & Ype P, H(m)((vp(w;’))a vp(y7)) = max(vy(a7), vp(y ")),
ou vy(z) = vp(y) .

l.e.
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Par exemple, on a ®(23,2) = ®(2% ¢). Cependant, I'application 2 — W¥(z) est injective, d’ot il
résulte que Sty = (Nppem)?. Nous montrons seulement ici pourquoi, par exemple, ¥(2?,2) #
(2% ¢), laissant le cas général au lecteur. On a:

(i) (2°62)3)V2el,
(i) 2°3 ¥ 2?61

dolt (3,45 1) € ¥(2°,2),¢ ¥(2% ¢). Les assertions (i) et (i) se réécrivent en effet:

ppem(2® x 3,1) = ppem(22,2 x 3),
ppem(2% x 3,1) #£ 22 .

3.5 Domaine de transitivité de la relation d’équilibre

On a constaté en 1,1.2.3 que la relation V n’est jamais transitive dans un dioide. Cependant, dans
le dioide symétrisé libre de D, on a la propriété de “transitivité faible” déja notée en 1,1.3.1. Il s’agit
ici de généraliser ces propriétés au dioide symétrisé d’un dioide. Nous définissons donc:

3.5.1 Définition [ ’élément z € S est transitif si:

Vy,z€S8, yVe et 2Vz = yVz.

Nous caractérisons ci-apres les éléments transitifs. A cet effet, nous introduisons ’application:
plz)=xzB6x . (3.5.a)
3.5.2 Proposition On a p <1d et pop = p.

Preuve On a par 0,5.2.5,(ii) p(z) = 2 B o2 < 2 He = 2. En outre,

pop(z) = (B ox)B o(e B o)
=(¢*B6ez)B(czBz) (3.1.b)
=zB(Bzd(cxBz)) (0,5.2.5,(iv))

=zBH68z = p(z)

car Oz Hzx < Bz. n

3.5.3 Remarque p n’est cependant pas une fermeture duale, car p n’est pas croissante (par ex-
emple, dans R2,.., (2,¢) = (2,¢) mais u(2,2) = ¢).

3.5.4 Proposition [L’ensemble des éléments transitifs de Sp est Uimage de 'ensemble des éléments
transitifs de D? par la projection canonique.

Preuve Résulte immédiatement de 2.2.14. n
3.5.5 Corollaire Les éléments signés sont transitifs.

Preuve résulte de 3.5.4 et de 1,1.3.1,(iv). n
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3.5.6 Théoréme Soit D un dioide inf-complet distributif. Pour tout x € D?, les propositions
suivantes sont équivalentes:

(i) fe] = [u(2)]

(@) = Nyea) 2(¥)
(v) ={w(x)} & D

Preuve (i)&(ii): résulte de 1,1.4.2,(i) et (ii).
(ii)=(iii): on a ®(z) = [p(z), 2°]BD* et Pop(z) = [p(z), u(x)*]BD* (par 3.5.2), d’ott la conclusion.

(iii)=(ii): On a p(z) < p(z)®|z| < p(e)da® = 2°, et donc par 3.1.1, p(z) B |z| € () = @(p(2)),
done p(x) & la| % p()*, done (u(2) & [2])* = p(a)* & 2* = 2 < (4()*)* = p(z)*, don (i),

(iv)&(vi): On a comme z € ®(z), ®(2) DO Nyea() P(y). (iv) est donc équivalent & ®(z) C
Nyca(z) B(y), i-e. pour tout y € ®(x), ®(z) C ®(y),ie. 2V =2V y.

(iii)=(iv): Il suffit de voir que ®(y) DO ®(z) pour tout y € ®(z). Quitte & remplacer = par p(z),
on pourra supposer © = u(a). D’apres 3.1.1, on a une décomposition de la forme y = y' @ 1*, avec
y' € [z,2%]. Par 2.2.5, ®(y' ¢ t*) D ®(y'). 1l suffit donc de montrer ®(y’) O ®(z). On a en effet:
=<y <t doncpu(y) =y Boy 2 2*Bor=(202)Bor=(2Box)d(CaBox) < a,er
d’autre part y'* = 2*, soit [u(y'),y’*] D [z, 2°], et donc B(y) D D(z).

(iv)=(iii): On a p(z) € ®(z), donc par (iv), ®(z) C ®(u(x)). L’autre inclusion résulte de 3.1.1.

(v)=(iii): S1 ®(2z) = {pu(2)} & D*, ona ®(pu(z)) D {p(z)} & D* = &(2). L’autre inclusion a été vue
dans la preuve de (iv)=-(iii).

(iii)=(v): Il suffit de voir {p(z)} & D* O ®(z), 'autre inclusion étant triviale. Quitte a remplacer
x par pu(z), on peut supposer x = p(x). Soit y € ®(z). On a y > p(z) = z, donc

y=(yBz)da (3.5.b)

(via 0,5.2.5(x)). Onax 8y = y, donc yBz < 6y, donc S(yBa) < y, et en additionnant a (3.5.h),
y=(yBaz)* sz -

3.5.7 Interprétation Lorsque z est transitif, il résulte du Théoréme 3.1.1 et du point (iii) ci-
dessus que p(z) est le plus petit élément dans la classe d’équivalence de z modulo ®. On peut le

voir comme un représentant canonique de z. Par exemple, dans R2, . on a u((3,2)) = (3,¢).

3.5.8 Exemple Considérons le dioide symétrisé libre de (P(R),U,+). Soit = = (z*,27). On a
()] = lo] ssi

(zF\z)u(z" \2T)=2T Uz,
ou \ dénote la différence ensembliste. Cela entraine que les éléments transitifs sont les a tels que
Nz =0.
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3.6 Eléments substituables

3.6.1 Définition Soit S un dioide symétrisé. On dit qu’un élément x est substituable s%l vérifie
la propriété suivante:

Wy c.d€ S, { f;vyd V. (3.6.2)

On notera 8V Uensemble des éléments substituables de S.

En prenant ¢ = e dans (3.6.a), on constate qu'un élément substituable est transitif. Comme en 3.5.4,
les éléments substituables de Sp sont les images des éléments substituables de D? par la projection
canonique, et donc, via 1,1.3.1(iii), les éléments signés sont substituables. Avant de caractériser les
éléments substituables de D?, nous énoncons un lemme technique:

3.6.2 Lemme On a pour tous x,q € D?,
() = plg)

Preuve

plgp(r)) = qu(z) B Squ(z) = q(z B 6x) B oq(x B o)

(qzBoqr)Bog(zHor) (via0,5.2.5,(vil) )
(qz B ogr) B og

= qr B (5qz & 6qx) (via 0,5.2.5,(iv))

p(gz)

>
>

3.6.3 Contre exemple L’inégalité peut étre stricte dans (3.6.2). En effet, dans le dioide symétrisé
libre de Rpax, on a en prenant ¢ = (+o00,¢) et @ = (2,1), p(qz) = (+00, +00) B (+00,+00) = ¢
alors que u{qi(2)) = fu((+60,€).(2,2)) = u((+50,€)) = (+,2).

3.6.4 Corollaire On a pour tous v,q € D*, ¥(u(z)) C ¥(x).

Preuve Résulte immédiatement de 3.6.2 et de la formule (2.2.b). n

3.6.5 Proposition Soit D un dioide inf-complet infiniment distributif. Dans le dioide D?, les
propriétés sutvantes sont équivalentes:

(i) Vg € D?, p(qz) = plqu(z)) et p(z)* = =
(i) (p(z)) = ¥(z)
(iii) ¥(2) = Nyea() Y(y)

)

(iv) a est substituable.

v
v

Preuve (iv)<(iii): La propriété (iii) est équivalente a ¥(y) D W¥(z), pour tout y € ®(z), i.e.
pV qr = pV qy, i.e. x substituable.

(iii)=-(ii): une inclusion de (ii) résulte de 3.6.4. La propriété (iii) entraine que ¥(u(z)) D ¥(z) car
pu(z) € ®(z), ce qui est Pautre inclusion.
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(ii)=-(i): par 3.1.1, on a pour tout ¢, p(qz) = A ®(qz) = A®(qu(z)) = p(qu(z)). D’autre part,
O(z) = d(pu(z)), donc z® = p(z)* (cf. 3.5.6).

(i)=-(iii): Soit y € ®(x). On a par 3.1.1 une décomposition de la forme y =y’ & 1*, avec

y € [u(x), x°] (3.6.b)

et comme par 2.2.5, ¥(y) D ¥(y'), il suffit de montrer ¥(y') D ¥(z) pour avoir (iii). Ici encore,
quitte a remplacer & par p(z), on supposera & = u(x). Via la formule (2.2.b) et la proposition 3.1.1,
il suffit de voir que pour tout ¢ € D%, on a

[1(ay'), (ay')°] O [u(qz), (q2)°] (3.6.¢)

Par (3.6.b), on a y' = p(x), donc (qy")* = ¢(y')* = qu(z)* = (qz)*. D’autre part,

way)=q/Bog' = qu*Bogq
< (¢z ® ©gr)B ogx
< qr B oqx (via 0, 5.2.5,(v))
= pqz),
ce qui montre U'inclusion (3.6.c). n

3.6.6 Corollaire Si tout élément est somme finie d’éléments inversibles, alors les éléments sub-
stituables de D? sont exactement les éléments transitifs.

Preuve Trivialement, substituable entraine transitif. Supposons z transitif, z V b, cx V d, ou
¢ = ¢1 P ¢y est somme de deux éléments inversibles (le cas n s’en déduisant). Par transitivité faible,
bV 2V 7 (dS caz) entraine b V e (d © o). En réitérant avec ¢;(d © ¢1b) V 2 V b, on obtient
le résultat. n

3.6.7 Contre exemple Les éléments transitifs ne sont pas toujours substituables. Dans le dioide
symétrisé libre de Riyax, on a en effet

ce qui montre que (2,1) n’est pas substituable, quoique (2,1) vérifie u(2,1) = (2,¢) et soit donc
transitif (cf. 3.5.6,(1)).

3.6.8 Contre exemple On ne peut relaxer 3.6.6: il est faux que si tout élément est somme finie

d’éléments integres, alors transitif=substituable. Dans le dioide symétrisé de Nppem, 2° & 2 est

transitif (cela résulte par exemple de identification a Nga)x, cf. (3.4.a)). Cependant, 2% & 2 n’est
pas substituable:

(2262)V 23 . 3 3

{ 3% (256 2) V 2%, mais 3 x 2% X 2° .

3.6.9 Proposition Pour tout x € Sp, on a

v = p(e) & (28 p(a)® .
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Preuve Comme p(z) < z il résulte de 0,5.2.5,(x),que = p(z)@(2Bp(z)). En outre, o(zBp(z)) =
SzBH(6zB2) < z (par 0,5.2.5,(viil)), et donc z = p(2)&(2Bpu(z))c(zBu(z)) = plz)d(2Bp(z)).

Comme p(2) € 8%, la Proposition 3.6.9 donne la décomposition:

Sp=8p®S8p . (3.6.d)

3.6.10 Proposition (Trivialisation des équilibres) On a dans le dioide symétrisé de D la pro-
prieté suivante:
a,b substituables et a Vb—a=10 .

Preuve Prenons deux représentants de a et b, ag et by € D?, substituables, tels que ag V by.
De (p,q) € ¥(ag), i.e. p V qag, on déduit en substituant by que p V ¢bg, ce qui montre que
U(ag) C ¥(by). L’autre inclusion s’obtient de méme, et 'on conclut que ag et by représentent le
méme élément modulo ¥, i.e. @ = b. n

3.6.11 Proposition Tout élément inversible de D? est substituable.

Preuve Si 2 V y et cx V z avec z inversible, on a e V 2 y,cz.e V 2, et en observant que e est
toujours substituable (il vérifie le critere 3.6.5,(i)), cx.a™ly = cy V 2. "

3.6.12 Lemme (Substitution vectorielle) Soit @ un vecteur de taille n dont les coefficients
sont substituables. On a pour tous vecteur b et matrice C' de tailles compatibles:

xVb CeVd=CbVd.

Preuve vérifions le pour la i-ieme composante. On a (Cz); = @r_; Cirzr, V d;. La proposition
résulte d’une application répétée du lemme de substitution scalaire & cette équation. n

3.6.13 Exemple (Eléments substituables dans S,,,;) Dans le dioide R2 . les éléments tran-
sitifs (donc par 3.6.6 substituables) sont les éléments de la forme (at,a™) avec at # a~. On a en
effet p((a*,a™)) = (at,e) si at > a™, (e,a7) si a= > at et ¢ si at = a~. On constate que le
critere 3.5.6,(ii) est vérifié dans les deux premiers cas, et pas dans le dernier. Ainsi, par 3.5.4, les
éléments substituables de Syax sont précisément les éléments signés, i.e. Sy = SHO.

3.6.14 Exemple (Polynoémes substituables) Dans le dioide symétrisé de R,o[X], substitu-
able=transitif (i.e les éléments substituables sont les polynémes dont aucun coefficient n’est pointé,

Sﬂ\émax[X] = SY.X]).- On a en effet montré les assertions suivantes:
(i) = transitif ssi ®(p(z)) = ¢(z) (cf. 3.5.6).
(ii) @« substituable ssi U(u(x)) = ¥(z) (cf. 3.6.5).

(iii) ¥(z) = ¥(y) dans (Rpax[X])? ssi @(2) = ®(y) dans le dioide des fractions de Rpax[X] (cf.
2.3.7).

1l suffit donc de voir que (a): ®(z) = ®(y) dans Fr,,, (x2 ssi (b): @(z) = ®(y) dans (Rmax[ X])*.
Le sens (a)=>(b) s’obtient par restriction. Supposons (b). Soit » € F2. On peut écrire z = X ~Fw,
avec W € (Rpax[X1)% On a 2 V 2 ssi w V X*z, et comme d’apreés (b), ®(X*z) = &(X*y) (cf. par
exemple le point (i)<>(ii) de la preuve de la Proposition 3.4.4), on a w V X*y, d’oti la conclusion.
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3.7 Elimination

On dira que z est éliminable si

ar Vb
{chd = ad V bc .

L’éliminabilité entraine clairement la substituabilité.
3.7.1 Proposition Dans Sy, les éléments éliminables sont les éléments signés.

Preuve Si a ou ¢ sont non équilibrés, par exemple a, la premiere équation est équivalente a
x V a='b, et 'on s’est ramené & la propriété de substitution 3.6.1. Si @ et ¢ sont tous deux
équilibrés, on a ad € S, et ¢b € S} .., et la condition ad V be est remplie. Réciproquement, un
élément éliminable est transitif, donc signé. m

L’éliminabilité est un fait plus rare que la substituabilité, pour lequel nous n’avons pas de

caractérisation générale.
3.7.2 Contre exemple [’éliminabilité ne “passe pas” aux polynéomes. On a par exemple:

{ (eoX) e X)Veo X2 (0 X)e Wetleo X2) .

eled X)Ve

Les coefficients de e @ X sont éliminables dans Sy,ax, mais e @ X ne 1’est pas dans Spax[X].



Chapitre III
Systemes d’équilibres linéaires

Nous étudions dans ce chapitre les systemes d’équilibres linéaires. On travaillera essentiellement
dans le dioide Syay (symétrisé de Ryyay). Cette étude repose sur les trois approches suivantes.

a/ Point de vue géométrique. On étudie les questions d’orthogonalité dans S, ou de maniere
équivalente, les systemes homogenes Az V e. Le résultat central est que l'orthogonal d’un sous-
moduloide de type fini de S}, est un sous-moduloide de type fini (effectivement calculable). En
outre, l'orthogonal d’un sous-moduloide de type fini de R} caractérise complétement ce mod-
uloide, ce qui autorise I’emploi de résultats de dualité pour 1’étude des sous-moduloides de type
fini de R}, .. De maniere précise, on peut associer a un sous-moduloide M de type fini de R} .
I'ensemble M+ des équations ¢(x) = 1(x) vérifiées pour tout = appartenant & M (¢ et 1 étant des
formes linéaires sur R, ). Les résultats d’orthogonalité qui précedent affirment que les équations
de cette forme vérifiées par M admettent une famille génératrice finie, et caractérisent M. On
cherche ensuite des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de solutions de systemes
d’équilibres homogénes et non homogenes. On obtient alors des conditions simples et purement

structurelles.

b/ Point de vue Cramerien. Si I’on se restreint a la recherche de solutions signées de systemes
d’équilibres linéaires homogenes et non homogenes, on trouve par des techniques d’élimination des
conditions nécessaires précisément analogues aux conditions de Cramer pour des systéemes carrés.
On montre que les systémes rectangulaires vérifient de nouvelles conditions de compatibilité (qui
sont impliquées par les conditions de compatibilité usuelles dans un corps, mais pas dans un dioide).
On montrera qu’en général, les conditions nécessaires obtenues en éliminant ne sont pas suffisantes.

¢/ Point de vue combinatoire. Pour des systémes carrés non homogenes, on montre que la
non nullité du déterminant entraine ’existence d’une solution signée. Une premiere démonstration
est fondée sur un avatar des algorithmes itératifs classiques (Jacobi, Gauss-Seidel). Une seconde
démonstration repose sur le Théoreme de Frobenius-Konig. On étudie ensuite les systemes ho-
mogenes carrés. On montre que 1’équilibre du déterminant entraine I’existence d’une solution signée,
ce qui généralise un résultat de Gondran et Minoux [47] dont nous reprenons partiellement les tech-
niques.

L’idée d’introduire un signe moins formel dans les dioides pour résoudre les systémes d’équations
est due a J.P. Quadrat. La partie sur la condition nécessaire de Cramer pour les systémes carrés
(Az V b entraine det A.x V A3Yp) est commune avec Max Plus [79, 80]. En particulier, le lemme
d’élimination (pour z signé, az V bet cx V d entraine ad V be), est du a M. Akian. L’idée d’adapter
les algorithmes itératifs est due & M. Akian et R. Nikoukhah.

85
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1 Dualité

1.1 Orthogonalité dans S}

Dans S}, ., on définit le produit scalaire de deux vecteurs z et y comme a ’accoutumée:

i3
.Yy = @%yz .
=1

La propriété familiere
(Au).(Bv) = (BT Au).v (1.1.a)

est encore valide. Etant donnée une partie P C 81, on définit I'orthogonal de P:

L={vesS", | VueP, vuVe}.

PL est clairement un sous-moduloide de S”

ax On a les propriétés suivantes.

1.1.1 Propriétés
(i) P+~ PL est décroissante
(i) (P15 P
(i) (P4 = Pt
) (vect(P) & (Sgu)" )t = P
)
)

(1V max

(v) (PU@Q)t = Ptn@+
(vi) pour des sous-moduloides de ST, (V& W)L =v+nwt,

Les propriétés (i) et (i) expriment que P ~ PL est une correspondance de Galois (cf. 0,5.1.9).
L’involutivité (iii) est générale pour les correspondances de Galois (cf. 0,5.1.8,(i)). Les autres pro-
priétés sont immédiates. n

Nous considérons d’abord le cas ou P = {v} est réduit & un singleton.

1.1.2 Proposition Soit v € 8", . Le moduloide vt est de type fini.

max-*

Il résulte de (1.1.a) que pour toute matrice D diagonale & coefficients diagonaux dans S, \ {¢},
et pour toute matrice de permutation P, ’on peut écrire:

uv Ve & (D7'Pu)(DPv) Ve . (1.1.b)
On pourra ainsi supposer quitte a normaliser et a réordonner les indices que
v=1le,...,e,e’ ... e e, e ] (1.1.¢)
—_——— ——— ———
p fois q fois n—q—p fois
On notera eq, ..., e, les vecteurs de la base canonique de 87 .. On a le résultat plus précis suivant:

1.1.3 Lemme La famille F formée des vecteurs suivants est une base faible de v :

6¢@6]‘,i<j§p,

€i7i2P‘|‘17

e de,i<pptl<j<p+gq, (1.1.d)
e;oe, 1 <pp+t1<3<p+tyg,

€e,i<p .
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Preuve du Lemme. Quitte a diviser u par @, |u;|, on prendra @, |u;| = e.
Cas 1 Tl existe ¢,p+ 1 < i < p+ ¢, tel que |u;| = e. On peut écrire:

U= ue; P @ up(er P e;) P @ ULEEL

ki, k<p k>ptl ki

ce qui montre que u € vect(F).

Cas 2 1l existe i, < p, tel que u; = €*. On peut écrire:

u=muiel B Purlere)d P urer
k<p k>p+1

En effet, il est clair que le second membre est supérieur ou égal a u. L’autre inégalité vient de ce
que |ug| < e, et donc uge; < wel = e?.

Cas 3 Aucun u;, pour 1 < ¢ < p n'est égal a e®, et il existe ¢ et j < p tels que |u;| = |u;| = e et
u; = Ouj, par exemple u; = e et u; = Ge. Pour k < pet k #¢,5,0n a ur < e ou up < Oe. Posons
wi = up(er O e;) siup = Se et wy = up(ep Se;)siug < e. On a clairement wy < u. On vérifie que:

w=u;(e; S e;) b @ uger D @ wy, € vect(F)
k>p+1 k<p,k#3,5

On a montré dans tous les cas que F est une famille génératrice de vt. On vérifie de maniere
élémentaire qu’aucun vecteur n’est combinaison linéaire des autres, ce qui montre que F est non
redondante. m

1.1.4 Théoréme L orthogonal d’un moduloide type fini V. C ST est un moduloide type fini.

max

Preuve Par induction sur le cardinal d’une famille génératrice de V. Supposons V= W & Spaxv,

et W+ sous-moduloide de type fini, soit W' = vect(wy,...,w;). Les assertions suivantes sont
équivalentes:

T € (W S3] Smaxv)J—

reWtnot

JyesSk o=@ yw; et vaVe

Ely € anax? T = @f:l Y, w; et (@2 vzwz)y V £

Notons W lapplication linéaire §¥ _ — S” . ¢; — w;. D’aprés ce qui précéde, on a (WPSmaxv)t =
W(E vpwy )t . La Proposition 1.1.2 affirme que (€D vrwy )L est un moduloide type fini, et donc, V4,

image de (@ vgwy, )t par W, est également de type fini. "

1.1.5 Exemple La preuve ci-dessus est effective. Calculons 'orthogonal du moduloide suivant:

e
V =vect{vy,v3) ot vy = | € | etvy=| e
On a d’apres (1.1.d):
+ e e* €
e =vect{| ¢ |,| ce |,| ¢ |,| € |).
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On cherche donc z € V* sous la forme:

e € ¢ 5
r=My=|¢ Oe ¢ e€° 20 (1.1.e)
e € ¢ 93
Y4
L’équation ve.z V € se réécrit:
e e € ¢ h h
[866] e e ¢ € Y2 | — e Oe ¢ e Y2 Ve
Y3 Y3
e € ¢ ¢
Ya Ya

On a donc, en notant vect(A) le moduloide des colonnes d’une matrice A, et en appliquant a
nouveau la formule (1.1.d):

e ¢ £ ¢ e £ € €
e ¢ £ ¢ e € ¢ ¢€°*

y € vect( ) = vect(N)
E e € € €& € & € &
E € € e 0e e e ¢ £

et en reportant dans (1.1.e), € vect(M N), soit apres suppression des vecteurs redondants:

e € e € ¢ ¢
zevect(| e e e e e e |)=VE. (1.1.1)
e e ¢

De maniere équivalente, on peut aflirmer que les éléments de V satisfont les trois équilibres suivants:
r@®zVy y®@zVy, z@yVy

(on a ignoré les équilibres triviaux associés aux trois derniers vecteurs de (1.1.f)).

1.1.6 Proposition Soit w € SZ... On a (wh)t = Spaxw & (S8,.)"

max’

Preuve La Propriété 1.1.1,(iv) donne
(W) D Smaxtt & (Sha)” - (1.1.g)

Réciproquement, prenons w sous la forme canonique (1.1.c). On peut supposer n = p+¢. Supposons
& & Smax B (S8,,)", et posons A = w\a (bien défini dans le dioide complété de Syax). On ne peut
avoir & = Aw & p(S) )" Comme trivialement, o > (w\a)w, on a une composante non équilibrée
de a, «y, telle que:

a; - Aw; (1.1.h)

avec
A=ar Ao Ahap Aapyr/e®) NN (ag/et) .

Quitte a multiplier a par un scalaire inversible, on pourra supposer a; = e. L'inégalité stricte (1.1.h)
n’est possible que dans les cas suivants.

1/ On a |ag| < e pour un certain k. Le vecteur f dont les seules composantes non nulles sont f; = e
et fr = e est dans Porthogonal de w mais pas de a.
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2/ Pour tout k, |ag| = e, et a/ on a ay € S, avec ¢ > p+1. Le vecteur f dont la seule composante

non nulle est f, = e est dans l'orthogonal de w mais pas de a.

2/ b/.On a oy = Sa, = e avec ¢, < p. On conclut de maniére analogue.

On a montré @ € Spmaxw @ (Sha)” = a € (wh)t, ce qui montre l'inclusion réciproque de (1.1.g)
|

Le contre exemple suivant montre que la propriété 1.1.6 ne s’étend pas aux sous-moduloides de
“dimension” plus grande.

1.1.7 Contre exemple Soient v; et v, comme en 1.1.5. Apres quelques calculs, on observe les
faits suivants.

e € €
v =veet(] € |, | Oe |) B (Sha)’s vy = vect(] e || e ) B (Sha)”
e 5 Ce
e.
(UIJ_ ©® v%_)J_ = Smax € ©® (S;naX)S .
e.
Par application immédiate de (1.1.d), on obtient:
e € e e € € ¢
(v D))t =vect(| e ¢ ¢ Ge e e e |)
€ e ¢ ¢ ©e e ¢
Posons Fy = vt et Fy = v3. On a montré:
(F1 & Fz)LL 2 P oF, .
Ce contre exemple entraine en outre que
(G1NG)*" 2 G 4Gy (1.1.)

olt Gy = vect{v)) @ (S8.)° et Ga = vect(vy) @ (S8..)°. En effet, comme G et G5 sont (aux termes
triviaux pres) de dimension 1, il résulte de la Proposition 1.1.6 que Gy = (G{)* et de méme pour
G5. On peut alors écrire, d’apres la Propriété 1.1.1,

(GGt = (G NG =((Gra Gyt ) = (e ) 2 he =686y .

Il résulte de ce qui précede que la correspondance V — V* n’est pas injective, méme en faisant
abstraction du sous-moduloide trivial (S¢,.)". On a cependant des résultats plus simples en se

restreignant au dioide R7 . comme il suit.

1.2 Dualité R}, S;

max
Considérons la correspondance suivante:

R? — Sn

max max

v — Vi={uesSr, | YveV,uvVe} (1.2.a)
Wl ={ucR?, | Vwe WuwVe} « w

max
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Cette correspondance s’interprete de maniere bien simple. Soit M un sous-moduloide de R}, et

max’
v € M+. On peut écrire v € S%, comme différence:

v=v0v, vi,v2 €RY, .
Pour z € M (et donc z positif), I’équilibre vz V ¢ se trivialise en
V1T = VT . (1.2.h)

Autrement dit, on associe au moduloide M I’ensemble M* des équations de type (1.2.b) qu’il
satisfait.

2

1.2.1 Exemple On vérifie de maniere élémentaire que le sous-moduloide de R; ,.:

szect<li],[§]>

3xdy=3z, lzby=yvy ,

est caractérisé par les équations:

ou de maniere équivalente
3z =y > lx .

1.2.2 Théoréme (i): Les deux applications (1.2.a) établissent une correspondance de Galois entre
les sous-moduloides de type fini de R et les sous moduloides de type fini de ST.,.. En outre, (ii):
Uapplication R, — ST, V — V<L est injective.

Preuve (i): On a déja montré en 1.1.4 que V* était un moduloide de type fini. Réciproquement,
on & I'analogue! du Lemme 1.1.3:

1.2.3 Lemme Soit

— ° ° n
w=le,....e,0e,....0e,e* ...t e...e €S (1.2.¢)
SN—— S——
p fois r fois q fois n—qg—p—r fois

La famille F formée des vecteurs suivants est une base faible de w' :

e de,i<pp+tl<j<p+r
e, i>p+r+1, (1.2.d)
e be,i<p+rptr+1<j<p+q.

Le Lemme se prouve de maniere analogue au Lemme 1.1.3, et la récurrence donnée dans la preuve
de 1.1.4 donne une famille génératrice finie de WT. Cela achéve la preuve de (i).

Preuve de (ii). Le lemme suivant est la clé du résultat.

1.2.4 Lemme (de séparation) Soit V' un sous-moduloide de type fini de (Rpax)™ et w ¢ V. 1l
existe un vecteur p € (Smax)" tel que

pw ¥e, VveV, pvVe.

Na forme du vecteur w est justifiée par le fait que dans la normalisation (1.1.b), il faut maintenant prendre la
matrice D a coefficients diagonaux strictement positifs
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On affirme de la sorte I'existence d’une forme linéaire séparant w de V, i.e. équilibrant tout vecteur
de V mais pas w. Admettons provisoirement le Lemme. Il en résulte que

L L
V;W:>W ;V . (1.2.e)
En effet, en prenant w € W \ V, on obtient un vecteur p € V+ tel que p ¢ wt O Wi. On
déduit de (1.2.e) que I'on ne peut avoir V- G (V)T (car alors ((V+)")t C V+, ce qui contredirait
une propriété générale des correspondances de Galois). Ainsi, on a (V)" = V ce qui montre que
lapplication V +— V= est injective. Il reste & voir le Lemme.
Preuve du Lemme de séparation. Comme w ¢ V', on a nécessairement:
w > A(A\w) ,
(on plonge Ryax dans Ryay pour que cette écriture ait un sens). On peut supposer par exemple

wy > (A(A\w))y, soit:
wy = P A \ Ari\w
7 k

et donc

Vi,ﬂk, wy > Alz(Akz\wk) . (1.2.f)

Pour a > e et a assez proche de e, on a donc:
Vi, 3k, wy > aAy(Ar\wg) . (1.2.g)
D’abord, une observation immédiate:
Ay #e= A £ ¢ (1.2.h)

(sinon, on aurait +oo a droite de (1.2.f)). Soit ¢ € Ryay un grand parametre et définissons le vecteur
p € S, comme suit:

@ si k =1, et sinon:
pe=9 (Gh)* siwg #e (1.2.1)
t* sl wg = €.

On ap.w ¥ e. En effet, pour k > 2, si wy, est nul, le terme pipwy ne contribue pas a p.w, et sinon,
on a prpwi = wy, lequel terme, comme a > e, est strictement majoré par awy, d’ott p.w = awy ¥ €.

On montre que p appartient & V*, i.e. que p est orthogonal & toutes les colonnes de A. Si
Ay = ¢, il est trivial que p.A.; V e. Sinon, il résulte de (1.2.h) que Ay; # €. Si wy # €, on peut
écrire d’apres (1.2.g)

w1
PrAk = (w_k).Aki = ady =pA

et donc p.A.; V e. 5i wyp = ¢, on a la méme conclusion en prenant ¢ assez grand. On a montré
pEVLet pdwt. Cela acheve la preuve du Lemme de séparation et du Théoreme. n

1.2.5 Corollaire On a (V)T =V pour tout sous-moduloide de type fini de R™

max”’

Preuve On 'a montré incidemment dans la preuve du Théoreme 1.2.2,(ii). n

n
max

1.2.6 Corollaire L’intersection de deux sous-moduloides de type fini de R est de type fini.
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Preuve Soient V. W deux tels moduloides. On a

Vaw= viTawsT (par1.2.5)
= (VrawhHT (par I'analogue de 1.1.1,(vi))

qui est de type fini d’apres 1.2.2. n

1.2.7 Exemple Calculons 'intersection des deux moduloides des colonnes des deux matrices suiv-

€ € e &

On a, en notant vect(U) le moduloide des colonnes d’une matrice U:

antes:

vect (M)t = Vect<[ 3 8. ]> .

€ €

Un vecteur v appartient & lintersection ssi v = Myu, et v € (vect(M;)1)T, soit, en posant u =

[z, y]":
IS
u:_i]évecﬂlg §]>

e e
1 3

Ainsi,

et en remplacant

v = Mau € vect(

]> = vect(My) N vect(Ms) .

1.2.8 Remarque On peut reformuler 'exemple qui précéde de la maniére suivante. vect(M7) est
le moduloide d’équation
Mi:3zdy=3z . (1.2.)

vect(Mz) est le moduloide d’équation:
M&:lady=y. (1.2.k)

L’intersection de ces deux moduloides est donnée par les deux équations (1.2.j) et (1.2.k).

1.2.9 Application aux sous-demi-treillis de B" Dans le Lemme de séparation, on a eu recours
a un argument de densité (usage du «) ainsi que de domination (usage du grand parametre ¢). On
notera cependant que ce lemme reste vrai pour une dualité B* « (B?)". Il suffit de prendre le
vecteur p défini par

e siwgp#e (1.2.0)

e* sl wp =e.

e sik=1,et sinon:
Pr =
au lieu de (1.2.i). Ainsi, un sous-moduloide de B" est caractérisé par 1’ensemble des équilibres a
coefficients booléiens qu’il vérifie. Notons qu’un sous moduloide X de B® n’est rien d’autre qu’une
partie X stable par sup et contenant €. On peut donc affirmer qu’un sous-demi-treillis X de B”

contenant ¢ est caractérisé par 'ensemble des couples (I,.J) € (P({1,...,n}))? tels que

Ve € X, @xi:@xj .

€1 =
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1.2.10 Remarque On aurait pu définir directement une dualité entre (Rupax)” et ((Rmax)?)" sans
faire usage du dioide symétrisé.

2 Solutions générales d’équilibres linéaires

2.1 Systemes homogenes

n

On considere une famille finie {u;};er de vecteurs de S, ..

2.1.1 Définition (famille libre) La famille {u;}; est libre si pour toutes familles presque nulles?
de scalaires {\;}; et {p};, on a

@/\iui = @,uiui = A=p . (2.1.a)

2.1.2 Définition (famille V-libre) La famille {u;} est V-libre si pour toutes familles presque
nulles {\;}; et {p}; d’éléments de Ryax, on a

@/\Z’uiv @,uiui = /\V,u .

Cette derniére propriété est équivalente a 'assertion suivante pour une famille d’éléments de Sax

PruiVe = AVe, (2.1.b)

(car e Vbssiacb Ve, cf [(1.2.a),(1)). On emploiera les termes “liée” et “V-liée” avec un sens

évident.

2.1.3 Théoreéme Une famille est libre ssi elle est 'V -libre.

2.1.4 Lemme Pour tout a,b €8S}, ., on a

aVb=>adb®=a"Db .

Preuve du Lemme. Si a V b,on a a ©b = bS a. On obtient le résultat en ajoutant a @ b des deux
cotés de I’égalité. m

Preuve du Théoreme.
1/ {u;} V-liée entraine {u;} liée. Supposons d’apres (2.1.b) @, Aju; V ¢ avec A ¥ ¢, par exemple
A ¥ e.On a alors

itk
et d’apres 2.1.4,
itk itk

Comme on a supposé A\; € Sg. 00 @ Ap # AL, et on contredit la propriété (2.1.a).

?la famille {A:}: est presque nulle si on a seulement un nombre fini d’indices ¢ tels que A; # ¢
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2/ {u;} liée entraine {u;} V-liée. Supposons

@/\iui = @Mjuj )
i J

avec A # 1, par exemple Ay # pq, et quitte & permuter X et p, [A\q| > |u1]|. On est dans 'une des
deux situations suivantes.

2,a/ Si A €S8 et | A > pal,onad o pu =M €S2, et donc v = A& p est un vecteur non

max max?’
équilibré tel que ,; v;u; V €.
2,b/ Il reste a voir le cas olt |A1] = |p1] avec Ay € S9,, ou g € S¢.,. Aprés permutation éventuelle,
et compte tenu de A\; # pq, on peut supposer \; = uf, avec yu; € S,

max- Le résultat provient d’un
lemme de raflinement des égalités dans Sy ax.

2.1.5 Lemme Soient b € SY

max: @ % € Smax. On a

a@bc=aDbc=>abcVadbc .

En supposant ce Lemme, on pose ¢ = uy, b = pg et @ = @;55(Ai & pi)u;. On a alors le vecteur v
non équilibré donné par vy = Spuy et v; = A; b w; pour @ > 2, tel que P; vju; V ¢, d’ou il résulte
que {u}; est V-liée.

Preuve du Lemme 2.1.5

(0) Cas ¢ € S} .. Cela résulte de Sbc = Sbc® = b%c = be via la Formule (1.2.b) du Chapitre L.
(i) Cas |be| < |a|. C’est trivial.

(i) Cas |bc| = |a|. L’identité a & b*c = a & be se réécrit b*c = be, et compte tenu de b € S},
¢ €S2 .« Ce qui ramene au cas (0).

(iii) Cas |be| = |a|, ¢ € S}hax On a alors b%c = a & be. Si a est équilibré, on a a & be = a®* = a & be
est le résultat est acquis. Si @ est signé, le signe de be est alors 'opposé du signe de a, soit a = Sbe,
et donc a ©bc=a V a® bec=a®. Cela acheve la preuve du Lemme et du Théoreme 2.1.3. n

2.1.6 Définition (rang) On appelle rang d’une matrice A le nombre mazimal de colonnes de A
formant une famille libre.

On rappelle (cf. 0,6.1.3) qu'une matrice carrée A est dite monomiale si A se factorise sous la forme
A = DP, ou D est une matrice diagonale a coefficients diagonaux non nuls et P une matrice de
permutation.

2.1.7 Théoréme Le rang de la matrice A € S75P est €gal a la taille de la plus grand matrice

monomiale inversible extraite de A.

Preuve Via le Théoreme 2.1.3, on se ramene a la Proposition suivante, qui étend au dioide Sy ax
la caractérisation des applications linéaires inversibles donnée en 0,7.2.8.

2.1.8 Proposition Une application linéaire f : SP — ST est injective ssi sa matrice contient

une sous matrice monomiale inversible de taille p.
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Preuve de la proposition. D’apres le Lemme 7.2.6 du Chapitre 0, la matrice A associée a f con-
tient une matrice monomiale. On pourra supposer quitte a multiplier par des matrices monomiales
inversibles convenables que A a la forme suivante:

All 13 13
£
A= ,
£
e Ay
i * * *

ol les A;; sont soit égaux a e soit a e®. Si tous les A;; sont égaux a e, le résultat est acquis. Supposons
Ay = €*. On montre qu’il existe une ligne £k > p dont le seul coefficient non nul est Az, qui est
inversible, de sorte qu’en permutant les lignes k et [, on obtient une matrice monomiale inversible.
Si ce n’est pas le cas, on est dans la situation suivante:

Vk>p+4+1, (Ag inversible = Juy #k, Ap,, #¢) .

Il est clair qu’en prenant un grand parametre ¢ et en considérant le vecteur

e sii=1
U ou =

t* sinon,
on a Au = A(6u), ce qui montre que 'application X — AX n’est pas injective. Cela achéve la
preuve de la Proposition et du Théoreme. n

2.1.9 Corollaire On a rgA = 1gA".

Il résulte que le rang de la matrice A est aussi bien égal au nombre maximal de lignes de A formant
une famille libre. On peut résumer cette section par I’énoncé familier suivant.

2.1.10 Corollaire Soit A € SIXP. Le systéme Ax V ¢ admet une solution non triviale (i.e. x ¢
(Spax)™) ssitgA < p.

2.2 Solutions des équilibres non homogeénes

Nous donnons ici un résultat rapide sur I'existence de solutions a I’équilibre Az V b. On caractérise

cette existence a I’aide de conditions élémentaires (purement structurelles). On se restreindra plus

n

tard & I’étude des solutions signées pour obtenir des résultats plus fins. On notera, pour v € S ..

cuppu={i € (1.0} | ui e .
supp’u={i € {l,...,n}| u; ¥e}.

Notons le fait immédiat suivant.

2.2.1 Lemme Soient u,v € S _ .. On a:

max-*

wV v = supp’u C suppu .

2.2.2 Théoréme Soit A € SPXP et h € S

oy N Les propositions suivantes sont équivalentes:
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(i) Il existe x € S?

max

tel que Az V b,
(i) supp”b C U;suppA. ;.
Preuve (i)=(ii): On a d’aprés le Lemme 2.2.1:
supp b C suppAx C U;suppA.; .

(ii)=(i): 1l existe @ € R%

7 ax tel que |Az| = |b]. On pourra par exemple choisir,

= P Axl\bil

i, Aipebite

qui est bien défini d’apres (ii). On a alors Az* V b. n

3 Systemes de Cramer

3.1 Solution de Cramer

S désigne ici un demi-anneau symétrisé commutatif.

3.1.1 Proposition Soit A € 8™*", de déterminant inversible dans S, et b € 8",
T = (det A)~t 424

vérifie AT V b.

Preuve : on a AA* V (det A)ld, et en multipliant & gauche par b: AA3b V (det A)b, d’ou la
conclusion en divisant par det A. n

On appellera Z, ainsi défini, la solution de Cramer de I’équilibre Az V b.

1 2 €Tl _ 3
0 2 9 o 3
Le déterminant vaut D = 36 2 = 3. La solution de Cramer est donnée par:
3 2 1 3
3 2 " 0 3 .
T = — =25 Yy = — =1

3.1.2 Exemple Dans S;ax, soit

3.2 Systemes de Cramer dans S,

Nous étudions maintenant 'existence de solutions signées de systemes d’équilibres linéaires dans le
cadre du dioide S;,ax. On discutera plus loin les extensions éventuelles.

3.2.1 Théoréme (Condition de Cramer) Soient A € S} et b € ST
(SY.)™ de Uéquilibre Az V b vérifie:

max

Toute solution x €

det Az V A*4p



3. Systémes de Cramer 97

La preuve repose sur une technique analogue a I’élimination de Gauss, rendue possible par le Lemme
suivant:

3.2.2 Lemme (d’élimination vectorielle) On a:

@ € Spaxs & € (Spay)” et { gxxvvbd = CbVda .

Preuve On a Caz V da. Le lemme résulte du lemme de substitution vectoriel 11,3.6.12 appliqué a

az qui appartient & (S ,.)" n

3.2.3 Contre exemple L’hypotheése a ¥ ¢ est nécessaire. On a en effet, avec

a:e',w:[@i],b:[i],c:[e e],d:g

ax VbetcexVd maisch=e ¥ ad=c¢.

Preuve du Théoréeme 3.2.1:

1/ Cas det A € S,

max-*

On montre le résultat par récurrence sur la taille de la matrice A. Si A € S1Xl le résultat est
acquis, avec la convention A4 = (e). Supposons le théoreme démontré pour des matrices de taille
n — 1 et soit A € ST avec det A € S ... Comme en développant par rapport a la derniere ligne

det A = @y, ang det A(nlk) € S} on a par 11,3.3.8,ii que I'un au moins des det A(n|k) est signé.
On peut donc supposer sans restriction de généralité det A(n|n) € S),. On a alors:

Ay T (n) B Agafn)Tn V by (1)

L’application de I’hypothese de récurrence au systeme de n — 1 équilibres:
()& (1) Ayl V b © Awn)®n

donne (det A,z V A?:fn)(b(nl O A(n|n)Tn)- L'application du lemme d’élimination 3.2.2 donne:

A[n|n)Aadj )(b(n| S, A(n|n]$n) <, (det A(n|n))ann$n \% (det A(n|n))bn

(n|n
c’est a dire:

adj adj

Dans le premier membre de I’équilibre, on reconnait le développement par blocs de det A (cf. 1,2.1.6),
et dans le second, le développement par blocs du n-ieéme déterminant de Cramer:

D, = det [ ﬁ(ﬁ'”i o ] _ Ay,

On a ainsi montré:

(det A)z, V (A*4p),
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On aurait pu faire la démonstration en distinguant la z-ieme colonne a la place de la n-ieme, ce
qui aurait donné I’équilibre correspondant pour z;. On a donc (det A)z V A2dp, ce qui prouve le

résultat & I'ordre n et acheve la démonstration dans le cas det A € S .

2/ Cas det AV ¢

Si toutes les composantes de A2Yp sont equilibrées, les conditions de Cramer sont trivialement

vérifiées. On peut donc supposer (A3Yp); € §Y . On considere alors le systeme

Z1
[A[H A[n_1| b] x A% @A[n|$n ,

n—1

©0

systeme de déterminant inversible, pour lequel le résultat précédent s’applique et donne

L1

adj e adj
Sl Apy o Ay b Apgea V [A2dip],

Tn—1

©0
ce qui projeté sur la derniere composante donne:

det Az, V [A2Yp],

\%

et montre le Théoréme dans le cas det A ¢ S}/, ..

3.3 Application aux systemes d’équations linéaires a coefficients dans R,

3.3.1 Proposition Soient A,C € R%%", b,d € R, . On pose: A= ASC etb=bod Lensemble
des solutions de

Az D b=Cz D d (3.3.a)

dans Ryax €t Uensemble des solutions positives de ’équilibre
Az @bV e (3.3.h)

dans Smax coincident. En particulier, si det A est inversible et T = (det A)~1A2dp ¢ (SE, .
solution de Cramer T est U'unique solution de (3.3.a).

), la
Preuve : résulte immédiatement du fait que Syax est une symétrisation réguliere de Ryax (cf.

11,2.1.2). .

3.3.2 Exemple Considérons le systéeme déja traité de maniere heuristique en IL1,§1.1, soit:

fmwteyo b mts - Los 12 (3.3

max(z + 3,y +2,-5) = max(y + 2,7)

L’équilibre associé est:

5]l sz

de déterminant D = 4 (inversible).
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\\lex@lyV'Q .
1 ]

Rpax 02 ol 00| o 1 32 _R®

L max

60
o

©2 Ly: 26y V2
RS

max

Figure II1.1: Intersection de droites dans (S),.)?

max

|2 &1 10 2]
Do (AR 5Dy ‘ 37| 7
: D 8
adj; __ z _ @ 2
A b - [ Dy ] - [ 7 ] € (Smax)
Ainsi, z = % =8—-4=4,9y= % = 7 —4 = 3 donne 'unique solution positive de 1’équilibre

(3.3.d). C’est donc 'unique solution de ’équation (3.3.c) dans Ryax.

3.3.3 Interprétation géométrique Considérons les trois droites suivantes dans (SY,,.)?:

Li 291y V2
Ly, 26yV2

Le déterminants associés au systeme L1 N Lo valent
D=06l, D,=2, D,=02,

d’oti ’on conclut a I'unicité de la solution (z,y) = (1,61) € (S),,.)? On constate sur la Figure II1.1
que Ly et L, se rencontrent en un unique point. Par contre, le déterminant D; associé au systeme
Ly N LY vaut 2°. On constate en effet que les droites Ly et L} ont tout un segment en commun,
quoique L} soit “paralléle” a Lo. Tout point de la forme (1,¢) avec |t| < 1 appartient en effet a

Lin L.
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3.4 Commentaires

En fait, les formules de Cramer sont seulement des conditions nécessaires pour 'existence d’une
solution signée a Az V b. Considérons le systeme dans Spax

00 ][ 0
Az=|ec 00|y |V]oO
0 ¢ 0]|]|= 0

OnadetA=0eS% C8SY

Dok max- Les trois déterminants de Cramer valent

D, = det =0° D,=0° D.,=0°

o o O
0 O O
o O ™

de sorte que les équations de Cramer s’écrivent

0.zVO0*, 0.y VO*, 0.2VO0°* (3.4.a)
Par exemple, 2 = y = 2z = —1 (-1 avec le - usuel) sont solutions de (3.4.a) mais
-1 -1 0
Al -1 ]l=|-1] %o
-1 -1 0

Cependant, si A2 est signé, la solution de Cramer est 'unique solution signée:

3.4.1 Proposition Supposons det A € SY,. inversible, et A*Yb € (SY.)". Il existe une unique

max
solution signée (z € (SY.)") @ Az V b, donnée par x = (det A)~1 Aadip
Preuve : Dans ce cas, (det A)~1 AU est 'unique solution non dégénérée des équations de Cramer,
qui sont nécessaires d’apres le théoreme 3.2.1 et suffisantes (Proposition 3.1.1). ]

Nous montrons maintenant que lorsque 'on ne requiert pas que les solutions soient signées ou
lorsque I'on prend des dioides plus généraux, les conditions de Cramer ne sont plus nécessaires.

3.4.2 Contre exemple Dans le dioide symétrisé de Rpay, on considere le systeme

{ 20NzdeyV ©2 (3.4.b)

(162)zdey V10
x = (00, ¢) est clairement solution. On a D = ¢, D, = ¢, et
(z,y) = (o0,¢) : :

201 ©2

Dy = 162 10

=12o11 .

La seconde condition de Cramer Dy V D, n’est donc pas satisfaite.

On a vu au chapitre précédent que les dioides ou tout élément était somme finie d’éléments integres
jouaient un réle important. On donne un contre exemple analogue pour un dioide de ce type.
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3.4.3 Contre exemple Dans Ry, [X], on a
e X ¢ e X v e X?
e* e € e

e X eo X2

€ €

Cependant,

D=ecX, D,= =e' o X G (X7,

et donc y = ¢ ne satisfait pas la seconde condition de Cramer.

3.4.4 Contre exemple Les conditions de Cramer peuvent ne pas étre vérifiées pour une solution
non signée. Soit en effet le systeme dans Sy ax

e 919

La condition de Cramer s’écrit:

ce qui est faux.

Les solutions signées sont intéressantes du point de vue de I’élimination. Elles ne semblent cependant
pas jouir de propriétés de structure, comme le montre la suite de contre exemples suivants. Notons

Sol(A,b) = {x € 8P| Az V b} . (3.4.4)

max

On a le fait trivial suivant.
3.4.5 Observation On a Sol(A,b) = Sol(A,b)d Sol(A,e).

L’intérét de Sol( A, ¢) est d’étre un moduloide. En considérant I’ensemble de éléments minimaux
de Sol(A,b), Sol"™™(A,b), on pourrait s’attendre & un théoreme de décomposition du type

Sol(A,b) = Sol™™(A,b) @ Sol(A,¢) ? (3.4.e)

ce qui généraliserait le classique “solution générale =solution particuliere4solution de I’équation
sans second membre”. Il n’en est rien.

3.4.6 Contre exemple Considérons le systeme dans Syax:
L ]
Yy e

Sol(A,b) = {(z,y) € Ska | |z 2 eet |y| < e} @ (Sphae)? -
Sol™n( A, b) = {(c,¢)}, Sol(A,e) = (S..)°

ce qui contredit (3.4.e). En outre, on vérifie que I'on n’a pas de partie finie P C Sol(A,b) telle que
Sol(A,b) = P & Sol(A,¢).
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Définissant Sol” = {z € (SY,..)" | Az V b}, une généralisation du Lemme 11,3.3.4 au cas vectoriel
serait:

Sol(A,b) = SolY(A,b) & (S?

max

)7 (3.4.1)

Il n’en est rien.

3.4.7 Contre exemple Soit le systeme

MR

On a d’apres la premiere équation # V 16 y, et en reportant dans la seconde, (15 y) ®y V 2, soit
y* V2, d’ou |y| = 2. De méme |z| = 2. On vérifie sans difficulté que

IR

sont les deux solutions signées minimales du systéeme. Cependant,
2.
€
est une autre solution, qui n’est pas minorée par un élément de SolY(A,b). On contredit (3.4.1).

Nous donnons un autre contre exemple ot SolY(A,b) = 0 et Sol(A,b) # 0.

3.4.8 Contre exemple Soit le systeme:

ledy V1
lapyV o1 (3.4.2)
rHlyVi1

Les deux premieres équations se réécrivent la Gy V 1, 51 5y V 1, d’ou comme 1 est transitif,
lepyV Slaoy, ie. lady Ve ie y V & la, et en reportant dans la derniere équation,
ro2 = 32x V 1,dou 2 V & —1. En en déduit que si z et y sont signés, nécessairement,
z=0—1ety=0lz=e, qui ne sont pas solution de (3.4.g). Ainsi, Sol"(A,b) = @). Cependant,
on obtient en appliquant les résultats du §1.1:

801(A,b>:{[ - ] | ef|x|<1}u{[ Y ] | 15|x|,|t|5—1|w|}u{[;. ] | Jal < 1]y}

,[f} ,[ﬂw

3.4.9 Remarque La preuve du théoreme 3.2.1 repose sur les deux propriétés 3.3.8,(i) et (ii).
Semblablement, dés que ’on aura une partie K C SY telle que K@ K C Keta®dy € K = x ou
y € K, le systeme Az V b avec det A € K entrainera les conditions de Cramer det Az V A2dp,
Cela rend difficile la généralisation de ce résultat a des dioides non totalement ordonnés. Iin fait, on
aura la n-ieme condition de Cramer D.x, V D, lorsque, aprés permutation éventuelle des lignes,
la suite des mineurs principaux A; := det A[1..i|1..7] vérifiera

£

Sol(A,e) = Vect<[ 65. ] , [ .

€

Vi, A; inversible et det A = ®ajin .
i>i
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3.4.10 Exemple On considére dans le dioide symétrisé de convP.(R?) le systéme:

{ By(1)x & Boo(1)y V Beo(2) (3.4.h)

Ba(2)x & B1(1)y V B2(3) ’

ot Bi(r), Ba(r) et Boo(r) désignent les boules de rayon r pour les normes respectives || [|1,]] |2 et
| l|co- On constate que le déterminant

D = By(1)B1(1) © B2(2)Bs(1) = 6B2(2) B (1)
(via I1,3.4.2) est signé. L’argument du théoréme 3.2.1 s’applique donc. On a
Dy = 6B,(3)Bx(1), Dy = SB3(2) B (2),

et donc

D.xV & B3(3)Boo(1), D.yV & B3(2)Bso(2) .
Comme convP,(R?) est integre (cf. 0,1.0.11), on peut simplifier par D, et 1’on a que
x = By(l), y= Bs(1)

est 'unique solution de I’équilibre (3.4.h). En outre, cette solution étant positive, c’est ['unique
solution de I’équation

{ By(1)x & Buoo(1)y = Boo(2)

associée & inconnues dans convP.(R?).

3.4.11 Remarque Dans 'exemple ci-dessus, compte tenu de I'intégrité du dioide des compacts
convexes, il est loisible de se plonger dans le dioide des fractions et de pratiquer une élimination
usuelle. On écrira par exemple & partir de la seconde équation:

B1(1)
B3(2)

Ba(1) (32(1)@ y) ©Bo(lly vV Ba(2) .
On notera que B (2) © By(2) = B(2) (B2(2) est a 4 points prés contenu dans lintérieur de
B (2) et Uon étend facilement la régle du I11,3.4.2). D’autre part, comme B (1)By(1) & By(1) =
B (1)Ba(1), on obtient

Boo(1)y V Bo(2)

ce qui redonne le résultat précédent.

3.4.12 Note Signalons un résultat voisin d’Olsder et Roos [77]. On part de I'idée que exp(at) +
exp(ft) ~ exp(max(a, 5)t), i.e. que certains phénomenes (max, +) s’obtiennent par passage a la
limite & partir de l’algebre usuelle. Définissons la matrice e4? par (e?);; = exp(a;;t) (exponentielle
coefficient par coefficient) et de méme (€"); = exp(b;t). Olsder et Roos obtiennent des formules de
type Cramer en passant a la limite sur les formules usuelles. Ces formules peuvent étre différentes des
conditions obtenues en symétrisant (car le passage a la limite autorise des annulations de termes).
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De maniere précise, Olsder et Roos introduisent le dominant, dont on peut donner la définition
équivalente suivante:

log | det e
dom A = lim M
t—00 t

: (3.4.1)

ol det désigne le déterminant dans l'algebre usuelle. Ils définissent en outre le signe associé au
dominant comme le signe des termes réalisant asymptotiquement le max a droite de (3.4.i). Ils
montrent que les conditions de Cramer pour Az = b, soit

dom Ax; = dom (Aq,..., 41,0, Ai11,..., A,) (3.4.j)

sont suffisantes des que dom a > ¢ et que les signes associés aux dominants & gauche et a droite de
(3.4.j) sont égaux. Notons que si le dominant & droite de (3.4.j) est nul, dom A étant toujours non
nul, le résultat est encore vrai. On voit bien la différence avec les conditions de Cramer obtenues
en symétrisant sur 'exemple 3.1.2 traité plus haut, soit

HiBR

On a dom A = 3, dom (b, A3) = ¢, dom (A1,b) = 4, les dominants non nuls étant de signe positif,
et l'on obtient via (3.4.j) la solution z = ¢ et y = 1. Le caractére pointé des conditions de Cramer
symétrisées atteste la non unicité de la solution (par exemple, 2 = 2 et y = 1 convient également).
En loccurrence, les formules (3.4.j) sélectionnent la plus petite solution.

4 Conditions de compatibilité de systémes rectangulaires

4.1 Rang mineur

4.1.1 Définition (rang mineur) On appelle rang mineur d’une matrice A, noté rg, (A), la di-
mension mazimale d’un mineur non €quilibré.

On définit la matrice des mineurs d’ordre k de A, M*)(A). Cest une matrice CF x C’;, indicée par
des ensembles de lignes de A et de colonnes de A, définie de la maniere suivante:

M%’(A) =det Ajp g avec #I = #J =k.

Les ensembles d’indices sont supposés ordonnés par ordre lexicographique. En particulier, on a

MO = A,
En termes de matrices des mineurs, le théoreme de Binet-Cauchy [,2.1.8 se réécrit:
MB(AB) Ve MP (M) (B) . (4.1.a)

Il en résulte que

rg,(AB) < min(rg,,(A),rg,(B)) . (4.1.b)

4.2 Conditions supplémentaires de compatibilité

On considere le systeme

Az Ve (4.2.a)

ou A € SIXP avec n > p.
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4.2.1 Théoréme Pour que le systéme (4.2.a) admette une solution signée non nulle, les conditions
suivantes sont nécessaires.

(i) Pour tout ensemble d’indices I de cardinal p, det A; V ¢,
(ii) Pour tous ensembles d’indices I,.J de cardinal p— 1 et pour tous k,l € {1,...,p},

det A[I|k) det A[I|l)
Ve. 4.2.b
‘ det A[J|k) det A[J“) ( )

Par exemple, pour A € S2X3. I = {1,2},J = {3,4}, k = 2, [ = 3, la condition (ii) se réécrit:
(11023 O Q21013 G11622 O U21012
(31043 O Q41033 (31042 O 041032

Ve

Preuve du Théoreme. La condition (i) n’est autre que la condition de Cramer du systeme Apj X Ve.
Montrons (ii). Supposons det A[rry non équilibré. On a zy, # ¢ (sinon, on contredirait la condition
de Cramer pour le systeme Afjpyzp V g). Soit le systeme:

Ay X VO Ak

On a
adj
det Ay Xy VO Ay Apmy e

d’ou en projetant sur la [-iéme coordonnée (I # k):
det A[I|k)$l V &det A[I|1)$k .

En exprimant de x; en fonction de xy, en reportant dans le systeme Ay X[y V ¢ et en exprimant
la condition de Cramer du nouveau systéme qui ne contient plus I'indéterminée x;, on obtient (ii).
|

4.2.2 Remarque La condition (ii) affirme que le rang mineur de M1 est majoré par 1.

D’ordinaire, la condition (ii) est conséquence de la condition (i) (la preuve ci-dessus marche aussi
dans un corps). Dans Spay, elle n’est pas automatiquement vérifiée comme le montre le contre
exemple suivant.

4.2.3 Exemple Considérons la matrice
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(1,2] [1,3] [2,3]

[1,2] [ e e e* ]

[1,3] | ©e e’ e
T
[2,4] | ©e e* Se

[3,4] | e e e |

Tous les mineurs d’ordre 3 sont équilibrés, et la condition (i) est donc remplie. Cependant, on a

det Apyazjig) det Apyzjeg)

(2) —
det (M (A)[2,5|1,3]) - ‘ det A[24|12] det A[24|23]

ce qui contredit la seconde condition de compatibilité. Le Théoreme affirme alors que le systeme
Az V ¢ n’a pas de solution. On peut aussi le vérifier de maniére élémentaire comme suit. On a
MO (A); = det Apiop,g = €, d’ott on déduit que le systeme Ap o gj71,2) V' O Apgpg)2s) est de
Cramer, et donc que si z3 est nul, il n’admet que des solutions dégénérées. On peut supposer par
exemple z3 = Se. Alors le déterminant de Cramer associé a zz vaut det Apy 51 31 = ./\/lfz) =e, d’ou
z3 V e. Par ailleurs, le déterminant de Cramer associé a x3 du systeme Az 4 2)2[1 2| V A[3,4)3) vaut

./\/lgz) = 6e, d’ou 23 V S e ce qui contredit x4 signé.

On obtient aisément des conditions de compatibilités analogues a (ii) pour des mineurs d’ordre plus
petit. De maniere précise.

4.2.4 Proposition Soient 1 < ¢ <p—1,I,..., 1,41 ¢+ 1 ensembles de lignes, chaque I; étant
de cardinal p—q, K = {ky,...,kgp1} un ensemble de colonnes de cardinal g+ 1. Soit M la matrice
(¢+ 1) x (g+ 1) extraite de la matrice des mineurs d’ordre p — q telle que

Mij = det Apryrya,) -
Une condition nécessaire pour que Az V ¢ admette une solution signée non nulle est que

det M Ve .

Cela résulte évidemment du Lemme suivant.

4.2.5 Lemme Pour tout ensemble de lignes I de cardinal p — q et pour tout ensemble de colonnes
K de cardinal ¢ + 1.

D oradet Aoy 2 V (4.2.)
leK

ou oK =€ ou Se.

Preuve S’obtient de maniere analogue a la condition (ii) du Théoreme 4.2.1. On observe que la
condition de Cramer du systeme

A2 ey VO A 2sey
ou SA[\(k)]-T(K\(k}| €St vu comme un second membre constant est:

adj

det Ay (e VO (A[Iu«\{k})) AN REY
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soit
adj
det A V O D (A[Iu«\{k})) Apper
leR\{k}

En projetant sur la k-ieme coordonnée, on obtient

det Appragen-2x Vo D oradet Ay
leR\(k}

(on rappelle que la [-iéme composante du vecteur B*¥y est égale au déterminant de la matrice
obtenue en remplacant la [-iéme colonne de B par u). Le Lemme en résulte. n

On pourrait chercher d’autres conditions de compatibilité. Nous ne le ferons pas ici. Il faut bien
voir que le procédé d’élimination qui permet de déduire de telles conditions ne fournit en général
que des conditions nécessaires (le caractere suffisant sera obtenu seulement dans certains cas par
des arguments combinatoires). Le contre exemple suivant montre que pour certaines matrices, les
conditions du type ci-dessus sont automatiquement vérifiées pour des mineurs de taille suffisante,
ce qui suggere que la compatibilité des systémes généraux ne s’exprime pas en termes de mineurs.

4.2.6 Contre exemple Considérons le systéme suivant:

€ € €
€ € € e
€ € e €
€ € He ©Se
A=, o, C| AeVe. (4.2.d)
e Be € e
e Be Be €
| € He eo Be ]

Le Lemme suivant affirme que les mineurs de taille suffisante d’une matrice a coefficients de module
e sont équilibrés.

4.2.7 Lemme Pour toute matrice carrée A de taille supérieure ou égale a 3 telle que |A; ;| = e,
on a det A = e®.

Moyennant ce Lemme, il est clair que M(4)(A) et M(3)(A) sont totalement équilibrées, et que
de plus le rang mineur de M(Q)(A) ne saurait étre plus grand que 2. Ainsi, les conditions de la
proposition 4.2.4 sont automatiquement vérifiées. Cependant, Az V ¢ n’a pas de solution. En effet,
aucun des x; ne peut étre nul (sinon, on retrouve le systéme incompatible de I'exemple 4.2.3). On
a donc 1 = 23 ou 1 = Sxp. Dans les deux cas, 4 des 8 équations (4.2.d) sont automatiquement
vérifiées et il reste encore le systeme incompatible 4 x 3 de 'exemple 4.2.3. Ceci montre que le
systéme (4.2.d) n’admet pas de solution.

Preuve du lemme 4.2.7. Dés qu'une sous matrice de A est de déterminant e®, comme la sous
matrice complémentaire est de déterminant non nul, on a det A = e®. 5i donc 'un des coeflicients
de A est €®, c’est évident. On peut ainsi toujours supposer quitte a multiplier les deux premieres
lignes et la seconde colonne par &e que
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Alors, en supposant de méme A4; 3 =e, on a

€ €
A[1,2|3] = [ e ] ou [ @e ]

Dans le premier cas, det Ay g1 3] = €°*, dans le second, det Apj 3331 = €*, d’ot la conclusion. n

4.2.8 Contre exemple Considérons le systeme

etrPyVe
{ rDey Ve (4.2.e)

Si on élimine z ou y, on trouve les conditions triviales e*z V ¢ et e* V ¢. Cependant, toute solution
signée de (4.2.e) vérifie |z| = |y|. Cest dire que les arguments d’élimination ne suffisent pas a
caractériser les solutions signées des systemes d’équilibres linéaires.

5 Existence de solutions signées d’équilibres linéaires

On a vu ci-dessus que dans Sy, les conditions de Cramer sont nécessaires. Le résultat suivant
affirme que l'on peut résoudre Az V b deés que det A # ¢ (et donc méme dans le cas dégénéré

det A€ S?

max) °

5.0.1 Théoréme Soit A une matrice carrée a coefficients dans Syax de déterminant non nul (mais
éventuellement équilibré). Il existe au moins une solution signée a Az V b.

Nous donnerons de ce résultat deux preuves, une algébrique fondée sur des algorithmes itératifs, la
seconde un peu plus longue dans 'esprit des techniques de Gondran et Minoux, faisant usage du
théoreme de Frobenius-Konig.

6 Algorithme de Jacobi

Nous introduisons tout d’abord une nouvelle relation plus fine que V :
My & a2Vy et |z|=]yl

ce qui se lit “x équilibre y en valeur absolue” Nous écrirons comme dans 'algorithme de Jacobi
classique

A=DaUdL

avec U triangulaire supérieure, L triangulaire inférieure et I diagonale. La bonne notion de domi-
nance diagonale dans Syax est la suivante:

6.0.1 Définition (Dominance diagonale) La matrice A est a diagonale dominante si

|det A| = | (X) Aiil -

6.0.2 Théoréme (Algorithme de Jacobi) Soit A une matrice carrée de déterminant non nul
a diagonale dominante.
1/ On peut choisir une suite {zP} de vecteurs signés satisfaisant:



6. Algorithme de Jacobi 109

2/ La suite x? est stationnaire aprés n itérations (a savoir z™ = z" 71 = .. ), et a™ est une solution
de Az V b
3/ On a |z"| = | det A|7'|A2dip|.

Avant que de démontrer le Théoreme 6.0.2, nous donnons un exemple:

6.0.3 Exemple Nous appliquons I’algorithme de Jacobi au systéme suivant:

5 o0 3 xq ol
1 3 &1 zy | V 4
3 @2 1° T3 0

t

avec | det A|71|A3Vp| = [ 01 2 ]

5l M &1 rp=6-4
3zb M4 = ¢ 2l=1
1*21 M0 23 = —1lou O —1, choisissons 25 = —1

523 [V 0z} 532l 61 =62 =65-3
323V Ola; @l dpd=4 =4 a3=1
1*22 M ©32{ @22l p0=3 3 =2 ou &2, disons 2% =2

x5 M ©5 23 =00
325 M4 etal>ai= < ai=1
1*23 M 3 23 =2

D’autres choix pour =} and z% fournissent I’autre solution: z§ = 0,23 = 1,23 = &2.

Nous montrons maintenant le Théoreme 6.0.2.

6.1 Existence de la suite {2}

Nous montrons par récurrence 'existence de la suite {a}.

A/Cas ol la matrice D est inversible La condition (ii) est alors équivalente a:

(i) =PV o DY U@ L)z? & D1
Supposons construits ¢ = 29 < 2! < ... < 2P < P! vérifiant (ii)’. Via le lemme évident

6.1.1 Lemme a V| b eta € R, = a <b.

(i') = 2P < oD (U @ L)z2? @ Db (6.1.a)
L’application & — D~YU & L)z & D~'b est croissante, comme z? < 2P+, (6.1.a) entraine

PV < oD WU @ L)a?™ o D7 . (6.1.b)



110 CHAPITRE III. SYSTEMES D'EQUILIBRES LINEAIRES

L’on peut donc choisir 2772 € (RY,,,)" tel que

et < aPt2 <o DN U @ L)aPt ¢ D (6.1.c)
et |2PT2| = |5 D=YU & L)aPTt & D~1b|, ce qui achéve la récurrence.

B/Cas général Maintenant, les éléments de la diagonale sont non nuls mais peut-étre équilibrés.
Une remarque permet de se ramener a la démonstration précédente:

6.1.2 Lemme Soit a # ¢. On définit

i— a=t si @ inversible
"] (le]™Y)* si @ équilibré
Alors, pour tout x € Spax,
ar MV b <=z |V] ab
Preuve Immeédiate en regardant les signes a gauche et & droite des équilibres. m

On définit la matrice diagonale D (telle que [ﬁ]“ = DNM'), et la preuve de A/ vaut encore a
condition de remplacer D~! par D.

6.2 Stationnarité de la suite {z"}

Pour voir que z? est stationnaire, nous introduisons #¥ = |2P|. La récurrence (ii) donne
Pt = Mt g | D7)
ot M = |D|7HU @& LJ. Soit
PPt = (Ida M @...5 MP)| D[]
On a:

6.2.1 Lemme Si A est a diagonale dominante, alors M = |D|7YU & L| n’a pas de circuits de
poids strictement positif.

Preuve On a M;; = |a;;|~'|a;;| pour i # j. Supposons un circuit de longueur & de poids > 0, pour
fixer les idées:

-1 —1 —1 —1
laty a12a55 azs . . g g -1 %k—1,kAgg, ak| >0
alors il est clair que la permutation o définie par: 1+ 2+ 3+ ... k = 1 et o(i) = ¢ ailleurs

vérifie @i, |aw(i)| > | det AJ, ce qui est contredit le fait que la diagonale principale est dominante.
|

On peut donc appliquer le théoreme de Carre-Gondran-Minoux (cf. [48], p.72, Théoreme 1) a la
matrice M. La somme M* =Id&M G M? G ... MP@. .. est donc atteinte & partir du rang n— 1.
Comme

|ePT = (Id e M @ ...3 MP)|D|~'b|
on a
|| = |&" T = ... = |M|*|D|7Yb] . (6.2.a)
x" et o™t étant signés, 2™ < 2"t et |27| = |2 entrainent 2™ = x"*!. En reportant dans (ii),
Da2"V e(Us L)z"db

soit Az"™ V b, ce qui acheéve la preuve de 2/.
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6.3 Etoiles et cofacteurs
L’assertion 3/ est une conséquence de:
6.3.1 Lemme (|D|7'U @ L|)*|D|~! = | det A|~}]| A2

Nous déduisons ce lemme d’un résultat du & Yoeli ([102], Théoreme 4). Yoeli consideére des perma-
nents au lieu des déterminants. Le Théoreme 4 de [102] s’écrit dans notre formalisme:

6.3.2 Théoreme (Yoeli) Supposons A telle que (i): |A| »= Id et (ii): |A| n'aie pas de circuits de
poids > e, alors

A = (A" (6.3.)

Notons que les conditions (i) et (ii) entrainent que tous les termes diagonaux de A sont de module
e. Nous aurons besoin d’un Lemme qui interprete les termes du développement du déterminant
en termes de chemins, le Théoreme de Yoeli étant un sous-produit de ce Lemme. FEtant donné un
chemin p = (41,...,1) de 41 & ig, on note wa(p) = Ajy ... As_jip. Si ix = 11, le chemin sera
qualifié de circuit. On dira que le circuit ¢ passe par l'arc (i7) s’il existe [ tel que i = i, j = #4141
(avec la convention k£ + 1 = 1).

6.3.3 Lemme On a pour i # j,
|aijeofi; Al = P wiay(e) (6-3.5)

ot la somme est prise sur tous les circuits élémentaires ¢ passant par Uarc (1j).

Le terme a;;cof;; A correspond aux termes de det A associées aux permutations o telles que o () = j.
En décomposant o en produit de cycles, et compte tenu de |A;| = e, on a immédiatement 1’égalité
(6.3.b). Comme p est un chemin élémentaire de i & j ssi (p,J) est un circuit élémentaire passant
par l'arc (ij), on en déduit immédiatement 1’égalité (6.3.a), du moins pour les coefficients hors-
diagonaux. On observe que |cof;; A| = e (en décomposant les permutation on produit de cycles, on
trouve |cof;; A| < e, en considérant la permutation identité, on trouve compte tenu de |A;| = e,
|cofi; A| > €), ce qui montre le Théoreme 6.3.2. n

Preuve de 6.3.1. La matrice |D|~1A vérifie les conditions du Théoréme 6.3.2. On a donc:

(|07 4)*4] = (| D|~H|A])”

(IDI7AD" = (DI D & U o L) =
— (1 [D]7U & L))" =
— (1D U @ L]y

La conclusion résulte de

(D[~ ADP] = |4*Y]| det A7 D] (6.3.¢)

laquelle identité est une conséquence des deux résultats suivants:

6.3.4 Lemme Supposons C inversible, alors

(CB)2d = padigadi (6.3.d)
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6.3.5 Lemme Supposons C inversible, alors

SYSTEMES D'EQUILIBRES LINEAIRES

(det C)~tcadi = =1,

(6.3.e)

Ces lemmes se vérifient de maniere élémentaires pour les matrices diagonales et les matrices de
permutation qui, d’apres’étude des matrices inversibles réalisée au chapitre 0, engendrent le groupe

linéaire de S}, ..

Ici 8” acheve la preuve de 3/, et celle du Théoréme 6.0.2.

6.3.6 Remarque Sini ' ni B ne sont inversibles, on a en général seulement un équilibre au lieu

de l'identité (6.3.d), comme il résulte de 1,2.1.4.

7 Algorithme de Gauss-Seidel

7.0.1 Théoréme Soit A une matrice carrée de déterminant non nul a diagonale dominante.

1/ On peut choisir une suite x? telle que
(i)e=a’ <2t <., . ZaP <...
(i) (D4+U)2? V & LaP~ L @b
(iii) |2P| = | det(A)"Y(D @ U)2Y||LaP~! @ b|

2/ La suite 2P est stationnaire aprés n itérations (z" = x

3/ On a |2"| = | det A|~1|Aadjb|.

7.0.2 Exemple Nous considérons a nouveau le systeme traité en 6.0.3. On a:

=) et a" est solution de Az V b.

1*z1 M0 par exemple, 2} = —1
32} M 0@ 4 i =1

Sxz M 023 632861 =02 2=

6-3

1*23 M ©32{ 221 &0 =3 par exemple 23 = 2
323 M clal o laddd=4 23=1
S5t M 022032201 =05  22=00

1*23 M ©322®22300=3
325V 61t dla p4=4
5xi M 023 O 325 01 =065

3 _9_ .2
x5 =2 =2}
31— 52
x5 =1=23

3 2

On a retrouvé la solution (00, 1,2). La solution est atteinte au bout de deux itérations au lieu de

3.

7.0.3 Lemme Soit N = |det(A)~"Y(D @ U)*d]. On a

n—1

N =D HU) = (DU

=0

(7.0.a)
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Preuve 1l suffit de le vérifier pour D = Id et det A = €. On a
adj; _ *
[(Id & U);;°| = Ui
qui n’est autre que le Théoreme de Yoeli 6.3.2 appliqué a A=1d $ U. ]

7.0.4 Lemme [ ctoile de la matrice N L est finie.

Preuve du Lemme 7.0.4. On se rameéne au cas ou D = Id et det A = e. La matrice 4 n’admet alors
aucun circuit de poids strictement positif, donc A* est finie. On a (NL)* = (U*L)* < (A*A)* <
(A*)* < A*, d’ou le résultat. n

Preuve du Théoreme 7.0.1. On montre par une preuve analogue a §6.1 qu’il existe a? croissant tel

que 29 = ¢ et

vh M azq(Ly—1 &),
xi_l IVI an—ln—l(pr—l S5] b S an—lnxg)

La stationnarité s’obtient comme en §6.2 en faisant usage du Lemme 7.0.4.

8 Preuve directe du Théoréme 5.0.1

8.1 Préliminaires

On appelle diagonales de la matrice A les n-uplets de la forme (alg(l), A0 (2)s - - .,am(n)) ol o est
une permutation de {1,...,n}. On appellera poids de cette diagonale le produit w, = ), Uio(i)-
Rappelons deux faits bien connus de la théorie des matrices & coefficients positifs ou nuls et de la
théorie des graphes:

8.1.1 Théoréme (Frobenius-Kénig) A a toutes ses diagonales de poids nul si et seulement si il
existe une sous-matrice de A de taille s x t, avec s+t =n+ 1.

8.1.2 Corollaire (Kénig) Soient A € N"*™ et p € N. Les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes:

(i) Vi, 225 aij = 30, a0 = p,

(ii) A est somme de p matrices de permutation.

Nous renvoyons le lecteur a [66] pour la preuve du Théoréme de Frobenius-Koénig, Le corollaire
8.1.2 s’en déduit aisément: on montre qu'une matrice vérifiant (i) ne peut vérifier la condition de
Frobenius-Kénig, d’ou il résulte que I'on peut soustraire & A une diagonale (c’est a dire, comme A
est a coefficients entiers, une matrice de permutation). La conclusion résulte alors d’une récurrence
immédiate sur p. Nous renvoyons le lecteur non convaincu & la preuve du Théoreme de Birkhoff
[66], qui est analogue.

De cela, on déduit un résultat qui nous sera utile.
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8.1.3 Lemme Soit A = (a;;) une matrice n X n dont les coefficients a;; commutent. Pour tout
entier p > 1, considérons un produit de np termes:

P: Haﬂal/a 9

ael

chaque ligne et chaque colonne étant atteintes p fois, t.e.

Vie{l,...n}, #{al| pa=i}=p
Vie{l,....n}, #{a|va=j}=p .

Alors, |P| < | det AP,

Preuve : On montre qu’il il existe p permutations oy,...,0, € &,, telles que:
P = ([T i) @ (I tioa)) @ - @ (I @0, 0)
=1 =1 =1

ce qui donnera immédiatement le Lemme. On associe pour cela a A la matrice B = (b;;) € (N)"*"
définie par:

bijz #{a€I| o =t et l/azj} .
Il est clair que B vérifie la condition (i) du Corollaire 8.1.2. On peut donc écrire B comme somme

de p matrices de permutation, soit B = 51 4 ...+ 5,. En réordonnant les termes dans le produit
P, on obtient la formule requise. n

8.2 Lemme fondamental

Soit A € (Smax)™ "™ et b € (Rimax)”. On note D; le i-ieme déterminant de Cramer. On appelle poids
de la diagonale associée a la permutation o, ou plus simplement poids de ¢ le produit w(o) =

alcr(l) ®...0 ancr(n)'
8.2.1 Définition On note Syax(A) Uensemble des diagonales de poids mazimum:

Gmax(A) = {0 € &, | [w,(A)] = | det A]}

Le développement de D, ;) par rapport a la o(¢)-iéme colonne donne

Dcr(i) = @ bkCOka(i)(A) (82&)
k=1

de sorte qu’on a évidemment pour toute permutation o et pour tout i € {l,...,n}, | D,
|bicofiz(i(A)]. Comme Ryax est totalement ordonné, il existe un indice j(z) tel que |Dy ;)
|b;¢iycof j(iyo(iy(A)]. Lorsque o est de poids maximal, on montre que la multi-application ¢ — j(
admet un point fixe.

@l =
ol =
i)

8.2.2 Lemme Pour toute permutation 0 € Gyax(A), il existe i € {1,...,n} tel que:

| Dy = [bicof iy (A)]
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Preuve : Prenons o € Spax(A), et supposons par I’absurde que pour tout 7 € {1,...,n}, on a
|Dyiy] = [bicofipiy(A)]
Quitte & permuter les lignes de la matrice A, on peut supposer o = Id € Spax(A). On a donc:

|bZCOf“(A)| < |D2| .

Comme Id € Spax(A), on a |det A| = |ajcof;;(A)] # €. On peut donc diviser les inégalités
précédentes par |cof;;(A)|, et alors:
o = 2
= | det A|
Comme Ryay est totalement ordonné, on a |D;| = | @f_ brcofri(A)] = [byycof ,5)i(A4)], pour un
certain indice ¢(7) # ¢. En itérant le procédé:
| Doyl = 162 iycof 2y iy (A)]

avec ©*(1) = (¢(7)) # (i), etc. Comme ¢ n’a qu’'un nombre fini de valeurs, on finit par cycler:
il existe k,p tels que P (k) = ¢(k)

On pourra supposer par exemple (1) = 2,¢(2) =3,...,¢(p) = 1.
|a11C0f21 (A)bg|

|b1] < e
|b2| < |a22C0f32 A bg|

| det A|

|b | < appCOflg(A)bﬂ

|det A]
En éliminant bo,...,0,:

|6111C0f21(14)6122€0f32(14) e appcoflp(A)b1|

b
1br] = [det A7

et en simplifiant par |by] # e:

e < |a11c0f21(A)a22c0f32(A) . .appcoflp(A)|
| det A|P '

1l est clair que le numérateur P du second membre satisfait les hypotheses du Lemme 8.1.3, ce qui
conduit a une absurdité. m

8.3 Seconde preuve

Nous donnons une preuve directe d’un résultat analogue au Théoréme 6.0.2 (quoique un peu plus

faible).
8.3.1 Théoréme Soit A € (Spyax)"*" telle que det A # ¢. Pour tout b € (Spmax)”, il existe z €
(Syax)™, tel que:

(i) Az Vb

.. Aadip
(ii) || = ||detA||
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légalité étant réalisée pour au moins ['une des composantes de (ii).

Preuve : par récurrence sur la taille de la matrice. Le cas scalaire déja étudié montre le théoreme
a lordre 1. Supposons le théoreme démontré pour des matrices de taille n — 1. Quitte a permuter
les lignes de la matrice A, on peut supposer Id € Gax(A). Par application du Lemme de point fixe
8.2.2, il existe i € {1,...,n} tel que [D;| = |b; ®,;4; a;;|, par exemple ¢ = n. On a alors la partition

de A et de b:
| A A | B
A N [ Anl a1n ] b N [ bn ]

avec | det A| = |ay,, det Ayq] et |D,| = |b, det Ay4]. De

| det A "
il ressort que 'on peut prendre x,, = |C|1€)t"l1| ou T = @|C|1Dt"l1| tel que apnx, V by et lag,x,| = |b,] [si

\V _ b . . . . N
by, et an, € Sy prendre z, = -, sinon, un signe arbitraire convient]. On applique 1’hypothese
de récurrence a:

A X1V Br © Arpay,
Il existe donc Xy € (SY,,,)" " tel que:

max

Alle © A.lnwn Vv B1 et

|43 (B16A1nan)]
R > i
Il reste & montrer:

(a) |A, 1X1| < |apna,| de sorte que A Xy @ appa, V by,

(b) |X1] < |d tAI restreint aux n — 1 premiéres coordonnées
(a):on a
adj
|A7%1A | |An1A11 Alnxn)| def
A X =1 2
| ! 1|_ |detA11| |detA11| [ ]@[ ]

La formule de développement par blocs du déterminant donne:

| det A] = |ap, det Ajy O Ay A3V AL | = A A2 A,
d’ot
|(det A)a,| _

2] < - nntn
[]_ |detA11| |a v |

= |bn|

D’autre part:

| det [ ﬁ” fl ] | = |by det Ayy| = |by, det Ayy & Ay A2V By |
nl

montre que |A,; A}] 4GB, | < |b, det Ay1|, d’olt [1] < |b,|, ce qui montre (a).

(b): nous le Verlﬁons par exemple pour la premiere coordonnée de Xy. On veut montrer

| det B1 A12 A Aln
|(Aadjb)1| _ bn Upn2 ce. lpp
|det A] | det A|

def
|(X1) | |901| =
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avec des notations évidentes. Or

(AT B (AT A 12| der

=< =3 4
jra| % AL ANl g1
avec | |
a/TLTL
[3] = |detA| & |det [ By A ... A1 ] |
ot bel
n ann
9= o el o [ - e

[3] et [4] sont donc deux des termes correspondant au développement de

|®t[& Aps ”.Am]|

b, apn2 ... Gpp

N .y . Aadip . . ,
par rapport a la derniére ligne. On a donc | X;| < m (restreint aux n—1 premieéres coordonnées),

ce qui montre le point (b) et achéve la récurrence. n

8.3.2 Exemple Considérons

NN O

2 0 4 1

A=|0 2 0], b= 2
1 3 3
3

det A =223002431.0.021.2450.0
second déterminant de Cramer vaut:

0220=706P1070304=T707=7"cS?,. Le

2 1 4
Dy=det| 0 2 0| =7
1 3 3
Onﬂa donc % =0= |Lb22| = % On pose x5 = 0 tel que azgzs = by, et 'on résout le systeme de
taille 2:

) [ e[

ce qui donne D % det A(2]2) = 5°, Dy, = det [ ; ;L ] = 67, Dy, = det [ ? ; ] =5.0na
?II)T = % =0= al% On pose donc z3 = 0, et en reportant dans la premiere équation: 221 V 154 =

&4. On prend donc x1 = (2)71(64) = 52 et I'on vérifie que:

4¢ 2 0 4 1
2° | =020 |02 |40] 0|V |2
3¢ 1 2 3 3
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9 Systemes homogeéenes carrés

On étudie maintenant ’existence de solutions signées au systeme de n équilibres homogenes a n
inconnues

Ax Ve .

9.0.1 Théoréme Soit A € (Spmax)™*". Les deux propositions suivantes sont équivalentes:

(i) det AV ¢
(ii) Il existe x € (S,

max

)" tel que Az 'V e.

Preuve : (ii)=-(i) est une conséquence des formules de Cramer déja établies. Nous montrons
(i)=(ii). Supposons det A V ¢. Le déterminant peut étre équilibré pour I'une des trois raisons
suivantes.

9.0.2 Cas d’équilibre du déterminant

Cas 9.1: det A = ¢ (nullité)

Cas 9.2: On a une permutation o telle que det A = @y a;5(;) € Sy ax
équilibrée)

Cas 9.3: On a deux permutations oy et o3 telles que det A = sgno1 Q= @i, (i) B sgNo2 Q1 Qo (i)
avec @iy tipy (i) €t ®f=y vy (i) € Spax \ 1€} (les poids de deux permutations distinctes de poids
maximal o1 et o3 sont de de signe opposé).

(une diagonale maximale est

9.1 Cas de nullité du déterminant

D’apres le Théoreme de Frobenius-Konig 8.1.1, on peut mettre A sous la forme
_ | &xe B

oupt+qgq=mn+1,C € S&g{p)xq. On cherche des solutions telles que z,41., = ¢. On a donc
n—p=q—1, et il suflit de résoudre le systeme C'y V ¢ qui a strictement plus d’inconnues que
d’équations. Si se systéeme admet un mineur d’ordre n — p non équilibré, on applique le Théoreme
6.0.2 et 'on obtient une solution signée non nulle de C'y V ¢. Dans le cas contraire, on applique par
récurrence le Théoreme 9.0.1 & un sous systéme carré C’'y’ V ¢ obtenu en rendant nulles certaines
coordonnées de y.

9.2 Cas d’équilibre d’une permutation de poids maximal

Quitte a permuter les lignes et colonnes de A, on supposera:

n
det A = ®a“’ #e¢ avec ayy € 8P4

=1

On partitionne:

4= [ ZH jln ] avee Ann < (Smax)(n_l)X(n_l)vAnl € (Smax)(n_l)X17Aln € (Smax)lx(n_l).
nl n,m
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On pose 21 = e, et 'on 1ésout, A4,, X, V O A,y via le Théoreme 8.3.1, avec X,, € (Sy,..)" ! et

"= det Ay,
| A1n A5 A | _ nooa
On remarque que |A{, X,| =< Tdechal < layy|, car |det A] = | Qi aiu| = |ayydet A,y ©

A, A2 A = |An1A?§1jA1n|, ce qui montre que Ay, X, ® a1 V €. En posant

on obtient une solution signée de Az V ¢.

9.3 Cas d’opposition des signes de deux permutations

Nous nous inspirons ici d’une idée de Gondran & Minoux [47].

9.3.1 Normalisation On suppose que A; = e, avec det A = e®. Cette hypothese entraine que
la matrice |A| n’a pas de circuits de poids strictement supérieur a e (sinon, on fabriquerait une
permutation de poids supérieur & det A = €*). Il est clair qu’on peut toujours ce ramener & cette
situation, apres multiplication éventuelle de A par des matrices de permutation et des matrices
diagonales inversibles.

Avec les notations de 9.0.2, on a moyennant cette normalisation ¢; = Id. Nous commencons par
un Lemme simplificateur:

9.3.2 Lemme Soit A € (Spax)" " telle que
(H): det A=edsgno, ®aw2(i) =e*
=1

avec 03 # Id, et @iy tivy(s) N €. Alors, parmi les cycles figurant dans la décomposition de o, il
existe un cycle o d’orbite C' C {1,...,n} tel que:

det A = e®* = e @ sgno ® Wjs(j) - (9.3.a)
jec
Preuve Décomposons o3 en produit de k cycles ¢q,..., ¢, d’orbites respectives C,...,C%. On a

SgNoy = sgncyo. . .oCL = sgneysgnes . . .sgneg, et donc:

k

5gno2 () tioy i) = Qsgner ) e () = Oe
=1

=1 JECT

, . . L _ .
Comme |A| n’a pas de circuit de poids supérieur a e, chaque terme w; = @ ¢, e ;) vérifie |u| < e.
On a en fait |u;| = e (sinon, comme ), |u;| = e, on aurait I'un des |u;| tel que |u;| > €). Comme le
produit des wu; est égal & Se, et que d’apres ce qui précede, pour tout ¢, u; = e ou u; = Se, I'un an

moins est égal a Se, ce qui montre le Lemme. n
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9.3.3 Plan L’idée est maintenant de partitionner la matrice A sous la forme

All A12
A= 9.3.b
[ Aoy Az ] (9:3.5)

ot la matrice A11 € (Smax)?*? correspond a 'orbite du cycle o, de longueur p, mis en évidence par le
lemme ci-dessus. (a): on va trouver par un procédé explicite une solution déséquilibrée a A;; X7 V ¢.
(b):X; étant fixé, on résoudra ensuite Ay 1Xq @ Az Xy par application du théoreme (8.3.1). (¢): I
suffira pour conclure de vérifier que [A; 2 X5| < |A11X1], ce qui montrera Ay 2 Xo § A3 X7 V € et
achevera la démonstration.

Soit B une matrice p X p et ¢ un cycle d’ordre p tels que B;; = € et

p
det B=¢@ sgnc®BiC(i) =e*, (9.3.¢)
=1
tous les B ;) étant signés non nuls. On peut écrire
B=IdeCao B,
ol

Cyi = {Bij sie(i) =7

€ sinon,

et ot la matrice B’ regroupe les autres termes de B.
9.3.4 Lemme Sous les hypothéses précédentes, on a |B|* = |C]* .

Preuve On a ¢' < B, donc |[C[* < |B*|. Supposons |B*|;; = |C[};. Comme C est un cycle, on a
|C151C5 = e (i-e. il existe un circuit passant par 7 et j de poids €) et donc |B[5|C]% = e. En
prenant des chemins réalisant le max dans cette somme, on trouve un circuit de poids supérieur a
e, ce qui est absurde. n

9.3.5 Lemme (solution explicite) Tous les coefficients de la matrice
M=IdoCq...d (0P (9.3.d)

sont signés. En outre BM = (C*)* V ¢.

Preuve Le coefficient M;; n’est atteint qu'une seule fois dans la somme (9.3.d), il est donc signé.
Comme d’apres (9.3.c),

®Bic(i) = @sgnc@Bﬁ = osgn(c) = (8e)?

on a C? = (ce)Pld. Cela entraine immédiatement que
(IdeOYM =1d* @ ...a (CP~H* = (|C]")* . (9.3.e)
D’autre part, Le Lemme 9.3.4 montre que
[BM| = |BIIC*| = | BI|BI" < |C]" . (9.3.0)

En additionnant (9.3.e) et (9.3.f), on obtient BM < (|C]*)*. L’autre inégalité est triviale. n
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9.3.6 Conclusion Revenons au corps de la démonstration du Cas 9.3. 1l résulte du Lemme 9.3.5
que toute colonne u extraite de la matrice M vérifie Aj3u V e. Soit u = M.; une telle colonne.
D’apres le Théoreme relatif aux systemes avec second membre, on peut trouver y tel que Asu P
Agoy V g, avec
&
|y| = |det A22y| j |A32JA21U| . (93g)

Il suffit de montrer que |Aj2y| < |Apu| = |A11|.*72» (cf. 9.3.5), ce qui, compte tenu de Ajju =
(|A11]7;)*, garantit que Ayjqu b A2y V ¢ et donc que @ = [u, y] est solution de Az V . Moyennant
la normalisation 9.3.1 et le Théoreme de Yoeli, on a |A§§1j| = | Agz|*. Supposons par ’absurde un
indice j tel que

| Av2yl; = [Aru| = [Anlj, -

Il résulte alors de (9.3.g) que
|A12A%5 A2 ATy [0 = |Arru] = |Axlf; -

C’est absurde car le terme & gauche est égal au poids w4|(p) d'un chemin p de 7 & j. Compte tenu
de [Ap1%]An|f; = e, on a w4 (p)|A1i]}; = e, et en prenant un chemin p’ de j & ¢ réalisant le max

dans |A11|fj, on obtient un circuit de poids strictement supérieur a e. n

10 Rangs dans S, .

Nous pensons utile de conclure la partie de cette these consacrée a la symétrisation en comparant
les diverses notions de rang pertinentes dans le dioide Sy,ax. Dans ce qui suit, nous appellerons rang
a gauche une application p qui a une matrice A associe un entier naturel p(A), tel que pour toute
matrice U de taille admissible, on ait:

p(UA) < p(A) . (10.0.a)

Un rang a droite vérifiera la propriété duale et si p est & la fois un rang a gauche et un rang a droite,
on le qualifiera de rang bilatere. L’intérét de la propriété (10.0.a) est de faire du rang & gauche un
invariant de la classe de Green & gauche® de la matrice A. De maniere analogue, le rang bilateére
est un invariant des classes Green bilateres.

10.0.1 Définitions et Théoréme Soit une matrice A a coefficients dans S;ax. On définit:

(i) n, le rang trivial droit: n(A) est égal au nombre de lignes non nulles de la matrice A. C’est
un rang a droite.

(ii) p, le rang trivial gauche: p(A) est égal au nombre de colonnes non nulles de A. C’est un rang
a gauche.

(iii) rg, le rang, rg(A) est égal a la taille de la plus grande matrice inversible extraite de A. Il s’agit
d’un rang bilatere.

(iV) T89cheins l& rang de Schein: rggaqein(A) est égal au plus petit k& € N tel que A = BC, avec
B € D"™F et B € DFXP, 11 s’agit d'un rang bilatere.

?On rappelle que la relation de Green A gauche, notée L, est définie par ALB sl existe des matrices U et V telles
que A=UB et B =VA. La relation de Green a droite, R, est définie dualement. La relation de Green bilatere J
est définie par AJ B ¢l existe des matrices U, V, S, T telles que A = UBV et B = SAT. Ces notations sont standard
en théorie des demi-groupes, voir par exemple [60].
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(v) rgc, le rang faible par colonne: rgo(A) est égal a la taille d’une famille génératrice minimale
extraite des colonnes de A. Il s’agit d’un rang a gauche.

(vi) rgp,, le rang faible par ligne, défini dualement.

(vii) rg,,, le rang mineur: rg,,(A) est égal a la dimension maximale d’un mineur inversible de A.
1l s’agit d'un rang bilatere.

(viii) rge., le rang symétrisé par colonne: rg . (A) est égal au cardinal maximal d’un ensemble de
colonnes {A.; ..., A ; } tel que @ A;A. ; V ¢ entraine que I'un des A; n’est pas inversible.
Il s’agit d'un rang a gauche.

(ix) rgg, le rang symétrisé par ligne: définition et propriété duales.

(x) 180, le rang de Cuninghame-Green®, défini pour une matrice & coefficients dans Rpax. 1l
est égal & la taille maximale d’'une sous matrice carrée B extraite de A telle qu’il existe une
unique permutation o telle que | det B| = ), Bis(i) # €. Cest un rang bilatere.

En outre, ces rangs vérifient les inégalités portées sur la Figure II1.2: un arc relie un rang p’ (en
bas) & un rang p (en haut) si pour toute® matrice A, on a p(A4) > p'(A).

n p
rgy, 'ec
T€Schein
TZq) L2
I'm
rgoca
rg

Figure I11.2: Rangs dans Spyax

Preuve de 10.0.1.

(i),(ii): immédiat.

(iii): Supposons (AB)(zy) = C, avec C inversible et I, .J de cardinal égal a rg(AB). Quitte & ignorer
certaines lignes de A et colonnes de B, on peut supposer A = Ay et B = Bjj. Onaalors AB = C,
donc A est inversible a droite, et par 0,2.2.5, il existe une matrice monomiale inversible de taille
rg(AB) extraite de A. On en déduit rg(A) > rg(AB) et de méme rg(B) > rg(AB) ce qui montre
que rg est un rang bilatere.

(iv),(v),(vi): trivial.

(vii): cela résulte de la Formule de Binet-Cauchy.

*Ce rang est induit par la notion de “forte indépendance” étudiée dans [24].
“pour le rang de Cuninghame-Green, on suppose que A est i coefficients dans R pmax
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(viii): si 'on a une combinaison linéaire des colonnes de A équilibrée, soit Az V ¢, on a BAz V ¢,
d’ou il résulte de rg,, est un rang a gauche. Preuve duale pour (ix).

(x): Soit une sous matrice [ extraite de AB et vérifiant la condition (x). On traite le cas ol
H = AB, le cas général se traitant de maniere analogue. La condition (x) entraine det AB ¢ S?. ...
Dans Binet-Cauchy,

det AB = ) det Ajgydet By & 1
K

on a nécessairement |T'| < | det AB|, et donc il existe K tel que:
det AB = det A|K0] det B[K0| .

Posons A’ = Ay et B = Biry)- Quitte a multiplier a droite et a gauche par des matrices

inversibles, on pourra supposer B!, = e pour tout i et det B’ = ¢ = ), B;

A /
!, et de méme pour A’

Supposons qu’il existe une permutation ¢ # Id telle que det B’ = &), Bl{g(i). La permutation o est
de poids e = det A’B’ pour la matrice A’B’, la permutation Id également, ce qui contredirait (x)
pour A’B’. On a donc rgqq(AB) < rgog(B’) < rgeg(B), et de méme rgqq(AB) < rgeg(A), ce qui
montre que rgnq est un rang bilatere.

Les inégalités de la Figure I11.2 s’obtiennent aisément. m

10.0.2 Remarque La notion de rang symétrisé (par ligne ou par colonne) définie ci-dessus revient

a étendre & Syax la notion suivante de dépendance linéaire introduite par Gondran et Minoux (cf.
[47, 49]):

{u;}i € I dépendante & 3J, K C I, A e Ry \{e}, JNK =0et @ Aju; = @ Apug
jed ker



124 CHAPITRE III. SYSTEMES D'EQUILIBRES LINEAIRES



Chapitre IV

Résultats supplémentaires de théorie
spectrale des matrices

Introduction

Ce chapitre généralise les résultats de théorie spectrale des matrices irréductibles (max, 4) établis
dans [23] aux matrices non irréductibles. On caractérise completement le spectre de ces matrices.
Les preuves reposent sur le remplacement de la notion de valeur propre par celles de sous et de
sur-valeurs propres (vérifiant Au < Au ou Au > Au au lieu de ’égalité). Nous donnons enfin une
application de ces techniques a I’estimation du rayon spectral usuel. Soit p(A) le le rayon spectral
usuel d’une matrice carrée de taille n & coefficients positifs ou nuls et ppax x(A) le rayon spectral

dans le demi-corps idempotent R;';lax’x. Nous montrons les inégalités

pmax,x(A) <p(A) < npmax,X(A) . (0.0.a)

Ces bornes ne sont cependant pas originales: pmax x(A) est par ailleurs caractérisé comme la
moyenne géométrique maximale des circuits de la matrice A. Friedland [39] a montré ces mémes
inégalités & partir de certaines propriétés des puissances de A pour le produit de Hadamard faisant
intervenir cette moyenne géométrique.

1 Préliminaires

Nous rappelons d’abord quelques notions classiques.

1.1 Graphe associé a une matrice

1.1.1 Définition On appelle graphe associé a la matrice A € R le graphe G(A) formé d’un
ensemble S = {1,...,n} de sommets et des arcs (j,1) € 5% tels que a;; # ¢.

1.1.2 Remarque Noter l'inversion entre (j,¢) et a;; dans la définition du graphe. Sans cette in-

version, il faudrait étudier les vecteurs propres a gauche, comme dans la littérature sur les chaines
de Markov.

1.1.3 Exemple Voir Figure IV.1. On a représenté le coefficient a;; sur I'arc j — 1.

125
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1= 03]

Figure IV.1: Une matrice et son graphe

1.1.4 Exemple Cf. Figure IV.2.

= & ™ o & N
W M = 0 & O
M < & & ™ o™

M 0 & O &= O
M &, & W o O™
M W ™M & & O

Figure IV.2: Une matrice et son graphe

Sia;; # e, on dit que j communique avec i, ce que 'on note 7 — 7. Etant donné un ensemble de
sommets [ C 5, on définit 'ensemble I'(1) des successeurs de I comme suit :

I(H={jeS|Fiel i—j}

On notera — la cloture transitive réflexive de la relation —. On aura donc i = j si et seulement si
il existe dans le graphe un chemin allant de ¢ & j (chemin éventuellement trivial si j = 7).

On notera I* = IdUTUT?U... On a clairement
I“(I)y={jesS|Fel i>j}.
1.1.5 Définition (Ensemble clos) . On dit qu'un ensemble X C S est clos si I'(K) C K.

On a I'(K) C K si et seulement si I'*(K) = K, comme il résulte d’une vérification élémentaire.

1.2 Classes

1.2.1 Définition On définit une relation d’équivalence sur S par :
iRjeiZjetj =i,

Les classes d’équivalence pour R seront appelées classes (de connexité) ou encore composantes
fortement connexes du graphe.
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On notera C = (Cy,...,C,) I'ensemble des classes. La relation = induit une relation d’ordre entre
les classes, définie comme suit

C; 2G5 <:>CZ'1>C]'.

On constate que

F*(Ck) = {Ci cC | Ck = Ci}

est le filtre principal' engendré par Cj pour l'ordre = (i.e. ensemble des classes supérieure a a
C%). On dira que la classe Cy, est finale si elle est maximale pour l'ordre Z.. On dira enfin que A est
irréductible s’il y a une seule classe (p = 1). Un ensemble clos est clairement une union de classes.
Nous noterons K le quotient de K par la relation R, i.e. ’ensemble des classes contenues dans K.
Nous dirons qu’un ensemble clos K est principalsi K est de la forme I'*(C}). Il y a donc précisément
p ensembles clos principaux (autant qu’il y a de classes). L’intérét des ensembles clos principaux
est qu’un ensemble clos quelconque se décompose comme union de tels ensembles. Posons en effet

MinKrz{C¢€Kr| C]‘LC¢:>C]‘:CZ’} , (1.2.a)
soit 'ensemble des classes minimales dans K.

1.2.2 Proposition Pour tout ensemble clos K, on a
K= J IC) .
¢, eMin K
En outre, cette écriture est l'unique décomposition non redondante (i.e. telle qu’on ne puisse oter

aucun terme) de K en union d’ensemble clos principauz.

1.2.3 Exemple Pour la matrice de la Figure IV.2, on a trois classes:
Cy = {17273}7 Cy = {475}7 C3 = {6}7

la derniére étant seule finale. {Cy,Cy, Cs} = I'*(C1) est un ensemble clos principal, tout comme le

sont {Cq,C3} = I'*(Cy) et C5 = I'*(C3). 1l résulte de 1.2.2 que ce sont les seuls ensembles clos. On

a représenté sur la Figure IV.3 le graphe de la matrice et ’ensemble des classes associées, ordonnées
*

par —.

Figure IV.3: Graphe et classes de la matrice IV.2

'terminologie empruntée aux treillis, voir 4 ce propos la Définition 2.1.4 du chapitre préliminaire
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1.3 Rappels de théorie spectrale des matrices irréductibles

Nous rappelons ici les résultats de Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17]. Nous donnons une preuve
essentiellement équivalente a celle de [17], a ceci prés que les résultats sont exprimés en termes de
sous et de sur-valeurs propres, ce qui nous permettra de les généraliser aux matrices réductibles,
et qui servira d’autre part pour le probleme d’optimisation des ressources. On étudie les valeurs
propres et vecteurs propres de la matrice A, i.e. les vecteurs u € RZ_ \{e} et scalaires A € Rpayx

tels que

Au= Au . (1.3.a)

Le résultat suivant constitue ’analogue dans ’algébre (max,+) du classique théoréme de Perron-
Frobenius, qui affirme que le rayon spectral d’une matrice irréductible & coefficients dans R¥ est sa
seule valeur propre dans R¥.

1.3.1 Théoréme (Gondran, Minouz [46]) Une matrice A € (Rpax)"™" irréductible admet une
unique valeur propre, notée p(A), donnée par

n

p(A) = P (tr AF)YE (1.3.b)
k=1

La quantité p(A) définie en (1.3.b) mérite quelques remarques?. Tout d’abord, en termes de circuits
du graphe, p(A) se réécrit:

p(A) = @w(c)l(6> (1.3.¢)
ou le poids wa(c) d’un circuit (i1,...,17) de longueur {(c) = k est défini par
wa(e) = Ayiy Aigin - Aty - (1.3.d)
p(A) s’interprete donc comme le poids moyen maximum des circuits du graphe.
1.3.2 Exemple Pour la matrice A donnée en 1.1.4, on a
p(A)=13 .
On a les propriétés suivantes:
Pmax,x (0. A) = @.pmax x(A) pour tout scalaire, (1.3.e)
Pmax, x (Q_IAQ) = Pmax,x(A) pour toute matrice @) inversible. (1.3.1)

La propriété (1.3.e) est évidente. On obtient (1.3.f) en le vérifiant pour les matrices diagonales
inversibles et pour les matrices de permutation qui engendrent le groupe linéaire. En fait, on a un
résultat un peu plus précis:

1.3.3 Lemme Pour toute matrice ) inversible, pour tout k € N, les ensembles des poids des
circuits de longueur k pour les matrices A et Q' AQ sont identiques.

*Nous renvoyons & Lawler [61], Karp [54] ainsi qu’a Gondran et Minoux [48] (annexe) pour les algorithmes de
calcul de p(A). Voir aussi 'implémentation de 'algorithme de Karp au 2.2.2 du Chapitre VIII
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Preuve Si () est une matrice de permutation, les circuits de Q' AQ se déduisent de ceux de A
par renumérotation des sommets, et le résultat est clair. Si () est une matrice diagonale inversible,

on a pour ¢ = (iy,...,1x), avec la convention iy = i1,
-1
wQ—lAQ(C) = ® QirirAirir-H Qir+1ir+1 = ® Airir+1 = wA(C) .
1<r<k 1<r<k

Nous attaquons maintenant la preuve de 1.3.1. D’abord, une remarque structurelle élémentaire.
1.3.4 Définition On appelle support d’un vecteur v 'ensemble suivant:

supp(u) = {i| ui # e} .
1.3.5 Lemme 57 u est vecteur propre, alors supp(u) est un ensemble clos.

Preuve Sij € supp(u),onapouri € I'({j}), e < a;;u; < u;A. Si A = ¢, on en déduit T'({j}) = 0 et
le résultat est trivial. Sinon, on a u; # ¢, d’ou ¢ € supp(u), ce qui montre que I'(supp(u)) C supp(u).
|

On en déduit alors:

1.3.6 Corollaire Si A est irréductible, un vecteur propre u a toutes ses composantes différentes

de ¢ (i.e. supp(u) = {1,...,n}).
Rappelons un fait bien connu & propos de p(A).
1.3.7 Lemme La matrice A* est finie® si et seulement si p(A) < e.

Preuve du Lemme 1.3.7. Via 0,4.2.7, on peut décomposer A7, comme somme de termes de la
forme p;;ef ... cl* ol p;; est un chemin élémentaire de j a7 et les ¢;; sont des circuits élémentaires.
Si p(A) < e, le poids des circuits ¢q,...,c; est majoré par e, d’ou il résulte que le sup dans
I'expression Afj =(ldgAs..aA 6 .. )” est atteint pour des chemins élémentaires. On a donc
que A* = Id @ ... 5 AL est fini. Réciproquement, si I'on a un circuit ¢ tel que w(c) = e, on a
supposant que ¢ est de longueur k et que ¢ passe par ¢, on peut écrire:

(A7)t = A = (w(e) — +oo
lorsque ¢t — 400, d’ot il résulte que (A*); = 4oc. "

1.3.8 Lemme (“sur-valeur propre”) Soit A € (Ruyax)™*" irréductible, X € Ry €t p(A) défini
comme en (1.3.b). Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Il existe u € R}, \{e} tel que Au < Au,

(i) p(A) < A.

Le vecteur u associé sera qualifié de “sous-vecteur propre”.

1.3.9 Lemme (“sous-valeur propre”) Soit A € (Rpax)" ", A € Ruax €t p(A) défini comme en
(1.3.b). Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

3. . . . N
i.e. tous ses coefficients sont finis ou égaux a e
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(i) Il existe u € R}, \{e} tel que Au = Au,
(i) p(4) = A,

Le vecteur u sera qualifié de sur-vecteur propre. Le procédé suivant permet de construire des sous-
vecteurs propres.

1.3.10 Notation (Matrices A,, A) Soit A un scalaire non nul. On définit Ay = A~'A. Lorsque
p(A) n’est pas nul, on pose A = A,4) = (p(4))"'A.

1.3.11 Lemme Si A > p(A), alors toute colonne non nulle de la matrice (Ay)* est sous-vecteur
propre pour \. En particulier, tout colonne non nulle de A* est sous-vecteur propre pour p(A).

Preuve On a par homogénéité p(A,) = A™!p(A). La convergence de la matrice (A4,)* résulte du
Lemme 1.3.7. L’assertion découle de ’observation suivante:

AN(AN)" = (AT = DA = (Ay)" . (1.3.g)

Preuve du Lemme 1.3.8. (i)=-(ii). On peut écrire:
Vi, Afu < N,

d’olt
Vi, ko ARu; < Mg

et comme tous les u; sont non nuls (via 1.3.6), on a en simplifiant

Vi k (AR)F < A, (1.3.h)

soit en sommant: . .
p(A) = Pltrah)s = Pab)s <A . (1.3.0)

k=1 =1

(ii)=(i) Réciproquement, le Lemme 1.3.11 garantit Iexistence d’un sous vecteur propre lorsque
A#e.Sid=c¢,0nap(A)=c¢,lamatrice A est sans circuits, donc nilpotente. Soit p le plus grand
p tel que AP # ¢. On aura Au < cu en prenant u égal & une colonne non nulle de (A?). Cela montre
le Lemme 1.3.8 ]

Preuve du Lemme 1.3.9. (i)=-(ii). Choisissant u; # 0:
Aug 2 (Au); = Ag,ug, (1.3.3)

pour un certain iy réalisant le max dans (Au);. En appliquant le méme argument & iz, et en
continuant de méme, on obtient une suite {i,},>; a valeurs dans {1,...,n}, et donc on a des
indices g et £ < n tels que i,41 = t;. On peut supposer ¢ = 7. On a alors:

Ay R [A@ ul; = Agipttiy, Ay, < Apy oty oo Ay, = Ay g, (1.3.k)

ce qui, apres des substitutions répétées, donne:
Ny < Ay Aiyin - Ab it (1.3.)
Comme u; # 0, la moyenne géométrique du circuit (7,74z,...,7;) est minorée par A, d’ou A < p(A).

(ii)=-(i). Supposons tout d’abord p(A) # ¢, et introduisons la notation suivante:
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1.3.12 Notation (Graphe critique) Les circuits réalisent le max dans (1.3.c) sont qualifiés de
critiques. On appelle graphe critique, noté GC(A), le sous graphe de G(A) formé des sommets et
arétes appartenant a un circuit critique. On notera C° = (Cy, ..., () I'ensemble des ¢ composantes
fortement connexes du graphe critique.

Soit 7 un indice appartenant & un circuit critique de A. Ce circuit a un poids e pour la matrice A.
On a alors (A)} = e, et donc les colonnes

(A*).; = @(A”).J, (At).; = @(21”).72',

n>0 n>1

qui ne different éventuellement que sur la diagonale en raison du premier terme de la somme
(A° = 1d) sont égales. Il résulte de

A(AY) . = (A1) = (A",

que le vecteur u = (A*).; est vecteur propre de A. Le cas p(A) = ¢ se traite de maniére analogue
a 1.3.8,(ii)=(i). Cela achéve la preuve du Lemme 1.3.9. Le Théoréme 1.3.1 résulte immédiatement
des Lemmes 1.3.8 et 1.3.9. "

Le résultat suivant, du & Gondran et Minoux [45, 46] (cf. aussi Cuninghame-Green [24] et Cohen,
Dubois, Quadrat et Viot [23]) caractérise totalement le moduloide des vecteurs propres de A.

1.3.13 Théoréme Soit A € (Ryax)"™" irréductible. Choisissons iy € C5,... i, € Cg. La famille

formée des colonnes suivantes de A% :

i+ 1+
{A.J'lv Tt A.J'q

est une famille génératrice minimale du moduloide propre de A pour la valeur propre p(A).

C’est ce genre de résultat qu’il s’agissait de généraliser aux matrices réductibles.

2 Théorie spectrale des matrices réductibles

2.1 Préliminaires

2.1.1 Notation Etant donnés deux ensembles d’indices I et JJ, on notera Ay la matrice extraite
de A formée des lignes d’indice ¢ € I et des colonnes d’indice j € J, et upy le vecteur formé des
coeflicients d’indice ¢ € I de wu.

On rappelle que toute matrice non irréductible B peut s’écrire sous la forme:

A[01|01] £ ce £
* A e €
B =P 'AP, avec A= ) (2] . ) (2.1.a)
* ce * A[Cp|0p]

ol P est une matrice de permutation, la matrice A est une matrice bloc triangulaire, les blocs étant
associés aux classes de A.
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2.2 Etude du spectre

2.2.1 Proposition Soit u un vecteur propre de A pour la valeur propre A. On a pour toute classe
minimale dans suppu, soit C; € Minsuppu (cf. (1.2.a)), X = p(Aic;ic.)-

Preuve Si la classe C; n’a pas de successeur, 'équation Au = Au se projette en
Acijegte) = A,

La conclusion résulte du Théoreme dans le cas irréductible (Théoreme 1.3.1) appliqué a Aicyic- ™
2.2.2 Notation Dans la suite, nous noterons plus simplement p(C;) pour p(Ajc;|c;))-
On traite séparément le cas de la valeur propre nulle, qui est élémentaire.

2.2.3 Proposition ¢ est valeur propre si et seulement si il existe des classes C; sans successeur
réduites a un sommet, avec Ajg,|c,] = €-

Preuve Soit C; = {r} et u' le vecteur tel que u’ = e et ul = ¢ sinon. Comme {r} est sans
successeur, Au® = ¢. Réciproquement, soit u un vecteur propre pour la valeur propre . On tire de
uA = ¢ que tous les r € supp(u) sont sans successeurs. "

La preuve de la Proposition 2.2.3 montre en sus que les ' forment une famille génératrice
minimale du moduloide propre pour la valeur propre nulle.

2.2.4 Théoreéme Soit K un ensemble clos. Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Il existe un vecteur propre de support K

(i) Pour tout C; € Min K, on a p(Ci) = B¢, ex P(Ck).

Preuve (ii) = (i). Le cas p(C;) = ¢ résultant immédiatement de 2.2.3, nous supposerons p(C;) # €.

On forme la matrice A = p(Ci) 7 Ay Par 1.3.7, At converge. On a

AA* — A+

AAT, = AT,
qui differe de %1*72 seulement peut-étre par le coefficient %L*J = e. Si ¢ appartient & un circuit critique
de A ], on a %L":Z = e, ce qui montre que la colonne %1":2 = %1*72 est vecteur propre de A pour la
valeur propre e. Définissons le vecteur v»; de taille n comme suit:

T+ . -
(vi)k _ {Ak,z si k € K (22&)

€ sinon,

on comp ele une colonne ae A par es ). e vecteur v; est vecteur propre e pOllI’ a VvValeur
let 1 de AT d L t t vect de A la val
propre p(C;).

(i) = (ii). Il résulte de la Proposition 2.2.1 que A = p(C;) ne dépend pas de la classe C; €
Minsupp(u). Nous supposerons A # ¢, 'autre cas étant trivial. On a alors, pour toute classe
Ck ¢ Minsupp(u)

D Arcuicue, @ Acyenue = PCHucy),

ik
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donc
Aoy tie) = pIC)U,
et par application du lemme 1.3.8:
p(Cr) 2 p(C5)

2.2.5 Corollaire [ ’ensemble spec(A) des valeurs propres de A est caractérisé par la condition
suivante:

A€spec(A) & A=p(C;) et VC; CI7(Cy), p(C;) < p(Ch) . (2.2.b)

Une classe C; de rayon spectral maximal (i.e. p(C;) = p(A)) vérifie trivialement la condition (2.2.b),
ce qui montre que p(A) est toujours valeur propre. Les classes finales vérifient aussi cette condition
(il n’y a pas de successeurs autres que la classe elle méme). En outre, le nombre de valeurs propres
est borné supérieurement par p (i.e. le nombre de classes), ce qui est cohérent avec 'unicité de la
valeur propre dans le cas irréductible (une seule classe, p = 1).

2.2.6 Exemple On a représenté la matrice A de la Figure IV.1 et sa transposée sur la Figure IV.4.
On a pour A deux classes C; = {1}, Cy = {2}, avec Cy C I'*(C4). Le support de u étant clos, on
a suppu = {1,2} ou suppu = {2}. Comme p(Cq) = 1 % p(Cy), la condition du théoreme 2.2.4 est
violée pour K = {1,2}. On a donc 'unique valeur propre p(C3) = 3 associée a un vecteur propre de
support {2}. Par contre, cette condition est vérifiée pour AT, et donc specAT = {p(C1), p(Cy)} =
{1,3}. pour unique valeur propre. Contrairement au cas usuel, on a ici:

specA # specAT .

Cy CI7(C1), p(C2) 2 p(Ch) ) CTHCy) et p(C) < p(Ca)
une seule valeur propre A = p(C3) =3 ' deux valeurs propres p(Cy) =1, p(Cy) =3

. e -3
vecteurs propres respectifs l : ], l ]

s £
vecteur propre associe [ ]
(& (&

Figure IV.4: Condition de placement des valeurs propres

2.2.7 Exemple Pour la matrice A de 'exemple 1.1.4, on a
p(A[1231123]) = 3, p(A[5|45]) = 2, p(A[S]6]) = = .

A T'ensemble clos I'*(C) (cf. 1.2.3) est associée la valeur propre p(C7) = 3, a I'*(Cy) la valeur
propre p(C3) = 2, et a I'*(C3) la valeur propre p(C3) = ¢. On a donc

spec(a) = {3,2,¢} .
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2.3 Vecteurs propres des matrices réductibles

Etant donnée une valeur propre A, on notera K(A) I’ensemble des classes C; vérifiant la condition
(2.2.b). On appellera graphe critique GCy pour la valeur propre A I'union de tous les graphes
critiques des C; € K(A). Pour chaque classe C) € K(A), on note C7,...,Cy les rj, composantes
fortement connexes du graphe critique de C;. A chaque C} on associe une famille de vecteurs W(CY)
définie comme suit. On choisit un indice dans chaque composante connexe du graphe critique, soit

N C N C
i €CY, ..t €0 .

On pose K = T*(K(\)), A = AT Ak et on définit les vecteurs vfl,...,vfrk comme dans la
premiére partie de la preuve du Théoreme 2.2.4 (cf. (2.2.a)), i.e.
T+ . -
(0f ) = {Amil sLm € K (2.3.2)
€ sinon.
On pose
W(Cr) = {of,. 0k 3, v = | () . (2.3.b)
CLEK(N)

Le lemme suivant montre que la famille W(C}) ne dépend essentiellement pas du choix des indices

U9y eeylypy-

2.3.1 Lemme 5% ¢s et iy appartiennent a la méme composante fortement connexe du graphe cri-
tique, alors les vecteurs vfi et vikt sont proportionnels.

Preuve Montrons que les deux colonnes %1"'2 et %I"'“ sont proportionnelles. Comme ¢4 et ¢; appar-

tiennent a la méme composante fortement connexe du graphe critique, on a %IZZ%L‘"“ = e, et donc,
pour tout r:
i+ i+ it
ATviS = ATyitAitis
it At At
= ALLAL AL
i+
= A,
d’ou 'on conclut que
i+ _ i+ At
Al = AL AL,
|

2.83.2 Proposition La famille V() définie en (2.3.b) est non redondante (cf. 0,3.2.1).

Preuve Comme le rang faible est minoré par le rang mineur, il suffit de voir que cette famille
est de rang mineur maximal. Nous montrons que le déterminant extrait de la matrice {vi}u
correspondant aux lignes et colonnes d’indices i, pour 1 < € < ry et O € K(A), est non équilibré.
Comme ce déterminant est bloc-triangulaire, il suffit de montrer que le déterminant de chaque bloc
(correspondant & une valeur de k donnée) est non équilibré. Il faut donc voir que:

det Aflglnjrkﬁlnjrk] ¥ e . (2.3.c)

_I_
[Ck|Ck

Tout les circuits de la matrice A
permutation o de {i1...4,, }, [, Ajg(s) < e (décomposer o en produit de cycles). En outre, I’égalité

] étant de poids inférieur a e, il s’ensuit que pour toute

est atteinte seulement pour la permutation identité (sinon, le poids d’un cycle non trivial serait égal
a e, contredisant le fait que ¢4 et ¢; appartiennent a des composantes fortement connexes différentes
du graphe critique). Ainsi, le déterminant (2.3.c) est égal a e, et n’est donc pas équilibré. "
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2.3.3 Remarque Le non équilibre du déterminant dans la preuve ci-dessus montre non seulement
qu’aucun vecteur de la famille V(A) n’est combinaison linéaire des autres, mais aussi que cette
famille est indépendante au sens des combinaisons linéaires symétrisées.

2.3.4 Théoréme La famille V() forme une famille génératrice minimale du moduloide propre
pour la valeur propre .

Preuve Quitte & se restreindre a la sous matrice correspondant a I'™*(K(A)), on peut supposer que
p(A) = A. On prétend qu’un vecteur propre u pour la valeur propre A vérifie

w=Atu= @ viuk (2.3.d)
KEK(N), js€GE(N)

k

ce qui montrera que la famille est génératrice, et donnera le résultat par 2.3.2. On a, comme les v},

correspondent & des colonnes de A*:

Atu = @A‘[’kuk > @ vfsu]g . (2.3.e)
K KEK(N), 7s€GE(A)

On a d’autre part en choissant des indices réalisant le max dans u = Au:

up = Aig i,

Uy, = Aiyig Ui

En poursuivant de la sorte, on finit par obtenir un indice i3 appartenant a un circuit ¢ tel que
w;(c) = e, i.e. un circuit critique. On a alors:

A;Zuz = %IM%L'Z;Z LA u;, < At Uy

Th—1tk rig Vi
ce qui montre 'inégalité opposée a (2.3.e). "

Avant de traiter des exemples, nous rappelons deux formules (cf. 0,4.2.6) qui nous permettront
de calculer les étoiles de matrices de la forme (2.1.a).

A e | A* £ A ¢ +_ At £
B D | D*BA* D* |’ B D | D*BA* DT

2.3.5 Exemple Revenons a la matrice A de I'exemple 1.1.4. On a noté en 1.3.2 que p(A4) = 3.
Pour I'*(C4), on a:

e —1 & ¢ €
1 ¢ -3 ¢ €
~ -3 0 ¢ €
A=pA)yta=|°
’0( ) e € e € =2 ¢
e =3 ¢ 0 ¢ ¢
Le 1 e ¢ 0 €]
Apres calcul:
0 -1 —4 ¢ e
10 =3 3
~ -2 -3 0 3
+ _
AT = -4 -5 -8 -2 -2 ¢
-2 -3 -6 0 =2 ¢
2 1 -2 0 0 & |
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Le graphe critique est réduit aux deux composantes fortement connexes {1,2} et {3}, ce qui donne la
famile génératrice minimale du moduloide propre pour la valeur propre 3, formée des deux vecteurs

suivants:
_ - S
1 -3
=dt=| | d=dn=|
-2 —6
L 2 ] L —2 ]

Pour le second ensemble clos I'*(C3),

e 1 ¢
Al = A[456|456] =13 ¢ ¢
3 ¢
On ap(a)=2et
€ 1 ¢
A =p(AYTA =] 1 ¢
e 1
0 -1 ¢
At =11 0 «
2 1 ¢

Il y a une seule composante fortement connexe du graphe critique, donc une famille génératrice
minimale pour le moduloide propre réduite au vecteur suivant:

Tan
?J% = [8,5,5,%1/17,] =

N = O &, &, O

Enfin, associé a la valeur propre nulle, on a le vecteur propre suivant:

SO M ™ ™ & 0O

2.3.6 Exemple Soit la matrice

M = O

(2.3.9)

o O =
M OO ™
= n & O

£

On a trois classes C7 = {1},p(C1) = 1, Cy = {2,3,},p(C3) = 5, C5 = {4}, p(C3) = 4. En outre,
Cy = Cy et Cy = C3, ce qui donne le graphe représenté sur la Figure IV.5. Il résulte de 2.2.4 que

~~
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Cy Cs

NS

Ch

Figure IV.5: Classes de la matrice (2.3.1)

seules p(Cy) et p(C'3) sont valeurs propres, associées aux ensembles clos respectifs C'y = I'*(Cy) et

C3=1%*(C3). On a

- _ -5 -1
A/ = P(CQ) 1A[02|O2] = [ 1 ] 5

< 0 4
<A>+=[6€],

soit le vecteur propre

[}
M = O M

Semblablement,

SO ™ ™ 0O

est vecteur propre pour p(Cs) = 4.

3 Lien avec le rayon spectral usuel

3.1 Rayon spectral usuel et (max, x)

3.1.1 Notation (demi-corps R}, )

1m.
Dans cette section, nous considérons I’ensemble R équippé du max et du produit usuel. On obtient

de la sorte un demi-corps idempotent, que nous noterons Rr‘;a}gx. On a l'isomorphisme Rr‘;aX’X —
Rumax: & — logz. Nous noterons pmax x (A4) le rayon spectral d’une matrice A dans Rr‘;a}gx. Le rayon
spectral pmax x (A) est caractérisé par la formule (1.3.b), qui se réécrit ici:
Pmax,x(A) = max max f/Ail,iQ Aiyig Ay (3.1.a)
1<k<n 11 4o sty

Ainsi, pmax,x(A) est égal & la moyenne géométrique maximale des circuits de A, au sens de ’algebre
usuelle. Nous noterons

AR B: (A@ B)ij = @Azk 0y Bk]‘ = m]?X(AikBkj)
k

_|_

le produit de matrice dans Ry, .-
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3.1.2 Notation (Rayon spectral usuel) Dans cette section, nous noterons p(A) le rayon spec-
tral usuel de A (i.e. le module de la plus grande valeur propre de A).

On a I’encadrement suivant du rayon spectral usuel en fonction du rayon spectral (max, x):
3.1.3 Théoréme Soit A une matrice n x n a coefficients dans RT. On a:
Pmax,x (A) < p(A) < npmax,x(A) - (3.1.b)
Preuve Si A admet les composantes irréductibles Ay,..., Ag, on a
p(A) = max p(A) et pramese(4) = MIX pr(As)

1l suffit donc de prouver le résultat pour une matrice irréductible. D’apres un résultat classique de
la Théorie de Perron-Frobenius, p(A) est une valeur propre de A, et le vecteur propre u associé a
ses composantes positives. La démonstration se résume aux deux inégalités suivantes,

Au< Au=p(A)u <nA@u , (3.1.c)

soit
Y, m]?XAikuk < ZAikuk < nm]?XAikuk
k
qui résultent de la positivité de A et de u: Le Théoreme 3.1.3 s’obtient en appliquant les Lemmes
1.3.9 et 1.3.8 aux matrices A et nA respectivement, avec A égal au rayon spectral usuel et pmax,«
a la place de p. m

Les conditions d’égalité pour les bornes sont assez naturelles.

3.1.4 Proposition la borne inférieure est atteinte dans le Théoréme §.1.3 ssi Pune des com-
posantes irréductibles de A, disons de taille k, est égale au produit DC' d’une matrice diagonale D
telle que H§:1 D;; = (p(A) avec une matrice C associée a un cycle d’ordre k.

Notons J, la matrice n X n dont tous les coefficients sont égaux & 1. On a:

3.1.5 Proposition La borne supérieure est atteinte dans le Théoréme 3.1.8 ssi A est sans cycle,
ou bien si A est de la forme

A=aDJ, D7 | (3.1.d)

ot D est une matrice de permutation a coefficients diagonaux positifs et a un scalaire positif.

Preuve de la Proposition 3.1.4. Quitte a remplacer A par I'une de ses composantes irréductibles
de rayon spectral maximal, on peut supposer A irréductible. Soit ¢ un circuit critique de longueur

k. Aprés réordonnement éventuel des colonnes, on peut supposer ¢ = (1,2,...,k). La sous-matrice
A" de taille k x k définie pas A} 5 = Ay g, ..., A} = A et A;]« = 0 sinon s’écrit clairement sous la
forme DC', ou D est diagonale, de coefficients diagonaux A o,..., Ay 1 et C est la matrice associée

au cycle c. Comme ¢ est critique, pmax x(A)* = w(c) = [[; Dy. Si 'on a des coefficients non nuls
autres que ceux de ¢ dans les k premieres lignes de A, on obtient des inégalités strictes a gauche
de (3.1.c), ainsi qu’en (1.3.h) pour 7 appartenant au circuit critique, et donc en (1.3.). Ainsi, les k
premieres lignes de A se réduisent a la composante irréductible DC'. ]

Preuve de la Proposition 3.1.5. Le cas ol A est sans circuits est immédiat, et nous supposerons
Pmax,x(A) # 0. 1l suffit de considérer le cas d’une matrice A irréductible, sinon, on appliquerait
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3.1.3 & 'une des composantes irréductibles de A et 'on obtiendrait un facteur meilleur que n. En
introduisant la matrice diagonale D = diag(uq,...,u,), on obtient & partir de (3.1.c):

D™ 'ADe, = NPmax,x (A).€n < (nD_lAD) ® e, (3.1.e)
ol e, dénote le vecteur dont les n coeflicients sont égaux a 1. Quitte a remplacer A par
A= pmaX,X(A)_lD_lAD )

ON SUPPOSEra pPmax x(A) = 1 et p(A) = n, A ayant e, pour vecteur propre. Nous montrons par
récurrence sur n la propriété suivante:

A€ (R Ae, > ne, et ppaxx(A) <1 = A=1], . (3.1.1)

On a d’apres (1.3.1):
nt < (nA)i, - (nA)ig i < praxx(nd)® <t
On a donc forcément ’égalité dans 1.3.j), i.e.

ce qui n’est possible que si A;7 = A;0 = ... = A;, = 1. On a également A;; = A;;A4;; <
Pmax,x(A)* < 1, et donc:

A(ilt)en—1 = A(tle, — A(2]i].1 > (n— 1)e,—1 .

Comme trivialement, pmax x(A(2]7)) < pmax,x(A) < 1, on applique 'hypothese de récurrence a
A(t]7), dou A(i|t) = J,—1, ce qui avec Ae,, = ne, entraine A;; = 1 pour tout [ # i. Cela montre

A=J,. [

3.1.6 Remarque On peut caractériser les matrices de la forme A = aDJD~! par la propriété
suivante: pour tout circuit ¢ de longueur k, on a

wale) = a . (3.1.g)

Le Lemme 1.3.3 montre en effet que aDJD~! satisfait (3.1.g). Réciproquement, supposons (3.1.g)
et considérons A’ = a7'D7'AD ou D = diag(A11,...4,1). On wa(c) = e pour tout circuit c.
Comme par construction A}, = e pour tout 7, on tire de A} A}, = w(1li) = e A}, = e. Ainsi, la
premiere colonne et la premiere ligne de A’ ne sont formées que de 1. La conclusion résulte d’une
récurrence immédiate.

3.1.7 Remarque En définissant la matrice |A|: (|A]);; = |Ai;], et de méme (|u|); = |u;|, on obtient
la borne p(A) < npmax,x(|A|) pour une matrice quelconque a coefficients complexes. On écrit en
effet [Au| < |A||u| < n|A| @ |u| et 'on applique le Lemme 1.3.9.

3.1.8 Exemple Soit la matrice

A

(
—
=

| ©
—
o3
.

On est dans le cas d’égalité de la Proposition 3.1.4. Comme le seul circuit de G(A) est (1,2), on a

Pmax,x (A) = \/(A172A271) = \/(7777_1) = 1. D’autre part, p(A) = 1. Pour 7 petit, la borne ppax x(A4)
est meilleure que les bornes plus classiques:

[Allee = [[Allz =771, lAlli=n+27" .
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3.1.9 Exemple Soit la matrice

N A

(12 = —1). On a wa(l) = wa(2) = i et wa(l,2) = —1 = %, et donc A vérifie la condition de
la Remarque 3.1.6. Ainsi, pmax,x(]4|) = 1. La borne p(A) = npmax,x(|A]) est atteinte, puisque la
valeur propre de module maximal de A est 2.

3.2 Applications

On retrouve de la sorte un résultat de Friedland [39] (voir aussi Elsner, Johnson et Dias da Silva’s
[33]). Rappelons que le produit de Hadamard de deux matrices est défini par: (A® B); ; = A; ; B; ;.
On notera A®% le produit A® A® ... A (k-fois). En observant que pmax.x (A%%) = (pmax.x (4))*
et en appliquant le Théoreme 3.1.3, on obtient

pmaX,X(A)k = pmaX,X(AGk) < P(AGk) < npmaX,X(AGk) = npmaX,X(A)k 9

et donc )
lim p(AGk)E = pmaX,X(A)v

k—o0

ce qui n’est autre que le Théoreme 1 de Friedland [39].

On peut donner une autre application a I’estimation asymptotique du rayon spectral de certaines
matrices. Ventcel [93] considére des matrices de Markov dont les coefficients non-diagonaux sont de
la forme

(Ae)ij; = exp(—ai7j/€2) , (3.2.a)

ol € est un petit parametre et a;; € RU {+00}. Nous considérons ici le cas ou les coefficients
diagonaux sont aussi de la forme (3.2.a). Notons < I’équivalence logarithmique, ie. u <X v <
logu ~ logv. En posant a = (a; ;) ot a;; = —log A; ; et en introduisant

pmin,-l—(a) = —10g pmaX,X(A) ) (32b)

notation justifiée par le fait que pmin+(a) est égal au rayon spectral de a dans le demi-corps
(RU {400}, min, +)), on obtient:

3.2.1 Corollaire On a p(A.) < exp(—pmin+(a)/€*) pour e — 07,

Preuve On applique le Théoreme 3.1.3 et la Formule (3.2.b) a A. "

3.2.2 Remarque (cas symétrique) Notons que dans le cas symétrique, p(A) se calcule triviale-

ment:
pmaX,X(A) = maXAz,] . (32C)

27]

On observe en effet que le max est atteint dans (3.1.a) pour des poids de la forme A;; ou (AijAji)% =

A”)
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Chapitre V

Systemes dynamiques linéaires sur
un dioide

Introduction

Ici commence la partie relative ala “Théorie des Systemes” proprement dite. On donne tout d’abord
des exemples de systéemes simples linéaires sur certaines structures de dioides déja étudiés. On
établit ensuite des résultats de représentation pour ces systéemes. On montre qu’un systeme linéaire
continu se représente par un opérateur a noyau. Dans le cas stationnaire, cet opérateur se réduit a
un opérateur de convolution par la réponse impulsionnelle. On caractérise la causalité de maniere
naturelle. On montre que le réle de la transformée de Laplace pour les systemes classiques est ici
joué par une transformée de type Fenchel (ou conjugaison convexe). On met en évidence une notion
de fonction de transfert, qui représente physiquement le gain du systéeme. Les développements
de ce chapitre correspondent essentiellement aux deux papiers publiés en commun avec G.Cohen,
R. Nikoukhah, J.P. Quadrat et M. Plus [19, 81]. Le lecteur trouvera des résultats analogues de
représentation des endomorphismes continus de moduloides, établis antérieurement par Dudnikov
et Samborskii[31, 89]. On trouvera par ailleurs des idées analogues chez Maslov [67]. Les résultats
de Dudnikov et Samborskii sont équivalents a notre Théoreme 3.1.2.

1 Exemples

1.1 Un systéme continu et son analogue discret

Considérons le systeme mono-entrée mono-sortie § : u — y représenté a gauche de la Figure V.1.
Un fluide circule a travers un long tuyau vers un premier réservoir (vide a la date 0). L’entrée
u(t) représente la quantité cumulée de liquide entrée dans le tuyau jusqu’a I'instant ¢ (la fonction
t — u(t) est donc croissante, et 'on a u(¢) = 0 pour ¢ < 0). Le liquide met un temps ¢ & parcourir
le tuyau. Le liquide passe du premier au second réservoir a travers une ouverture qui limite le débit
instantané a la valeur maximale de 3 > 0. On note y(t) le volume de fluide dans le second réservoir
a l'instant ¢. On a une quantité initiale y(0) = c.
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_
N

temps de séjour d‘

Bh jetons
temps de séjour h

Figure V.1: Systeme continu et analogue discret

1.2 Equations dynamiques

Le débit d’entrée dans le second réservoir étant limité a 3, on a:

Vi, V0 >0, y(t+6) <y(t)+ 30 .

D’autre part,

Vi, y(t) <u(t—d)+c .

Il en résulte immédiatement que Vt et ¥ > 0,

Y(1) < y(t—0)+ PO < ult—d—0) + c+ 30 .

d’ou pour tout ¢,

y(t) < influ(t —d—0)+ c+ 0] =

= 6>0

Posons

Mﬂ:{

et définissons 7 par:

+00
¢+ B(t - d)

pour t <d ;
sinon.

mn%ﬁﬁ[u—ﬂ+kwﬂ.

Toute sortie y vérifie y < ¥. En outre:

y(t+9)

<

eRrR

mf[u(t +6—7)+ k(7)]

infu(t — ) + k(s + 0)

influ(t - s) + k(s)] + 66
QRS

igf;l[u(t—r)—l—c—l—ﬁ(r—d)] .

(1.2.a)

(1.2.b)

(1.2.¢)

(1.2.d)

(1.2.e)

d’ou il résulte que ¥ est la solution maximale de (1.2.a). C’est cette solution ¥ qui décrira le
comportement physique du systeme si I'on suppose que le liquide s’écoule aussi rapidement que

possible.

On a ainsi montré que la sortie au plus to6t du systeme est représentée par une inf-

convolution de I’entrée avec la fonction k. De cela, il résulte immédiatement que le systeme u — S(u)

est (min, +) linéaire, i.e. vérifie les deux propriétés suivantes:
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min-superposition  Yu,u' € R S(min(u,v)) = min(S(u), S(v))
invariance additive VA eR S(A+u)= A+ S(u).

1.2.1 Remarque On peut voir le calcul qui précéde comme la résolution (en fait le calcul de la
solution maximale) de ’équation fonctionnelle (min, +):

y(t) = min(uf [y(t — 6) + 56), u(t — d) + ) .

1.3 Analogue discret

On peut voir le systeme précédent comme la version continue d’un systéeme a événements discrets.
Considérons la version discrétisée suivante de S:

y(t+h) —y(t) < ?h : (13.0)

Sy isupy t.q. { (1) < e+ u(t—d

ot le temps varie dans hZ. La solution maximale de (1.3.a) vérifie clairement la récurrence suivante:
y(t) = min(y(t — h) + ph,c+ u(t — d)) . (1.3.b)

Si ¢ et Sh sont entiers, (1.3.b) n’est autre que I’équation dynamique du graphe d’événements
temporisé a droite de la Figure V.1. Un tel graphe correspondrait par exemple au systéeme de
production suivant: les pieces rentrent dans un atelier, au bout d’un temps de préparation de d
unités de temps, on les place dans un stock en attente devant un groupe de Sh machines identiques
travaillant en parallele. Chaque piece reste h unités de temps sur une machine.

On montre en raisonnant comme précédemment que la sortie est donnée par I'inf-convolution
discrete:

Vi€ hZ, TF(t)= Tiélgz[k(r) + u(t — 7)] (1.3.c)

ou la fonction k est la méme que dans le cas continu.

1.4 Meélangeur

Soient maintenant deux systemes du type de celui de la Figure V.1, le premier traitant du liquide
de couleur rouge, le second du liquide blanc, et un mélangeur produisant du rose a partir de ces
deux liquides en proportions égales. Soient u, la quantité cumulée de rouge entrée jusqu’a 'instant
t, uy, idem pour le blanc. Si le mélange est instantané, la quantité de rose produit est

y(t) = min(uy(t), up(t)) .

Le systeme (uy, up) — y est clairement (min, 4 )-linéaire. I.’analogue discret du mélange est I'opéra-
tion d’assemblage de deux types de pieces. Dans le langage des graphes d’événements temporisés,
on la représenterait par une transition confluente, soit le dessin de la Figure V.2:

1.5 Exemple de systéeme (max, +) linéaire

Nous reprenons 'exemple du limitateur de débit, mais au lieu d’introduire les quantités cumulées
u(t) et y(t), nous définissons les deux fonctions suivantes, dites fonctions dateur:

u(n) = “premiere date ot la quantité cumulée de liquide entré est au moins égale a n” (1.5.a)
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Uy Up

Figure V.2: Mélangeur

La fonction n — y(n) est définie de maniére analogue pour les quantités sorties. Pour simplifier
I’exposé, nous supposons la quantité cumulée entrée croissante (ce qui revient & interdire de retirer
du liquide dans les réservoir d’entrée). La fonction u définie par (1.5.a) est alors croissante. En
raisonnant comme en §1.1, on obtient 'inéquation suivante

y(n) > sg;o)[ﬁ_ll/ +u(t—v) . (1.5.b)

Si I'on suppose que le liquide s’écoule au plus t6t, la sortie du systéme est donnée par:

7(n) = sup[B~'v 4+ u(t — v)] = sup[k(v) + u(t —v)] , (1.5.c)
v>0 veER

ou la fonction k est donnée par

k) = {ﬁ_ly sty >0 (1.5.d)

-0 siv<O0.
La fonction § qui a la fonction dateur d’entrée u associe la fonction dateur au plus t6t de la sortie
vérifie les deux propriétés suivantes:

max-superposition  Vu,u' € R S(max(u,v)) = max(S(u),S(v))
invariance additive VA eR S(A+u)= A+ S(u).

Le systeme S peut donc étre qualifié de (max, +)-linéaire.

2 Systemes linéaires

Nous donnons maintenant une théorie générale couvrant en particulier les systemes décrits en §1.

2.0.1 Définition (Signaux) Soit D un dioide. On appelle ensemble de signaux un sous-moduloide
Y de DX (cf. 0,3.1.1).

Un signal est donc une application de R dans D. L’ensemble Y. est tel que la somme de deux signaux
soit un signal, et le produit d’un signal par un scalaire soit un signal.

2.0.2 Exemple L’ensemble des applications croissantes de R dans Ry, est un ensemble de sig-
naux.

2.0.3 Définition (Systéme linéaire) On appelle systeme linéaire une application S € L(X) (cf.
0,3.1.4).
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La somme et le produit de systemes correspondent respectivement a la mise en parallele et a la
mise en série. On notera

Su = 8(u) (2.0.a)

de sorte que quand on écrit Su(?), il faut comprendre la valeur de la sortie & l'instant ¢, soit
(S(u))(t). Un systeéme linéaire vérifie donc les propriétés caractéristiques suivantes:
(i

i) Pour toutes entrées u,v € ¥,ona S(udv)=SudSv
)

(ii

La propriété (i) n’est autre que le “principe de superposition” classique.

Pour toute entrée u € X et pour tout scalaire A € S, on a SAu = ASu.

2.0.4 Remarque X, équipé de la loi externe L(X)x ¥ — X, (S, u) — S(u), est un L(X) moduloide,
ce qui justifie la notation (2.0.a).

2.0.5 Définition (Continuité) Le systéme S est dit continu s’il préserve les bornes-sup (cf.

0,2.3.1).

Dans la suite, nous supposerons ’ensemble Y. des signaux admissibles complet, de sorte qu’un
systeme continu est caractérisé par la propriété suivante: pour toute famille de signaux admissibles
{u;}ier € ¥, on a

St u; = Su; . (2.0.h)
el el

On notera £(X) le dioide complet des systémes linéaires continus sur D, en conformité avec 0,3.1.4.

A titre de curiosité, nous exhibons un systeéme linéaire non continu.

2.0.6 Contre exemple Soit le systéme linéaire sur le dioide Rpin:

Rﬂriin - Riim w— Su: Su(t)=liminfu(s) .

s—1

Ce systeme vérifie (i) et (ii), il n’est cependant pas continu. Posons en effet

0 sit <0 ;
U (t)y=+{ —nt si0<t<2;
-1 si%ﬁt.

On a pour tout tout n > 1,Su,(0) =0, et

Unp(l) =
igzeN\{O} ()

Ainsi, Sﬂgun(O) =-1 #ﬂgSun(O) = 0.

{0 sit<0 ;

—1 sinon.

Dans la suite, nous considérerons exclusivement des systemes continus

2.0.7 Mise en Feedback On considere le systéme représenté sur la Figure V.3,(iii). On peut
écrire:

y=81x, x=ud Sy (2.0.c)

Dans le cas des graphes d’événements temporisés, on a vu qu’a une certaine entrée peuvent corre-
spondre plusieurs comportements du systeme, et 'on a considéré uniquement le comportement au
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(i) N (ii) (iii) u N y
— 5 R
Sy Sy
S8 S 8181 S1(8281)"

Figure V.3: Mise en parallele, série, feedback

plus tot. C’est pourquoi nous appelons mise en feedback de S; et &1 le systeme associant a u le
plus petit y vérifiant (2.0.c). On a en substituant

y = 518529 & S1u
et en appliquant 0,4.1.2, on trouve la solution minimale:
Yy = (8182)*81u .

Le systeme résultant est donc linéaire continu.

2.1 Systémes élémentaires (min,+) linéaires

Nous étudions maintenant les systemes élémentaires linéaires sur le dioide Ryjn. Nous considérons
trois ensembles de signaux:

1/ Rﬂim, moduloide complet des signaux & valeurs dans Ryy,
2/ Croiss(R, Ryin), sous-moduloide complet des signaux croissants.

3/ Croiss.scs(R, Ryin ), sous-moduloide complet! des signaux croissants semi-continus supérieu-
rement.

2.1.1 Stock ~¢ 1l s’agit du systeme v¢ défini par:
VieR, ~u(t):=c@u(t) (=c+u(t)) . (2.1.a)

L’interprétation de l'opérateur v¢ est claire au vu des exemples précédents: un stock initial de ¢
unités (metres cubes dans un réservoir, nombres de places de stocks dans un atelier) induit un
décalage sur les quantités en entrée et en sortie. La notation ¢ est justifiée si I’on remarque que
yey¢ = y¢+¢' En particulier, ¥° = Id et on notera v := 1. On a en outre

(7 @7 Yu(t) = min(y°u(t),7"u(t)) = mine + u(t), ¢’ + u(t)) = min(e, ) + u(t) = ™" (1)

d’ot la regle essentielle:
V@ ’}/CI _ ,ymin(c,c') dans )C(Riin) ] (2.1.b)

1On rappelle que linf d’une famille quelconque de fonctions scs est scs
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2.1.2 Opérateur de retard 6% 1l s’agit du systeme ¢ défini par
Ve, u(t) := u(t —d) .

L’opérateur 6% représente un retard pur. Pour les graphes d’événements temporisés, §¢ est I'opé-
rateur associé & une place avec un temps de séjour de d. Ici encore, la notation §7 est justifiée
par

(Sd ® (Sd/ — 6d-|—d/
On notera donc § pour 8'. Pour la somme 6¢ @ 6%, il n’y a en général pas de regle de simplification
analogue a (2.1.b). Cependant, si l'on se restreint aux signaux croissants, on a

(6% @ 67 Yu(t) = min(u(t — d), (t — d')) = u(t — max(d, ")),

d’ot la regle

8 @ 6% = max(@4)  dans £(Croiss(R, Ruin))- (2.1.c)

2.1.3 Limitateur de débit wg Le systeme représenté sur la Figure V.1 est constitué de trois
blocs élémentaires, deux d’entre eux étant étant les opérateurs “stock” v et “retard” 6%. Nous
reprenons cet exemple avec ¢ = 0 et d = 0. On obtient alors le “limitateur de débit”, y = wg(u), qui
a ’entrée u(-), associe la solution maximale (au sens usuel) y(-) solution du systeme (1.2.a)-(1.2.b)
avecc=d =0 (et 3>0). En § 1.1, on a montré que wg se représente comme suit:

wgu(t) = il;f[k(t —7)+ u(r)]

ou k(s) est donné par

k(s):{ﬂs sis>0

400  sinon

(i.e. (1.2.c) avec ¢ = d = 0). A la différence de v¢ et ¢, nous notons ws avec 3 en indice, parce que
[ ne se comporte pas comme un exposant. On a en fait:

wp B wgr = “min(3,6') > (21d)

comme il résulte d’une vérification élémentaire. Physiquement, deux limitateurs de débit placés en
série se comportent comme un seul (le plus contraignant des deux). De méme, pour la mise en
parallele, on a:

wg D wpr = Whin(g,87) - (2.1.6)
Il faut bien voir ici que la mise en parallele correspond au mélange des flux en proportion égale, et
non a leur I'addition au sens usuel.

2.2 Systémes élémentaires (max, +) linéaires
On considere les trois ensemble de signaux:

1/ Rﬂiax, moduloide complet des fonctions & valeurs dans Ryay,
2/ Croiss(R,RnaX), sous-moduloide complet des fonctions dateur croissantes.

3/ Croiss.sci(R, Ryay), sous-moduloide complet? des signaux croissants sci (semi-continus infé-
rieurement).

20n rappelle que Uinf d’une famille quelconque de fonctions scs est scs
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Nous examinons maintenant la version (max, 4 ) linéaires des systémes traités en §2.1

2.2.1 Opérateur de stock v° Nous notons ¢ l'opérateur qui a un dateur u € Rﬂiax associe le
dateur suivant:

Yeu(t) = u(t —c) . (2.2.a)

On a toujours 7°9¢ = v°t¢. Cependant, la régle v¢ @ ¢ = y™ine) est fausse dans ,C(Riin). Si
I’on suppose u croissante, on a

(7P ’ycl)u(n) = max(u(n — ¢),u(n — ) = uw(n — min(c, ') = ’ymin(c’c/)u(n),

d’ou:
I

~o @ ¢ = ymin(ed) dans £(Croiss(R, Ryax))- (2.2.h)

2.2.2 Remarque Il peut sembler désinvolte d’utiliser la méme notation ¢ pour 'opérateur ap-

partenant a ,C(Rﬁn) défini en 2.1.1 et pour l'opérateur appartenant a ,C(Rﬂiax) défini ci dessus.
Nous montrerons dans la suite que (2.2.a) est duale en un sens précis de (2.1.a), et représente
physiquement le méme systeme.

2.2.3 Opérateur de retard 6% 1l s’agit de I'opérateur qui & u € Rﬂiax associe le dateur:
6tu(n) = d+ u(n) . (2.2.¢)
On a toujours §%6%" = §9+4" Mais maintenant:
8 6 = gmax(dd)  gans L(R.,.). (2.2.d)

Le lecteur aura noté I'inversion entre (2.1.b),(2.1.c) et (2.2.b),(2.2.d) quant aux domaines ou les
sommes d’opérateurs v et les sommes d’opérateurs 6 se simplifient.

3 Représentation des systemes linéaires

3.1 Systemes linéaires sur D

Dans cette section, nous étendons les résultats classiques de représentation des systemes linéaires
au systemes linéaires continus sur un dioide complet D. Nous commencons par traiter le cas ot le
moduloide des signaux admissibles ¥ est de la forme D¥, puis étendrons simplement les résultats &
des signaux plus généraux. On définit la fonction e, qui jouera le roéle du Dirac usuel.

3.1.1 Définition (Impulsion) On appelle impulsion le signal e défini par

def [ep sit =0 ;
e(t) & {gD = (3.1.)

On a trivialement
Vu, Ve, ult) :ﬂgu(s)e(t _ ), (3.1b)

l.e.

u :ﬂéu(s)ése (3.1.c)
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ce qui est la décomposition d’un signal sur la “base canonique” {é°¢}scr. Une telle décomposition
est unique, puisque si v = f,v,6%¢, on applique (3.1.b) & s — v,, d’ott v, = u(t) pour tout . Le
théoreme suivant montre que les systemes linéaires continus sur DX se représentent par un opérateur
a noyau:

3.1.2 Théoréme Le systéme S est lin€aire continu sur D¥ ssi il existe une application k, R* — D,
appelée réponse impulsionnelle telle que:

u € DF, Vi, Su(t) :ﬂgu(s)k(t,s) . (3.1.d)

S

En outre, un tel k est unique.

Preuve Le sens “si” est immédiat. Réciproquement, on a

y(1) = Su(l) = Sﬂéu(s)ése(t) :

ce qui en raison des hypotheses de linéarité et continuité, entraine,

u(t) = fuls)se°(0) = fulor(t.s) .

S

ou l'on a posé

k(t,s) < S6%e(1) |

Pour "unicité, supposons une autre fonction x vérifiant (3.1.d). En prenant u = ¢, on obtient

k(t,s) = Sé%e(t)

= s
HT(t

fe(T)k(t,T)
s) .

b

3.1.3 Définition (stationnarité) Le systéme linéaire S est dit stationnaire s’il commute avec
Uopérateur retard, i.e.
pour tout d € R, S6t = 618 .

On notera Lggat (D) le sous-dioide de £(D¥), formé des systemes continus stationnaires.

3.1.4 Théoréme Le systéme continu S est stationnaire ssi sa réponse impulsionnelle k(t, s) dépend
seulement de la différence t — s, i.e., avec 'abus de notation coutumier:

k(t,s)=k(t—s) ,

et k = Se.

Preuve Si S est stationnaire, on a

k(t,s) = S6%e(t) = 6°Se(t) = Se(t —s) .
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Réciproquement, soit S : Su(t) :ﬂgu(s)k(t —5).Ona

S67u(t) = ﬂéé%(s)k(t _ o),

et en posant s’ = s — T,

S67u(t) = ﬂéu(s’)éTk(t _ )= 67Su(l) .

3.1.5 Définition (Produit de convolution) On appelle convolée de u et v € DX Uapplication
w*v € DR définie comme suit:

u*v(t) = %—GRU(T)U(t -7T) .

PR, muni de la somme point par point et du produit de convolution est un dioide complet. L'unité
de DF est 'impulsion e, ce qui légitime a posteriori la notation “e”. On a montré que dans le cas
stationnaire, la relation entrée-sortie s’exprime par

W(1) :ﬂgu(s)k(t _9) .

S

Autrement dit, la sortie n’est autre que la convolée de I'entrée par la réponse impulsionnelle £ du
systeme. Dans le cas de D = Ryin, la D-convolution coincide avec le produit d’inf-convolution bien
connu en analyse convexe [87].

3.1.6 Corollaire L’application qui a un systéme associe sa réponse impulsionnelle est un isomor-

phisme continu du dioide des systémes linéaires continus stationnaires sur DX, muni de la somme
point par point et du produit de convolution, i.e.

(ﬁstat(DR)v @7 O) = (DR7 @7 *) .

3.1.7 Corollaire Si D est commutatif, les systémes linéaires continus stationnaires mono-entrée
mono-sortie forment un dioide commutatif.

3.1.8 Définition (Causalité) Le systéme linéaire S est dit causal si pour toutes entrées uy et us,

ui(t) = ua(t) pour t <1 = Sui(t) = Sug(t) pour t <7 .

3.1.9 Théoréme Le systéme S est causal ssi sa réponse impulsionnelle est telle que k(t,s) = ¢
pour s > t.

Preuve On a k(t,s) = Sé%e(t). Pour t < s, 6°e coincide avec la fonction nulle € sur | —o0o,t]. =

3.1.10 Corollaire Un systéme stationnaire de réponse impulsionnelle k est causal ssi k(t) = ¢
pour t < 0.
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3.1.11 Exemple Considérons les trois systeémes élémentaires introduits en § 2.1: ce sont des
systemes linéaires stationnaires continus sur Ry, dont les réponses impulsionnelles sont respec-

tivement
c sit=0;
‘e(t) = ' 3.1.
rlt) {8 sinon. (3-1)
§le(t) = {6 sit=d; (3.1.f)
¢ sinon.
3 sit <0 ;
wpelt) = {ﬂ X t sinon. (3.1g)

3.2 Systéme linéaires continus sur des bons ensembles de signaux

3.2.1 Définition On dit que X est un bon ensemble de signaux si
(i) ¥ est un sous moduloide complet de D¥,
(ii)) Vs e R, 6°Y C X,

(iii) Il existe € € X telle que Vu € ¥, € +u=uxe' = u.

La condition (ii) exige que si ¥ contient un signal u, alors il contient tous les translatés de u. La
derniére exprime que ¥ admet un élément unité e’ pour le produit de convolution. (X, @, *) est
alors un dioide complet, qui n’est cependant pas un sous-dioide de P® dans la mesure ot 1’élément
neutre €’ ne coincide pas en général avec e.

3.2.2 Proposition 5i ¥ vérifie 3.2.1,(i) et (ii), alors DX x ¥ C X et ¥+ DF C 3.

Preuve Soit u € DX et v € X, montrons que u+ v € ¥. On a

Uk v = ﬂgu(r)éﬁj

qui via (ii) et le fait que ¥ est complet, appartient & X. "

La proposition exprime que ¥ est I’analogue d’un idéal dans (D, @, *). On a ici 'analogue des
propriétés de régularisation de la convolution usuelle.

3.2.3 Prolongement & D¥ Il résulte de l'existence d'un opérateur linéaire de projection sur ¥
qu'un systéme S linéaire défini a priori sur ¥ se prolonge trivialement 3 DP¥, en 'occurrence par le
systeme § suivant:

Su=3S8(uxe) , (3.2.a)

ce qui se représente par le diagramme commutatif:

DE S, pEk
T e ¢ ]
D N ¥

ou 7 dénote l'injection canonique.

Appelons —Y. I’ensemble des u € D¥ tels que t — u(—t) appartienne & ¥. On a le résultat d’unicité
suivant.
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3.2.4 Théoréme Pour tout systéme S linéaire sur X, il existe une unique application k : R? — D,
telle que:

(i) Vs e R, t— k(t,s) € X
(ii)) Vt € R, s +— k(t,s) € =X
(iii) Le systéme de noyau k prolonge S a D¥.
Preuve Soit k le noyau associé au prolongement (3.2.a). On a:
k(t,s) := S6%¢'(t) . (3.2.b)

En outre, pour tout u € X:
smn:sm*axn:¢ % w(r)e(s — TY(t, 5)
seRJTER

Il résulte de cette derniere formule et de (3.2.b) que le noyau

k(t,7):= ﬂéeRe’(s — 7)k(t,s)

répond a la question. Réciproquement soit k& une application vérifiant les conditions du Théoreme.
Posons k(t,s) := k(t,—s). On a, pour tous t,7 € R,

swauy5émwa@muﬁ):¢ ¢ (s — TYk(t, )

seER
:é%gﬂ—y_TMQﬁqzéu,¢):k@7)7

ce qui montre 'unicité d’une telle application. n

On en déduit sans difficulté les deux corollaires suivants:

3.2.5 Corollaire Soit S un systéme linéaire stationnaire sur un bon ensemble de signaux %. Il
existe un unique k € Y. tel que

Yued, Su=ux*xk .

3.2.6 Corollaire On a lisomorphisme de dioides:
(ﬁstat(E)y @, o) ~ (E, @, *) .

Nous appliquons maintenant ce résultat aux fonctions croissantes, qui seront d’un usage constant
dans la suite.

3.3 Application aux fonctions croissantes

Soit 3 = Croiss(R, Ruin ), sous-moduloide de Rﬂim formé des applications croissantes pour ’ordre
usuel, i.e. décroissantes pour l'ordre <. On va montrer que X est un bon ensemble de signaux, et
en particulier que 'unité de ¥ pour le produit de convolution est la fonction suivante:

ecr(t):{o sit <0

400  sinon

) (3.3.a)

ou de maniere équivalente

Cor = 67 Te .
7>0
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" . =R , . . .
3.3.1 Proposition Un signal s € R;, est décroissant (pour Uordre naturel <), i.e. croissant au
sens usuel, ssi e * s = s.

Preuve Les propositions suivantes sont équivalentes:

u croissante
Vr <0, wu(t—r1)>u(t)
Vr <0, wu(t—r1)=<ut)

ﬂésoéw(t) < ()

€cr * U S U

¥ U= U ,
la derniere équivalence résultant de e = e. n

On réécrit e, * $ = s comme suit:

u(t) = 71_%% u(T) .

Sous cette forme, la proposition 3.3.1 devient immédiate.

On avait a priori via le lemme de projection 0,5.1.15 ’existence d’une application pr Croiss(R B’
Ce qui est non banal, c’est la réalisation de pr Croiss(l [f) Par une convolution, i.e. pr Croiss(R K)(QU) =
ecr ¥ 2. On a en traduisant 'idempotence de pr Croiss(R,B)*

Eor * €cr = €op (3.3.b)

(on peut aussi appliquer 3.3.1 & s = e.;). Cela montre que le moduloide complet Croiss(R,Ryin)
vérifie les propriétés 3.2.1,(ii) et (iii), et est donc un bon ensemble de signaux. Les systémes ¢,
6% et ws admettent des restrictions & Croiss(R,Ruin). Les réponses impulsionnelles de ces systémes
sont les suivantes:

c sit <0
[ : [ t — —

T Cer 7 6cr( ) {—I—oo sinon

it <
dlecr 0leq(t) = {0 o t<d (3.3.¢)

+00  sinon

) (1) = 0 sit <0

WhCer = WHCarlt) = 3 xt sinon.

On constate que la réponse impulsionnelle ¢ définit le méme systeme sur Croiss(R,Rpin) que
la réponse impulsionnelle .., a savoir le systéme ~v°. En d’autres termes, quant on restreint
I’ensemble des signaux, la correspondance systéme — réponse impulsionnelle cesse d’étre injective.

3.3.2 Corollaire Soit S € L(Croiss(R,Ruin)). Il existe une unique fonction k € Croiss(R, Ryin)
(réponse impulsionnelle) telle que

s zjéekyk(%f . (3.3.d)

Résultat dual pour £(Croiss(R,Ruax))-

3.3.3 Corollaire (Causalité pour les fonctions croissantes)
Le systéme S € L(Croiss(R,Ruin)) est causal ssi sa réponse impulsionnelle k vérifie

Vit <0, k(t)=k(0) .
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Preuve Le relevement canonique de § a Rﬂim est causal. On a donc via 3.1.10 Su = ko * u avec
ko(t) = 400 pour t < 0. On a k = ko * ecy, d’ou

(1) = inf [ko(r) + eat — 7)) = inf [ko(7) + 0] = ko(0) .
On a la version duale de 3.3.3 suivante:

3.3.4 Corollaire Le systéme S € L(Croiss(R,Ruax)) est causal ssi sa réponse impulsionnelle k
vérifie

Vi< 0, k(t)=—o00 .

3.3.5 Proposition On a la régle de simplification suivante:

pour n,t,3 >0, n> 1= "6 @ ws = ws dans L(Croiss(R,Rnin)) -

Preuve On obtient la somme des opérateurs en prenant I’enveloppe inférieure des réponses impul-
sionnelles données en (3.3.c). n

3.3.6 Exemple (Fonctions croissantes scs) I’ensemble des fonctions croissantes scs R — Ry
semi-continues supérieurement est complet (un inf de fonctions scs est scs). Il admet 'unité suivante:

0 sit<0

€scs * escs(t) = {—|—OO gi ¢ > 07 (336)

qui ne differe de I'unité e, des fonctions croissantes définie en (3.3.a) que par la valeur 0. On
notera en effet qu’une fonction croissante est scs si et seulement si elle est continue & droite. On a
donc nécessairement eg4(0) = lim;__ g+ eges(?), ce qui est bien le cas pour (3.3.e). On vérifie qu’une
fonction est scs croissante (au sens usuel) ssi eges * u = u.

3.3.7 Contre exemple L’ensemble des fonctions concaves scs de R dans Ry n’est pas un bon
ensemble de signaux. Il est en effet stable par somme et produit d’inf-convolution, mais n’admet
pas d’unité.

3.3.8 Systémes en temps discret Pour la simplicité de 'exposé, nous avons pris le temps a
valeur réelle et on a pris des signaux définis sur tout R. La théorie est identique pour des signaux
définis pour un temps discret, ce qui revient & considérer des sous-moduloides de D%, au lieu de DE.
Nous donnons a titre d’exemple un énoncé utile pour les opérateurs linéaires dans Croiss(Z, Ryin):

3.3.9 Proposition Soit S € L(Croiss(Z,Ruin)). Il existe une unique fonction k € Croiss(Z, Ryin),
dite réponse impulsionnelle de S, telle que

S =Pt . (3.3.)
tEL

3.4 Systémes vectoriels sur les bons ensembles de signaux

Soit X un bon ensemble de signaux. On a pour les matrices a coefficients dans ¥ le produit induit
par la structure de dioide (X, &, *):

(AB)Z']‘ = @Azk * Bk]‘ . (3.4.&)
k

Le résultat suivant est une généralisation immédiate de 3.2.5.
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3.4.1 Proposition Soit § € L(XP,X") stationnaire. Il existe une unique matrice K € XP*"  dite
réponse impulsionnelle, telle que:

Su=Ku ,

ot le produit de matrice du second membre s’entend au sens de (3.4.a).

Un systeme général obtenu par mise en série, parallele et feedback d’opérateurs linéaires station-
naires s’écrira comme la plus petite solution d’un systeme du type:

X=AXa¢BUY =CX . (3.4.b)
On solution minimale s’obtient immédiatement par:
Y =CA"Bu=: HU

ou ’étoile de la matrice A peut é&tre calculée a I’aide de I'algorithme de Gauss-Jordan 0,4.2.1. H
est appelée matrice de transfert.

3.4.2 Exemple Soit le systéme linéaire sur Croiss(R,Ryin) représenté sur la Figure V.4,(i). On

(i)

_— ’)/6(54“
Ul s Ky . L2 7

{$1 > W > ’}/

(i)

»Pe

a
l
=,
g
l

Figure V.4: Un systéme linéaire sur Croiss(R,Ryin) et son équivalent simplifié

li;{l ERIBEREE

7 ! _
e v ][wzlu_Cu.
Au lieu de calculer y = C'A* Bu, I'étoile de A s’obtenant par exemple par 0, 4.2.1, nous préférons
éliminer a la main xq et x5. En éliminant x4, il vient:

peut écrire:

(3.4.c)

z1 = %2 @& YPwrz B bu . (3.4.d)
On a par 3.3.5 76 < 7°w;. En outre, via (2.1.d), on a wi = wy, et par 0,4.1.6,(vii)
(V1) = (Vi) =e® (1" Bw) = edyiwr
La plus petite solution de (3.4.d) est donc

r1=(ed ’ySwl)éu,
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d’ot
T = wizy = (w1 B 75w1)6u =wbu .
On a finalement la relation entrée sortie fort simple:

y=hu=+"0wu .

Cela montre en particulier que le systéme plus simple représenté & droite sur la figure V.4,(ii), est
équivalent du point de vue de la relation entrée-sortie au systeme V.4,(i).

4 Fonction de transfert des systémes (min,+) linéaires station-
naires

4.1 Transformation de Fenchel

Nous introduisons ici la notion de fonction numérique de transfert. On obtient ces fonctions par
une opération analogue a la transformation de Laplace en théorie classique. Dans notre cas, ce role
sera joué par une transformation de type Fenchel [87].

Il résulte de 3.2.5 qu’un systeéme linéaire stationnaire sur D¥ de réponse impulsionnelle k admet
la représentation suivante (unique):

S = ﬂéeRk(s)és : (4.1.a)

laquelle somme s’entend dans £(D¥). On a aussi la forme équivalente:

S=f 4.
seR

4.1.1 Définition (Fonction de transfert) On appelle fonction de transfert associée a la réponse
impulsionnelle k la fonction Fk, R — R définie par

()= k(@)™ = inf{k(z) = o]

4.1.2 Remarque Fk(p) peut s’interpréter comme ’évaluation de I’expression formelle (4.1.a) dans
le dioide Ryin, obtenue en donnant i la lettre & la valeur —p. On notera en effet que p=® = —p” (en
fait, les expressions z?, p® et 1797 dans le dioide Ry, désignent le méme élément, & savoir p X z
dans I'algebre usuelle).

4.1.3 Proposition L’application F est un morphisme continu de (X, &, %) dans (Rﬂim,min, +).?

Preuve La seul point non trivial est le suivant, qui est bien classique:

4.1.4 Lemme (Trivialisation du produit d’inf-convolution) On a pour tout (u,v) € Rﬂim:

Fluxv)=Fu+Fv .

74 désigne la somme point par point.
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Preuve du lemme:

Flusolp) = f_f_ut=riew =t =ry(mp
= (0™ ) (f_ w0 ) = (Fup)(Fem)
reeren™) (f )

ot 'on a fait le changement de variables ¢ =t — 7. m

4.1.5 Exemple on vérifie immédiatement les formules suivantes, pour les opérateurs v¢, §¢ et wg
définis sur RFmin:
Fye(p)=c, Vp;

Féle(p) = —d x p, p ;

Fuselp) = {‘100 sip< i (4.1.b)

sinon.

4.1.6 Remarque (Lien avec la transformée de Fenchel classique) On a:

Fip) = mf[(w) = pa] = —suplpz — fa] = —Fek(p) . (4.1.c)

ou l'on a noté F. la transformée de Fenchel classique[87]. Autrement dit, F n’est autre que la
transformation de Fenchel changée de signe.

4.1.7 Remarque (Cas des systémes définis sur Croiss(R,Ryy,)) Soit S € L(Croiss(R, Runin))»
de réponse impulsionnelle croissante k. On a

p<0 = Fk(p)=—o0 ,

comme il résulte de lim,_._ .. (k(z) — pz) = cc.

4.1.8 Exemple L’opérateur § @ 6% a la méme fonction de transfert que ﬁQ(ﬁt, a savoir la fonction
numérique z +— z P z2.

La transformation F n’est donc pas un isomorphisme. On a cependant le résultat suivant:

4.1.9 Proposition L’application F : Rﬂim — Rﬂim est résiduable. Les fermés (cf. 0,5.1.13) sont
les fonctions convexes sci ne valant jamais —oo ou le valant identiquement. Les fermés duaux sont
les fonctions concaves scs ne valant jamais +00 ou le valant identiquement. En outre, Uapplication
résiduée de F est donnée par la formule suivante:

[Flglt) = N\ g(p)t* = suplg(p) + pi] - (4.1.d)
PER pe

Le lecteur aura noté I’analogie avec la transformation de Fourier inverse.

Preuve La formule pour la résiduée de F est conséquence immédiate de 0,5.4.7. La caractérisation
des fermés n’est autre que la traduction des propriétés classiques de la transformée de Fenchel [87].
|

On considere la fonction linéaire de pente p, {, € Rﬂim, i.e.

ly(z) =px .
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4.1.10 Théoréme Soit S un systéme linéaire continu stationnaire sur Rﬂrﬁin, de réponse impul-

sionnelle k. La droite (, est un vecteur propre du systéme S pour la valeur propre A\, = Fk(p),
i.€e.

Sty = Al .
Preuve

ko l(t) = ;‘;_ekapf-f = ;éekap-fpf - (;éekap-f) P = (FE(p)) (1) -

4.1.11 Interprétation: fonction de gain De méme que d’ordinaire, la valeur du transfert au
point jw s’interprete comme le gain du systéme pour la fréquence w, de méme ici, Fk(p) apparait
comme le décalage (additif) du systéme associé a la pente p.

4.1.12 Remarque (Décomposition spectrale de §) Les fonctions concaves scs apparaissent
comme les sommes infinies de droites. Ce sont précisément les signaux qui se décomposent sur la
base {{,},er. Soit

u :ﬂg uply, (4.1.e)
pER

une telle décomposition. On a

Su= ﬁé Fh(p)uyl, , (4.1.0)
peER

laquelle fonction est clairement concave scs. La formule (4.1.f) est I’équivalent d’une décomposition
spectrale de 'opérateur S restreint au sous moduloide complet des fonctions concaves. On observe
que les coordonnées u, s’obtiennent au moyen de la formule de résiduation suivante:

Uy = /\u(t) Qp .

t

4.1.13 Diagramme de Bode La graphe de ’application p — Fk(p) est 'analogue du diagramme
de Bode. Soit par exemple le systeme

S=7v8Dw, .
On a représenté la réponse impulsionnelle, donnée par:
h(t) = min(762ecr(t)7w2€cr(t))

(les réponses impulsionnelles élémentaires v 6%eqr et woee sont données par les formules (3.3.¢)). On
a en appliquant (4.1.5), pour p > 0:

fh(p) = mln(l - 2p7X]—oo,2](p))7
ou la fonction indicatrice y est donnée par

0 sipe A
XA(p)_{—oo sipd A

On a représenté Fh sur la Figure V.5, ainsi que 'entrée (1 (droite de pente 1 passant par 'origine).
La sortie h x (1 est égale a (—=1) @ {41 = —1 4 {41, ou le gain —1 est égal & Fh(1) en accord avec le
Théoreme 4.1.10.
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Réponse impulsionnelle
h(t) = Sec(t) b

h*ﬁl

Il
~

Fonction de transfert

Fh(p)

Figure V.5: Diagramme de Bode de S = 6% @ wy

4.2 Résumé

Nous concluons cette section par un tableau faisant le parallele entre les systemes classiques et les

systémes (min

,+) linéaires.

Systemes (min, +) linéaires

Systemes linéaires usuels.

min, +

kx k(1) =

inf-convolution

%eRk(r)k’(t — ) = inferlk(r) + K(t = )]

convolution

kExk(t) = [ cpk(T)E'(t—T)

y(t) =

Systemes min-linéaires continus

yéng(t, u(r) = infreplk(t, 7) + u(T)]

Opérateurs a noyau

y(t) = Jrer k{1, m)u(T)

Systeémes stationnaires

W) = ﬂéekk(r)u(t — 1) = inf erlk(r) + u(t — 7)]

Systemes stationnaires

y(t) = Jp b(t = T)u(r) dr

Transformée de type Fenchel

Fh(p) = ﬂéeRk(aE)p_l’ — inf,crlk(z) — pe]

Transformée de Fourier

Fh(w) = Jp h(t)e 7+ dt

Trivialisation de l'inf-convolution

Fk+ k)= (Fk)© (FK') = (Fk) + (FK)

Trivialisation de la convolution

Flk k)= (Fk)FK)

Droites

l(z)=p" =pXu

Fonctions exponentielles

e (t) = et

k+lp = (Fk(p))y

k*e, = (Fk(w))e,
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Chapitre VI

Quelques remarques sur la réalisation
minimale

Introduction

On étudie ici les séries rationnelles (ou réalisables) en une indéterminée et & coefficients dans R ay.
On caractérise tout d’abord les séries rationnelles par une certaine propriété de périodicité: les
séries obtenues en ne prenant qu’un terme tous les ¢, ou ¢ est la période, se comportent comme
des séries “géométriques” a partir d’un certain rang. Lorsque la série se réalise a 'aide d’une
matrice irréductible, la situation est fort simple: tous les séries géométriques ainsi extraites ont
alors méme raison. On applique ensuite les notions de rang étudiées précédemment au probléme de
réalisation minimale. Le rang faible (i.e. la taille minimale d’une famille génératrice du moduloide
des colonnes) de la matrice de Hankel est fini ssi toutes les séries “géométriques” extraites ont méme
raison, auquel cas on peut appliquer les algorithmes standards de réalisation. Ce dernier résultat
a été obtenu antérieurement par Cuninghame-Green [26] (avec un algorithme un peu différent et a
lomission pres de la condition d’irréductibilité). Nous donnons un exemple ou le rang faible donne
des réalisations arbitrairement grossieres. Nous montrons que la dimension minimale de réalisation
est minorée par le rang mineur de la matrice de Hankel (taille du plus grand mineur inversible dans
le dioide symétrisé). Cette minoration peut étre stricte: nous exhibons un systéme non réalisable de
rang mineur fini. La situation est assez analogue au probleme classique de réalisation positive d’une
série rationnelle & coefficients dans R [7, 37]. Signalons par ailleurs I’approche d’Olsder [73], qui
obtient dans certains cas des réalisations minimales en réalisant dans ’algebre habituelle la matrice
H;; = exp(hi;t) et en passant a la limite.

1 Séries (max,+) rationnelles

1.1 Réalisabilité, rationalité, périodicité

On étudie ici les séries s € Ryax[[7]] & coefficients dans Ry, et en une unique indéterminée ~. Les
deux notions suivantes sont classiques.

1.1.1 Définition (rationalité) Une série s € Ruyaxl[7]] est dite rationnelle si elle s’obtient par
un nombre fini de sommes, produits, €toiles de polynomes.
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1.1.2 Définition (réalisabilité) La série s € Rya][7]] est réalisable ssi il existe un entier n, des
matrices A € RE, B e RXL O e RLX% telles que

s = @CAkB’yk .
keN

Un tel triplet (A, B, (') sera dit réalisation de s. Un triplet tel que n = dim A soit minimal sera
qualifiée de réalisation minimale. La définition 1.1.2 est motivée comme suit. Considérons le systeme
récurrent dans R ..

Tpe1 = Az & Bugyr, yp = Cay (1.1.a)

avec A € R0 B € RiXL € e RIX% L'équation (1.1.a) se rééerit & I'aide de l'opérateur de

max:? max? max*

décalage v, tel que 3 = v&p4q:

x = Avyz P Bu ,
d’ou
y=C(Ay)" Bu = @ CA*ByFu (1.1.b)
keN

Autrement dit, une série réalisable n’est autre que la série de transfert d’un systeme linéaire
récurrent. D’apres le Théoreme de Kleene [7], une série est rationnelle ssi elle est réalisable. Afin de
caractériser les séries rationnelles, nous introduisons une nouvelle notion de périodicité. Cette notion
apparait naturellement lors de ’étude des puissances des matrices (cf. remarque 1.1.10 supra).

1.1.3 Définition (périodicité) Soit ¢ un naturel non nul, X une application Z/cZ — Rypax, v —
M- La suite s € RY est dite ¢, A\-périodique (ou plus simplement périodique) s’il existe un naturel
N tel que':

n>N = s,4.=(An)s, . (1.1.¢)

La plus petite valeur de ¢ sera qualifiée de période. 1’application A sera qualifiée de tauz. Dans la
suite, on notera plus simplement A, au lieu de A7. Introduisons la suite extraite s* = {Sgcqi}ren.

La définition est équivalente a affirmer que pour ¢ =0,...,¢— 1,
ke4i> N:>5};_|_1 =as . (1.1.d)
ol o = (A\;)¢, i.e. que les suites extraites coincident & partir d’un certain rang avec des suites

géométriques (c’est a dire arithmétiques dans I’algebre usuelle).

1.1.4 Exemple La suite
2xmn si n pair
Sp = . .
3xn+1 sibimpair

est 2, A-périodique, avec Ag = 2 et Ay = 3.
La série s = @,, s,7" sera dite périodique lorsque la suite {s,} l'est.

1.1.5 Théoréme Une série s € Ryay{[7]] est rationnelle ssi elle est périodique.

7 désigne la classe de n dans Z/cZ
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Preuve Périodique = rationnel. D’apres (1.1.c):

N-1
5= @ 57" @ vy (O 1)) & o @ snpert ™V (Owvaemr)) - (LLe)

n=0

La rationalité de s en résulte.

Rationnel = périodique. Soient P (resp. R) I’ensemble des séries périodiques (resp. rationnel-
les). R est par définition le plus petit ensemble rationnellement clos tel que R O Ryay[y]. Comme
trivialement, P D Rpax[7], il suffit de montrer que P est rationnellement clos. On établit pour cela
quelques lemmes.
1.1.6 Propriétés Soit s (resp. s') une série ¢, A(resp. ¢', X' )-périodique.

(i) Sic divise ¢, alors s est ¢, X périodique.

(ii) s@® s est périodique et sa période divise ppem(e, ).

1.1.7 Lemme Une série est périodique ssi elle est somme finie de séries de la forme
p(ay)")"
ot p est un polynome,a un scalaire et n € N,

1.1.8 Lemme Soient s = ((ay)®)* et s = ((b7)°)*, a et b étant des scalaires. Si a > b, on a une
écriture de la forme:

ss' = q((a7))" (1.1.)

ot g est un polynome. Sia = b, on a
ss' = p @ q(ay)FteD) (1.1.g)
ot p et q sont des polynomes.

Les deux Lemmes 1.1.8 et 1.1.7 entrainent que le produit de deux séries périodiques est périodique.
En outre, moyennant les deux regles

(D) =Qsi,  wl(an))) =e@pp @ (an)”)”,

on a que I’étoile d’une série périodique est périodique, donc que P est rationnellement clos, et donc
d’apres ce qui précede, P = R. Il reste a vérifier les Lemmes.

Preuve des propriétés 1.1.6. (i) est immédiate. Montrons (ii). D’apres (i), quitte & remplacer ¢
et ¢’ par leur ppem, on peut supposer ¢ = ¢ = ppem(c, ). D’aprés une remarque précédente, il
suffit de vérifier que les suites extraites {s,yrc}is .-y {Snte—1+ke i sont périodiques de période 1.
On peut donc supposer ¢ = ¢/ = 1. On a alors pour n assez grand:

Spt1 = ASp, S;z-l—l = /\/5% . (1.1.h)

Si A = X, la périodicité de s @ s’ est claire. Dans le cas contraire, on a par exemple s, # ¢ et
A > X. La suite s, croissant plus vite que s/, on a a partir d’un certain rang (s @ s'), = s/, et la
périodicité de s @ s’ en résulte. =
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Preuve du Lemme 1.1.7. D’aprés (1.1.e), une série périodique s’écrit comme somme de séries de
la forme p((av)™)*. Réciproquement, la somme de séries périodiques étant périodique, il suffit de
voir que m((avy)")*, m étant un mondéme, est périodique, ce qui est immédiat. "

Preuve du Lemme 1.1.8. 1/ Cas a > 0. On a

ss' = ((ay)*)((07)°) = @@ (ay)"**(by)?=0 . (1.1.i)

z,yeN

Le coefficient de 7™ est égal a:

(ss)h= P a®* b = sup  aax +bBy . (1.1.)

aw+py=n axtfy=n

Siaz +fy=nety>a,onaar' 4+ 8y =n,avec s’ =(z+ ),y =(y— a). Comme a > b, on a
aax’ + bpy" > aax + bBy, ce qui montre que le sup & droite de (1.1.j) est atteint pour y < . On a
donc:

s’ = (e® (07) @ ... 8 (b)) ((ar)7)
ce qui est bien de la forme (1.1.f).

2/ Casa=5.0na
ss' = (7)) ((a1)’)y = P (ay)"

neaN+GN

et la périodicité de cette série résulte du Lemme diophantien 3.3.6 du Chapitre VIIL. ]

1.1.9 Corollaire Soit A € REXE. Pour tous 1,5 € {1,...,p}, la suite { A7, }nen est périodique.

max’

Preuve Cela résulte de la rationalité de (yA)" = @, ey 7" A" et du fait que les coefficients d’une
matrice rationnelle sont rationnels. n

1.1.10 Remarque Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17] ont montré que lorsque A est irréductible,
on a & partir d'un certain rang A"T¢ = A°A", ce qui est un cas particulier de périodicité ot A, est
constant (i.e. ne dépend pas du reste de n modulo ¢). A est égal aux rayon spectral de la matrice A
et la période ¢ est caractérisée de maniére tres analogue a la théorie de Perron-Frobenius (voir & ce
propos la section 6.4 du chapitre VII). Lorsque la matrice A n’est plus irréductible, la situation est
plus délicate. Il est possible, mais fastidieux, de borner la période ¢ et de caractériser I’application
A a partir du graphe de la matrice. Nous ne le ferons pas ici, et considérons simplement ’exemple
suivant. Soient les matrices

€ e ¢ e ¢ €
c e 1 ¢ ¢ €
A=|e 1 ¢ ¢ e|, B=|¢e|, C= 68888] (1.1.k)
e € & =2 e €
€ € € € ¢ e
Soit s, = CA™B. On trouve
n 2 4 |51 6 |7 8 9 10
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soit une série 2, A périodique, d’ott Ag = —2 et Ay = 1. Graphiquement, s, est égal au chemin de
poids maximal de 5 & 1 dans le graphe de la Figure VI.1. Il est clair que si n est pair, un tel chemin
passe nécessairement par la composante connexe {4} de rayon spectral égal & —2 et pas par la
composante connexe {2, 3} de rayons spectral égal & 1, et donc que le comportement de A7 sera
analogue & celui de A%7. Au contraire, les chemins de longueur impaire passent par la composante
connexe de rayon spectral 1, ce qui rend compte de Ay = 1.

Figure VI.1: Graphe associé a (1.1.k): le comportement de A7, dépend de la parité de n

1.2 Réalisation faible

Classiquement, on forme la matrice de Hankel associée & s = @ spy", soit la matrice infinie
suivante:
S0 S1 52
S1 S22 83
H= S2 83

On a défini en II1,§10 le rang faible par colonne d’une matrice comme le cardinal d’une famille
génératrice minimale du moduloide engendré par les colonnes. La matrice de Hankel étant symé-
trique, on appellera rang faible de H son rang faible par colonnes (égal a son rang faible par ligne).

1.2.1 Proposition S5i le rang faible de la matrice de Hankel d’une série est fini, alors il existe une
réalisation de dimension ce rang faible.

La preuve est classique (cf. par exemple [53]). En identifiant une colonne infinie & une suite, étant
donné une N x p matrice A, on définit naturellement:

tgog Qg1 - - - a10 G011
7| @0 @i ... | = | @ an
On note les deux propriétés:
7_1H~,i =H. ;i+1 (1.2.a)
YU e REZF v e REXLD (4=t =y~ HUV) . (1.2.b)

La premiere résulte de la structure de la matrice de Hankel, la seconde est triviale. En numérotant
a partir de 0 les lignes et les colonnes de la matrice de Hankel, on peut écrire:

VieN, s;=CA'B="Hy=Hipo -
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Soit{iy,...,i,} une famille génératrice minimale du moduloide engendré par les colonnes de H
(d’apres la remarque 5.5.7 du Chapitre 0, on peut toujours supposer une telle famille formée de
colonnes de H). On a pour toute colonne H. , un relation de dépendance de la forme

laquelle se réécrit matriciellement

avec L = (A\y) € RIXN. On peut écrire

max *

T " H.

)

Hog=PH Ny
=1

H=H . il

=H. i1 = Hpiy i) i)

d’oli en posant A = Lj;, 41,4 41] € R

Y Hyiy i = Hyiy i A

Via (1.2.b), on induit:

Y My i) = My A

On a alors

si=(Y""H.0)o = (V" "Hpiy o Lporo))o = My i AL, rjo))o = HiopiriA' L, rjo] -

En posant B égal a la colonne d’indice 0 de L et ' = Hpg;,..;,], on obtient une réalisation de

dimension r.

1.2.2 Exemple Soit le systeme:

4 ¢ ¢

a=1|¢ b ¢

e 0 ¢
On a la matrice de Hankel tronquée:
hio.6/0..6] =

12
16
20
25
30

12
16
20
25
30
35

12
16
20
25
30
35
40

, c:[o ¢ 0]
16 20 25 |
20 25 30
25 30 35
30 35 40
35 40 45
40 45 50
45 50 55 |

On constate que les colonnes de la matrice de Hankel sont égales (& une constante prés) a partir
de la colonne numérotée 5. En appliquant l’algorithme donné en 0,5.5.5, on détermine aisément
une famille génératrice minimale de la matrice de Hankel tronquée, soit la famille formée des deux
colonnes 0 et 5. On appliquant P"algorithme donné dans la preuve de la Proposition ci-dessus, on a

Hoa=4H. 0@ (—20)H. 5,

d’ou la réalisation de dimension 2:

H.76 = 47‘(.70 o, 25H.75,H.70 = 07‘(.70 © (8)7‘(.75, )

/

a

4

1w
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[

=10 20]

Comme on a aussi la dépendance linéaire H.g = 0H.o & (—25)H. 5, on aurait pu prendre b” =

)

1.2.3 Remarque Les réalisations ci-dessus ne se déduisent pas les unes des autres par des change-
ments de base. D’apreés 0,6.2.2, les matrice inversibles sont de la forme D P (D diagonale, P matrice
de permutation). On n’aura jamais b = DPb dans I'exemple ci-dessus. Nous montrons dans la
section suivante que les réalisations faibles de dimension 2 ci-dessus sont des réalisations minimales.

La réciproque de la Proposition 1.2.1 est fausse: la matrice de Hankel d’une série rationnelle
n’est pas en général de rang faible fini.

1.2.4 Contre exemple Soit la série rationnelle

s= (7)o (1)),
soit en identifiant le coefficient de ~°
O si ¢ pair
" 1" st impair.
Le moduloide engendré par les colonnes de la matrice de Hankel de s n’est pas de type fini. Sup-
posons par ’absurde ce moduloide de type fini. D’apres la remarque 5.5.7 du chapitre 0, il existe

une famille finie {H.; ,...,H.;, } de colonnes de H engendrant le moduloide des colonnes, soit pour
tout ¢ € N, une combinaison linéaire de la forme

k
H.J' = @/\ilH~,il . (1.2.C)
=1

(i) Si ¢ et iy n'ont pas méme parité, alors Ay = . Sous cette hypothese, on a en effet:

H;i e 17t
CEVAS il WA =3 K WA =<
JEN 1T FENN(:+27Z) JENN(+2Z+1)
(ii) On a Ay < e. Via (i), on peut supposer ¢ et i; de méme parité. On a alors:
His e
Ag < =—=e€.
U i, e

(iii) Il n’y a pas de famille génératrice finie formée de colonnes de H. Sinon, compte tenu de (ii),
le premier coeflicient de toute colonne de H serait majoré: contradiction.

Ce contre exemple contredit le résultat de Cuninghame-Green ([26], Proposition 4 et assertion
suivante), qui ne tient pas compte de la condition de coincidence des taux des suites extraites. De
maniere plus précise, on peut caractériser les séries dont la matrice de Hankel est de rang faible fini.
On dira que la série périodique s admet un seul tauz s’il existe un scalaire X tel que s,4. = A s, (ou
de maniere équivalente, si application A ne prend que les valeurs ¢ et A dans la définition générale
de la périodicité 1.1.3). En particulier, d’apres le théoreme de cyclicité des puissances de A, lorsque
A est irréductible, la suite s, = C' A" B admet un seul taux (avec A = p(A)).
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1.2.5 Proposition La matrice de Hankel de s est de rang faible fini ssi s admet un seul tauz.

Si s admet un seul taux, la matrice de Hankel n’a qu’un nombre fini de colonnes distinctes (a la
multiplication par un scalaire prés), et est a fortiori de rang faible fini. Réciproquement, on montre
que si 'application A prend plusieurs valeurs non nulles dans 1.1.3, il n’existe pas de sous famille
génératrice finie extraite de ’ensemble des colonnes de la matrice de Hankel. Quitte & tronquer les
premiers termes, on pourra supposer une série de terme général

k
Sithe = W A]

ol tous les a; sont non nuls et les scalaires A; prennent au moins deux valeurs non nulles distinctes.
On est alors ramené a une version générale du contre exemple 1.2.4, qui se traite par un argument
(un peu plus technique) analogue laissé au lecteur.

1.2.6 Remarque Lorsque la série périodique s n’a pas un unique taux, on peut cependant adapter
I’algorithme de la Proposition 1.2.1. Soit pour n grand s,4. = A%s,. On considére les ¢ séries
50, ..., 5! définies par:

i {sn sin€i+eN

Sy, = .

€  sinon.

Chacune de ces séries admet un unique taux, et 'on a s = s @ ... @ 571, On peut alors réaliser
chaque s' a l'aide de l'algorithme de D’algorithme de la Proposition 1.2.1 soit une réalisation

(Ci, Ay, By). 1l est clair que
C = [Co, .. .,Cc_l], A= diag(Ao, .. .,Ac_l), B =

est une réalisation de s.

1.2.7 Interprétation en termes de réseau de Petri On a représenté a gauche de la Figure
VI.2 le graphe d’événements temporisés associé a (a,b,c). La réalisation (a’,b’,¢’) ci-dessus n’a

pi
f—@-
él/

Figure VI.2: Graphe d’événements et graphe d’événements minimal

pas de sens en termes de graphes d’événements temporisés dans la mesure ol les temporisations
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sont négatives. En considérant le changement de base ag = Da’A™1,bg = Db, co = /D! ol
D = diag(25,20), on a la réalisation équivalente

S I [y TS

On obtient ainsi un systeéme a coefficients positifs correspondant au réseau de Petri dessiné a droite
de la Figure VI.2. Trouver une réalisation minimale est équivalent & trouver un réseau de Petri
avec un nombre minimal de transitions internes, tel qu’on ait exactement un jeton sur chaque place
entre des transitions internes et aucun jeton entre les transitions internes et les entrées (resp. les
sorties).

1.2.8 Remarque On a des résultats duaux faisant intervenir le dioide Ry, en considérant des
séries dans Ryy[[6]], ce qui revient & minimiser le nombre de transitions internes du réseau de
Petri, avec la contrainte d’un retard d’une unité de temps entre ces transitions. Il parait plus
difficile de traiter des contraintes mixtes (un jeton ou un retard entre deux transitions internes) ce
qui se traduirait par un probleme de réalisation minimale pour des séries rationnelles a coefficients
booléiens en les variables commutatives v et 6.

1.2.9 Contre exemple Nous montrons que la réalisation faible peut étre arbitrairement “mau-
vaise”. On considere le systeme suivant:

5 ¢ 0 0
a=|ec 40|, b=|0], e=[0 4 6]
e ¢ 3 0

On a la matrice de Hankel tronquée:

6 9 12 16 20 25
9 12 16 20 25 30
. |12 16 20 25 30 35
[0-500-50 =1 16 20 25 30 35 40
20 25 30 35 40 45
25 30 35 40 45 50

On trouve en appliquant 0,§5.5 une base faible formée des colonnes d’indices 0,1,2,4. On a donc
une réalisation faible de dimension 4 supérieure a la dimension initiale. Plus généralement, prenons
la nouvelle matrice a coefficients dans R .y

c= [ 0 r s ]
On obtient apres un calcul simple 'expression suivante de la série de transfert du systeme (a,b, ¢):
h= (78" @8 (76 @ 8°(67)" .
La fonction dat h est la suivante (pour des valeurs entieres de N)
dat h(N) = max(5x N,r+4x N,s+2x N) = N° & r N1 @ sN? = N3(N®r@\/§)(N@(;/\\/§)) :

qui n’est autre que la max de trois fonctions affines. La premiere colonne de la matrice de Hankel
est donnée par H,o = dat h(n), et 'on a plus généralement H,; = dat h(n + 7). Supposons r? > s,
on a alors deux coins distincts positifs pour la fonction affine par morceaux dath

S
ny=r>ny=— .
T
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On suppose en outre s,7 € N et s > r de sorte que 2 = s —r € N. On a donc:
Hoi = ()3 (ni & r)(ni ) . (1.2.d)
T

1.2.10 Lemme Sous les hypothéses précédentes, et si 1 @ 2 < r, les colonnes H.o,..., H. s sont
faiblement indépendantes dans le moduloide des colonnes de 'H.

Il en résulte que la dimension de la réalisation faible de H est supérieure a 1® 2 = s — 7+ 1 et peut
donc étre arbitrairement grande devant la dimension minimale de réalisation (majorée par 3).

On peut voir sur la Figure VI.3 que les colonnes H.; pour 0 < ¢ < s — r sont faiblement
indépendantes, i.e. que ’on n’a pas une combinaison:

H.; = @/\]‘H.J , (1.2.e)
jed
ou J est une partie finie de N ne contenant pas ¢. Le coefficient A; est en effet tel que la fonction
associée a A;H. ; soit en dessous de H.;. Comme on passe du graphe de la colonne 0 au graphe de la
colonne 7 par une translation de ¢ unités vers la gauche, il est géométriquement clair que la partie
S

du graphe de H.; entre 2 et r ne sera pas atteinte par le max a droite de (1.2.e). Cet argument
motive la preuve algébrique suivante.

dates H.;

Hno= N> B rN*@ sN3

3 |w
=

Figure VI.3: Transfert d’un systéme de rang faible élevé

Preuve de 1.2.10. Supposons une combinaison linéaire de type (1.2.e).
a/ Sij <1, alors A\; < (%)3 En effet, on a en remplacant dans (1.2.d),
Ho; = i°s = AiHoj = /\jj35,
d’ou a/.
b/ Sij >, alors A\; < (%)5 En effet, on a pour n assez grand:
Hpi = (m)5 = ANHy; = /\j(nj)S,

d’oit b/.
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¢/ Choisissons k tel que > < ki < r. On a Diecs NiHr; < Hii-
Dans le cas ou j < ¢, via a/, on a
i { : : .8
A 2 (3)3% = (3)3(@)3(@ Sr)ki® )
(kj & 7)

i < T(ki)4 =Hy; .

= PPr(kje D) = r(ki)!
r
Dans le cas ou j > ¢, via b/, on a:

i i . . .8
Ny X (5 Hey = (57 (ki) (hj & r)(kj & 1)
.5 . .
A U N ~a ko 4o
= ]_zk (kj @ ;)k] = r(ki) (7 ® 5) < r(ki)" = Hi .
Cela achéve la preuve de ¢/ et du Lemme. "

1.2.11 Remarque Dans le cas ci-dessus, 2 = 6 —4 = 2. On a trouvé les colonnes 0,1,2 faiblement
indépendantes ce qui est en accord avec le Lemme 1.2.10.

2 Criteres de minimalité

2.1 Critere de rang mineur

2.1.1 Proposition Le rang mineur de la matrice de Hankel est au plus égal a la dimension de la
matrice A.

Preuve Cela résulte de H = OC, ot O = [C,CA,CA% .. |V et C = [B,AB, A’B, .. sont les
matrices d’observabilité et de commandabilité usuelles. Soit un mineur extrait de H, det H(z . Il
résulte de la formule de Binet-Cauchy symétrisée (cf. 1,2.1.8) que

det H[IU] Vv @ det O[HK] det C[K|J]
K

laquelle somme est nulle des que ’ordre du mineur est plus grand que n. n

Le corollaire suivant en résulte immédiatement.

2.1.2 Corollaire La dimension minimale de réalisation est supérieure ou égale au rang mineur
de la matrice de Hankel.

2.1.3 Application au systéme étudié en 1.2.2 On a

16 20
det H[12|56] = det [ 20 25 ] =41 Wg )

d’ot il résulte que le rang mineur de la matrice de Hankel est au moins égal a 2, et donc que les
réalisations faibles de dimension 2 exhibées plus haut sont des réalisations minimales.

2.1.4 Remarque Le critere 2.1.2 est valable dans un demi-anneau commutatif quelconque.
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2.2 Un contre exemple

2.2.1 Proposition On considére la suite suivante

Sk:{g sidpeN, k=23

e sinon

La suite sp nest pas réalisable, cependant, la matrice de Hankel H associée est de rang mineur fini.

Comme la suite s;, n’est pas périodique, elle n’est pas réalisable. Le fait que les déterminants extraits
de H d’ordre assez grand sont égaux a e® résulte des petits résultats combinatoires suivants.

2.2.2 Proposition Soit A € B"*". Sidet A ¥ ¢, alors A a au moins ﬂ%—_ll coefficients nuls.

Preuve Pour une matrice 2 X 2, c’est immédiat. Quitte a multiplier A par une matrice de per-
mutation, on peut supposer @, A; = e. Si le coefficient A;; est non nul, le coefficient Aj; est
nécessairement nul (sinon, via le résultat en dimension 2, det A = det A[ij|ijle®...= e*B...=€*).
Ainsi, la moitié seulement des coefficients hors diagonaux peut étre non nul. On observe que la borne
est atteinte pour les matrices triangulaires. ]

1l est intuitivement assez clair que si s; a asymptotiquement peu de zéros, les mineurs d’ordre
élevé de H auront beaucoup de e, et seront donc équilibrés. Pour montrer cela, étant donnée la
structure de la matrice de Hankel, il n’est pas étonnant de faire appel a la notion suivante de
triangle.

2.2.3 Définition La matrice A est dite sans triangle inférieur si on n'a pas
Aij=¢, A =¢, Amax(il)max(jk) =€ pour i #let j#k.

Cette définition correspond au dessin de la Figure VI.4:

Aijzé

Amax(i,l),max(j,k) =£
Ay =€

Figure VI.4: Triangle inférieur

2.2.4 Lemme La matrice H est sans triangles inférieurs.

Preuve Sii+j =37, [+ k =37 on a max(¢,!)+ max(j, k) < 2 x 3max(p.9) §i H admet un triangle
inférieur, on a max(i, ) + max(j, k) = 3" avec nécessairement r > max(p, ¢), d’olt 3" < 2 x 3max(r.9);
contradiction. m

On montre maintenant qu’une grande matrice sans triangles inférieurs n’a pas trop de ¢, ce qui
d’apres 2.2.1, entraine la finitude du rang mineur de H. Cela résulte de la proposition suivante.
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2.2.5 Proposition Soit C(n,p) le nombre mazimal de zéros d’une matrice de taille n x p sans
triangles inférieurs. On a:
C(nvp): n+p- L.

Preuve Tout d’abord, C(n,1) = n, C(p,q) = C(q,p). Soit r le nombre de zéros dans la derniere
colonne de A. On a I’équation de type programmation dynamique suivante:

C(n,p)= max [C(n—r+1,p—1)+7r] . (2.2.a)
1<r<n
Supposons en effet des zéros sur la derniére colonne en position (i1, p), (iz,p), ..., (i, p) avec i; <
Ig < ... < 1p.
1 ... p—1 p
il 13
A=,
19 + ... + 1
P + € ]
Les coeflicients des p — 1 premieres colonnes sur les lignes 45, ...7, sont nécessairement non-nuls

(coefficients marqués d’un signe 4). Moyennant le choix de r, on se raméne & maximiser le nombre
de coefficients non nuls sur la sous-matrice de taille (n —r+1) x (p—1), A(t3...¢|p) (soit A privée
des lignes avec des + et de la derniere colonne), ce qui donne la récurrence ci-dessus. On obtient
les premiéres valeurs de C'(n,p):

[np[1] 2 [3] 4[5 ]
1 |1 2 [3] 4
2 121 3 (4] 5
3 3] 4 1|5
4 |4
d’ou l'on induit immédiatement la formule 2.2.5. [

Ainsi, le nombre de zéros d’un mineur d’ordre n extrait de # est au maximum C(n,n) = 2n—1.
Comme @ > 2n — 1 pour n > 5, on a par la proposition 2.2.2 que tous les mineurs de H de

taille supérieure a 5 sont équilibrés. Cela achéve la preuve du contre exemple 2.2.1. n

2.3 Critere classique

Un moduloide M de RY_sera dit stable siy~'M C M. On a de maniere analogue au cas des séries

“posi-rationnelles” [37]:

2.3.1 Proposition La dimension minimale de réalisation d’une série rationnelle est égal a la plus
petite dimension faible (cf. 0,5.5.3) d’un moduloide stable contenant les colonnes de H.

Preuve Si H = OC, ol les matrices O et C ont été définies plus haut, on a y71(0 = OA, et donc
le moduloide engendrée par les colonnes de O est stable. Réciproquement, soit uq, ..., u, une base
faible de ce moduloide. On obtient une réalisation de dimension r en adaptant la preuve de 1.2.1.
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La caractérisation ci-dessus n’est pas effective, et la réalisation minimale d’une série rationnelle
reste un probleme ouvert. La condition dans 2.3.1 est équivalente a trouver une factorisation H =
UV, avec U stable. On notera que le probleme plus général que 2.3.1, qui consiste a trouver le
rang de Schein de la matrice H, i.e. une factorisation UV sans la condition de stabilité est lui
méme ouvert. Méme dans le cas des matrices de Boole, il semble qu’il n’y ait pas d’algorithmes
polynémiaux connus pour trouver le rang de Schein [50].
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Chapitre VII

Algebre rationnelle des graphes
d’événements temporisés

Introduction

On a vu au cours du Chapitre V que les graphes d’événements temporisés se modélisent naturel-
lement par des opérateurs linéaires stationnaires continus sur le moduloide des compteurs, ou duale-
ment, sur le moduloide des dateurs. D’ordinaire, les équations stationnaires faisant intervenir des
opérateurs linéaires du type dérivation, différence finie ou retard, se résolvent par un calcul sur
les transformées de Fourier, transformées en z,..., ce qui a pour effet de ramener un probleme
d’intégration d’équations différentielles ou d’équations récurrentes & un probleme d’algebre sur
les fractions rationnelles. Ici, on ne peut raisonner sur les transformées de Fenchel, ou “fonctions
de transfert” introduites en V.,§4. Il y a en effet une “perte d’information” par transformée de
Fenchel (celle ci n’est pas injective). Il est cependant pertinent d’étudier les opérateurs continus
stationnaires d’un point de vue purement algébrique. Le dioide de ces opérateurs est isomorphe
a un dioide de séries formelles convenablement quotienté. Ce dioide de séries rationnelles joue en
quelque sorte le méme réle que le corps des fractions rationnelles dans le calcul de Heaviside. Cette
approche est due a Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23]. Notre contribution consiste a avoir précisé
(et implémenté) 'algebre effective de ces opérateurs. Ce chapitre développe les résultats publiés
dans un papier antérieur en collaboration avec C. Klimann [42] et y ajoute la caractérisation des
périodes des séries rationnelles (c’est I’analogue pour les séries formelles de I’étude des cyclicités des
matrices dans la théorie de Perron-Frobenius). Signalons la contribution de X. Xinhe, Y. Haibin,
L. Changyou et W. Liming [101], légérement postérieure a la notre [42]. Ces auteurs obtiennent
par des techniques de nature “géométrique” des résultats analogues sur les sommes et produits de
séries rationnelles (sans les questions de périodicité).

Les algorithmes que nous avons obtenus ont été implémentés, et constituent le “package” MAX,
écrit en MAPLE, qui fait 'objet du Chapitre suivant. Les problémes algorithmiques les plus tech-
niques sont traités en détail dans I’Appendice B.

1 Un exemple de graphe d’événements temporisé

On considere le graphe d’événements temporisé représenté sur la Figure VII.1. Nous renvoyons le
lecteur a [23] pour les questions de modélisation des graphes d’événements, et rappelons seulement

179
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les faits suivants. Un graphe d’événements est un graphe biparti avec deux sortes de sommets: les
places (cercles) et les transitions (rectangles). Dans le graphe circulent des jetons (cercles noirs)
selon la regle illustrée sur la Figure VIL.2: on dit qu’une transition est tirable s’il y a au moins
1 jeton dans chaque place amont. Lorsque la transition est tirée, on retire un jeton dans chaque
place amont et 'on rajoute un jeton dans chaque place aval. Ici, le graphe est temporisé: les jetons
doivent séjourner au moins un temps donné dans une place avant de devenir disponible pour le
tir d’une transition aval. Les temps sont représentés par des batonnets sur la Figure VII.1. Par
exemple, un jeton doit séjourner au moins 3 unités de temps dans la place entre u' et 2! avant de
permettre le tir de z'. On va donner deux points de vue sur ce systéme.

| = temps de séjour dans la place
(unité de temps)

e =marquage initial
(jetons)

Figure VII.1: Un graphe d’événements temporisé

TR

Figure VII.2: Tir d’une transition

1.1 Représentation par des systémes linéaires récurrents

En associant & chaque transition z° (ui,y. ..) le compteur w% (nombre de tirs de la transition @
jusqu’a l'instant t), on peut écrire le systéme d’équations (min, 4 )-linéaires suivant:

o} = min(1 + 2%, ul_,)
o = min(el_y, 1+ ui_y) ye = min(1 4 23,23_3) . (1.1.)
Ty = min(w%, 95%—17 1+ 95?—2)



1. Un exemple de graphe d’événements temporisé 181

Avec les notations du dioide Ryin, on peut écrire:

o) = 1a? G ul,
of = xi_y @ lujy g = laf aj_s (1.1.b)
a) = ap Qapy ©lag,

Matriciellement, il s’agit d’un systéme récurrent avec une partie implicite, soit z; = Agz: B A1z:_1 B
Aoxi_o B Bius_1 & Bsus_s3. La solution au plus tot est donné par

ry = Ag(A12e—1 @ Asxy_o @ Brug—1 @ Baug_3) . (L.1.c)

Le calcul de (1.1.c) revient & éliminer la partie implicite dans (1.1.b) (par exemple, on substitue
2 = x}_; @ lu?_, dans la premiére équation). On obtient alors:

11,1 2 1
vy = Loy @20y D ug_g
2 _ .1 2 — 142 23
ri =g D lui_y Yo = lay D ay_s
3 q,1 2 1 2 3
v =12y O 20y O up_3 Oy © Loy
— [yl 42 23 .3 .3 .3 1T — [yl 2 She
En prenant les vecteurs a, = [z}, 27, 27,27 1, %5_9, %7 5]" €t ug = [uj_s,us 4], on se ramene a la
forme standard
Ty = A$t_1 © But, Y = C$t (11d)

avec

,ngleege]. (1.1.e)

GO Y ¢ SO, N
M MmN = N

M & & o ™ ™
M & o ™ 0 ™
M o M = 0ot O
™ ™ ™ &, O, O™
M & & ™ ™ ™
M & & o 0 o

Plus généralement, ’étude des graphes d’événements temporisés se ramene a celle des systémes
linéaires récurrents (1.1.d). Un cas particulier intéressant est celui d’une entrée non contraignante
(u = €). On obtient alors ; = A'xzg, de sorte que 1’étude du comportement du graphe en régime
autonome se ramene au 1’étude des puissances de A. Lorsque A est irréductible, on a le résultat de
cyclicité suivant, du a Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17]:

IN €N, Jce N\ {0} Vn>N, A" =p(A)A" (1.1.1)

ot p(A) dénote la moyenne arithmétique minimale (pour I'ordre naturel) des circuits de la matrice
A (cf. Chapitre IV). Autrement dit, le systéme atteint un régime périodique en un temps fini, au
bout duquel on a

Tipe = p(A) e = e X p(A) + 2y (1.1g)

i.e. ¢ x p(A) événements arrivent toutes les ¢ unités de temps. Au vu de (1.1.g), le rayon spectral
p(A) s’interpréte comme le tauz de production du systeme. En I'occurrence, p(A) est égal au poids
moyen du circuit az4a43, soit

A+ Az 1

p(A) 5 —3-
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1.2 Approche opératorielle

On introduit deux opérateurs de décalage v et § sur les compteurs, soient:

(ya)(t) = (1) + 1
(62)(t) = (1 — 1) .

On rappelle (cf. V,§2.1) que v et ¢ vérifient les régles de simplification suivantes:

(1) ,yc @ ,yc' — ,ymin(c,c')

/ !
Ve, o, d,d € 7, (i) st — gmax(dd’) (1.2.a)
Le systeme (1.1.b) se réécrit comme suit a ’aide de ces opérateurs:
e v € 6 e
r=arHbu, y=cx, on a=| 6 ¢ ¢ ,b=1 ¢ ¢ ,c:[e ~ 63] . (1.2.p)
e & v6? e €

1l s’agit 1a d’un systeéme matriciel implicite en les opérateurs v et 6, que ’on résout formellement
par y = ca*bu. L’opérateur h = ca*b mérite le nom de transfert. En 'occurrence, on calcule

y = hu = hyuy ® hyug = 65(76%) uy & v6°(76*) usy . (1.2.¢)

Le coefficient hq représente le transfert de la premiere entrée a la sortie. On constate que les coef-
ficients de h sont des séries rationnelles en v et § s’exprimant a ’aide d’une seule étoile. On verra plus
loin que 1’étoile (v6%)* commune & hq et hy représente la cyclicité du systéme en régime autonome:
ultimement, les transitions z' et y seront tirées une fois (exposant de ) toute les deux (exposant de
) unités de temps. En particulier, le taux de production s’obtient en divisant I’exposant de v par
celui de & dans (76%)*, soit %, en conformité avec §1.1. On voit sur cet exemple le gain (en compacité
des notations) de la représentation par transfert (1.2.c) par rapport a la représentation récurrente.
D’autres problemes se posent par ailleurs en termes de transfert. Par exemple, on voit facilement
que le graphe d’événements de la Figure VII.3 a méme série de transfert. La caractérisation des
graphes d’événements “minimaux” est un probleme (ouvert) de réalisation minimale qui souleve
les mémes difficultés qu’en VI,1.2.8. Ce Chapitre étudie 'algebre des opérateurs v et ¢, et montre

Y o

Figure VII.3: Graphe d’événements simplifié

en particulier comment calculer les séries de transfert de type (1.2.c)
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2 Etude de l’algebre des opérateurs v et 6

2.1 Le dioide M1 [[v,d]]

Les opérateurs qui interviennent dans les graphes d’événements temporisés s’exprimeront comme
somme d’opérateurs élémentaires "' (on rappelle que v et § commutent). Il est donc commode
s’introduire le dioide B[y, d]] des séries formelles commutatives a coefficients booléiens en deux
indéterminées v et & et a exposants dans Z (contrairement a 0,1.0.8, ol les exposants étaient
positifs ou nuls). v et § désignent donc dans I’écriture B[y, ¢]] deux indéterminées, et non plus les
opérateurs de décalage. Une série formelle de B[[y, é]] s’écrira de maniére unique

s = @ s(n,t)y"e, (2.1.a)
n, €%

avec s(n,t) = e ou €. On note que B[y, ]] est un dioide complet. Le support d’une série s est la
partie de Z? suivante:

supps := {(n,t) € Z*| s(n,t) #¢} .

s = @ "6,

(n,t)Esupps

On a l'écriture creuse

et l'on notera parfois s = @;c;7™6". On traduit ensuite les régles de simplification (1.2.a). On
notera M [[v, §]] le “quotient” de B[[v, §]] par les régles (1.2.a). On peut caractériser simplement
le dioide M2 [[v, 6]]. Introduisons I’application ¢ suivante (ce qui sera justifié de maniere heuristique
dans un instant):

¢ B[y, 6] = Bl[v. 0], @(s)=sy"(671)" (2.1.b)
Le résultat central est que deux séries booléiennes s et s’ donnent la méme classe d’équivalence
dans Mn[[v, 8]] ssi on a p(s) = @(s).

2.1.1 Théoréme On a les égalités et isomorphismes de dioides:

./\/lg([[’y, 811 = B[, 8]/ =~ Letat(Croiss(Z, Zinin)) ~ Lstar(Croiss(Z, Znayx)) -

2.1.2 Argument heuristique On constate que la régle (1.2.a),(i) entraine
e:e@’y@’yz®...:’y* .
De méme (1.2.a),(ii) entraine
e=ed@é TR .= (7).

On a donc e = v* = (671)* = 4*(671)*, et donc généralement pour tout opérateur s, I'identité
sy* (671 = s. Cela suggére d’introduire 'application ¢ définie plus haut. 1l résulte alors de
(Y (671)*)2 = (671" (cf. 0,4.1.6,(v)) que

e(s) = p(s7*(671)")

i.e. que s et sy*(671)* représentent bien le méme élément dans le dioide B{[7, §]] quotienté par ¢.

'De maniére précise, le quotient par la plus fine des congruences R vérifiant la régle (1.2.a). C’est I’analogue d’une
présentation pour un groupe [653].
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2.2 Preuve du théoreme 2.1.1

2.2.1 Lemme La relation R, est une congruence vérifiant (1.2.a).

Preuve Le fait que R, est compatible avec la structure de dioide complet de B[, 6]] résulte de
ce que p(Picrai) = Bier plai) et p(ab) = o(a)b = ap(b). Le fait que

99(70 @ '}/C/) _ S0(,}/min(c,c’))7 S0(65[ @ (Sd/) _ S0(6max(d,d’))

résulte d’un calcul immédiat. m
2.2.2 Lemme Toute congruence R’ vérifiant (1.2.a) est plus grossiére que R.,.

Preuve Il résulte de 'argument heuristique ci-dessus que toute série x est égale & 2v*(671)* = ()
modulo R’. On a donc

o(z) = o(y) = 2R'o(x) = p(y)Ry
ie. 2R,y = aR'y. "

L’égalité des deux premiers dioides dans le Théoreme 2.1.1 résulte immédiatement des deux
lemmes ci-dessus. "

2.2.3 Proposition (Isomorphisme séries-compteurs) On a l'isomorphisme suivant:

wer. - Croiss(Z, Znin) — M, 6])
c- k‘ [ — Serck - @teZ ’}/k(t)(st

o0

(avec la convention v~ = (y~1)* et v+°° = ¢). L’isomorphisme compt inverse de serc est défini

par
compt :=serl, [serl(s)](t)=inf{n € Z| 7"6' < s} . (2.2.a)
Preuve de la proposition 2.2.3.

(i): Il est immédiat que serc est résiduable, de résiduée compt donnée par (2.2.a).

(ii): serc est inversible a droite. Soit en effet

s = @’y”"ét" .

el

On a pour tout i € I, (serl(s))(t;) < ni, d’oi (sercoserl(s)) = 46" et en sommant sur les

) sercoserl(s) = s, ie. sercoserl = Id. L’autre inégalité résultant de la définition méme d’une

application résiduée (cf. 0,5.1.1), on a que serl est un inverse a droite de serc.

(i) serc¢ est injective (i.e. inversible a gauche). Cela résulte du lemme suivant:

2.2.4 Lemme serck < serck’ entraine k < k'
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Preuve de 2.2.4. Si

@,}/k(t)ét <P AR gt

tEZL t'eZ
on a pour tout ¢
,yk(t)(st < @ 7k (¢ )625
t'eZ

i.e.

3¢ ¢ 7, ,yk(t)(st < ,yk’(t’)ét’
ce qui entraine ¢ > ¢ et k(¢) < K'(¢'). Comme k" est décroissante pour l'ordre <, on a k'(t) >
E'(t') = k(t), dou k < k' ce qui est bien 2.2.4.
(iii) il est immédiat que ser¢ transforme le min point par point en somme de séries et I'inf-convolution
en produit. n

De maniere analogue:

2.2.5 Proposition (Isomorphisme séries-dateurs) On a ['isomorphisme

.| (Croiss(Z, Zinax), max, x) — Ml 6]]
Serd - k — serdk:@nez’ynék(”).

avec la convention §7°° := §* et §°° := ¢. L’isomorphisme dat inverse de sery est défini par
dat = serl|7 dats(n) = sup{t € Z | 78" < s} . (2.2.b)

Le théoreme résulte de 2.2.3 et du fait que le dioide des systemes linéaires stationnaires sur

Croiss(Z, Zinin) est isomorphe & (Croiss(Z, Zinin ), D, *) (cf. V,3.2.6). n

L’application compt s (resp. dat s) définie ci dessus sera qualifiée de “fonction compteur associée
a s” (resp. “fonction dateur associée a s”).

2.2.6 Lemme [ application ¢ : s — ¢(s) = sy*(671)*. est un isomorphisme continu de M%[[y, 6]]
sur @(B{[7, 4]])-

Preuve le seul point non trivial est p(ab) = p(a)p(b). Posons z = (y & ¢ 1). Par 0,4.1.6,(iv), on
az*z* = 2%, d’ou p(a)p(b) = az"bz" = abz* = p(ab). n

Ce résultat autorise une représentation géométrique simple de M [[v,6]]. L’application s —
[[7,6]] par une partie de Z2
Par exemple, on représente la classe d’équivalence de v par le come de Z? de type “sud-est”
{(24 n',2—1'); (n',¢') € N?}. Plus généralement, on associe au mondéme 7"4! I’ensemble

in

suppe(s) permet em effet de représenter une série formelle de M

262

suppp(77"6") = [n, +oo[x] — 00, t] = (n,t) + Nx (=N) , (2.2.c)

et l'on représente une somme de tels monémes par 'union des cones de type (2.2.c) associés. La
Figure VIL4 représente le polynome p = e @ 72 @ 726% @ 4363, On observe que le monome +2
(représenté par le cone issu du carré noir) est innessentiel (i.e. peut étre retiré du représentant sans
en changer la classe d’équivalence modulo ), car dans I’*ombre” de y262.

Nous donnons maintenant deux formules utiles exprimant compts et dats en fonction d’un
représentant quelconque de s.
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n (quantités)

Figure VIL4: Représentation graphique du polynéme p = e & y262 @ v2? @ 7363

2.2.7 Proposition Soit s = @;c;7™6%. Les fonctions compteur et dateur associées ¢ s sont
données par
compt s(t) = in>f n;, dats(n)= supt; .
t>t

iZ n; <n

Preuve Les propositions suivantes sont équivalentes:

7"t s dans M7, )]
(176" < o(s) dans B[, 4]
76 < o(s) (car = Id et ¢? = ¢)
{(n, 1)} C suppe(s) (par 2.2.6)
{(n, 1)} C Ussuppep(y™6™)
{(n,t)} C Ui[ni, +00[X] — 00, 1] (cf (2.2.0))

el n>nett <t
Compte tenu de la derniere condition, ’expression de compt s donnée en (2.2.a) se réécrit:
compts(t)=inf{n € Z| Jiel, n>n;ett <t;} =inf{n; | t; >t} .
Preuve analogue pour dat s. m

Signalons enfin que I'on passe de dats a compt s par une formule de type résiduation (cf. Caspi
et Halbwachs [15]). On a

dat s(n) = sup{t € Z | compts(t) <n} . (2.2.d)
Soit en effet s = @lez’yk(”él ot k = compts. On a
dats(n) = h(n) =sup{t € Z| 778" < @z "V6'}
=sup{t € Z| Ir >, n>k(1)}
=sup{t € Z| n> k(t)} car k est croissante.

2.3 Calcul dans le dioide M [, §]

2.3.1 Test d’inégalité Le test d’inégalité (et donc d’égalité) de deux séries est simple. Comme
on a
Pai<pevVicl a<p (2.3.a)
€]
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il suffit de savoir vérifier si un mondéme est inférieur & une série s. On a 6" < s = @, ;7™ 6"

dans le dioide M2 [[v, 8]] ssi on a dans B[[y, 6]]
716" = p(s) = sy7(670)
soit en développant les étoiles:
i€ ,3(n,t) € N* 4t < ymitngtit

soit pour conclure

N, @,}/niéti sdiel,n>niet <1 . (2.3.h)
€]

Graphiquement, (n,t) appartient a I'un des “cones sud-est” (n;,t;) + N x (=N), cf. Figure VIL.4.

2.3.2 Représentant minimal des polynoémes

Il est “clair” sur le dessin VIL.4 que le représentant minimal? du polynéme représenté par une
partie de Z? modulo ¢ est donné par “I’ensemble des points extrémaux en haut & gauche” de cette
partie, en I'occurrence py = e @ 726% @ 7263, De maniere précise, on dira que le monéme "% est
redondant dans la somme p = @;c ;7™ 6% si p = Djenir™ 6%, ou d’apres (2.3.b):

7"§% redondant < 35 € J, n; > n; et t; <t .

Il est clair qu’en enlevant éventuellement des mondémes redondants, on obtient un représentant
minimal. L unicité résulte de ce que les mondmes y™*§%* du représentant minimal sont “extémaux
en haut a gauche”, i.e. vérifient:

7—17nk6tk ﬁ p et 57%5% ﬁ P .

Nous laissons le lecteur préciser ce dernier point. On pourra aussi se reporter a 'annexe B ou
un résultat de représentant minimal est donné pour une classe générale dioides quotientés par de
“bonnes congruences”, dont M2 [[v, 6]] est un cas particulier.

En résumé, on peut énoncer:

in

2.3.3 Proposition (Forme canonique) Un polynome a € ML[y, 6] s’écrit de maniére unique

sous la forme:
a=7"6" By @ By (2.3.¢)

ot mg < ng < ...< myetty <ty <...<tg. Le terme a droite de (2.3.c) est le représentant
minimal de a.

Pour le polynéme de la Figure VIL.4, la forme canonique de p est p = e®v262@~36>. Nous renvoyons
le lecteur a I'annexe B ot les questions d’algorithmique des représentants minimaux (réduction de
la somme, du produit,...) sont précisément traitées.

%i.e. la plus petite série booléienne dans la classe d’équivalence
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3 Séries rationnelles

3.1 Généralités

On rappelle que la cloture rationnelle d’un sous ensemble £ d’un dioide est définie comme le plus
petit dioide rationnellement clos (i.e. stable par 'opération étoile) contenant £. On le note £*. On
le caractérise comme ’ensemble formé sommes, produits et étoiles d’un nombre fini d’éléments de
£, ainsi que de € et e. On a (£)* = &%

3.1.1 Définition (Séries rationnelles de M%[[y,6]]) On appelle séries rationnelles les séries

de M [[v,6]] appartenant a la cléture rationnelle de lensemble {7, 8}.

Le dioide des séries rationnelles coincide évidemment avec la cloture rationnelle du dioide des
polynémes causaux. Les séries qui interviendront dans le calcul des transferts de graphes d’événe-
ments temporisés seront donc rationnelles.

3.2 Représentation des rationnels

On a montré en 2.2.6 que le dioide M2 [[y, 6]] se représentait comme I’ensemble des parties de Z? de
la forme X + C, oli C est le cone “sud-est” (1,0)N+ (0, —1)N. L’étude des rationnels de M2 [[v, §]]
apparait donc comme une spécialisation de la théorie des parties rationnelles de Z? (I’ensemble
des rationnels de Z? est obtenu par cloéture rationnelle de I’ensemble des singletons dans le dioide
(P(Z*),U,+)). On peut donc appliquer certains résultats classiques [32]. Rappelons qu'une partie
linéaire de Z* est un ensemble de la forme:

a+V*

oll a est un point et V une partie finie de Z*. Une union finie de parties linéaires, U;(a; + V),
est dite semi-linéaire. Par application immédiate des propriétés 0,4.1.6, on obtient des formules
donnant les sommes, produits, étoiles d’expressions de type (3.2.a), ce qui au passage prouve que
I’ensemble des parties semi-linéaires coincide avec ’ensemble des rationnels. En revenant au dioide
M [[v, 8]], on obtient immédiatement qu’une série s est rationnelle ssi elle s’écrit sous la forme:

5= @aivi* , (3.2.a)

ou les a; (resp. V;) sont des monémes (resp. polynomes) causaux.

Cette représentation est cependant insuffisante pour notre propos. Un rationnel s admet en
effet des représentations différentes, et la détermination de 1’égalité de deux de ces représentations
requiert en général la résolution d’équations linéaires diophantiennes dont le nombre d’inconnues
est de l'ordre du nombre maximal de monémes des V;: par exemple, décider si le point b € Z*
appartient & a;V* avec V; = {uq,...,u,} revient a trouver z € N” tel que b = a; + Zle zu;. De
méme, le calcul de I'inf de telles expressions, de leurs différences et quotients résidués, ainsi que la
détermination du dateur ou du compteur (et donc du sens physique) associé a la série s donnée par
(3.2.a) n’est pas clair.

Il est cependant un cas ou l'on a une représentation plus simple que (3.2.a). Nous allons con-
sidérer d’abord les parties rationnelles de N, et nous donnerons un résultat de périodicité pour les
parties rationnelles de N (que nous n’avons pas trouvé sous cette forme dans la littérature, mais qui
est conséquence immédiate de résultats classiques). Nous montrerons ensuite comment ce résultat

s’étend naturellement au dioide M [[v, 6]].
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3.3 Analogie avec les parties rationnelles de N

3.3.1 Définition La partie X C N est dite ultimement périodique (ou plus simplement périodique)
s’il existe un entier n, deux parties finies P et Q) telles que (i) le plus petit élément de Q) majore
strictement P, (i) Q soit de diamétre au plus n — 1, et

X=PU@+{n})=PUuQuU(@Q@+n)U(Q+2n)U(Q +3n)... . (3.3.a)

Les conditions (i) et (ii) ne sont 1& que pour que cette union soit disjointe et puisse s’interpréter
géométriquement: nous laissons au lecteur le soin de vérifier que 'on définit le méme ensemble de
parties en supprimant les conditions (i) et (ii). L’interprétation de (3.3.a) est claire: soit A = min @),
la partie tronquée X N [K,+oo| est formée de I'ensemble de points () répété avec les translations
successives n, 2n, 3n, ... L’entier n mérite le nom de période.

3.3.2 Exemple La partie X = {0,4,5,8,9,12,13,16,17,...} est périodique de période n = 4.
Prendre P = {0} et Q) = {4,5}.

On a alors le résultat élémentaire suivant:
3.3.3 Théoréme Une partie de N est rationnelle ssi elle est périodique.

Esquisse de preuve Soit P 'ensemble des parties périodiques, et § I'ensemble des singletons.
L’ensemble des parties rationnelles est égal a $*. Comme trivialement (0): & C P C 8%, il suffit
pour montrer 3.3.3 de vérifier que ’ensemble des séries périodiques est rationnellement clos: on
aura alors en prenant 1’étoile de (0): §* C P* =P C (S§*)* = S§*. Plutét que de donner une preuve
précise de ce fait (le lecteur pourra se reporter aux deux sections suivantes ou I'on généralise ce
résultat), nous préférons ici expliquer pourquoi I'union et la somme vectorielle de certaines parties
périodiques simples sont périodiques.

3.3.4 Lemme Soient a,b € N. Ecrivons ppcm(a,b) = ka = k'b. On a
{a}* U {b}*={0,a,2a,...,(k—1)a,b,2b,...,(K' — 1)b} + {ppcm(a,b)}* .
Preuve trivial. m

3.3.5 Lemme Il existe K € N et P majorée par K — 1 telle que
{a}" +{0}" = PU(K +{pged(a,0)}7) .

Ce lemme est équivalent au fait élémentaire suivant sur les équations linéaires diophantiennes, qui
résulte immédiatement du théoréme de Bezout.

3.3.6 Lemme Soient a et b deux entiers positifs. Il existe un entier K tel que pour tout ¢ > K et
multiple de pged(a,b), 'équation
ax + by = c (3.3.b)

admette une solution (x,y) € N?.

Il résulte de 3.3.3 qu'une partie périodique de N s’écrit a 1’aide de ’étoile d’'un seul singleton. De
maniere analogue, nous définissons les séries périodiques dans M [[y, é]].



190 CHAPITRE VII. ALGEBRE RATIONNELLE DES GRAPHES D’EVENEMENTS TEMPORISES

3.3.7 Définition (Série périodique) La série s € M1[[y,6]] est périodique ssi il existe deux
polynémes causauz p et ¢ ainsi qu’un mondéme causal v, tels que:

s=pdgr-
Le résultat principal sur les séries rationnelles de M [[v, ¢]] est le suivant.

3.3.8 Théoréme (Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23]) Dans ML[[v, 6]], une série est rationnelle
sst elle est périodique.

De maniere analogue a 3.3.3, il suffit de vérifier que "'ensemble des séries périodiques est rationnelle-
ment clos. Nous renvoyons a [23] pour la preuve originale de ce résultat. Nous donnons ici une preuve
analogue, mais plus précise quant a la caractérisation des périodicités. Nous donnerons d’abord les
regles de calculs sur certaines séries rationnelles simples, faisant en particulier le lien avec certaines
équations diophantiennes linéaires. Nous renvoyons par ailleurs a ’annexe B ou ’on donne quelques
raffinements de ces algorithmes, ceux-la mémes que nous avons implémenté en MAPLE.

4 Regles de calcul sur les éléments simples

4.0.1 Définition (Elément simple) Nous appellerons élément simple une série de la forme mr*
ot m et r sont des mondomes causauz.

L’élément simple général s’écrira donc:
s =" (76T)"

oun,t,v,7 € N.SiT=0,onar* = (") =e, mr* = 77" et ’élément simple mr* sera dit dégénéré
de type monomial. Siv =0et 7 > 0, on a mr* = v"6* et ’élément simple sera dit dégénéré de type

4.1 Somme de deux éléments simples

4.1.1 Définition (Pente) On appelle pente du monéme m = 76" € ML[[v,8]] ou du point
(n,t) € N?, notée a(m) ou o(n,t) le quotient % (conventionnellement égal a +oo sit =10).

On définit la loi suivante sur N2:
(v,7) si o(v,T)
(v, U, 7"y =< (V,7") si o(v,T)
(ppem(v,v'), ppem(r, 7)) si o(v,7) = U(V T’)

< olv
> oV

La loi U (lire “sup”) est clairement associative, commutative, et idempotente. Comme (n,t) — "6
est une bijection de N? sur I’ensemble des monémes causaux, on s’autorisera la notation suivante:

5Ty 87 = AN§T ot (N,T) = (v, U, 7). (4.1.a)
D’abord, une remarque élémentaire:

4.1.2 Propriété On a o((v,7)U(V',7")) = min(o(v,7),0(V, 7).
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Preuve C’est évident si les pentes sont distinctes. Dans le cas ot o(v, 7) = o(v/,7'), ¢’est une pro-
priété d’homogénéité du ppem. On a en effet en posant ppem(v, ') = kv = kv et A = (o(v,7))71:
kr = Mewv = MV = E'7'. Comme k et k' sont premiers entre eux, on a k7 = ppem(r,7’) =
Appem(v, v'), dou

a(ppem(v,v'), ppem(7, 7)) = A7 = o(v, 1) = o (v, 7). (4.1.b)

4.1.3 Théoréme Soient mr* et m'r’™ deux éléments simples. On a:

mr* om'r” = pdqlrur) (4.1.¢)
ot p et ¢ sont des polynomes causauz.
Preuve de 4.1.3. Nous laissons au lecteur les cas dégénérés v = 0 ou 7 = 0, qui sont triviaux.

1/ Cas o(r) = o(r’). Soient k et k' tels que ppem(v,v') = kv = k'v/. D’apres (4.1.b), on a également
ppem(7, ') = kT = k'7', de sorte que:

P =(e@r®... o Hru)* .
En écrivant une identité analogue pour r’*, on obtient ainsi,
mr* om'r” = [mle®rd...d rk_l) emiedr®d...d r’k_l)](rl_lr’)* )
ce qui est de la forme (4.1.c).

2/ Cas ao(r) < a(r').

4.1.4 Lemme (de domination) Supposons o(v,7) < o(V',7'), et n,n',t,t' € N . Il existe alors
K € N tel que o
,yn 625 ,}/Ix’u 6]&’7 (,}/u 57 )* < ’yn(st(’}/y(ST)* ] (41d)

Preuve du Lemme 4.1.4. On a en développant 4™ 6" y57 657 (4767 ) = @ s ;e 7™ 75 60 +57', et
de méme 761 (767)" = P50 7"V 67, Compte tenu de (2.3.a) et (2.3.b), (4.1.d) est équivalente
a ’assertion suivante:

n +xv >n+vy

U rar <t4ry (4.1.6)

Ve > K, dyeN {

Notons [y] la partie entiere de y. Comme y > [y] > y — 1, la condition suivante entraine (4.1.e).

. "+av' >n+vy
> K + 0" = 1.
Ve > K, dJyeR {t’—l—xr’gt—l—r(y—l) (4.1.1)
En éliminant y entre ces deux inégalités, on trouve la condition de compatibilité de (4.1.f):

T(n —n)+a(rv —vr) > vt —t+71) . (4.1.g)

Comme o(v,7) < (v, 7'), on a (1v/ — v7’) > 0, et il est clair que (4.1.g) sera vérifié pour z assez
grand. On pourra prendre x > K avec
vt —t+ 1)+ 7(n—n")

(tv' — v1!)

J,0) .

K = max([

Cela acheve la preuve du Lemme 4.1.4. n
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4.1.5 Remarque On peut voir le calcul de la plus petite valeur de K vérifiant (4.1.d) comme
une généralisation pour une sous-classe d’équations linéaires diophantiennes a deux inconnues de
la notion de conducteur. Cela mérite une étude complete, que nous n’entreprendrons pas ici.

Nous revenons a la preuve de 4.1.3. Comme, si o(r) < o(r'), on a r U’ = 7, on obtient par
application immédiate du Lemme de domination:

/I(—l)

mrrem'r  =mledr ®... D7 & m(rur)*,

qui est bien de la forme (4.1.c). Le Théoréme 4.1.3 est prouvé. n

4.1.6 Exemple On a
(78)" & 8%(y%8)" = 87 @ 7767 & (776°)" .

(V62 D v6(7%6%) = (e ®726% D16t B v8)(1%6%)" .

4.2 Produit de deux éléments simples

On introduit une seconde opération sur N%, 1 (lire “inf”) définie comme suit:

(v,7) sio(v,7) < o(V',7)
(v, )N, 7" =< (V,7) sio(v,7)> oV, 7")
(pged(v, V'), pged(r, 7)) sio(v,7) =0V, )

L’opération M est associative et idempotente. On observe que N? équipé de LI et de M n’est pas un
treillis (par exemple, la propriété d’absorption r U (rMr') = r est en défaut, prendre r = (1,1) et
" = (1,2)). Cependant, on a la propriété plus faible:

(ruryu@rne’y = (rur’y . (4.2.a)

. . ! ! ;s
Comme pour U, on s’autorisera la notation y”67M+v* 7 avec un sens évident.

4.2.1 Théoréme Soient mr* et m'r’™ deuzx éléments simples. On a:
mr* @ m'r’”" = p® q(riw’)* (4.2.b)

ot p et ¢ sont des polynomes causauz.

Preuve de 4.2.1. Ici encore, nous ne traitons pas les cas triviaux 7 = 0 ou v = 0. Quitte a multiplier
p et ¢ par mm’, on pourra supposer m = m’ = e.

1/ Cas o(s) < o(s’). Soit i comme dans le Lemme 4.1.4 tel que:
rlK(r’)* <7r*. (4.2.¢)
En multipliant cette identité par r*, on obtient TlK(T/)*T* < r*r* = r*. Ainsi:

1%

rr’ =rfe®r &... B rlK_l) b T*TlK(T/)* =re®rd...® 7‘/](_1) ) (4.2.d)

qui, compte tenu de r = rM7’, est bien de la forme (4.2.b).
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2/ Cas o(r) = o(r'). On a:
(’VU(ST)*(’)/UI(ST/)* _ @ ,yiu-l—ju'(siﬂ'-l—jﬂ" ) (426)
i,j>0
Posons
S(r,7)=7N+7'N .
On prétend que
{(iv+ v ir + )| (i,7) € N°} = {(a(r)8.0) | 0 € TN+ 7'N} .

En effet, si @ = it 4+ j7’, on a o(r)f = io(r)r 4+ jo(r')7" = iv + jv’ € N, ce qui montre ’égalité des
deux ensembles. On est donc ramené a caractériser la partie rationnelle S(7,7") de N. Le naturel u
appartient a S(a,b) ssi 'equation linéaire diophantienne

ax + by = u (4.2.1)

admet une solution sur les entiers positifs ou nuls. Cette équation linéaire diophantienne intervenait
déja en 3.3.6, ou l'on a montré S(r,7") = P U (K + pged(a,b)N), ou P est une partie finie. Nous
aurons besoin dans la suite d’un résultat un peu plus précis. On appelle usuellement conducteur
(ou pour certains, indice de Frobenius-Schur, cf. [14]) de I’équation linéaire diophantienne (4.2.f) le
plus petit entier K vérifiant 3.3.6. On le notera cond(a,b). On a le résultat, généralement attribué
a Sylvester:

4.2.2 Lemme ([13]) On a

a — pged(a,b))(b— pged(a,b))
pged(a, b) '
4.2.3 Exemple On observe que 'on peut résoudre I’équation 2¢ + 35 = ¢ en entiers positifs ou

nuls pour les valeurs suivantes de ¢: 0,2,3,4,5,.... On a donc cond(2,3)=2=(2—-1)x (3 —1), en
conformité avec (4.2.g).

cond(a,b) = ( (4.2.g)

On a la propriété d’homogénéité suivante:

4.2.4 Lemme 57 a,a’,b,b’ € N sont tels que a’ = Aa, V' = \b alors
cond(Aa, Ab) = Acond(a,b) . (4.2.h)
Preuve Si n =ia + jb avec ¢,j € N, alors An = ia’ + jb’ € N, d’ou cond(a’,b") < Acond(a,b). De
maniére symétrique, cond(a,b) < A"lcond(a’, '), d’oti 1’égalité (4.2.h). n
On pourra donc écrire:
S(r, 7"y = 8"(r,7") U (cond(7,7") + pged(r, 7" )N) , (4.2.1)

ou S'(r,7’) désigne le sous ensemble fini de S(7,7) formé des entiers strictement plus petit que
cond(7,7’). Il résulte immédiatement de (4.2.e), 4.2.4 et de (4.2.i) que

P = ( @ ,ycr(r)é’éé’) o ,ycond(u,u’)écond(T,T’) (7‘|_|7‘/)* : (4.2.3)
6eS!(r,7")
qui est bien de la forme (4.2.b). Cela acheve la preuve du Théoreme 4.2.1. "

4.2.5 Exemple On a cond(2,3) =2 d’ou:
(726°)7(7767)" = e § 776°(78%)" .
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4.3 Une décomposition en éléments simples et ses conséquences

4.3.1 Théoréeme Une série est rationnelle ssi elle s’écrit comme somme finie d’éléments simples.

Preuve Soit R 'ensemble des sommes finies d’éléments simples. On copiant le début de la preuve
du du Théoreme 3.3.3, il suffit de montrer que R est rationnellement clos. Trivialement, RGR C R.
L’inclusion R ® R C R résulte immédiatement de 4.2.1. Il reste a voir que si s € R, alors s* € R.
En observant que (@, m;rf)* = Q,(m;r;)*, on peut se limiter au cas ot s = mr* est un élément
simple. On a alors par 0,4.1.6,(vii) s* = e@ m(m & r)" = e @ mm*r* qui d’apreés 4.2.1 appartient a
R. Le Théoreme est démontré. m

4.3.2 Remarque Les questions d’unicité ou de canonicité des décompositions en éléments simples
ne seront pas abordées ici. Notons par exemple qu’on a les deux décompositions distinctes d’une
méme série:

(76) = (7*6*) @ v6(y%8°)" .

4.3.3 Preuve du Théoréme 3.3.8 D’apres 4.3.1, une série rationnelle s’écrit comme une somme
finie @, m;r;, qui d’apres 4.1.3, se réduit a la forme p @ ¢(U;r;)*, qui est bien une série périodique.
Réciproquement, en décomposant p et g en somme de mondémes, on ramene trivialement une écriture
périodique a une décomposition en éléments simples. n

5 Algebre des séries périodiques

On rappelle qu’une série s € ML [[7y, 6] est périodique ou plus précisément (v, 7)-périodique ssi elle
s’écrit sous la forme

s=pdq(y"éT)" (5.0.a)

ol p et g sont des polyndémes a exposants positifs ou nuls et v, 7 > 0. Nous laissons provisoirement
de coté les cas dégénérés v = 0 ou 7 = 0, qui sont triviaux.

5.0.1 Proposition La série s est (v, T)-périodique avec v,7 > 0 ssi

(i) dats(n) = —o0 pour n <0

(i) ANEN (n> N = dats(n+v) =7+ dats(n)) . (5.0.b)

5.0.2 Définition Le dateur dats sera dit (v, T)-périodique s’il vérifie la propriété (5.0.h).

Cette notion est illustrée sur la Figure VIL.5, ou I'on a fait abstraction du caractere discret.

Preuve de la Proposition 5.0.1. Sens <: Si l'on a (5.0.b), on peut écrire d’apres la Proposition

2.2.5:
s = @ ,yn(sdats(n) — @ ,ynédats(n) o ( @ ,yn(sdat s(n))(,yu(sﬂ')*
neN n<N-1 N<n<N+v-1

ce qui est bien de la forme (5.0.a).
Sens =. (a): cas ol p= ¢ et ol ¢ = v*¢'. On rappelle que dat s est donné par

dats(n) = sup{t € Z | v"6" < s} . (5.0.¢)
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dat s
t 14
.
T
| . motif
transitpire
n
0 N

Figure VIL.5: Un dateur périodique

On a y76! < yF6(vV67)" ssi y76! < V67 pour un certain i € N, soit

n>k+w

t<lIl+ir . (5.0.d)

dat s(n) s’obtient en prenant le plus grand entier ¢ dans (5.0.d), ce qui revient & maximiser i:

—k —k
n ], dats(n) :l—l—T[n

] (5.0.e)

i= -
pour n — k > 0 (on a noté [z] la partie entiere de z). Au vu de (5.0.e), il est clair que dat s vérifie
la, Proposition.
(b) Cas p = ¢ et ¢ polynéme. En décomposant ¢ = @, ¢; comme somme finie de mondémes, on a
dat s = max; dat (¢;(7767)*). Comme la propriété (5.0.b) est stable par passage au max, le résultat
est acquis.
(c) Cas p # €. On a dats = max(dat p,dat (¢(7767)*)). En raisonnant comme en (i), on voit que
dat p est constant & partir d’un certain rang (alors que lim dat (¢(7"67)*) = o0) et donc ne contribue
pas ultimement & dat s.
Enfin, on note que si n < 0, v ne peut étre dominé par les monémes a exposants positifs ou nuls
de s, et donc d’apres 2.2.5, dat s(n) = —oo pour n < 0. "

On dira que le couple (v, 7) est une période de la série s. La période n’est pas unique. Par
exemple, on a les deux écriture de type (5.0.a):

s=(6) =cde(76) =@ (edv8)(726H)" . (5.0.1)

Cependant, il résulte de (5.0.b) que

et donc que le rapport £ ne dépend pas de I’écriture (5.0.a). Cela motive les définitions suivantes.

5.0.3 Définition (Pente ultime, divisibilité, période ultime) Soit s une série périodique.

(i) On appelle pente ultime de s, noté o..(s), le quotient:
v
Oso(8) = -

Si s =e, on convient que 0(s) = +0o0. Siv =17 =10, on convient que oo.(s) = +00.
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(i) Soient (v,7) et (V',7") deux périodes d’une méme série s. On dit que (v,7) divise (', 7'), ce
que lon note (v,7)| (V',7'), si

v =kv, 7' = kr, aveck € N\ {0}.

......

Par exemple, pour la série s donnée en (5.0.f), on a @weo(s) = (1,1), 0uo(s) = T = 1. Si (v, 7) divise
(v',7") et (v, T) est période, alors (v/, 7') est également période, comme il résulte de

(’VU(ST)* _ (6 @ ’}/U(ST ®...60 ,y(k—l)u(s(k—l)ﬂ')(,ykuékﬂ')* )
5.0.4 Cas dégénérés Si 7 =0,0n a (7"67)" = e et s est un polynéme. Comme déja noté dans la
preuve de 5.0.1, on a dat s(n) = cte & partir d’un certain rang, disons pour n > N, ce qui signifie
qu’une infinité d’événements arrivent en un temps fini. Si v = 0 et 7 > 0, on a (y%67)* = §*. On

montre en raisonnant comme en 5.0.1 que dat s(n) = +00 a partir d’un certain rang. Il s’agit alors
d’un systeme bloqué.

5.1 Caractéristiques de la somme de séries périodiques

5.1.1 Théoréme La somme de deux séries périodiques est périodique. En outre

Woo($ D) | Wools) U wao(s) . (5.1.a)
(et égalité si les pentes ultimes de s et ' sont différentes).
Preuve Si 0.,(s) < 0o.(s'), la fonction dat s est ultimement au dessus de dat s’, d’ou il résulte que
max(dats,dats’) = dat (s @ s’) est de période exactement égale & la période de s, soit wao(s) =
Weo($) U (8). Si 00(5) = 0uo($'), Weo(s) et woo(s') divisent we(s)Uws(s), et donc dats
et dats’ sont deux dateurs we(s)Uws(s')-périodiques. L’ensemble des dateurs weo,(s)Uweo(s')-

périodiques étant stable par borne sup, max(dat s, dat s') admet la période (peut étre non minimale)
Woo(8)Uwao(s). n

On a le corollaire immédiat:

5.1.2 Corollaire On a 0o(s @ s') = min(oe(s), 0oo(s)).

5.2 Produit de séries périodiques générales

5.2.1 Théoréme Le produit de deux séries périodiques est périodique. En outre
Tool(88) | Too(8) Umao(s') -
5.2.2 Corollaire Soient s et s’ deux séries périodiques non nulles. On a

Ooo(88") = min(os (), 000($')) -

Preuve du Théoréme5.2.1. Soit s = phgr*, s’ = p’@q¢'r'™. On a ss’ = pp' Dpg'r"™ Dp'qr* Daq'r r'".
Via 4.2.1, on a q¢'r*r"™ = p” & ¢"(r017')*. Le Théoréme 5.1.1 et la formule (4.2.a) montrent que ss’
admet la période r U7 U (rMr’) = (r U 7'). n
Moyennant les algorithmes 2.4.5 et 4.2.1 de ’annexe B, la preuve ci-dessus permet de calculer
!
ss’.
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5.2.3 Exemple Soient
s =e@y6S @400 (7363)*, s = @ ~2610 @ 41161 (7464)*
On a
ss' = e @8 @ 72610 @ 3618 @ 411610 (e @ 4363 @ 7564 @ 456% @ 7969) (712612)*

Dans ce cas, on obtient effectivement le ppcm comme période du produit.

5.3 [Etoile de polynomes et probleme diophantien de Frobenius

On appellera pente du mondme causal 46! le rapport % (convention § = +0c). Nous traitons ici

le cas d’un polynéme dont tous les mondémes ont la méme pente. Soit p = v*67 & 7”/67/. Le résultat

suivant est une conséquence immédiate de (4.2.e) et 4.2.2.

5.3.1 Théoréeme La plus simple représentation périodique de p* est donnée par:

p* _ ( @ ,yiV+jV/6iT+jT/) o ,ycond(u,u')(scond(ﬂ',ﬂ")(,ypgcd(u,y')épgcd(ﬂ'ﬂ"))* ] (53&)
iv+jv’ <cond(v,')—1

5.3.2 Généralisation & une somme de [ monémes de méme pente.

Soit le produit p = y16M @...Hy" 67 somme de [ mondémes de méme pente. On a par un argument
analogue a 4.2.1, 2/ que que p* = P ¢ v9(P)e§e of C est 1'ensemble des entiers ¢ positifs ou nuls
tels que I’équation diophantienne linéaire suivante:

Ty + Tty + -+ ey =c¢  avecz € N (5.3.b)

admette une solution. On montre sans difficulté, ce qui généralise 4.2.2, qu’il existe un K tel
que pour tout ¢ > K multiple de pged(7y,72,...,7), "équation (5.3.b) admette une solution.
Cependant, la plus petite valeur de K, appelée encore conducteur de 1’équation (5.3.b) n’est en
général pas exactement connue (on appelle parfois “probleme diophantien de Frobenius” la recherche
de cond(7;)). Brauer (cf. [13]) donne pour [ > 2 et v; < vy < --- < v premiers entre eux la borne
supérieure suivante:

cond(v;) < (s —1)(r—1) . (5.3.c)
Voir aussi Vitek[96] pour des références plus récentes. On a donc un moyen d’obtenir directement
une représentation périodique de p* par une formule analogue a (5.3.a).

De ces développements, nous retiendrons ceci:

5.3.3 Proposition Soit p = @le Y767 une somme de monomes de méme pente. On a
@eo(p7) = (pged(vi), pged(i))

5.3.4 Exemple Soit a = 766 @109 3415615, Comme 6,10,15 sont premiers entre eux, la période
de a* est (1,1). On obtient apres calculs cond(6,10,15) = 30 et ¢* = e P 7686 @ 410610 @ 412612 @
Y8516 ) 418618 gy 420520 oy 422622 g 24524 gy (26526 ) 28628 gy 230530 ()<,

5.3.5 Exemple Sur la planete Mars, il y a deux mathématiciens qui collaborent de la maniere
suivante: le premier produit trois conjectures simultanées tous les trois ans a partir de année zéro.
Le second travaille exclusivement sur les conjectures du premier, met deux ans pour élucider une
conjecture, et peut travailler sur au plus deux conjectures en méme temps. Le théoreme 5.3.1 affirme
qu’a partir de I’ année 4, une conjecture sera élucidée tous les ans (considérer la série de transfert

(7353)*52(7252)* — 52(7252 fa ’}/353)*).
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5.4 Pentes et étoiles dans M2 [[y, §]]

Pour une série périodique générale, on se ramene par application de 0,4.1.6 aux opérations déja
étudiées:

(P& gr) =pledalgdr)) . (5.4.a)
Nous caractérisons maintenant la pente ultime de ’étoile de la série s = p @ ¢r*. Nous faisons pour
cela appel a la notion de pente minimale d’une série booléienne, qui jouera un role important dans
la suite (en particulier pour I'optimisation des ressources).

5.4.1 Définition (Pente minimale) Soit une série s = ;7" 6% € B[y, ¢]]. On définit la pente

minimale de s, o(s), comme suit:
- 2
o(s) = né&pr 5 (5.4.b)

5.4.2 Exemple Soit a =716 @y ® 726 ©776%. On a o(a) = min(2,3) = 2.

5.4.3 Propriétés On a:
(i) Pour toute famille {a;};er de séries: o(@;cya;) = inf o(a;) (I éventuellement infinie)

(ii) Pour toutes séries a et b causales, o(a® b) > min(o(a),o(b)) (avec égalité ssi o(a) = a(b) ou
a=eoub=e).

Preuve (i) est immédiate. (ii) résulte de

n+n .onon
n,n',t, ¢ >0, tit’ me(?’t_’)
(avec la convention § = +00), ce qui s’illustre par le petit dessin suivant:

En effet, les mondmes du produit a @ b, ot @ = @;7"é% et b = @D, ’yngét; sont de la forme

. YY)
7m—|—n] (Stl—l—tﬂ. n

On vérifie aisément que la pente minimale o(s) ne dépend que de la classe d’équivalence de s
dans Mn[[v, 8]]. Les propriétés 5.4.3 passent donc au quotient.

5.4.4 Propriétés On a pour toute série rationnelle a:
(i) 0o(a) 2 a(a),

(ii) 0oo(a®) = o(a).

Preuve (i): Résulte de ol
o = ycompta 0) 5t
e
ou la fonction compteur compt a associée a a est équivalente & o, (a)t.
(ii): via (i), on a ooo(a*) > o(a*) > o(a) (par 5.4.3,(ii) et (i) appliquées & @, a'). On supposera
o(a) fini. Soit alors m un monéme de a tel que o(m) < g(a)+¢€ (¢ petit). On a o,o(a*) < oo (M*) =
o(m) < o(a)+ e d’ou le résultat. n
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5.4.5 Remarque La propriété 5.4.4, (ii) pouvait tout aussi bien se prouver a ’aide de la formule
(5.4.a) et des propriétés 5.1.2, 5.2.2. La preuve ci-dessus est cependant plus générale. On pourrait
en effet relaxer ’hypothese de rationalité dans 5.4.4 en définissant:

Oocl) = hggolf dat s(n)

pour une série causale non rationnelle.

De méme que 'on a caractérisé plus haut o.,(a*), nous caractérisons ici la période de a*. Etant
donné un polynoéme p = @), m; s’écrivant comme somme de n mondémes, on notera

Mp=mN...M0m, . (5.4.c)
On observe que si le monéme m; n’appartient pas a ’écriture canonique de p, il est de pente

inférieure a celle de p, et donc que la définition 5.4.c ne dépend pas du choix des m;.
5.4.6 Proposition Soit s =p @ qr*. On a

woo(s™) [ (Mp) U (M(g B 7)) (5.4.d)
Preuve Résulte de la formule (5.4.a) et des propriétés 5.3.3,5.2.1. "

5.4.7 Exemple La borne a droite de (5.4.d) est atteinte par exemple pour la série suivante:
s =776 @761 (v6)7,

sF=edy38° (e & 726) (7363)* . Weol(s¥) = 4760 .

6 Algebre rationnelle des matrices

6.1 Pente des matrices rationnelles

Le calcul des matrices de transfert fait intervenir le calcul des étoiles de matrices a coefficients
rationnels ou polynémiaux. Nous caractérisons ici la pente des coefficients de 1’étoile d’une matrice
A a coefficients rationnels. Dans ce qui suit, nous noterons ¢ le min des pentes. L’application o,
qui & une série associe sa pente ultime est ainsi croissante de (M [[v, ¢]], <) dans (RTU {400}, <).
Nous commencons par une remarque simple:

6.1.1 Lemme O'OO(A:»}) ne dépend que de la composante fortement connezxe de ¢ et de la composante
fortement connexe de j dans le graphe associé a A.

Preuve Soient i et i’ dans la méme composante connexe, i.e. A;';, £ ¢ et A;','Z» # €. On a en prenant
la composante (ij) de A* = At A*,
Al = At AL

o
et par 5.2.2,
0o A7) = 00(AT) -
Par symétrie, on a I’égalité. On montrerait de méme que o (A7) = O'OO(A:»},) si j et j appartiennent
a la méme composante connexe. n
Soient C'y, ..., les k composantes connexes du graphe de A. Il résulte de ce qui précéde que

O'OO(A:»}) est constant pour (¢,7) € C, X Cs. Si A est irréductible, il y a une seule composante
connexe, et donc tous les coefficients de A* ont la méme pente ultime.
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6.1.2 Notation (P;;, C;;, circuits entre j et 7)

Nous noterons P;; ’ensemble des chemins élémentaires de j a ¢ (ou des circuits élémentaires si
i = 7). Nous dirons que le circuit élémentaire ¢ est entre j et i s’il rencontre un chemin p de 7 a ¢
(peut étre non élémentaire). Nous noterons C;; ’ensemble ces circuits élémentaires entre j et 7. P;;
et C;; sont évidemment finis. On a illustré cette définition sur la Figure VIL.6.

Figure VIL.6: P14 = {012023034}7 Cia = {0117 (23032, 012023034041}

Rappelons que le poids w4(p) (ou plus simplement w(p)) du chemin p = (i1, ..., ) est défini
par wa(p) = Aijiy - .- A4, S p est de poids non nul, il résulte de 5.2.2 que

UOO(w(p)) = UOO(Ai1i2) D... 0 O-OO(Aik—lik) :

On caractérise alors simplement les pentes ultimes des coefficients de A7;.

6.1.3 Théoréme (pente ultime des matrices rationnelles) On «

i g, 0w(A) = P o(w(e) & P ow(wlp)) - (6.1.2)

c€Cyj PEP:;

Le premier terme de la somme exprime que la pente minimale (cf. 5.4.1) des circuits intervient.
C’est une généralisation au cas matriciel de la formule scalaire o (a*) = o(a) (cf. 5.4.4).

6.1.4 Corollaire Si la matrice A est a coefficients polynéomiauz, on a

0o(AT;) = @ o(w(c)) . (6.1.b)

c€Cyj

Preuve de 6.1.4. On a en effet 6,,(A4;;) = +00 et donc oo (w(p)) = 400 pour tout chemin p € P;;:
le second terme de (6.1.a) disparait. n

6.1.5 Remarque Si A est irréductible, la sommation (6.1.b) est prise sur I’ensemble des circuits

*) ne dépend alors pas de (¢j), en conformité avec 6.1.1.

élémentaires du graphe. oo, (A}

6.1.6 Corollaire Soient C. une composante irréductible et 1,5 € C.. On a
Too( A7) = 00a((Afcy10,1)")

Preuve C;; est alors égal a ’ensemble des circuits élémentaires de C.. En outre, un chemin p € P;
reste dans la composante connexe C,. Ainsi, on peut pour calculer (6.1.a) se restreindre au bloc
irréductible Ai¢,|c,)- n

Nous illustrons d’abord le Théoreme 6.1.3 sur quelques exemples.
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6.1.7 Exemple

e 3 ¢ ¢
6 ¢ € €
A= e ¢ 6% v
e € € 96
(728)" 72 (7%8)" +* (76%)" P @rte @08 (767)
ar | 00707 00T ()T e@nbE a0 (67)
£ £ (v8?) 7 (78?)
€ € € (76)"

On a trois composantes connexes C7 = {1,2},Cy = {3},C3 = {4}. On a représenté sur la Figure
VIL.7 le graphe associé & A:

Figure VIL.T:

Le circuit de pente minimale (i.e. la boucle 3 — 3) est entre Cs et Cy (car par exemple Asq # ¢

et Ay # ), et donc la pente est constante sur le bloc Oy x C3, égale & o(y6%) = % De méme pour
le bloc C5 x ;.

6.1.8 Exemple Pour la matrice a coefficients rationnels

y6t (y261%)° e
A= ¢ £ 766
£ 765 £

on trouve
(76" (e y6*) (726"2)7 76° (e @ 76*) (261%)
A" = € (v2eth)” 788 (y26t)” (6.1.c)
= Gy (281"

2 . .
5 A21n51, la
=+7-On a

NS
D
[N

contribution des chemins domine (i.e. >) celle des circuits o(w(a11 P agsasz)) =

donc 0. (Aj3) = 5 en conformité avec le résultat du calcul (6.1.c).

6.2 Preuve du Théoréme 6.1.3

La preuve repose sur une formule combinatoire exprimant I’ensemble des chemins commutatifs (cf.
0,4.2.7) en fonction des circuits et chemins élémentaires. Nous nous placons pour cela dans le dioide
Bf[a;;]] et considérons la matrice générique A = (a;;).
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6.2.1 Notation (ensemble accessible de circuits, A(p))
Soit ' un ensemble de circuits élémentaires. Nous dirons que C' est accessible depuis le chemin p si
{p} U C est un sous graphe connexe. Nous noterons A(p) ’ensemble des C' accessibles depuis p.

6.2.2 Exemple Pour le graphe de ’exemple VII.6 pour p = as4, on a

A(P) = {{023032}7 {012023034041}7 {012023034041 s 023032}7 (6-2-3)

{0120230340417011}7{01202303404170117023032}} . (6-2-

6.2.3 Lemme Dans B{[a;;]], on a pour la matrice générique A = (a;;):

Afj: @p@ ed @ ®c+ . (6.2.c)

pEP;; CEA(p) ceC

Preuve du lemme. Désignons par B le second membre de (6.2.c). Nous montrons par récurrence
sur k la propriété suivante: (Hy) pour tout chemin p de j & ¢ (peut étre non élémentaire) , pour
tout ensemble de k circuits C' = {¢1,...,¢x} € A(p) et pour tous nq,...,ng > 1, pef* ...c[* est
un chemin commutatif (cf. 0,4.2.7) de j & ¢. Si k = 1, il résulte de ’hypothése de connexité que ¢q
rencontre p, disons au sommet r. En écrivant p = p;,p,;, ol p,; est un chemin de j a r et p;, de 7 a
i, on ale chemin pey* = p;ci*p,;. Supposons k > 2, I'un au moins des circuits ¢4, ..., ¢ rencontre
p, disons ¢1. D’aprés le cas k = 1, p’ = pc! est un chemin de j & i. En outre, {cg,..., ¢k} € A(p')
et I'on peut appliquer I’hypothese de récurrence, ce qui montre la propriété Hy. Ainsi, chacun des
termes de B est un chemin de j a ¢, et donc B < A7;. Inversement, un monome de A7; se factorise
comme produit d’un chemin élémentaire et de puissances de circuits élémentaires (cf. 0,4.2.7) pour
lesquels la propriété d’accessibilité est évidemment vérifiée, soit pef* ...¢;* < pef .. .c: < B.On a
donc A7, < B, ce qui acheve la preuve du Lemme 6.2.3. ]

Le Théoreme 6.1.3 résulte immédiatement de ce Lemme. On a, en revenant & M1 [[v,6]] et en
prenant la pente ultime de (6.2.c):

0o Aj) = D oc(w(p) @ D Polwl) .

pEP:y CeA(p) ceC

En remarquant que ¢ € C" avec C' € A(p) ssi ¢ € C;;, on obtient (6.1.a). n

6.2.4 Exemple On illustre ce lemme en calculant (A*)1; pour la matrice générique en dimension
2. Il y a un seul chemin élémentaire de 1 & 1. C’est le chemin trivial p = e. On a

A(P) = {{011}, {6112@21}, {6111,@12@21}, {0120217022}, {01170120217022}} .
La Formule (6.2.c) affirme que
(A1 =e€ed ail'l S5] (6112@21)+ S3] ail—l(al2a21)+ S5] (a12a21)+a§'2 S5] ail—l(al2a21)+aél—2 . (6.2.d)
En regroupant les termes successifs deux par deux, il vient:

(A")11 = afy & afy(a12a1)" & afy(ar2a21) T ad,
= aji(e @ (a10a21) ¥ a3,) (6.2.e)

Par ailleurs, en inversant les roles de 2 et 1 dans la Formule (4.2.b) du Chapitre 0, on obtient

(A11)" = (@11 P ar2a3a21)" . (6.2.1)
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En utilisant les propriétés 0,4.1.6,(vii) et (viii), il vient

(A11)" = aj(e B arzazz(a12a12)"aly)

ce qui n’est autre que la Formule (6.2.e) obtenue par application du lemme. On comprend mieux
Iintérét de la Formule (6.2.d) sur cette exemple. Elle permet d’exprimer de maniére finie un en-
semble de chemins en fonction uniquement des chemins et circuits élémentaires, et ce, avec un seul
niveau d’étoile, a la différence de (6.2.f) obtenue par application de I’algorithme de Gauss.

6.3 Cyclicité des matrices a coefficients dans P(N)

On a caractérisé ci-dessus la pente ultime de 1’étoile d'une matrice A rationnelle dans M [[v, 8]].
On étudie maintenant la période @y, de A7;. On a déja noté que les résultats de périodicité valables
dans le dioide MR [[7, 6]] étaient des généralisations de résultats relatifs aux parties rationnelles de
N. Pour cette raison, nous donnons d’abord un résultat pour des matrices a coefficients dans P(N)

et nous ’étendrons ensuite & M2 [[v, §]].

On considere ici une matrice carrée A dont les coefficients sont des parties finies de N. Le
coefficient A7, est une partie rationnelle de P(N), qui s’écrit en conséquence (cf. 3.3.3):

AL = P u(Qij + v }7)

P;; et ();; étant des parties finies de N. On appellera période de cet ensemble la plus petite valeur
de v;; dans une telle écriture. On la notera w.,(A};) par analogie avec Min[v,6]]. Le probleme du
calcul de cette période se formule simplement en termes de graphe.

nxXn

6.3.1 Notation (multigraphe associé & une matrice de parties de N) Soit A € (P(N))
On définit le multigraphe associé & A, MG(A), comme le multigraphe formé de n sommets et d’un
arc de j a ¢ pour chaque élément m € A;;, cet arc étant valué par m. Cette définition est illustrée
sur la Figure VIL.S8.

_ | 124} {3}
A‘l{2,3} 0 ] ’

Figure VIL.8: Une matrice et son multigraphe

Le coefficient A7; s’interprete comme 'ensemble des poids de chemins de j a ¢ dans le multigraphe
MG(A). Le calcul de w.,(A};) est donc équivalent au probleme suivant: “trouver le plus petit v tel
que pour n assez grand, l’existence d’un chemin de j a ¢ de poids n dans MG(A) entraine I’existence
d’un chemin de j a ¢ de poids n + v”.
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6.3.2 Notation (Cyclicités) On définit la cyclicité d’une composante fortement connexe C} de
MG(A) comme le pged des poids des circuits élémentaires de cette composante. On appellera
cyclicité du multigraphe le ppem des cyclicités des composantes fortement connexes, et on la notera
¢(A). Etant donné un chemin élémentaire p, on définit ¢(p), cyclicité de p, comme le pged des
cyclicités des composantes fortement connexes traversée.

6.3.3 Théoreme La période de AY; est égale a la cyclicité de la composante fortement connexe
associée. La période de A7, divise le ppem des cyclicités des chemins elémentaires de j a .

On pourra retenir le corollaire simple suivant, qui en résulte immédiatement.

6.3.4 Corollaire La période d’un coefficient de A* divise la cyclicité ¢(A).

6.3.5 Exemple Dans ’exemple de la Figure VIL.8, il v a une seule composante fortement connexe,
et le pged des poids de circuits est égal a 1. La cyclicité ¢(A) est donc égale a 1. On trouve en effet:

= | 102V U 4+ {137) {3,5 U ({7} + {1}7)
{2} + {1}~ {0y U ({5} +{1}7)

Preuve du Théoreme.
(i): Cas ou 7 = j. Le poids d’un circuit passant par ¢ est divisé par la cyclicité ¢ de la composante
fortement connexe associée a 7, donc A, C cN. Soient ¢y,..., ¢ k circuits tels que

pged(walcr),...,waler)) = ¢ . (6.3.a)

D’apres ’hypothese d’irréductibilité, il existe un circuit p non nécessairement élémentaire passant
par i rencontrant tous ces circuits. On note que pour a € N, peyt .. cpF est encore un circuit
passant par ¢. Il résulte du lemme diophantien 3.3.6, que pour K assez grand multiple de ¢, disons
K = ke avec k > ko, il existe o € N* tel que

K =wa(peit...cf%) = walp) + cqwa(er) + ... + apwalcr) .

On a donc ¢(ko + N) C A} C ¢N, d’ou il résulte que la (plus petite) période de A% est c.
(ii): Cas ou @ # j. Soit {p1,...,p,} l'ensemble des chemins élémentaires de j a 7, de supports
respectifs S1,...,5,. On a:

Af; = w(p1) ® AL @ o w(py) ® Aj
€57 1ESr

(ce qui n’est autre que 'expression de la décomposition d’un chemin quelconque en un chemin
élémentaire et un certain nombre de circuits). On montre en raisonnant comme en (i) que la période
de w(pr) @;es, Af; est égale a ¢(pr). On conclut en observant que la période d'une somme divise le
ppcm des périodes. n

6.4 Cyeclicité des matrices rationnelles dans M2 [[y, ¢]]

On rappelle tout d’abord le résultat de cyclicité suivant de type Perron-Frobenius pour les matrices
a coefficients dans Rin:
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6.4.1 Théoreme (Cohen, Dubois, Quadrat, Viot [17]) Soit A € (Rpin)"*" irréductible. Il existe
N >0 et ce N\ {0} (cyclicité) tels que

Vn > N, A" = p(A)°A" .

La cyclicité est caractérisée de la maniere suivante. On définit le graphe critique comme le graphe
formé des sommets et arétes appartenant a un circuit critique. En appelant cyclicité d’une com-
posante connexe du graphe critique le pged des longueurs des circuits de cette composante, on
caractérise la cyclicité de A comme le ppcm des cyclicités des composantes connexes du graphe

critique. C’est ce genre de résultat qu’il s’agit de généraliser au dioide MD[7, 6].

Nous donnons ici un résultat de périodicité analogue pour des matrices a coefficients polyno-
miaux dans M [[v,¢]]. On rappelle que la (plus petite) période w.,(s) d’une série rationnelle s est
définie comme le plus petit mondéme 7 (au sens de la divisibilité) tel que s admette la représentation
périodique s = p@ gr* (cf. 2.3.4). Etant donné un polynéme p = @I, m; (somme de n mondmes),
on pose

Up =mp Umg U ...UMy, Mp=myMmgll...TlTM, .

On a noté en §5.4 que ces quantités ne dépendaient pas du choix des m;.

6.4.2 Notation (Multigraphe dans M[y,6]) Soit A une n x n matrice & coefficients dans
Mis[y, 6] et

A = @mijk (6.4.a)
k=1
Pécriture canonique de A;;. On définit le multigraphe associé a A, MG(A) comme le graphe formé

de n sommets et d’un arc allant du sommet j au sommet ¢ par monome my;, cet arc étant valué
par m;;i. Cette définition est illustrée sur la Figure VIL.9.

6@,}/364 7@7262
’}/(52@’)/10(53 ’}/(5

Figure VIL.9: Multigraphe dans M [y, 6]

6.4.3 Notation (multigraphe critique) On suppose la matrice A irréductible. On pose alors
o(A) = 0o0(A};) qui ne dépend pas du couple i, j. On qualifiera de critique un circuit a de MG(A)
tel que o(w(a)) = 0(A). Le multigraphe critique est formé des arcs et des sommets appartenant a
un circuit critique. Le monome m;;;, sera qualifié de critique s’il value un arc critique. On notera
A° (matrice critique) la matrice obtenue en se restreignant aux monémes critiques dans la somme
(6.4.a). On notera A}, = A;;BA;; (matrice sous critique) la somme des monémes n’appartenant pas
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a A;;. On a donc A = A°@ A’. Pour la matrice A de la Figure VIL9, on a par (6.1.b) 0. (4) =
Les matrices critique et sous-critique sont données respectivement par

LNy

3¢d4 262
e | v7et e . € Y
A _[752 € ]7A - [71053 75]

6.4.4 Notation (Cyclicités dans M2y, ¢]) Soient C1,...,C, les composantes fortement con-

ax
nexes du graphe critique. On définit ¢(C), cyclicité de la composante C';, comme 1'M1 des poids des

circuits du multigraphe critique. On pose

c(A)=c(Cr)U...u(C)) .
On a alors le résultat de cyclicité suivant qui généralise le Théoreme 6.3.3.

6.4.5 Théoreme Soit A une matrice irréductible a coefficients polynomiaux. La période de A7,
divise la cyclicité ¢(A).

Nous illustrons ce résultat sur quelques exemples avant de passer a la preuve.

6.4.6 Exemple Soit la matrice
363 2
76Ty
A= l 62 ~648 ]
Le graphe critique de A se confond avec le graphe de A, et a une seule composante connexe. En
outre ¢(A) = w(1) M w(2) M (w(1,2)) = 4363 M ~56° N y26% = 74, soit une cyclicité de (1,1). On
trouve apres calculs

A — | eB (o) 7@y (o)
T 08 eyt Byt (v8)

6.4.7 Exemple Soit la matrice
’)/4(54 ® ’)/6(56 ’)/10(52 ’}/7(5
A= ’}/552 c ,}/3
’}/8(5 63 ’)/9(59

Le graphe critique associé & A a deux composantes connexes: Cy = {1}, Cy = {2,3}. La premiere
composante connexe a pour cyclicité v262 = 4464 14666, la seconde v36>.

*
e @ ~tst (7252) AT6% @ A106T @ 411468 g 13510 (5)* 476 @ ~106% @ 411465 @ 41367 (446)*
* *
A* = 962 @ 855 ©~265 @ 41158 (46)* (7353 43 (7353)
* *
965 @868 @269 @ 411511 (6)* §3 (7353) (7353)

6.5 Preuve du Théoréme 6.4.5

On part de la décomposition critique/sous-critique décrite en 6.4.3:
A=Aqp A .

On a
A = (A% AN (A%)* . (6.5.a)
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On va (i) donner une formule exprimant la période de A* a partir de celle des composantes fortement
connexes de A°, (ii) montrer que les composantes fortement connexes de la matrice A° vérifient le
résultat de cyclicité.

Le point (i) repose sur la majoration suivante assez grossiere de la période des coefficients de
I’étoile d’une matrice rationnelle (et non plus polynomiale).

6.5.1 Proposition Soit A une matrice dont les coefficients sont des séries périodiques:
Aij = pij D gyl
On a, en introduisant la matrice B telle que B;; = pi; © q;;:

wm(Aj]) | (I—ICECU U wB(C)) U (l—l(lm) dans p avec p€P;; Tlm) . (65b)

Le second U est a prendre sur tous les arc (Im) faisant partie d’un chemin p € P;;.
Preuve On montre que la période associée au terme

pct

ceC

de la formule du Lemme 6.2.3 divise la borne ci-dessus. Pour fixer les idées, nous faisons la preuve
dans le cas particulier ou p = ay5 et C' = {agzasz}. Le lecteur généralisera facilement. On a

wale) = (P23 D qaarys)(ps2 @ q32733)
= D23ps2 B q23P32753 B (32P23759 B §23G327537 39
= uPrvPpPwept

avec des notations évidentes. La période de (wa(c))T est la méme que celle de (w4(c))*, or

(wa(e))* = (udvdwdt) = uv*w t*. D’apres la Proposition 5.4.6, la période de w* divise
le U de Ugzapaes et de 3. On voit de la sorte apparaitre les circuits de la matrice B = P ® (). Avec
des considérations analogues pour u,v,t, et comme la période du produit divise le LU des périodes,
on obtient le résultat. m

Les deux faits suivants résultent immédiatement de la définition de la matrice critique.

6.5.2 Lemme La pente de tout circuit de la matrice sous critique est inférieure (i.e. <) a la pente
critique 0o ( A*).

6.5.3 Lemme La matrice critique est bloc-diagonale. Les blocs correspondant aux composantes
fortement connexes du graphe critique.

6.5.4 Lemme Pour tout circuit « = (i1,...,1,11) de la matrice critique et tout choiz de monémes
Miyisks s« - - » Mgk, appartenant respectivement aux écritures canoniques de A; 4, . .., Asi, . la pente
o(Miyiy - - - M40, ) est €gale a la pente critique o(A).

Autrement dit, tout circuit du multigraphe critique est de pente critique.
Preuve L’idée est la méme que dans [17], Lemme 4.7. Trivialement,
o(Miyiy - M4, ) < 0(A

- Aiiy) = o(wale)) 2 a(A) .

1172 *



208 CHAPITRE VII. ALGEBRE RATIONNELLE DES GRAPHES D’EVENEMENTS TEMPORISES

Supposons par 'absurde o(my,;, ... m;;, ) < 0(A). On peut compléter I’arc 71¢5 en un circuit critique
ay = (i192) U Piyiy» OU Piyi, est un chemin de i3 & ¢3. On procéde de méme pour les autres arcs du
circuit. On a alors

o(A)=oc(w(ay...ar) =oc((Mmiyiy ..My ) @ W(Pigiy -« -Diyiy)) -

Si o(mg, ..My ) < 0(A), on a nécessairement o(w(piy, - - Pii,)) = o(A) (cf. 5.4.3,(ii)), soit un
circuit de pente supérieure a la pente critique: absurde. n

6.5.5 Corollaire Tous les monémes de Uécriture canonique de (A°)% sont de la forme yo(A)tgt
ot t est un entier positif ou nul.

Preuve Un tel monome est égal au poids d’un circuit du multigraphe critique de A. La conclusion
résulte de 6.5.4. ]

Le Corollaire suivant acheve le point (ii) de la preuve.

6.5.6 Corollaire Si i et j appartiennent a la méme composante connexe du graphe critique, La
période de (Ac)fj est €gale a la cyclicité de cette composante.

Preuve Soit ’écriture canonique

(Ac)ij — @ ,ynl(stl .

lELi]

On définit la matrice B & coefficients dans P(N) par
B ={t| le Ly} .

On a d’apres 6.5.5

(A% = P "W, (6.5.¢)
teB

d’ott il résulte que la période de (A°); est égale a (a(A)C, C'),ol C est la période de B}; caractérisée
par le Théoreme 6.3.3. ]

Pour conclure, nous reprenons la Formule 6.5.a. Par application du Corollaire 6.5.6, et compte

tenu que la période de la somme divise le U des périodes, la période de tous les coefficients de
(A°)*A’ divise ¢(A). On peut donc écrire

(A°)" A" = P& Q(c(A))"

ol P et () sont des matrices polynomiales. On observe que les circuits du multigraphe associé a la
matrice P & @ sont de pente < a o(A) (un tel circuit, associé a la matrice (A°)*A’, s’interpréte en
effet comme un circuit du multigraphe associé a A passant au moins une fois par un arc de A’, et
n’est donc pas critique). Le Lemme 6.5.1 montre que la période des coefficients de ((A°)*A’)* divise
¢(A). En multipliant cette matrice par (A°)* d’apres la Formule (6.5.a), on obtient le Théoréeme. =

6.5.7 Remarque On pourrait penser au vu de I’exemple 6.4.7 que la période de A7; est en fait égale
au pged des périodes des composantes irréductibles du graphe critique reliées. Pour des matrices
moins simples, ce phénomene disparait. On a traité avec MAX la matrice suivante.

666 2

v v v v

Ao o 715515 ,}/3 ,}/2
’}/25 ’}/5 ’}/10510 v

,}/5 ’}/352 ’}/5 ’}/25
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Les périodes de A* sont données dans la matrice:

666 666

7 76 76y

’}/353 ’}/15515 ’}/5 ’}/353
’)/(5 ’)/(5 ’)/10(510 ’)/10(510
’}/5 ’}/5 ’}/10510 ’}/10510

6.6 Application au calcul du taux de production d’un systéme autonome

Nous appliquons maintenant ces résultats au calcul du taux de production d’'un systéme en régime
autonome. On a les deux représentations équivalentes:

Compteurs M [y, 8]]
z(n+1)= Az(n) d Bu(n), u(n)=¢c |z = Aed Bu, u=c¢
z(0) = 29 x = & ol & = y(x0)ig0
Solution au plus t6t:
r, = A'xg = (A)*E.

Dans le premier cas, les matrices A et B sont a coefficients dans Ry,,. Dans le second cas, elles sont
a coefficients dans MI[[v,¢]]. Le lien entre ces deux représentations est donné par Al = yéAis,
La condition u = ¢ traduit le caractére non contraignant de 'entrée. La condition a; > =(%0)ig0
entraine compt z;(0) < (x¢);, ce qui, en prenant la solution maximale, revient & la condition initiale
2(0) = zo pour les compteurs. Les conditions @ = £ et @ = A’z sont équivalentes & x = A’z G €.
La plus petite solution représentant le régime autonome est donc @ = (A’)*{, ce qui justifie la
derniere ligne du tableau. Définissons le tauz de production comme la plus petite pente ultime des
composantes de z. On a alors comme conséquence de 6.1.4:

6.6.1 Corollaire Le taux d’un production en régime autonome d’un systéme représenté par la
malrice A’ a coefficients polynémiaux est donné par

A =o(tr((A)*)) = min o(wa(c)) .

En termes du multigraphe MG(A’), en notant w’,(¢) le nombre total de jetons du circuit ¢ (égal
a l’exposant en 4 du poids du circuit) et wz;, la somme des temporisations des places du circuit
(égale a ’exposant en §), on retrouve la formule bien connue:

. whi(e)
A = min —25 (6.6.)

C

Wiy

Cette formule est & comparer & A = p(A) en représentation compteur, ce qui pour A irréductible
résulte immédiatement de 6.4.1.

6.6.2 Exemple Pour le graphe d’événements traité initialement (§1), le min dans (6.6.a) est atteint
pour le circuit 3 — 3 de la matrice a (cf. (1.2.b)), soit un taux de production A = }
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Chapitre VIII

MAX: un outil de calcul rationnel
dans les dioides

Introduction

MAX se présente comme un ensemble de macros écrites en MAPLE, Version V, qui permettent
de manipuler des séries rationnelles dans le dioide M1 [[v, §]]. On a également inclus le traitement
de 'algebre (max, +). Notre propos n’était pas ici de faire un logiciel “définitif”, mais de valider
les algorithmes décrits plus haut. Voici la transcription LaTeX commentée d’une session MAX qui
calcule le transfert du graphe d’événements temporisé traité dans [23].

A MAPLE V
AN |/1_. Copyright (c) 1981-1990 by the University of Waterloo.
\ MAPLE / All rights reserved. MAPLE is a registered trademark of
e > Waterloo Maple Software.

| Type ? for help.
MAX Version 0.1
Wed Feb 192 18:00:26 WET 1992

type TMAX or help(MAX); for help

définition des matrices a, b, ¢ du systeme (fonction de conversion p2l)
MAX> a:=p21(array([[eps,g,eps],[d,eps,eps],[e,d,g*dﬁ])):
MAX> b:=p2l(array([[d®,eps], [eps,g*d], [eps,eps]]1)):

MAX> c:=p2l(array([[eps,g,d*1]1)):

visualisation du résultat (prettyprint 12p)

MAX> 12p(a),12p(b),12p(c);

e v € 6 e
§ ¢ ¢ |, e ~¢6 ,[5763]
e & v6? e ¢
MAX> time();
816

211
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calcul du transfert et affichage
MAX> h:=evald(c&* star(a) &+ b): 12p(h);

[ 0%(v8%)" 163 (v8%)" |
MAX> time();

3.183

Les temps CPU (en secondes) sont ceux d'une SUN-Sparcstation 2. En sus de la présentation
générale qui suit, nous renvoyons le lecteur a la documentation en ligne de MAX qui décrit plus
précisément les différentes fonctions et opérateurs.

1 Syntaxe générale

MAX reconnait les types élémentaires suivants: type constante (noté constdans la suite) corre-
spondant au dioide Rpax, type rat(rationnels dans ML[[v,é]]), qui inclut les polynémes. MAX
reconnait les opérations algébriques de base suivantes:

opération domaine
& const & const — const
(somme) rat &+rat — rat
&
(produit) analogue a &+
star const —const
(étoile) rat — rat
(matrice) — (matrice)
& x const &+ *(réel ) —const
(puissance) rat &*+( entier naturel) — rat
( matrice)& *( entier naturel) — ( matrice)
evald ( expression matricielle) — (matrice)

Ces opérateurs n’ont pas les ordres de priorité usuels (les opérateurs de type & s’évaluent de la
gauche vers la droite en MAPLE). Ils doivent donc étre parenthésés si nécessaire. Par exemple
a&etb&ske s’évalue en (ad+b)&xc. Pour obtenir a @ (b ® ¢), il faudra donc écrire a&e(bdskc). Pour les
expressions algébriques matricielles, on dispose de I’analyseur evald, analogue a la fonction evalm
de MAPLE. evald reconnait les expressions algébriques matricielles expmat formées par la regle de
grammaire suivante:

expmat — (matrice) |expmat +-expmat | expmat &kexpmat | expmat * *(entier naturel).

L’analyseur evald respecte les ordres de priorité usuels. Par exemple, si 'on a un systeme
représenté par un quadruplet A, B,C, D, H:=evald(D+Cé&xstar (A)&*B) calcule le transfert.

1.0.1 Remarque La somme de matrices se note “+7 et non “&+7. Il s’agit d’une contrainte liée
a MAPLE, qui ne permet pas de mettre des ordres de priorité sur les opérateurs de type “&”.
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2 Opérations sur les constantes

2.1 Le dioide R,,.

Les réels , entiers et rationnels sont représentés sous forme MAPLE standard. € est noté eps et
+00 est noté inf. e est admis comme synonyme de 0.

MAX>2 &+ 2;
2
MAX> 0&* 1;
1
MAX> e&+ 2;
2
MAX> (2/3) &+ (4/5);
4/5
MAX> 4 &* inf;
inf
MAX> 2/3&+ eps;
2/3
MAX> eps&* inf;
eps
MAX> eps&* 4.5;
eps
MAX> 4.5&* 10;
14.5
MAX> 10&+ 7&* 2;
12
MAX> 10&+ (T&* 2);
10
MAX> star(0);
0
MAX> star(-1);
0
MAX> star(e);
e
MAX> star(2);
inf

2.2 Opérations matricielles dans R,

La session suivante se passe de commentaires.

MAX> a:=array([[1,2],[4,711);

MAX> b:=array([[0,5],[-6,-111);

MAX> s:=evald(atb);
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MAX> p:=evald(a&*b);

|1 6
P=14 9
MAX> t:=tr(p);
t:=9
MAX> a0:=star(a);
+o0 40
+o0 40
MAX> cl:=star(b);
ol = 0 b5
Tl =6 0
MAX> id(2):
e €
€ e
MAX> c2:=evald(id(2)+ b+ b**2);
02— 0 b5
T =6 0

2.2.1 Fonctions eigenm, eigenv La fonction eigenm (pour eigen-matrix) calcule la somme
eigenm(A) = A (A®2)®% B...8 (A®(”))®% ,
ou les puissances fractionnaires s’entendent au sens du produit de Hadamard du dioide, ce qui se
réécrit comme suit dans 'algebre habituelle:
eigenm(A) = max (l x A%
1<i<n " 1 '

La fonction eigenv retourne la trace de eigenm(A), c’est & dire la plus grande valeur propre
de A, p(A). Rappelons en effet que p(A) est égal au poids moyen maximal des circuits de A.

Comme tr((A@)@%‘) est égal au poids moyen maximal des circuits de longueur ¢, on a clairement
e

p(A) = tx(eigenn(A)).
Pour la matrice a définie plus haut, on a ainsi:

MAX> al:=eigenm(a);

o 3 9/2
al'—[11/2 7 ]
MAX> k:=eigenv(a);
k=7
MAX> d0:=array([[0,4,inf,eps],[-70,0,inf ,35], [eps,eps,0,int], [eps,eps,12,0]1]);
[0 4 400 e
| =70 0 4o 35
do:= e ¢ 0 4
| ¢ ¢ 12 0 |
MAX> dil:=eigenm(dO);
[0 4 4oo oo ]
_35
dl— > 0 +oo oo
€ € 400 +oo
| € € 400 40 |
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2.2.2 La fonction karp La fonction karp calcule la valeur propre p(A) dans Ryay d’une matrice
A irréductible en utilisant 'algorithme de Karp [54]. p(A) est donné par la formule suivante

- @ A ()7

1<e<n 0<k<n—1

ou avec les notations usuelles:

Rn Rk
A) = : Ali _Ali
p(A) = max min
1<i<n 0<k<n—1 n —Fk

Si A n’est pas irréductible, karp retourne la valeur propre de la composante irréductible associée
a ’indice 1.

Pour les matrices traitées plus haut, on a par exemple:

MAX> k:=karp(a);

MAX> 1:=karp(do);

3 Calcul rationnel dans M [[y, §]]

X
3.1 Polynémes

Nous avons adopté une représentation des polynomes de M%[v, §] sous forme de liste, distincte des
polynémes de MAPLE.

Le type poly, représentant les polynémes de M [y, ¢], est défini comme suit:
poly= (liste de mondémes) | eps | e.

Un monéme est une liste [t,n] formée de deux entiers positifs ou nuls t et n, correspondant a
776!, On notera que la liste vide [] (formée de 0 mondmes) est synonyme de eps. La liste [[0,0]]

correspondant au monéme v%6° est un synonyme de I'unité e.

3.1.1 Fonctions de conversion p21 et 12p La fonction de conversion p21, (pour “polynomials
to lists”) convertit un polynéme conventionnel en g et d en une liste de type poly mise sous forme
minimale. Les indéterminées g et d correspondent respectivement aux indéterminées v et & de
Min[~,6]. La fonction inverse 12p convertit une liste représentant un polynéme de M%[v, 6] en
polynéme classique en g et d. Les fonctions p21 et 12p ne sont pas exactement inverses I'une de
I’autre. On a p2lo 12p=< Id et 12po p21=< Id. En effet, p21 normalise les polynémes: étant donné
un polynéme g € B[y, ], 12pop21(q) est égal au représentant minimal de g. De méme, [ étant une
liste de type poly p21o12p(l) est égal & la liste minimale représentant [.

On a par exemple:

MAX> p2l(e);

[[0, 0]]
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MAX> p21(1);
([0, 0]]

MAX> a:=[[0,1],[2,3],[10,9]1];
a = [[0,1],[2,3],[10,9]]

MAX> v:=12p(a);
3 2 9 10
v:i=g+g 4 +g d

Dans la suite, pour des raisons de lisibilité, on donnera systématiquement les transcriptions LaTeX
de la session. Au lieu de la copie d’écran MAPLE ci-dessus, on aura donc:

v ::'}/@'}/362@'}/9610
MAX> b:=p21(v);

b= [0, 1], [2, 3], [10,9]]
MAX> w:=gt+g~3*%d"2+g 4*d+g"9*d"10;

7@’7362@’}/46@’}/9610
MAX> c:=p21(w);

¢ = [[0,1],[2, 3], [10,9]]

MAX> 12p(c);
"}/@"}/362@’}/9610

Le mondéme redondant y4¢ a été éliminé lors du calcul de p21 (w).
MAX> f£:=p21(g+g~3*d"2+g 4*d+g~9+d~10)&*p2l (g*d"5);
7 :=1[5,2],[7,4],[15,10]]

MAX> 12p(f);
")/265 D "}/467 D "}/10615

MAX> f&+ p21(d~9);
[[9, 0], [15, 10]]

MAX> 12p(");
69 D "}/10615

MAX> hi:=f&* p21(g*d~5):12p(hl);
73610 D 75612 D 711620
MAX> h2:=f&* p21(g~2*d~10):12p(h2);
74(515 D 76617 D 712625
MAX> 12p(h1&+ h2);
73610 D 74(515 D 76617 D 711620 D 712625
MAX> 12p(f&* p2l(g*d~5+g~2*d~10));
73610 D 74(515 D 76617 D 711620 D 712625
MAX> 12p(f &+ [1);
")/265 D "}/467 D "}/10615
MAX> f&+* [1;
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MAX> f&* eps;

MAX> 12p(f&* e);
")/265 D "}/467 D "}/10615

MAX> 12p(f&+ [[0,011);
")/265 D "}/467 D "}/10615

3.1.2 Fonction canonic La fonction canonic met une liste de type poly ou ratsous forme mini-
male. On a l'identité canonic = p21012p.

MAX> u:=[[0,1],[1,0]1];
u :=[[0,1],[1, 0]

MAX> 12p(u);

p:Kd
MAX> v:=canonic(u);
v = [[1,0]]
MAX> 12p(v);
)
MAX>p21(12p(u));
[[1,0]]
MAX>s:=[[[0,0],[1,11],[[1,111];
s == [[[0, 0], [1, 1]], [[1, 1]]]
MAX> 12p(s);
e 76 (16)°
MAX> t:=canonic(s);
¢ = [[[0, 0], {[1, 1]]]
MAX> 12p(t);
(76)"

3.1.3 Remarque La représentation sous forme de listes des polynémes est du d’une part a ’acces
peu aisé a la représentation interne des polynémes MAPLE, et d’autre part a la nécessité de
normaliser tous les objets avant calcul. La normalisation est faite une fois pour toutes par p21 lors
de la premiere définition d’un objet.

3.2 Séries périodiques

3.2.1 Représentation des séries périodiques Les séries périodiques sont, tout comme les poly-
nomes, représentées par des listes. Le type série rationnelle rat est défini comme suit:

rat= poly | [ (liste de monomes),(liste de mondmes)].

Une série périodique non polynémiale est donc une liste [p, ¢] formée de deux polynémes non
nuls. Soient
p =" @y
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le premier polynome de la liste, et ¢ = ’y”i ... ’y”/rét/r. La série périodique s associée a [p, q]
est donnée par:

k-1 r—1

8= (@ 7”"5“) Gyt e Pyl | (et
=1 7=1

Le dernier monome de p est donc égal au premier mondéme du périodique. Le dernier monéme de ¢

est égal a la période.

3.2.2 Définition des séries rationnelles On peut définir une série rationnelle & ’aide de la fonc-
tion p21 qui reconnait une expression rationnelle “exprat” en g et d, définie par la régle de grammaire
suivante:
exprat — e | g | d | exprat + exprat | exprat x exprat | exprat™*.
On notera que Iétoile de a se note a”™* (* entre guillemets)'. On a par exemple:  MAX>
sl:=e+g 2%d"2+g " 3*d 4% (e+g 2*d+g~3*d"3+g " b*xd"4)* (g 6%d"6) " ‘*¢;
6@"}/262 @"}/364 (6@726@’}/363 @’7564> ("}/666)*
MAX> s:=p21(sl);
s := [[[0,0], [2,2]], [[2,1], [3, 3]]]
MAX> 12p(s);
e ® 1267 (e ® 162) (136%)"
MAX> 12p(s[11);
e®~26?
MAX> 12p(s[2]);
"}/62 D ")/363
On notera que la série est automatiquement mise sous forme minimale. Voici un exemple ou p21
calcule une expression plus complexe:

MAX> s5:=d"8+(g"3+(g 3*d"3+g 2*d"2) " ‘* ‘)" ‘*¢;

68 @ (73 @ (7363 @ ’7262)*)*
MAX> s1:=p21(s);
s1:= [[[8,0],[9, 911, [[1, 1]]]
MAX> 12p(sl);
8% & 7°6° (v6)"

3.2.3 Opérations &+,8 et star Les expressions rationnelles se calculent soit & partir de p21,
soit & ’aide des opérateurs &+ ,&x+.et star qui s’utilisent comme pour les constantes.

MAX>u:=p21(g)&* star(p2l(g~3*d~3));

w = [[[0, 1]}, [[3, 3]]]

MAX> 12p(u);
7/<7363)*
MAX> v:=star(u);
v:=[[[0, 0], [3,4]], [[3, 3]]]
MAX> 12p(v);
6697463(7363)*
MAX> w:=p21(d"9)&+ v: 12p(w);
89 @ 413612 (7363)*

!pour des raisons de syntaxe MAPLE
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3.3 Validation de MAX

Nous avons, afin de vérifier systématiquement les algorithmes, programmé des fonctions générant
des séries périodiques aléatoires.

3.3.1 Fonctions randpol, randser, randlist

e La fonction randpol, prenant pour argument un entier n, produit un polynéme de M2 [y, ¢]

aléatoire dont le représentant minimal a entre 1 et n termes. La syntaxe sans arguments
randpol() prend la valeur par défaut n = 10.

¢ La fonction randser produit une série périodique aléatoire dont le transitoire a entre 0 et n-1
termes, et le motif entre 1 et n termes. Appelé sans argument, randser () prend la valeur par
défaut n = 10.

e La fonction randlist produit une liste non minimale de type poly formée de n termes. Par
défaut, n = 10.

On a par exemple la session suivante:
MAX> p:=randpol();
[[2,5],19,9],[12,11], [16, 12]]

MAX> 12p(p);
4562 @428 @ 411812 g 412616
MAX> q:=randpol(3);
[[1,2],[2,3]]
MAX> 12p(q);
426 @ 7362
MAX> s:=randser();

[[[7,7],[10,15],[12,20],[18,27],[26, 33], [33, 34], [36, 35]], [[6, 5], 16, 6], [26, 11], [33, 19],
[40,20],[49, 21],[53, 28], [55, 38], [65, 46]]]

MAX> 12p(s);
V76T @ 415610 gy 420812 gy 427618 gy 433526 ) 434633 ¢
735536<6 @ 7586 @ 40616 @ 411626 gy 419633 gy 20540 gy 421649 o) 228653 738655)<746665)*
MAX> r:=randser(3);
[[[3. 2], [4,4], 5, 71], [[1, 3]]]
MAX> 12p(r);
7263 @)7464 €>7765 (735)
MAX> randlist(3);
[[37 1]7 [37 3]7 [17 3]]
MAX> 12p(");
’}/(53 ® ’}/363 ® ’}/36
MAX> randlist();
[[47 1]7 [107 2]7 [107 8]7 [47 6]7 [57 2]]
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MAX> 12p(");
’}/(54 @’}/2610 @ ’}/8(510 @ ’}/664 @’)/2(55

3.3.2 Vérification des algorithmes de somme et produit de polyndémes
Nous avons effectué le test de cohérence suivant:

e générer deux polyndmes non minimaux p et p’ par randlist.
o calculer canonic(p)&+canonic(p’), canonic(p)&+canonic(p’)

e comparer respectivement avec p21(12p(p) + 12p(p’)) et p21(12p(p) * 12p(p’)), ot + et *
désignent la somme et le produit des polynomes MAPLE standards.

Ce test revient & vérifier la commutativité du diagramme suivant:

Bb/v 6] »- Bb/v 6]
P, poHp

Y
<
§5
2
!

MRy, 6]
N PDop

3.3.3 Vérification des algorithmes de somme et produit de séries rationnelles
Nous avons effectué le test de cohérence suivant:

(i) générer deux séries aléatoires s et s,
! !
) calculer s @ &, ss',
(iii) calculer p, le développement de s & un ordre élevé et p’, développement de s’ au méme ordre,

s’assurer que les développements de s@ s’ et ss’ coincident respectivement p@ p’ et pp’, a des

ordres convenables.

Si 'on suppose correctes les opérations sur les polynomes, le succes de ce test “garantit” la va-
lidité des algorithmes sur les séries rationnelles. Ce test a été passé pour quelques centaines de
séries aléatoires produites par randser(15). En ce qui concerne les étoiles, on s’est borné & vérifier
Iidentité (a*)* = a* pour des séries rationnelles aléatoires.

4 Exemple: calcul du transfert d’un atelier flexible de type flow-
shop

On considere ’atelier flexible de type flowshop avec trois pieces et trois machines, représenté par
le réseau de Petri sur la Figure VIII.1. On donne les temps suivants de passage des pieces sur les

machines:

P1 | P2 |P3
M1| 9 2 1
M2 | 2 7 2
M3, 1|10 1
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Une piece de type 1, convoyée par une palette, passe donc pendant 9 unités de temps sur la machine
1, puis 2 unités de temps sur la machine 2, et 1 unité de temps sur la machine 3. Elle sort alors de
Iatelier, et la palette revient charger une nouvelle piece en amont de la machine 1. De méme pour
les pieces 2 et 3. Pendant ce temps, la machine 1 traite les 3 pieces suivant la séquence (1 piece de
type 1, 1 piece de type 2, 1 piece de type 3) et recommence. On notera que les circuits horizontaux
sur le graphe correspondent a des séquences de taches des machines, et que le circuits verticaux, dits
“circuits piece”, correspondent au trajet des palettes. On peut écrire la représentation matricielle

suivante.

e e b & ¢ & b e e ]
69 e e € € & 89 ¢
e 6% ¢ ¢ ¢ ¢ € ¢ ~w
82 & ¢ e ¢ 2 ¢ ¢ ¢
A= e 8§ ¢ & ¢ ¢ ¢ € €
e e & ¢ & € € €
e e e 6 ¢ ¢ e & 46
e e ¢ ¢ & ¢ 0 € €
¢ ¢ ¢ ¢ € & ¢ &0 ¢ |

[ e & ¢ ]

e e ¢

e ¢ e

€ ¢ ¢

B=|¢ ¢ ¢

€ ¢ ¢

€ ¢ ¢

€ ¢ ¢

| ¢ ¢ ¢ |

€ € € ¢ ¢ ¢ b6 ¢ ¢
C=|¢e e ¢ ¢ e ¢ ¢ §°
€ € € £ € € & € 0

ol les entrées uy, ug, usg représentent les approvisionnements relatifs au pieces 1,2,3 et les sorties
Y1, Y2, Y3 représentent les sorties de ces pieces? On obtient alors & l'aide de MAX la matrice de
transfert:
612 @ ’)/(530(’)/(519)* ’)/(521(’)/(519)* ’}/(513 @ ’}/2(531(’)/(519)*
H = 528(’}/619)* 519(’}/619)* ’}/(529(’)/(519)*
(529(’}/(519)* 520(’}/519)* 64 fa ’}/530(7519)*

On constate que la période 4§ correspond & I'unique circuit critique (associé a la piece 2). Les
deux machines menantes, & savoir les machines 1 et 3, dont le temps de cycle est de 12 unités
de temps, ne sont donc pas saturées. Nous étudierons des systémes analogues dans le chapitre IX
sur 'optimisation des ressources. Nous montrerons en particulier comment saturer les machines
menantes en rajoutant des palettes.

?Les matrices (A, B,C) peuvent étre produites automatiquement a partir de la matrice des temps de passage des
pieces sur les machines a I’aide de Pinstruction array2flex, décrite au Chapitre suivant.
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Pl @ p2 - p3 g

Figure VIIL.1: Un atelier flexible & 3-machines et 3-pieces




Chapitre IX

Calcul formel du taux de production
et optimisation des ressources

Introduction

Nous considérons le probleme dit “d’optimisation des ressources”, qui consiste a minimiser le nom-
bre de ressources (machines, palettes, processeurs, places de stocks, mémoires tampons ...) d’un
systeme de maniere a réaliser un taux de production fixé. Ce probleme a d’abord été traité par
Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17], qui présentent un algorithme itératif donnant une répartition
minimale des ressources. Dans le cas particulier ou le taux de production visé est le taux du pro-
cessus le plus lent, on parvient de de la sorte a saturer le “processus goulot”. Hillion et Proth
[52] ont considéré un second probleme analogue, qui consiste & minimiser un cott linéaire as-
socié aux ressources, toujours sous la contrainte d’un taux de production donné. Ils ramenent ce
probleme & un probleme de programmation linéaire en nombres entiers, dont les contraintes sont
indicées par I’ensemble des circuits du graphe. Constatant que cette approche était rendue ineffec-
tive par I'impossibilité apparente d’énumérer les circuits (en trop grand nombre), ils formulent des
heuristiques pour ce probleme. Nous attaquons dans ce chapitre le seul probleme d’énumération
des contraintes du programme linéaire, dans 'esprit des techniques d’énumération algébrique des
circuits d’un graphe dues a Benzaken, Backhouse & Carré, Gondran & Minoux [5, 4, 47]. Nous
adaptons ainsi un algorithme de type Gaussien. La clé de la méthode consiste & introduire des
congruences polyédriques, faisant appel a des algorithmes de programmation quadratique ou de
programmation linéaire. On peut alors simplifier les données intermédiaires, et obtenir le simplexe
final sous forme réduite. On obtient de la sorte I'expression formelle du taux de production en
fonction des ressources. Nous avons appliqué cette méthode a Datelier étudié en 1983 par Cohen,
Dubois, Quadrat et Viot. Pour cet exemple réel & 8 machines et 6 pieces, le probleme d’énumération
des circuits, inabordable par 'algorithme de Gauss sans les congruences polyédriques, donne finale-
ment le taux de production comme min de 25 contraintes linéaires non redondantes. On peut alors
prouver simplement que I'allocation des ressources obtenue par l'algorithme itératif cité plus haut
est I'unique allocation minimale. Proth et Xie [83] ont par ailleurs récemment montré que certains
problemes d’optimisation de ressources se ramenaient a la résolution d’un nouveau probleme de pro-
grammadtion linéaire mixte, dont le nombre de contraintes est de I’ordre du nombre de places et non
plus du nombre de circuits. I.’algorithme de Proth et Xie n’est cependant valable que pour une sous
classe assez restrictive de systemes et de criteres. Nous montrons que le probleme d’optimisation
des ressources est équivalent a la recherche d’un sous-vecteur propre, ce qui généralise I’algorithme

223
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de Proth et Xie a des systemes quelconques. Nous concluons en comparant les deux approches.

1 Les problemes d’optimisation des ressources

1.1 Exemple

On considere Patelier flexible avec deux types de pieces et 3 machines représenté sur la figure IX.1.
On donne la table suivante des temps de passage des pieces sur les machines:

temps de passage | piece 1 | piece 2 | charge totale
machine 1 9 2 11
machine 2 2 7 9
machine 3 1 10 11

L’atelier flexible est de type flowshop, i.e. les pieces sont supposées passer sur les machines dans
le méme ordre. Un systeme analogue a été étudié en VIIL,4. La piece 1 passe donc successivement
sur les machines 1,2.3. Idem pour la piece 2. On suppose que dans la configuration initiale, ¢
palettes réservées aux pieces 1 et gy palettes réservées aux pieces 2 sont plagées en amont de la
machine 1. Les deux machines 1 et 3 sont menantes, i.e. ont la charge maximale de 11 unités de
temps. Quelle que soit 'allocation des palettes, on ne pourra donc jamais dépasser la fréquence des
machines menantes, c’est-a-dire une piéce en moyenne toutes les 11 unités de temps. On cherche ici
a minimiser les nombres ¢; et ¢y pour saturer les machines menantes My et Ms3. Nous montrerons
dans ce chapitre qu’a l’aide d’un calcul algébrique simple (nous I'effectuons a la main dans la section
§3.4), on obtient I’expression formelle du taux de production A en fonction des ressources, soit en
I’occurrence:

ol 14+q @
A =min(—, = =) . 1.1.a
(11’12’ 29 ’19) (1.1)
On notera que ces contraintes se lisent en termes de circuits du graphe. £ correspond au circuit

(25,23, 21), 142-51 au circuit (25, zg, ¥4, ¥3, ©1). Pour saturer la machine menante, il faut que chacun

i i i 1 ot > 1 1ta: 1 g2
des termes de A soit plus grand que le taux de production maximal 3, soit {5 > 57, =55+ > 17,15 =

ﬁ, ce qui donne I’allocation entiere minimale des palettes saturant les machines My et Ms:

nh=2,0p=2.

1.2 Premier probléeme

Soient ¢i,...,¢, les quantités des ressources inconnues, et A(¢) le taux de production associé.
L’application ¢ — A(q) est évidemment croissante, et donc le taux de production A(¢) est majoré
par A(+oc). On suppose que le taux de production maximal A = A(4-oc) est fini (dans I'exemple
ci-dessus, il s’agit du taux de production des machines menantes, i.e. des processus sur lesquels les
ressources n’ont pas d’effet). Le premier probleme d’optimisation des ressources consiste a trouver
une (ou toutes) les allocations des ressources saturant les processus menants. En d’autres termes,
on cherche les vecteurs ¢ € N minimaux tels que

Mg) =X .
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/9\ 2 M1
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@m @@%
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Figure IX.1: “Flowshop” 2 piéces 3 machines, nombre de palettes & optimiser

ot

1.3 Second probleme

Etant donné un taux de production souhaité Ag, on cherche & minimiser un cout linéaire associé
aux ressources nécessaires pour atteindre ce taux de production, soit le cott

J@)=pig1 + -+ Pugn

ou p; désigne le prix d’une unité de ressource ¢ (par exemple, le prix d’installation d’une machine
ou d’une palette). On verra plus loin que A(¢) est un min de formes affines. On a donc le probleme
de programmation linéaire en nombres entiers suivant

min{J(q) | g €N", Alg) = Ao} - (13.a)

2 Polynéomes multivariables et ressources

Nous introduisons un dioide a p + 2 indéterminées, utile pour 1’étude des systemes a p ressources
inconnues. Ce dioide est la généralisation naturelle de M [[v, 8]].

2.1 Le dioide ./\/lm[[%, 6]]

2.1.1 Définition (Dioide M2 [[vo, .. -3 Yps 0]]) On note M [, .. - Vp, 0]] le dioide quotient de
B{[v0, 71, - -+ Yps 0]] par Uapplication

prpla) = aygyy (67 (2.1.a)

Lorsque qu’il sera clair au vu du contexte qu’il s’agit d'un dioide de séries formelles a p + 2
indéterminées, on s’autorisera la notation M2 [[v;, 6]].
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En d’autres termes, M2 [[7;, 6] est le dioide des séries formelles & coefficients booléiens en les

variables commutatives 70,71, ..., 7p, 0, muni des regles de simplification suivantes:

Ve {0,...,p}, @Al =4 st 60 = gmax(te)

Dans le cas p = 0, on retrouve le dioide M%[[y,4]], On notera ML[v; 8] le sous-dioide des
polynoémes. La théorie développée en B,1.2.10 s’applique. La relation associée & ¢ est une bonne con-

gruence. En particulier, tout élément de A1

P.

[vi, 6] admet un unique représentant minimal modulo

2.1.2 Exemple Dans M [v,71,6],0n a yo71 @ ¢ = 6.

X

2.2 Représentation géométrique

On a vu que le dioide M [[7, 6]] des séries formelles en 7 et § est isomorphe au dioide des “cones sud-
est” de Z2 (cf. VII,(2.2.c)). Nous donnons de méme une représentation géométrique de MR [[v;, 8]]
a ’aide d’un dioide de parties de R?*2,

2.2.1 Dioides P(RF*?), P(Z**?) On notera P(RF*?) le dioide des parties de RP™% munies de
I'union et de la somme vectorielle. L’application support, définie comme suit

{ Bl[v0,- -, % 8l] — P(Z7F?) C P(R"T) (2.2.a)

——  supps = {(ng, n1,...,np,t) € ZPY2| s(ng,...,np,t) £ e}

est un isomorphisme de dioides.

2.2.2 Dioides MR [[RPT], MIN[[ZPF?]] Soit le cone de RPT2:
C =R™(1,0,...,0,0)+...+R¥(0,...,0,1,0) + R™(0,...,0, - 1)+ = (RT)PT' xR~ . (2.2.h)
On introduit ’application

. . e4cC (2.2.¢)

@a{Pﬁﬁﬁ—e P(RY*?)

On notera M1 [[RP*?]]le dioide quotient de P(RP*?) par ¢c, et MI2[[ZP1?] le sous dioide quotient
de P(ZP*?) par la méme application.

Comme I’application support est un isomorphisme de B[[y;, §]] sur P(ZPT?), et que par ailleurs on
a pour toutes séries s,s" € B{[v;,6]] ¢(s) = ¢(s') ssi supps + C = supps’ + C (cf. (2.1.a)),0n a
I'isomorphisme induit:

in . ~ in p+2
{MMMﬁH— M [[Z7+7] (2.2.4)
s — supps
Il nous reste & caractériser M [[ZPF?]], et plus généralement, MID[[RPH2]].
2.2.3 Lemme [L’application k définie par:
in p+2 _ p+2
{ Max[[R ]] — P(R ) + C (226)
s —— K(s)=s+C

est un isomorphisme de dioides.
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Preuve Le seul point non trivial est que x(s @ §') = k() @ ('), soit k(s + s') = K(s) + k(s), ce

qui résulte de C +C =C. n

Autrement dit, on peut identifier MIR[[RP*?]] au dioide des parties de RP*2 de la forme A +C,
muni de I'union et de la somme vectorielle. 1.’élément neutre de ce dioide est la partie C. On peut
voir MIL[[ZPT?]] est le sous dioide des parties de la forme A+ C, ot A C Z.

On composant (2.2.d) et 2.2.3, on obtient un nouvelle isomorphisme 2 qui nous permet de
représenter une série formelle par une partie de RP+2:

{M;[mn = P(Z") 4 C PR (2:2.4)

s — u(s) = supps +C

2.2.4 Exemple On a représenté sur la Figure IX.2 la partie 2(p) de R associée & p = 706 B 7126 &
78736. On associe & chaque mondme m = 73411 6" le cone o(m) = (ng, n1,t)+C avecC = (RT)* xR,
et I’on prend 'union de ces cones pour obtenir (p).

¢ n

516

| "

i

Figure I1X.2: Représentation graphique de Mx[v0, 71, 9]

2.2.5 Remarque L’introduction de RP*2 au lieu de ZP*2 est motivée par les deux points suivants:
1/ dans les applications, on a en général des puissances réelles et non entieres de ¥ et 8, 2/ on donnera
dans la suite des régles de simplifications dans M[[7;, 6]], qui feront appel a des projections sur

certains cones polyédriques, lesquelles ne s’écrivent que dans R?™2 (ou & la rigueur dans QPT2).

2.3 Ressources et polynémes

Etant données des quantités fixées de ressources ¢q,...,¢q, > 0, on a un morphisme:

Min(lyi, 6] — My, 8]
Gq - Yo —— Y
i — e

On pourra donc représenter chaque ressource par une nouvelle indéterminée ;. On pourra aussi
identifier v et 7o (que I'on peut voir comme indéterminée associée a une ressource constante).
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2.3.1 Exemple L’atelier flexible décrit en §1.1 se représente par le systeme d’équations suivants

dans Mi}%{[[’yv’ylv’y?vé“:

ou
(e 462 ¢ & yb6 e ] (e & ]
8 ¢ e ¢ £ 5610 £ e
82 ¢ e 8T ¢ € £ ¢
A= e 6% 62 € € » B= € €
e e 6 ¢ g 460 £ ¢
e ¢ & & 6 e ] | ¢ ¢ |

2.3.2 Contre exemple ¢, n’est plus un morphisme de dioides si ¢ n’est pas positif. Soit ¢ = (¢1)
avec ¢ = —2. On a e = ey, dans M2 [vg, 71, 6] mais ¢,(e) = € # ¢y(e) D dy(71) = edy™2 =772

D’ou la restriction suivante.

2.3.3 Hypotheése Dans la suite, on supposera que les ressources sont en quantités positives ou
nulles, i.e. Yi,q; > 0.

2.3.4 Pente dans M [y;,6] On définira la pente o(s) d’une série s = @, *ygé’y;bi . .’y;;’éti €
M [5;,6]] & partir de la pente o déja définie dans MR [[v, 8]] par

B L onh gt kg
o(s) = 0(¢,(s)) = jnf - :

De la sorte, il est immédiat que o(s) ne dépend pas du représentant €, ’ygl ’yfl .. n;’(ﬁti 1l est clair
que les propriétés prouvées en VII,5.4.3 pour la pente dans MIx[[7,6]] s etendent a My, 6]

2.3.5 Taux de production dans M1[[y;,6]] On a caractérisé en VIL,6.6.1 le taux de production

A d’un systéme autonome représenté par une matrice A € (ML[y, §])"*" par

A= U(@ wy(c)) (2.3.a)

ol la somme est prise sur I’ensemble des circuits du graphe, ou de maniere équivalente, sur I’ensemble
des circuits élémentaires. La formule (2.3.a) s’étend & une matrice A € (Mix[vi,0])"*" & condition
de définir la pente ¢ comme en 2.3.4.

2.3.6 Exemple Soit le systeme décrit par la matrice suivante & coefficients dans M [y, 7y, §]:

6
A= l 7’210 7’?{(153 ]

On a en appliquant (2.3.a) 'expression suivante du taux de production en fonction de la quantité
qn:

A1) = min(—, = ), (2.3.b)

ol les 3 termes du min correspondent respectivement aux circuits (1),(2) et (12).
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A posteriori, I'introduction du quotient par ¢¢ (cf. (2.2.c)) est justifiée par le résultat suivant:

2.3.7 Proposition Soit R une congruence sur P((RY)PT2). Les deux assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) aRb = o(a)=o(b)
(ii) aRb = a4+C=b+4C

C’est dire que la congruence associée au cone C est la plus grossiere des congruences définie sur le
sous dioide des séries causales', et compatibles avec la pente o. En ce sens, le dioide MZ[[RPT?]] =
P(RPT2) /¢ est “optimal”.

Le sens (ii)=-(i) de 2.3.7 est clair. Le sens (i)=-(ii) est une conséquence du Lemme suivant:

2.3.8 Lemme Soient x et y deux parties finies de (R1)P+2. Si pour toute partie finie u de (RT)P+2,
olz@u) Xo(y®@u) alors x C y+C.

En effet, si aRb, on a pour tout u, auRbu, et donc 2.3.7,(i) entraine o(au) = o(bu), d’ot par 2.3.8
a Cb+C,etonrajoutant C, a +C C b+ C +C = b+ C. Par symétrie, on obtient 2.3.7,(ii).

Preuve de 2.3.8. Nous le montrons dans le cas de (RT)% Le lecteur généralisera aux dimensions
supérieures. Par additivité de o, on peut supposer x réduit a un point, x = {(n,?)}. Soit y =
{(ni,t;) }ier- On choisit w = {(N,T)}. La condition Yu C (RT)?*2 o(2 @ u) < o(y @ u) se rééerit:

wN, T >0, "N et N
t+T i i+ T
d’ou LN LN
n T,
N, T >0, 3 >
VN, T 20, %, t+T — 4, +T °
i.e.

YN, T >0, 3, nti—nitZN(ti—t)—l—T(n—ni) .

Comme N et T peuvent étre arbitrairement grand, cela n’est possible que si 3¢, ¢, — ¢ < 0 et
n—mn; <0,ie (n,t)€(n;,t;)+C Cb+C. n

3 Enumération des contraintes

Nous donnons maintenant des algorithmes algébriques pour énumérer les circuits de matrices a
: infa,.
coefficients dans Mx[7;,6].

3.1 Chemins élémentaires

Dans la suite, on raisonnera dans le dioide complet commutatif libre engendré par les lettres a;;, i.e.
Bi[a;;]]- Rappelons quelques définitions: on considere le graphe a n sommets et n? arcs (ij), 'arc
(j7) étant repéré par la lettre a;;. On a défini en 0,4.2.2 un chemin de longueur k de j a ¢ comme
un mot de la forme p;; = ayi, ... a;,_,;. Un circuit est un chemin tel que ¢ = j. Nous aurons besoin
en outre des deux notions suivantes:

!i.e. & support dans (RT)P+?
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1/ notion classique de chemin et circuit élémentaire: un chemin a;;, ...a;,_,;, est élémentaire si
les 7; sont distincts. Un circuit a;;, . ..a;,_,; est élémentaire si ¢,..., 4,1 sont distincts.

2/ chemin sans circuit: nous dirons que p;; est sans circuits s’il ne se factorise pas sous la forme
Dij = p;»]«c, ou p;»j est un chemin de j a ¢ et ¢ un circuit non trivial. Le seul chemin sans circuits de
¢ a1 est donc le mot vide e. Un chemin sans circuits p;; est élémentaire. La réciproque est vraie si

i .

Ces arguties viennent du fait que la définition standard de circuit élémentaire rappelée ci-dessus
n’est pas compatible avec celle de chemin élémentaire: un circuit élémentaire passant par ¢ n’est
pas un chemin élémentaire de ¢ & ¢ (car 73 = 7;)! D’ou 'utilité de la notion 2.

Nous considérons a nouveau la matrice générique d’ordre n, 2, = (a;;) (cf. 0,§4.2).

3.1.1 Définition (Matrices des chemins élémentaires) On note ¢! (resp. A°) la matrice
dont le coefficient ij est égal a la somme des chemins élémentaires de j a i (resp. des chemins
sans circuits). On notera m(2,,) la somme des circuits élémentaires, i.e.

T(U,) = tr(Ae!)

On a donc (Qlf:bl)ij = (AC);; 811 # jet (AL )y = e. On étendra ces notations & un dioide quelconque
par morphisme: A?]l désigne la somme des poids des chemins élémentaires de j a 1.

Les propriétés suivantes sont immédiates:

3.1.2 Propriétés On a

(i) 7(A® B) = 7(A) & 7(B)

(ii) Si D est diagonale, 7(D ¢ A") = tr(D) ® n(A)
(iii) m(A%) < 7(A)

(iv) m(A) = 7 (A7) < (7(A))"

3.1.3 Exemple On a Qlfl = (a11), A€ = (e),

el a1 D araa91 a12 sc € a1z
AT = , A = , m(A) = a1 B axy B ajzaz ,
a1 a9 D asraq2 az €
a11 D a12a21 D a13a31
a12 b a13a32 a13 D a12a93
tbai2a93a31 D a13a32a91

el a2 O azrary O azzazy

Az = a1 O azzasz a23 D az1a13

tbassaziarz D az1a13a31

a3z O az1a13 D azza23
az1 B a3aa21 a3z D asiarz
L tbai2a93a31 D a13a32a91

el
(A5 ) = a11 B a2 B asz B a12a21 P a13a31 B a3a32 B a12a23a31 B a13a32021

Dans la pratique, on n’a pas de moyen peu cotiteux d’obtenir 1€ ou 7(2). Nous introduisons une
notion plus générale de matrice “approchant” el
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3.1.4 Définition (Matrices énumérantes) On dit que la matrice & énumére les chemins si
AW < e <At .
On dit que la matrice € énumeére les circuits si
diag(2®) < diag(¢) < diag(2t) .

On dit que le polynéme ¢ énumere les circuits si T(A) < e < 7(A)T.

3.1.5 Proposition Soit un systéme autonome de matrice A € (M [v;,6])"*". On a, pour tout

polynome e énumérant les circuits:
A= o(pale))

ot P 4(e) désigne le polynéme obtenu en donnant a la lettre a;; la valeur A;; dans Uexpression de e.

Preuve On a par monotonie 4(7(2)) < ¥a(e) < va(7(A)*), d’olt en utilisant la propriété de
morphisme de 14, la monotonie de la pente, et le fait que a(b*) = o(b): A = o(7(A)) < o(4(e)) =
o((F(A)) = A. .

Le calcul du taux de production de ramene de la sorte au calcul de polynémes énumeérants. Par
exemple, les matrices

dedg...pA", (Id@ﬁn)zk aveCQan

énumerent trivialement chemins et circuits. Les traces de ces matrices énumerent donc les circuits.
On a l'algorithme suivant, adapté de Gondran et Minoux [47],Chapitre 3, Algorithme 3”:

3.1.6 Algorithme Définissons la suite de matrices A par

A00) — A,

M@:{Agi@AﬁﬂAgﬂ siitketi+k
27 Ak

by sit=k ouj=k.

La matrice A est énumérante.

Preuve Introduisons les regles de simplification suivantes:
we — ¢ (3.1.a)

ol w est un mot non vide quelconque et ¢ est un circuit quelconque. Il est clair qu’un chemin est
irréductible ssi il ne se réduit pas modulo ces regles, et qu’en réduisant un polynéme quelconque,

on ne perd pas de chemins irréductibles. On a montré en 0.4.2.1 que la récurrence A;) = Agf_l) 3

AE:_I)(AECZ_I))*AECIE_I) énumeérait tous les circuits (y compris non élémentaires). En appliquant les

regles de simplifications ci-dessus, on a si ¢, # k AE:_I)(AECZ_I))*AEIE_I) = AE:_I)AEI;_I). Si par
exemple i = k, on a, Ag;_l) &) A;gi_l)(Agi_l))*Ag;_l) = Ag;_l) &) Ag;_l) = Ag;_l). Cela montre
3.1.6. .

Si 'on ne vise que le calcul de 7(2), on a un peu mieux. Précisément, on adapte I’élimination
par blocs aux matrices énumérantes:
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3.1.7 Proposition Soit une partition {1,...,n} = I U J. Pour toute matrice €y énumeérant les
chemins de p|y), le polynome

¢ =7(An) S T(Ap © Ay € Apyay)

énumere les circuits.

Preuve L’élément (k) de 75 © Apn€rnr) est un chemin de [ a k. On a ainsi Ay @
AnCrnrng = (Ql"’)[JU], et donc ¢ < tr(2T). D’autre part, un circuit élémentaire cg est compté
dans F(A[Iu]) §’il ne passe par aucun sommet de .J. Sinon, on peut factoriser ¢g sous comme produit
de chemins élémentaires de la forme py, ot u,v € J ou p;ppuipir avec j,r € J, k,1 € I. Ce produit
est compté dans 7 (g7 D Ay n € nAryn). Dot w(A) < e "

3.1.8 Remarque On reconnait en 3.1.7 ’analogue de

det A = det A[I|I] det(A[J|J] — A[J|I]A[_I|II]A[I|J]) .

3.1.9 Algorithme Définissons les matrices AW et les scalaires (9 de la maniére suivante:

A0 — o 7(0) — 45
AW = A g ATTIANTY pour i # jet i > k
k k-1 k-1
Agi) = Agk )Agm' )

_ k
ﬂ-(k) = ﬂ'(k 1) @ trAEk-)Fln“c-I—ln]

Le polynéme n("=1) énumére les circuits.

n

Si ’on effectue les calculs dans MiL[v;, 6], on aura donc & issue de I’algorithme

A=o(x"1)

On observe que 'algorithme ne modifie que des sous matrices emboitées de taille décroissante n —
1,...2,1.On aici I’analogue du calcul du déterminant en triangularisant la matrice par I'algorithme
de Gauss.

Preuve Résulte d’une part 3.1.2,(ii) en prenant D = diag(A)et A;; = A;; en dehors de la diagonale
et ¢ sinon, et d’autre part de 'application répétée I’élimination par bloc donnée en 3.1.7 avec le
pivot d’ordre 1 ¢ = e. ]

3.1.10 Exemple Pour la matrice A de I’exemple 2.3.6, on obtient

_ 303 (1) _ 70 Y1
To =70 B Y767, a _[7610 7510%]7

1 = To B a(212) =76 B Y36° B v60y (3.1.b)

ce qui donne le méme résultat que (2.3.b).
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3.1.11 Lien avec le rayon spectral en représentation compteur On a vu en VII,6.6 que le
taux de production du systéme autonome s’écrivant z(n + 1) = A”z(n) est donné par p(A”). En
outre, en identifiant ¢! ~ ¢, on passe de la matrice A” représentant le systéeme dans R, & une
matrice A représentant le systeme dans MiL[y,8] en posant A = yA’. Comme p(A) est le plus
grand “coin” du polynéme caractéristique de A” (cf. Cuninghame Greene, [25]). on s’attend a
trouver un lien entre le calcul d’un polynéme énumérant les circuits de A et le calcul du polynéme
caractéristique de A”. De maniére précise, on a:

3.1.12 Théoréme Le polynome perm (Id & A) énumeére les circuits.

Comme d’apres ce qui précede, perm (Id & A) = perm (Id & vA”), "analogie avec le polynéme
caractéristique usuel est complete.

Preuve de 3.1.12. On a pour une permutation o fixant ’ensemble J et décomposée en produit de
cycles non triviaux, soit ¢ = ¢y ...¢p:

®(Id © A)icr(i) = wA(cl) ® ... 0 wA(ck) & ®(6 © AJ‘]‘) R (3.1.C)

7 7€J

et donc perm(Id & A) < (7(A))*. D’autre part, si ¢ admet le seul cycle non trivial ¢, on a,
d’apres (3.1.¢), ®; Ay = walc), d’olt il résulte en sommant sur tous les cycles élémentaires ¢ que

perm (Id & A) = n(A). n

Nous calculons en passant le nombre de termes de 7(2l,,), qui servira a estimer la complexité de
la méthode.

3.1.13 Dénombrement des circuits élémentaires Le nombre nc(n,p) de circuits élémentaires
commutatifs de longueur p associés & la matrice 2,, vaut:

nn—1)...(n—p+1)
p

ne(n, p) =

(un circuit élémentaire de longueur p est donné par une partie & p éléments de {1,...,n} ainsi
qu’un ordre sur p — 1 de ces éléments, soit nc(n,p) = CE x (p — 1)!). Le nombre nc(n) de circuits
élémentaires vaut donc:

nc(n) = Zi: nc(n,p) = n+ n(nQ— 1) N n(n — 13)(n —-2) N
_I_n(n—i)_xl.. x2 n(n—1) ><n...>< 2x1
=t —n2)2! e —n1)1! BT
soit
nc(n) ~ e.(n— 1)! (3.1.d)

(e = 2.7182818...). On les premieres valeurs suivantes:

n 112131415 6 7 8 9 10
nc(n) [ 1]3]8]24]89|415 | 2372 | 16072 | 125673 | 1112083
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3.1.14 Application En appliquant algorithme 3.1.9 & la matrice A représentant ’atelier flexible
décrit en 2.3.1, on trouve le polynéme suivant énumérant les circuits:

c = 6117@612’}/1 @619’}/2 @629’}/’}/1@630’}/’}/2@633’}/2’)/2@640’}/2’}/1 @642’}/’}/1 Y2 @653’}/271 Y2 @662’}/371 Y2

soit une somme de 10 termes. On obtient donc le taux de production comme min des 10 formes
affines suivantes:
Ag) = min(1/11, 45, 5, 1/29+ 5, 1/30+307 33+ 55 120445, 1/42+ 5+ 35, 53"’ 5+, 62+ +8)
On observe que I’écriture ci-dessus n’est pas minimale, i.e. que I’on peut retirer certaines formes
affines sans changer la valeur de A(q). Par exemple, considérons les deux sous expressions:
11 1 1 N
— 4+ — V= — 4 — .
125 T 29N 20 T 10
On vérifie aisément que pour toute valeur positive ou nulle de g1, on a v > w. On aurait ainsi pu
retirer v de 'expression de A.

u = min(—

On a une difficulté analogue en calculant le permanent comme en 3.1.12. On obtient alors le
polynome:
perm (Id @ A) = € ® 6%y3 B 6291 B 6™27 B 699173 © 672 @ 692793 B 62*9% @ 670917 @ 60973 @
531’)/1 o @531’}/’}/2@53571 o ’}/3@5357’)/2 ’}/3@53571 o 7@535771 ’}/3@535’}/3@53572’)/2 @535’}/2’}/3@5357271

Ici encore, certains mondémes sont redondants. Le fait que les algorithmes d’énumération 3.1.9 et
3.1.12 produisent des termes redondants conduisent & un accroissement “combinatoire” de la taille
des données, ce qui rend ces algorithmes ineffectifs pour des systémes de taille plus importante.
Il est donc naturel de chercher les régles permettant de simplifier les calculs intermédiaires. Nous
montrons dans la section suivante que l'introduction de certaines congruences permet d’obtenir
I’expression minimale de A(q).

3.2 Congruences polyédriques en dimension 2

Nous commencons par donner les regles de simplification valables “en dimension 27, i.e. dans le
dioide M [y, 8], lorsqu’il s’agit de calculer le taux de production d’un systéme sans ressources
inconnues. On verra que ces regles se généralisent aisément au cas d’un nombre quelconque de
ressources.

On montre sur un exemple comment le fait d’avoir énuméré certains circuits permet de simplifier
les calculs. On donnera ensuite les regles de simplifications générales dans ML [y, d].

3.2.1 Exemple On considére une matrice A & coeflicients dans M[v, §]. On suppose qu’a une
certaine étape k de I’algorithme de Gauss 3.1.9, on a un certain coefficient de A®), Agf) =ed 26

et que par ailleurs, on a énuméré le circuit ¢ = 76>, Le polynéme C' donnant les circuits énumérés
a I’issue de l'algorithme pourra s’écrire

C=cd uAgf) ®v (3.2.a)
ol u et v sont des polyndémes. On a
o(C) = min(a(e), o(uA), o (v)) . (3.2.b)
Supposons, pour fixer les idées, que u est un monoéme, soit « = ¥"6*. On a alors

o(uA®) = min(o(ey"8'), o(126%476")) .
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De deux choses 'une: soit o(y"6") < o(c), auquel cas o(y"6'v%62) > o(y"6") (cf. VII,5.4.3), soit

a(y"6") > o(c), auquel cas le terme U(uAgf)) ne modifie pas le min a droite de 3.2.b. Dans les deux

cas, on aurait pu remplacer AR — ¢ @ v262 par Ak

b i = € sans modifier la valeur finale de .

Nous généralisons maintenant cette remarque.

Soit ¢ = {ey,...,c;} un ensemble de k vecteurs de (RT)2. On pose

C.=RTey+ ...+ RT¢; .

3.2.2 Définition On appelle congruence polyédrique modulo ¢ la relation R. définie comme suit
dans M2 [[R?]]:
2Ry & z+C.=y+C. .

On étend la définition de R. & MIL[[v,8]] par isomorphisme. En posant

pe(z)=2+C. (3.2.0)

on observe que . vérifie les propriétés B,1.2.8. La relation R. est donc une bonne congruence. Ici
encore, on peut donner une interprétation géométrique simple des classes d’équivalence modulo C..

3.2.3 Lemme Soient z,y deux ensembles de points de (R*)%. Les assertions suivantes sont équi-
valentes:

(i) FR.F dans M[R]
(i) 2 +C +C. =y +C+C. dans P(R?).

C est ici le cone servant a définir M2 [[v, 8]], donné en 2.2.2.

Preuve Résulte de ce que & + C est un représentant de T et y + C est un représentant de y dans
MR .

On introduisant ¥.(z) = 2 4+ C +C., on a ainsi le diagramme commutatif suivant, ot les fleches
sont des projections canoniques:

P(R?) — ML[[R]

|

P(R?)/¥, =~ ME[R]/¢.
On en déduit alors ’analogue du Lemme 2.2.3.

3.2.4 Lemme L’application 1. définie par

M 0/R. —  P(ZH)+CH+C
s — (s) =supps+C + C.
est un isomorphisme de dioides.
3.2.5 Exemple On a représenté sur la Figure IX.3 le polynome p = e § 762 @ v36% @ v46* @ 476°
(cercles et carrés noirs), et son représentant minimal modulo R.25, po = ¢ @ 762 @ y16* (cercles

noirs exclusivement). La partie 1.(p) est représentée en grisé. Le représentant minimal pg est formé
des point extrémaux de cette partie.
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in [ 2
t Pz ¢ C+C. ¢ MalZ]
ST 0 S O WO W o
R L A 1 F--ia- o T S S S
2 el 0
1 B S N S S S [ O S S U S
1 2 n c = ~2§ n n
p=e®v62 D33 D yl6t AT p=ed vyt @yt (mod R.)

Figure 1X.3: Congruence polyédrique en dimension 2

Via B,§1.2 le calcul effectif dans M1 [R?] se réduit & I"examen de la relation de redondance suivante
pour des points de R?:

r<p,y ©rxecy+C+C. . (3.2.d)
3.2.6 Lemme On a
r_ .
(t',n')<e, (t,n) & n'>n et LR > o(c) = min % (3.2.e)
-1t iT
Preuve de 3.2.6. On vérifie par un calcul immédiat que
Cc+C = (r, )R+ ...+ (7, ) RT + (=1,0)RT + (0, )R
= (L,o(e)+ (=1,0R" + (0, HRT . (3.2.1)

Ainsi, via 3.2.3,(ii) la congruence associée a ¢ coincide avec la congruence associée au seul mondme
(o(c),1). Supposons o(c) > 0 (sinon le résultat est trivial). On a

(0,1) = o(e)™(=1,0) + o(e) (L, 0(c)) ,
et donc:
Cc+C=(1,0(c)RT+(=1,0)RT .
Ainsi, on a (¢',n') <g. (t',n) ssi {(t,n")} C{(t,n)}+C+C. ={(t,n)} + (1,0(c))RT 4+ (-1,0)R*.

La condition (3.2.e) en résulte. n
On a comme conséquence immédiate de 3.2.6 une caractérisation des formes minimales modulo

R..

3.2.7 Corollaire Le polynéme p écrit sous forme canonique dans M[y, 8], p = v™6" @ ... @
k% est minimal modulo R, ssi

Vi>i, o(y™méhyTmieTh) < o(e) .

Autrement dit, les pentes entre deux monomes quelconques de p doivent étre inférieures a la pente
de c.

On notera dans la suite & le min des pentes.
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3.2.8 Lemme Supposons m(A) = n(A) @ c. Pour toute matrice A’ congruente* a A modulo R.,
on a o(n(A) P o(c)=o(n(A)).

Le résultat central de ce chapitre en découle immédiatement:

3.2.9 Théoréme Chaque pas de lalgorithme de Gauss peut s’effectuer modulo la congruence
polyédrique associée aux circuits énumérés auparavant.

Par exemple, on pourra effectuer I'algorithme 3.1.9 dans la chaine suivante de dioides:
MY, 8]/Riay  étape 0
|
-Mial;[% 0]/R ) étape 1l
|
. |
MY, 6]/ R (n—2) étape n — 1.

Preuve du lemme 3.2.8. La remarque suivante immédiate est la clé du résultat:

3.2.10 Lemme Pour tous points a et b, pour tous s,r > 0,

o(a’b") < o(a)® o(b) .
Avec les notations usuelles, c’est dire que o(s.a 4 r.b) > min(o(a),c(b)).

Preuve Analogue & VII,5.4.3, compte tenu de o(a®) = o(a) et o(b') = o(b). n

Nous allons montrer que (i): A" < ¢ (A) = o(w(A')) B o(c) < o(w(A)) et (ii): A < p(A") =
o(w(A)) <X o(w(A") @ o(c). La conclusion en résultera. Avec les notations du dioide, on a si
c={cy, ... 5}

c,oc(x):xﬁ—C:x@c:xc%w...c]}er . (3.2.g)

(i): Supposons A" < @.(A). Soit a = (4y,...,1%,) un circuit (on convient que 7,41 = ¢1). On a donc

;'vm,l = @c(Aiyipy,) dolt en prenant le produit pour v = 1...m et en utilisant la propriété de

morphisme de ¢.: wa/(a) < p.(wa(a)) . Nous supposons que w4/ () est un singleton, le cas général
s’en déduisant par additivité. On a donc war(a) < wa(a) e ...c;* pour un certain s € (R*)*. D’out
o(war(a)) < o(wa(a)cit...c)f) .
En rajoutant o(c) de part et d’autre et en utilisant 3.2.10,
o)) & o(e) < a(wa() & a(c) -
En sommant sur tous les circuits a, on obtient une premiere inégalité:
o((A)) & 7(c) < o(r(A)) & a(c) = o(x(A)) .
(ii): Supposons au rebours A < p.(A’). On écrit au terme d’un argument analogue
o(wa(a) < o(wa(a)) & a(c)

qui en sommant donne immédiatement o(7w(A)) < o(7(A4’)) § o(c). Cela montre I'autre inégalité.
Si AR, A’,ona A=< ¢ (A") et A" < p.(A). Cela acheve la preuve de 3.2.8. n

2 . .
coefficient par coefficient
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3.2.11 Exemple Soit a calculer le taux de production associé a la matrice

Ao 76 7 &7
’}/510 fa ’}/2511 ’}/353
On énumere trivialement les circuits diagonaux, soit
c=76 @36 .
Modulo la congruence associée & ¢, on a v ® 746 = v (car 746 < v(748)), et de méme 760 @ 425! =
7619, 11 résulte que le calcul du taux de production associé & A est le méme pour la matrice suivante:

| ey
AN = [ ’)/(510 ’)/3(53 ]
Ainsi, le taux de production est:

1
A=o(Aly B Ay @ Ay Aly) = o(78 @76 B 4%610) = 5

3.2.12 Analogie avec les fonctions support Une idée naturelle de simplification découle de
I’observation suivante.
(i) D’ordinaire, on associe a une partie X de R" sa fonction support :

0%« 8x(p) = sup(p,z) .
rzeX

Il est bien connu que 6% ne dépend que de I'enveloppe convexe de X.
(ii) Ici, on a ’application:

: e leon)
o [U(P)](q)—(n{gfép o

qu’on peut voir comme une variante homogene de la fonction support. On peut montrer que o(P)
ne dépend que du cone engendré par P (i.e. de ’ensemble des combinaisons linéaires positives ou
nulles de vecteurs de P). Au lieu de la congruence ci-dessus, on pourrait penser introduire la régle
suivante: P R’ P' ssi P et P’ engendrent le méme cone. Il faut bien voir que cette régle n’est pas
compatible avec le calcul du taux de production. Par exemple, 7§ et v2§2
de R? Cependant, les deux matrices

e v e 722
6 e |7 o6 ¢

ont des taux de production différents.

définissent le méme cone

On peut montrer plus précisément que la congruence introduite ci-dessus est optimale.

in

M1y, 68]. Les deux assertions suivantes sont

3.2.13 Proposition Soit R une congruence sur M
équivalentes:

(i) Va,b,u,c€ MiL[y,68], aRb = o(au) @ o(c) = o(bu) ® o(c) ,
(ii) aRb=>a+C+C.=b+C+C..

De maniere analogue a la Proposition 2.3.7, il suffit de montrer le Lemme suivant.
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3.2.14 Lemme Si pour tout u, o(au) < o(bu) @ o(c), alors a C b+ C + C,.

Preuve du Lemme. On suppose a = 7"6% et b = @, 7™ 6. On pose u = yNéT, avec

1
T=—N+T".
a(c)

Pour T” assez grand, il est clair que o(bu) > o(c). L'inégalité o(au) < o(bu) P o(c) se réécrit alors:

n+N _ . n+ N
> inf
T ~ N LT

Il existe donc un indice ¢ (dépendant a priori de N et 1) tel que

(0 Y+ T'(n; —n) .

Comme N et T peuvent étre arbitrairement grands, cela n’est possible que s’il existe ¢ (indépendant
de N et T') tel que

nti—tniZN(t—ti)—I—T(ni—n)IN(t—ti—l—

n;—n
n,—n<0, t—t,+— <0,

oc) —

ce qui montre le Lemme. m

3.3 Congruences polyédriques en dimension quelconque

Soit ¢ € MM [RP*?], causal. De maniere analogue au cas précédent, on introduit le cone
C.=R%¢; +...+R'e;

ot {c1,...,cx} est un ensemble de k vecteurs de RP*? représentant ¢. On définit la congruence
polyédrique R, associée a ¢ de maniere analogue a 3.2.2.

3.3.1 Exemple Soit p = 706 © 707162 € M2 [v0, 71, 6], et ¢ = 7265 On a p R, 706 car 497162 <
706(0)%, ou dans R?,
1
(2,1,1)=(1,1,0)+ 5(6, 0,2)+2(-1,0,0)
C (1,1,0)+ R*(6,0,2) + RT(~1,0,0)+ R*(0,1,0) + R™(0,0,1) .

Cependant, pour la congruence modulo ¢* (cf. B,2.7.1) on n’a pas p = v6.

Nous noterons seulement ceci.

3.3.2 Observation Le Théoreme 3.2.9 s’étend & ML [RPH2.

3.3.3 Exemple Pour la matrice A de 2.3.6,3.1.10 on peut en particulier simplifier 71 modulo la
congruence associée & mg. Comme 726 < v6(76)% ou dans R? (3,3) € (1,1)R™, le monéme 726>
est <g_-dominé par v¢ (cf. 3.2.d), et 'on peut écrire

1-|-f]1)
10 ’

A=0o(76 ®y176'") = min(1,

ce qui était évident a partir de (2.3.b).
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3.4 Exemple

On considere D'atelier flexible de type “flowshop” représenté sur la Figure I1X.1 et décrit par la
matrice suivante:

[ e 462 ¢ & Y6 e ]
8 e e e g p6t0
oy & e e 87 ¢ €
N 6% 6 ¢ ¢ 3
62 ¢ g 4810
i e e & % e |

Nous appliquons lalgorithme d’énumération 3.1.9. On a en écrivant a chaque étape de ’algorithme
que la partie utile de la matrice a(%):

’}/(511 € € ’)/1(510 ’}/2(510
v6M e 48T 4610 €

aV =] 6 § ¢ £ £ (1) = 4411
e 6 ¢ e 6'0
e e &7 ) £
e 8T 3160 4y

2) _ 62 c ’}/1512 ’}/2512
62 ¢ € 7410
e & é €

7T(2) = ’}/611

(2) 2) _ (g (1) (1)

Nous détaillons le calcul de ayy. On a asy = ays Bayy asy = 11610@76M1916'0 = 416'°  (mod R,2),

car 761416%% < 4161972, On continue de méme:
Y67 71612 (D718%)  726'2(Dy726%)
a3 = ’}/59 ’}/1512 ’}/510 @ 772(523 7(3) = ’}/511 @ ’}/1512
67 6 €

(on a mis les termes inessentiels entre parentheses).

40— | @) 7810 @ 728 (B7726*)

_ (4) — o611 12 2619
§ @~y 619 619 ™ YO B Y16 D yto

a(5) — ((5 @ ’}/1(519)(’)/(510 @ ’}/’)/2(523) — ’}/(511 @ ’}/’)/1(522 @ (’)/’}/2(524) @ ’)/’)/2(542, 7T(5) — ’}/(511 @ ’}/1(512 @ ’}/2(519 @
71629, Soit I'ensemble de contraintes

ol 14+q @
A = 0.(71_(5)) = mln(ﬁ, E, T, E) . (34&)

Nous avons a l'aide de MAX calculé les traces des matrices ¢* pour les valeurs suivantes de ¢ et gs:

| (g1, 42) | tr(a”) | o(tr(a”)) |
(1,1) (y0'9)" 15
(1,2) [ (e®q6™®) (3%6%) 55
(2,1) (761)" 15
(2,2) (y6')” i

Le taux de production o(tr(a*)) coincide bien avec A(¢) donné par la formule (3.4.a).



3. Enumération des contraintes 241

3.5 Autre exemple
Pour latelier étudié en VIII,§4, on trouve ’expression suivante:

circuits = 6*ys @ 612y @ 629 @ 6%y, @ 63095 @ 6797y
h B
127197
Les calculs sont laissés au lecteur. On pourra aussi utiliser la macro enum écrite dans le package
MAX, décrite plus bas.

.43 a3 il
Ag) = —,1/12 1 —. 1 —
(q) mm(4, /12, /30—|—30, /30—|—30)

3.6 Calcul modulo une congruence polyédrique

Nous étudions maintenant le calcul effectif modulo R. en dimension quelconque. Ici encore, via
3.2.3 et le fait que R, est une bonne congruence, il suffit de savoir déterminer si, étant donné deux
points a et b de RP*2 on a

acb+C+C, . (3.6.a)

Autrement dit, il suffit de savoir déterminer si le point @ appartient au cone polyédrique convexe
b+C +C., ce qui peut se faire en projetant a. Précisément, soit U la matrice formée en concaténant
la matrice J des p + 2 vecteurs de base du cone C, i.e.

1 0 0
0 0 0
J = )
1 .0
0 0 -1
et les { vecteurs de base cy,....cy du cone C. = ;R + ...¢RY (i.e. U = [J,¢q,...,¢]). Etant

donné deux points a et b de RP*2, on a @ € b + C. si et seulement si:
o ¢ (RYPHE Jla—b—Uz|? =0,

ou [|y|| désigne la norme euclidienne de y. On a employé pour vérifier cela les méthodes de program-
mation quadratique avec gestion de contraintes actives implémentées dans BASILE. On peut aussi,
et c’est plus simple, déterminer a 'aide d’algorithmes de programmation linéaire si I’ensemble de
contraintes suivant admet un point y € (RT)" admissible:

Vil<i<ptl, Yioale)iys + bi < a
2 i=1(Ci)p42yi + bpra > apia

3.7 Complexité en dimension 2

Nous passons maintenant a I’étude de la complexité des algorithmes gaussiens décrits plus haut dans
le cas systémes “constants” (p = 0). La matrice représentant le systéme aura alors ses coefficients

dans M [y, 6].

Le point important est que grace a 3.2.6, la complexité des simplifications modulo ¢. ne dépend
que de la pente de ¢ et pas du nombre de termes de ¢. Nous appellerons comparaison élémentaire
un test de redondance modulo . entre deux monémes dans Mi[7v, 6].
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3.7.1 Corollaire Soient p,q,c des polynémes causauz dans M2[y,68]. Le calcul de p @ q modulo
R. s’effectue en O((max(deg, p,deg, q))?) comparaisons élémentaires. Le calcul de pq s’effectue en
O((deg, p + deg,, q)?) comparaisons élémentaires.

n

Preuve Le polynéme p @ ¢ dans M [y,6] a au plus n = max(deg, p,deg, ¢) termes. En util-
isant I’algorithme B,1.2.22, sa mise sous forme minimale requiert O(n?) comparaisons élémentaires.
Argument analogue pour pgq. n

3.7.2 Corollaire Soit A € (M"[v,8])"*". Notons deg, A = max;; deg, A;;. Les algorithmes 3.1.6
et 3.1.9, effectués modulo 3.2.9, cotitent O(n°(deg., A)*) comparaisons élémentaires.

Preuve D’apres 'interprétation combinatoire de 'algorithme de Gauss donnée en 0,4.2.3, le coef-
. .. (k) N .
ficient ij de A;;” comme une somme de termes de la forme p;jci...¢;, ou p;; est un chemin

élémentaire de j & ¢ passant éventuellement par 1,..,k, et ¢{,...,¢c, sont des circuits contenus
dans {1,...,k}. Si I'on simplifie A% modulo la congruence polyédrique associée aux circuits con-
tenus dans {1,...,k} (et donc précédemment énumérés), on ne retiendra qu’un sous ensemble des

chemins ¢lémentaires. Ainsi, on aura deg, Agf) < (k+1)deg, A < ndeg, A. D’apres 3.7.1 le coiit
d’un produit (et a fortiori d’une somme) lors de I’élimination de Gauss sera O((n deg, A4)?). Comme
il y a O(n?) de telles opérations, on obtient la borne 3.7.2. "

3.7.3 Remarque On a en effectuant 3.1.9, modulo 3.2.9 un nouvel algorithme pour calculer le
taux de production d’un systéme sans ressources inconnues. De maniere générale, soit un graphe
donc chaque arc (2j) est valué par deux quantités positives ou nulles N;; et T;;. On a de la sorte
un algorithme pour calculer la moyenne minimale suivante:

L Ny 4N
A = min min —2 s
kzl 1140092k Til’ig —I_ o —I_ lell

Cet algorithme serait & comparer aux méthodes usuelles de détermination de ratio minimum (cf.
Gondran et Minoux, Annexe V de [48]),

Nous donnerons un résultat de complexité en dimension quelconque apres avoir décrit un procédé
d’agrégation.

4 Quelques raffinements

4.1 Agrégation

Soit une partition {1,...,n} = I U.J de I'ensemble des sommets du graphe. On décompose la
matrice associés a un systéme autonome sous la forme:

Arir Apg
A=
[ Ajr Ay ]

On a via 3.1.7
m(A)=7(A) &7 (Agg & Ay AprArs) (4.1.a)

pour toute matrice A%; énumérant les chemins de Arr. On peut voir cela comme un résultat
d’agrégation. Si la matrice Aj; est “constante” (i.e. ne contient que les indéterminées v et ),
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la matrice énumérante A%; sera facile a déterminer. En particulier, les simplifications modulo les
congruences polyédriques s’effectueront aisément. La complexité du calcul sera donc reliée a la taille
de la matrice résiduelle A7 ® A A} ALy, qui correspond au nombre de ressources. Autrement dit,
on pourra traiter de la sorte des graphes d’événements d’assez grande taille, pourvu que le nombre
de ressources soit petit.

Nous illustrons cette approche par un exemple spectaculaire ol ’on obtient une formule fermée
donnant le taux de production d’un atelier a 2 pieces et n machines identiques, en fonction non
seulement des ressources, mais également des temps de fabrication.

4.2 Taux de production d’un flowshop a 2 types de pieces et n étages identiques

On considere 'atelier de type flowshop analogue a celui traité en §3.4, avec ici 2 types de pieces
et n machines identiques (ou prenant des temps identiques pour traiter les pieces), représenté a
gauche de la Figure IX.4. On suppose donc que la machine ¢ traite pendant un temps a la piece 1
et ensuite pendant un temps b la piece 2, a et b ne dépendant pas de 7. Initialement, ¢; palettes de
type 1 et ¢; palettes de type 2 se trouvent en amont de la machine 1.

4.2.1 Théoréme Le taux de production du Flowshop a n machines identiques et 2 types de piéces,
donné sur la Figure IX.4, est égal a:

L ¢ ¢ 1 4+ min(q1, ¢2) )
a+b na’ nb’ 2a+2b+ (n—2)max(a,b)’

A(q1,g2) = min( (4.2.a)

Preuve On peut écrire avec les notations de la Figure 1X.4:

zi || e 8 T Uy 16t ¢ Tin

: ) ;|| e yé T 0 ¢ T1i-1

= 6axn7 Y2 = 6b$n7

Plutét que d’appliquer formellement la réduction (4.1.a), nous préférons éliminer a la main les
variables zq;, z9; associées aux étages ¢ = 2...m, ce qui est en fait équivalent. Il suffit donc de
calculer le transfert H de w & y du systéme non rebouclé a droite de la Figure IX.4. Le transfert
H' du systéme bouclé s’obtiendra en résolvant

X1=DYqU, Y =HX,, avec D= diag(y1,72)

soit

H' = H(DH)" .

Pour simplifier les calculs, on notera les durées comme des scalaires, i.e. v%6% ~ ay*. On a alors
par un calcul d’étoile immédiat le transfert suivant entre I’étage ¢ — 1 et "étage i:

L T4 _ * a ab’}/ T1;—1

On a donc énuméré un premier circuit
w1 = aby™ .
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}ﬂl@f%@@% Qﬂ@ G
;DMQ x1£DM2
| 962::" M %ﬁl@ Z@xzyj "

Figure 1X.4: Atelier flexible a n étages identiques

Modulo la congruence associée & 71, on a (aby)* = e, et 'on peut écrire

X, =HX;_1 avec H = a aby T1i-1
ab b T2i—2

Ainsi,
Y = HnXl .

On calcule aisément
22— a? @ a?b®y  abla® b)y
T abla®b) b B by

245 — [ a3 P a2b2(a ®b)y ablad b)z’y D a®b3v? ]

ab(a & b)2 o a*biy @ azbz(a G b)y
Modulo la congruence polyédrique associée a 71, on a
ab(a ® b)? @ a*b>y = ab(a @ b)?

car a®b®y < ab(a @ b)(aby). Ainsi:

145 — a® @ a*b*(a @ b)y ab(a ® b)*y
N ab(a & b)? b2 P a’b?(a B b)y

et via une récurrence immeédiate:

2 [ a® @ azbz(a @ b) ab(a & b)”_l’y ]

( fa b)n br fa a2b2(a fa b)n—2,y

Le taux de production est donc égal au min des poids des circuits de la matrice D’H™ ainsi que du
circuit 71 déja énuméré, soit

_ | mla" @ a?b?(a s b)) y1ab(a & b)" 1y
’\(%7(]2) =0 [ ,}/2(1()( P b)n—l ’}/2(bn P a2b2(a P b)n—2,}/) @ U(ab’)/) .
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On a donc A = o(m1) @ o(7) ot 7 est donné par 3.1.3:
T =ma" @ a’b(a®b) Py B 92b" B @’ (a @ 0)" Py @ a’b(a @ 0) Py

Supposons par exemple a = b. On a y1a" @ a?b*(a © )" 2yy2 = a?b?(a @ b)**~? d’ou il résulte que
le dernier terme de 7 est inessentiel. De méme si @ < b. Ainsi,

T BT = aby ©y1a” ©a*b(a B b) TEyy @ 7eb" @ a0 (a B b) Ty

et donc en revenant a ’algébre habituelle, on a la formule (4.2.a). n

4.3 Complexité

Pour un grand nombre de ressources indéterminées, la simplification modulo les congruences poly-
édriques sera ineffective. L’algorithme 3.2.9 sera pertinent lorsque le nombre p de ressources indéter-
minées sera petit, et lorsque par ailleurs le graphe d’événements temporisés sera grand. La section
précédente représente un cas limite, ot 'on a pu traiter une graphe d’événements de taille arbi-
trairement grande avec 2 ressources. Plus généralement, nous considérons un systéeme sous la forme
standard donnée sur la Figure IX.5. diag(~;) est une matrice diagonale de taille p dont les coef-

A(7y,0)
py L [

L diag(7;) ‘—_|

Figure IX.5: Forme standard d’un systeme a p ressources indéterminées

ficients diagonaux sont les v;, ¢ = 1,...,p. A est une matrice de taille n x n a coeflicients dans
M [~ 8], qui représente la partie “constante” du systéme. B et C' sont des matrices  coefficients
booléiens. Nous laissons le lecteur se convaincre que ’on peut toujours se ramener & une telle forme,
au besoin en rajoutant des transitions en amont et en aval des places ou les p ressources inconnues
sont situées. Via (4.1.a), on se ramene a énumeérer les circuits de A” = D @ CA'B, ot A’ est une
matrice énumérant les chemins de A. D’apres 3.7.2, 'obtention de A’, et donc le calcul de DG CA'B
requiert de Pordre de O(n’(deg, A)?*) opérations. Le nombre de termes de chaque coefficient de A”
est alors borné par n? deg., A. Il reste a énumérer les circuits de A”. Nous supposons ici que cette
énumération s’effectue sans utiliser les congruences. Comme A” résulte d’une agrégation, A” sera
en général pleine, on a donc d’aprés 3.1.13 O((p — 1)!) circuits élémentaires, chacun somme au
plus de (n® deg, A)? mondmes, soit un nombre final de termes O((p —1)!(n* deg,, A)?). L'intérét de
cette borne, sans doute assez grossiere, est de montrer que pour un nombre de ressources p fixé,
la complexité est pseudo-polynomiale en la taille du systéme n (i.e. dépend polynomialement de n,
mais également de la taille des données représentée par deg, A).
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5 Application

5.1 Implémentation courante

La manipulation des polynémes et matrices dans M%[v;, 6] a été provisoirement développée en
MAPLE pour étre compatible avec MAX. Par contre, la simplification modulo les congruences
polyédriques exige de savoir projeter sur un céne polyédrique. Cela releve du calcul numérique,
et les programmes standard sont évidemment écrits en FORTRAN. Notre propos n’était pas ici
d’écrire le code général et performant pour Uoptimisation des ressources, mais de tester les algo-
rithmes décrits plus haut sur des exemples raisonnables. Nous nous sommes résolus pour cela au
compromis (provisoire) suivant: 1/ on simplifie en MAPLE modulo certaines régles “approchant”
la congruence polyédrique modulo ¢ (voir ci-dessous). 2/ on effectue I’énumération des chemins
en MAPLE (élimination de Gauss ou énumération exhaustive selon la taille du systeme). 3/ on
transmet de maniére interactive les données & BASILE, par exemple a l'aide de I'interface BASILE-
MAPLE. On effectue ensuite les simplifications exactes. On récupere le résultat en MAPLE.

Cela sera illustré sur un exemple réel dans la section suivante.

Une implémentation définitive devrait inclure la projection sur des cénes polyédriques a co-
ordonnées rationnelles, du moins si ’on prétend faire du calcul formel. Si 'on admet des erreurs
d’arrondi, on pourrait écrire assez rapidement un programme BASILE gérant et simplifiant les
matrices polynomiales, et utilisant les codes existants de programmation quadratique.

5.1.1 Approximation de la congruence polyédrique modulo ¢ Soit ¢ = €, ¢; un polynome.
La congruence polyédrique modulo ¢ est plus grossiere que chacune des congruences associée a
chaque monéme ¢;. Soit ¢; = 8% ...7,”. Il est immédiat de déterminer si

¢ 10 p
(S ’)/0 .. .’}/p C C(St’ygo...’y;p
Cela revient a vérifier si @ tel que t' = xt satisfait

(NG -+ osmp) > N0y e vy np)

Ainsi, la simplification modulo la congruence associée & un seul monéme ¢; est immédiate. En pourra
donc effectuer 'approximation suivante de R., qui consiste & simplifier successivement modulo
chacun des monémes ¢;. Les représentants obtenus de la sorte ne seront évidemment plus minimaux.

Soient par exemple ¢ = Y50 B716° = ¢1 Deg, a = eDv6° et a/ = 6@7071266. Modulo R.,onaa =e¢
car 736% < e® 3. Modulo R, et R.,, @’ est minimal. Cependant, 75726® < ¢1c3 ce qui montre que
a'=e (mod R.). Ainsi, 'approximation précédente ne simplifie pas a'.

5.1.2 Définition des objets de M1 [v,, 6] en MAX Les polynomes de MiL[v;, 8] sont définis
comme suit:

n

polynéme = (liste de monémes de Mi%[y;,6]) | eps.

Le monéme v3°y1" ... 7,76 est représenté par la liste [t, ng, nq,. . ., np]. Les listes de monomes
sont ordonnées par t croissants. La fonction

p21 (polynéme usuel),(dimension) — ( polynéme dans M2[v;, §])
convertit un polynéme usuel en les indéterminées gy, . . ., g, en un polynéme dans M [vo,. .., 7p, 6],
ol p est la dimension. L’indéterminée ¢ est un synonyme de go. On a par exemple:
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MAX>u:=gxg3*xd~2+d+g3*%d"2;
2 2
u:=gg3d +d+g3d

MAX> w:=p21(u,3);
w := [[1, 0, 0, 0, 0], [2, 0, 0, O, 1]1]
MAX> 12p(w);
2
d+g3d
MAX> wl:=p21(u,4);
wi := [[t, 0, 0, 0, 0, 0], [2, 0, 0, O, 1, 0]]
MAX> 12p(wl);
2
d+g3d
MAX> u:=p2l(g*gl*g2+d*xgl,2):12p(u);
d gl

Les polynomes ainsi convertis sont sous forme minimale, comme on ’observe sur le dernier exemple.

Les opérateurs &+et &kde MAX reconnaissent les polynémes de M [v;, §]. Par exemple:
MAX> u:=p2l(g*gl+d*g2,2);
u := [[0, 1, 1, 0], [1, O, O, 1]]
MAX> 12p(u);
ggl+dg2

MAX> v:=p2l(d*g2*gl+d~3*gl~2,2);
v := [[1, 0, 1, 11, [3, 0, 2, 0]]
MAX> u&+ v;
cfo, 1, 1, ol, [1, 0, 0, 1], [3, 0, 2, 0]]
MAX> 12p(");
3 2
ggl+dg2+d gl
MAX> 12p(u&* v);
2 2 3 3 4 2
d glg2 +d ggl +d gl g2

5.1.3 La routine enum de MAX La fonction

enum : ( matrice) — ( polyndme)
retourne un polynéme énumérant les circuits de la matrice, simplifié modulo ’approximation décrite
plus haut. Par exemple

MAX> a:=p2l(array([[g0*d ,gilxd"3],[g 2, g 2xgl~2%d~2]]),2);

[ Cf1, 1, 0, 011 [[3, 0, 1, 0111
a := [ ]
[ [[o, 2, 0, 011 [[2, 2, 2, 0111
MAX> 12p(a);
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[}

v0 7 63
SR G Rt

c := [[1, 1, 0, O], [3, 2, 1, 0]]

MAX> c:=enum(a);

MAX> 12p(c);

76 & 879

enum admet également la syntaxe enum(<matrice>,<polynome>), auquel cas les circuits énumérés
sont également simplifiés modulo le polynéme passé ne second parametre. Par exemple, avec la
matrice A ci-dessus, on a:

MAX> c:=enum(a,p21l(gl*d~2,2));
c:=[[1, 1, 0, 0], [2, 0, 1, 0]
MAX> 12p(c);

V6 B v1 67

En effet, on a §3y2y; < (v6)(7162), et ce mondme redondant modulo la congruence associée & vy 62
a bien été éliminé.

5.1.4 La routine array2flex

L’instruction array2flex(A) génere la matrice a € MiL[v;, 6] représentant un atelier flexible de
type flowshop a n machines et p pieces, spécifié par une matrice A de taille n x p. A;; désigne
le temps de passage (réel positif ou eps) de la piece j sur la machine i. Si ce temps est égal a
eps, on suppose que la piece j ne passe pas sur la machine 7 et passe a la machine suivante. Les
indéterminées 7y,...,7, correspondent respectivement aux nombres de palettes de type 1,...,p.
Par exemple, la matrice a de ’exemple 2.3.1 & été produite par

MAX> A:=array([[9,2],[2,7],[1,10]1]):

MAX> a:=array2flex(A4);
a := [eps, [[2, 1, 0, 0]1], eps, eps, [[1, O, 1, 011, eps]
(C[9, 0, O, 0]], eps, eps, eps, eps, [[10, O, O, 111]
(C[9, 0, 0, 011, eps, eps, [[7, 1, O, 011, eps, eps]
leps, [[2, 0, 0, 011, [[2, O, O, 0]], eps, eps, eps]
leps, eps, [[2, 0, O, 0]], eps, eps, [[10, 1, O, 011]
leps, eps, eps, [[7, 0, 0, 011, [[1, O, O, 011, eps]

MAX> 12p(a);

e 6%y ¢ bvi e ]
9 ¢ e e e 604,
62 e 87y ¢ £
6% & ¢ ¢ £
62 ¢ e 6%
i e 66 e
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On obtient le polynome 7(®) énumérant les circuits de a donné en §3.4 de la manidre suivante:

MAX> c:=enum(a);
¢:=[[11,1,0,0],[12,0,1,0],[19,0,0,1],[29,1,1,0]]

MAX> 12p(c);
§'y @ 6%y @ 6972 @ 6%y .

5.2 Un exemple réel

Nous traitons ici I’atelier flexible étudié par Cohen, Dubois, Quadrat et Viot en 83 [17]. On considere
I’atelier flexible de type flowshop & 8 machines et 6 types de pieces, avec les temps de passage des
piéces sur les machines décrits sur le tableau IX.1. On a pris les ordres de passage fixes et définis

temps de passage | piece 1 | piece 2 | piece 3 | piece 4 | piece 5 | piece 6 | charge totale
machine 1 2 3.9 0.95 1.1 0.7 1.4 10.05
machine 2 - - 2 1.2 - 1.7 4.9
machine 3 3.7 - 2.2 - 6.4 - 12.3
machine 4 - - 2 - 1 1 4
machine 5 1.7 3.1 3 - 1.3 - 9.1
machine 6 0.5 3.2 4.3 1.9 1.6 0.4 11.9
machine 7 1 1 1 1 1 1 6
machine 8 1.5 1.5 1.5 1.2 1.2 1.2 8.1

durée circuit piece 10.4 12.7 16.95 6.4 13.2 6.7

Table IX.1:

sur la table IX.2. La machine critique (de charge maximale 12.3) est la machine 3. On voit qu’une

machine 1 | séquence | 123456

machine 2 | séquence 346
machine 3 | séquence 135
machine 4 | séquence 356
machine 5 | séquence 1235

machine 6 | séquence | 123456

machine 7 | séquence | 123456

machine 8 | séquence | 123456

Table IX.2:

seule palette par type de piece est insuffisante pour saturer la machine 3. La durée du cycle de la
piece 3 est en effet de 16.95, et I'on a sait donc a priori que le taux de production avec 1 palette
par type de piece est inférieur a (16.95)7L.

La matrice représentant le systeme est de taille 48 x 48 (on a 48 = 8 X 6 transitions ). Une
premiere approche consiste a appliquer 'algorithme d’énumération avec ’approximation 5.1.1. On
obtient alors en utilisant la macro enum décrite ci-dessus au bout d’1h40 de MAPLE les 156 circuits
donnés dans la Table 1X.3
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= 66'4
512'3

616'95"}/3

628'8"}/"}/5
630'05"}/"}/3

641'35"}/"}/4 Y6
641'85'}/2'}/1

644'85"}/’72 o

655'65"}/"}/1 Y2 Y4
671'20"}/3"}/2 v3
679'50

7 v374
682 25,.}/ 72 742,.}/5
521 IZ'V 737475
§

723774 75
685.55,}/3,}/4 V5 Y6
686.50,}/2,}/2 Y3 Y4 Y5
686.90,.}/3,.}/2 Y375
687.30,}/3,}/3 V5 Y6
6934092y, 4 7570
6954021 4475 v6
6909021 9 ¥4 ¥5 76
698 25,.}/ 742,.}/5 Y6

698 75,.}/ 1 Y4 75

699 207 Y2 74775 Y6
59973y 3747
699 85,.}/ 7 73 o

6100'40"}/4"}/3 V5 Y6
6100'95’72"}/12"}/2 Y3 Y4
6101'20"}/3"}/1 ,.}/22,.}/5
6111'20"}/5"}/1 Y45
6112'45"}/5"}/2 V5 Y6
6112'55"}/3"}/1 va ,.}/42,.}/5
6113'40"}/2’}/22’}/42’)/5 Y6
6113'65"}/4"}/1 ,.}/22,.}/5
6123'55"}/6"}/4 vs Ve
6128'0’73"}/12’)/3 Y45 Ve

6132'20"}/3"}/1 ,.}/32,.}/4 V5 Y6
6142'20’73712’)/2 3 Y4 Y5 Y6
6143'65’74712’)/3 ,.}/42,.}/5
6145'30"}/4"}/1 ,.}/32,.}/4 V5 Y6
6146'50

7371272 73274 Y5
5156. 757571 73 74 75
5157.85

7 'yz 7374275
R A T SR PR TR
6158.807371272273 742,.}/5
6169.10,.}/6,.}/1 v3 742,.}/5 Y6
6170 55,.}/6,.}/1 72 73 Y45
§LTL555y 2y 73 Y475
51813597y v y4%y5 76
6182.3577,}/1373 Y45
6189.90,.}/4,.}/13,.}/2 732,.}/42,.}/5
6203.0

V1% y2 137745

Y4

DPDDDDDDDDPDDDPDPDDDPDDDDPDDDPDDDDDDDDDDDPDDDDDDDDDDDDDDDD DD

(56'7’)/6

612'7’)/2

Ot
R

640 75,.}/ o

641 45,.}/,.}/1 o
642'85"}/"}/2 Y6
645'35"}/"}/2 vs

658'50"}/"}/1 3 Y5
674'20"}/2"}/3 V5 Y6
679'85

7?73 74275
682 65,.}/ 74 75 76
521 ZZ'V v1 74275
§

AV Y2 s Ve
§85-605841 75 vg
88665220 s vy v
£86.90

7273 Y4 Y5 Ve
687.40,}/3,}/1 V35
53850

7%%%%
§95-4543 7 74?75
80T 02y g ya v

698'65"}/4")/4 V5 Y6
698'80’74712")/5
699'30

V71 v2 745
699.80,.}/3,.}/1 "}/2 75 76
6100.0,.}/4,.}/2 75 76

6100'50"}/4"}/1 Y375
6101'10’73"}/22’}/5 Y6
6110'05’75"}/32’}/5
6111'80"}/5"}/1 V5 Y6
6112'45"}/3"}/2 ,.}/42,.}/5 Y6
6112'85

7> Y375 76
6113.50,}/2,}/1 722,.}/42,.}/5
6113.80

V2 ¥2274 Y5 V6
6123'65"}/6"}/1 74 75
6128.10

V1% Y374 95
6132.3073712732,}/4 75
6142.30,.}/3,.}/13,.}/2 73 74 75
6144.50,.}/3,.}/1 "}/2 73 742,.}/5 76
6145.40

1293274 75
6156.65,}/5,}/1 73 742,.}/5 76
6156.80,}/571373 74 75
6158095y yo y3 94 75 76
6158.50

6159'10

V1273274 75
7471 72273 Ya Vs V6
6169.207671273 ,.}/42,.}/5
6170.85,.}/6,.}/1 ,.}/32,.}/4 ,.}/5 76
6170.957671273274 ,.}/5

6181'65’77"}/12’)/3 ,.}/42,.}/5
6186'0

713 y5% 7475 76
6199.107571373274275 76
6204.0

7471272273274275 Ye
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610.4,.}/1

613.2,}/5

628'75"}/"}/1

629.65,}/72

641 25,.}/2,.}/5

641 75,.}/ Y6

642 95,.}/,.}/1 va

655.55,}/72 Y4 Y6

670.07271 V5 Y6
674.30,}/2,}/1 Y375
681.90,}/4,}/2 o

682.70,}/2,}/1 Y45 Y6
682.807271274 vs
684.307271272 vs
685.65,}/3,}/1 Y45
686.757271273 o
85709241 v3 74 75
698.35,}/3,}/1 742,.}/5
690'60"}/5"}/1 vs

695.857473 Y45
698.25,}/4,}/2 Y45
698.70,}/4,}/1 V5 Y6

699 20,.}/ 722,.}/4 vs

00 1274 75 70
89553 4 74 75
6100.10,.}/4,.}/1 Y2 s
6100.85,}/2,}/1 Y2 Y3 Y4 Y6
6101.10,}/2,}/2 3 Y4 Y5 Y6
6111.10,}/5,}/4 V5 Y6
6112.057572275
6112.55,}/5,}/1 Y2 s
6112.95,}/5,}/1 Y375
6113.557472275 Y6
6113.90,.}/3,.}/1 722,.}/4 vs
6124'25"}/6"}/1 vs Ve
6131.0577,}/4275
6140.7073,}/1273 742,.}/5 Y6
6143.55,}/4,}/1 v3 742,.}/5 Y6
6144.6073,}/1272 73 742,.}/5
Oy 7295774 7 7
0 T N s 4 75 70
00Ty 727374775 70
O 2 95 74 %
0 T 32757475 70
815920y oy 2y Py 94 5
0Ty 72737475 7
O 1 75 74 75 70
IR IR
8152254y 29594 75 76
6189.807471272 732,.}/42,.}/5 Y6
6202.907571272 732,.}/42,.}/5 Y6
6204.10

7471372273274275

Table IX.3: Circuits avant simplification
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On passe ensuite ces 156 circuits en BASILE, et 'on obtient apres simplification exacte un
ensemble minimal de 25 circuits.

ensemble simplifié de circuits=c = 66'474 e 66'776 e 610'471 e 612'37 e 612'772 e 613'275 e 616'9573 e
5283y g ) 62865 () 62875 ) 6288 1) 629653 3,§30.05 00 05407502 0 641252 §41.354 ) o
SIS oy 0§11 T5n 2 ) G115 20 ) 9285 ) §92.950 0 o ) §A485 0 0y 645350 0
B 85555y ygmave © 63565y~ 7074

Une autre approche consiste a appliquer I’algorithme de Gauss seulement jusqu’a I'itération 42,

et & énumérer brutalement (i.e. sans simplifications) les 415 circuits de la matrice résiduelle A(42)
de taille 6 x 6. Les coefficients de A(*?) sont les suivants:

— 628 .35 641 .45

AR = 6535y, @ §1459 2,
(42) = 626355, @ 639452,
( 2) _ g22. A5 ) §3555 2y,
( 2) _ 416 By @ 6319y 2y, @ 64435434,
E42; = 6152y 0 s @ §13254 3
42

— 61 .2 @ 611.5,}/,}/6 @ 629.45,}/2,}/6 @ 642.55,}/3,}/6

630 .8

Ag‘i?) — 615 g 61624, gy §31654,
A( 2) _ goT. BBy @ 6404542,
A%z) 825y

A( 2) _ g22. Ly @ §34554 24,
A(2452; 521 O’V’V o 533 457 s

A( 2) _ 522, 8501 @ 6359y~
A( )_515@520857 B 63395y,
A%Q) 2445 m @y 637552
A( 2) _ g26. oy @) 63885424,
AE ; = 6253y @ §3T Ty 2,

A:;é? §23. 95776 @ §37 057 Y6

A( 2) _ g24. oy @ 63785,
A( 2) _ g22. T @ 63585,
A( 2§15 g 518 85ma @ 63195y~
A( 2) _ 19 By @ 63497 2y, @ 6973534,
( 2) _ goT. 2oy @) §3965 2
( 2) _ = 62585 @ 63895424
A(51 = 626354, @ 639450,
A(sz = §24355, @) §3T 45,

— 61 .2 @ 6143 ) 629 9,}/,}/ @ 642 .35 2,}/4

— 619 2,}/,}/ @ 634 8,}/2,}/ @ 647 25,}/3,}/5

) _

) _

; §20455, @y §33.355 4
)

) _ 52745

640 .55

776 B 26
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Agl? = 62735 @ §045,

)
AgQ) _ 625'3572 S 538.45772
Aé}‘f) _ 621'4573 S 534.55773
Aé‘f) _ 515.374 o 530'9’7’74 o 543.357274
Aé452) = §12 @ 6142y @ §298yy5 @ §92:254 2,
AE{? _ 56.776 @ 6284500 @ 41554 20

o . . 42 . . .
On pourrait vérifier que le dernier coeflicient Aées ) représente effectivement des circuits passant par

la transition de sortie de la piece 6 et par les transitions internes. En particulier, on a le monome
657y qui correspond au circuit physique la piece 6, ce qui est conforme avec la 6 ieéme colonne
du tableau IX.1. On obtient alors en 20 mn a l'issue de cette énumération sans simplifications 338
circuits qui se réduisent via BASILE aux mémes 25 circuits. Cette méthode est donc provisoirement

plus rapide.

En traduisant I’ensemble minimal de 25 circuits obtenu plus haut, on obtient I'expression
formelle suivante du taux de production comme min de 25 fonctions affines:

A(¢) = min(0.1562500000¢4, 0.1492537313¢s, 0.09615384615¢,, 0.08130081301,
0.07874015748¢s, 0.07575757576¢s,
0.058909705015¢s,
0.03533568905 + 0.03533568905¢4,
0.03490401396 + 0.03490401396s,
0.03478260870 + 0.03478260870¢1,
0.03472222222 + 0.03472222222¢s,
0.03372681282 + 0.03372681282¢5,
0.03327787022 + 0.03327787022¢s,
0.04907975460 + 0.02453987730¢4,
0.04848484848 + 0.02424242424¢s,
0.02418379686 + 0.02418379686¢4 + 0.02418379686¢s,
0.02412545235 + 0.02412545235¢; + 0.02412545235¢4,
0.04790419162 + 0.0239520958 1 ¢,
0.04778972520 + 0.02389486260¢;,
0.02333722287 + 0.02333722287¢5 + 0.02333722287¢s,
0.02328288708 + 0.02328288708¢; + 0.02328288708¢>,
0.02229654404 + 0.02229654404¢5 + 0.02229654404¢4,
0.02205071665 + 0.02205071665¢2 + 0.02205071665¢s,
0.01800180018 4 0.01800180018¢, + 0.01800180018¢4 + 0.01800180018¢,
0.01796945193 4 0.01796945193¢; + 0.01796945193¢5 + 0.01796945193¢,)

Cohen, Dubois, Quadrat et Viot ont appliqué ’algorithme suivant pour saturer la machine
menante:

5.2.1 Algorithme

1/ commencer avec 1 palette par type de piéce

2/ calculer le taux de production

3/ si la machine menante n’est pas saturée, rajouter une palette sur un circuit critique, et recom-
mencer en 2/.

Cohen, Dubois, Quadrat et Viot calculaient le taux de production a chaque étape par l'algo-
rithme de Karp (cf. VIII,2.2.2). Nous calculons ici ce taux de maniere immédiate par évaluation de
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I’expression formelle de A ci-dessus. Nous reprenons la suite de répartitions des palettes obtenue

dans [23] par application de 5.2.1, et donnons & chaque étape le taux de production. Les résultats
coincident avec ceux de [23].

répartition des palettes X (unité de temps)
(91, 92, 43 94, G5 G6)

(1,1,1,1,1,1) 16.95
(1,1,2,1,1,1) 15.11666667
(1,1,2,1,2,1) 14.95
(1,2,2,1,2,1) 14.375
(2,2,2,1,2,1) 14.325
(2,2,2,1,2,2) 14.15
(2,2,2,2,2,2) 12.3

Ainsi, on trouve que la machine menante est saturée pour la derniere répartition (deux palettes pour
chaque type de piece). Cependant, par I’algorithme itératif 5.2.1, on ne peut savoir s’il y a d’autres
répartitions minimales saturantes. Nous montrons ce résultat a ’aide de ’expression formelle de A.

5.2.2 Proposition L’unique répartition minimale des palettes saturant la machine menante est

q=1(2,2,2,2,2,2) .

Preuve La machine menante est saturée ssi o(c) est égale a la pente correspondante a la partie
constante de ¢, i.e.

1
12.3
o(vo = —
( ) 12.3 7
ce qui est réalisé ssi pour tout monéme m de ¢, on a o(m) > 121—3 Nous inspectons successivement

les mondémes, et prenons la plus petite valeur entiere de ¢ satisfaisant les inégalités.

o) =gs > ms = wxl
o(6%T) =5 > s = >l
o6 )=y > s > w21
o6 p)=E > 55 = @22
o6 5) = i85 > 5 = 522
a(8'Py) = dr > s = @22
0(528.3774) — q248-l.-31 > 121_3 = qq> 2
0(528.65776) — ggzé > 121_3 = g > 9
o(88Tyy) = B> s = g >2

Ainsi, une répartition saturante vérifie nécessairement ¢ > (2,2,2,2,2,2). On a vu plus haut que
cette répartition saturait effectivement la machine menante, d’ou le résultat. n

5.2.3 Remarque En général, on n’a pas unicité de la répartition minimale des ressources. Soit
par exemple ’ensemble de circuits

=788y .

On trouve en raisonnant comme ci dessus les trois répartitions minimales suivante

q= ((]17(]2) = (270)7 (17 1)7 (072) :
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6 Formulation en termes de vecteurs propres

Classiquement, on a au moins deux points de vue pour les problemes de valeurs propres: a/
passer par le polynoéme caractéristique, et b/ passer par une étude des vecteurs propres. Les
développements qui précédent sont l’analogue de a/ (cf. en particulier 3.1.12). Nous allons voir
que 'approche b/ conduit ici & un nouveau probleme de programmation linéaire.

6.1 Equivalence a la recherche d’un sous-vecteur propre

6.1.1 Position du probléme Dans la suite, nous considérons un graphe d’événements temporisé,
représenté de la maniere suivante: T;; représente le temps de séjour dans la place® (i7). N;; représente
le nombre de jetons du marquage initial de cette place. Si ce marquage est fixé, N;; est une constante.
Si la place (¢j) correspond & une ressource [, on aura N;; = ¢, ot ¢ est 'indéterminée associée a
cette ressource. On notera N(q) au lieu de N pour rappeler cette dépendance. On suppose que les
transitions sont temporisées a 0, ce qui ne restreint pas la généralité (cf. [23]). Quitte & écrire autant
de problemes d’optimisation des ressources qu’il y a de composantes connexes dans le graphe, on
pourra supposer le graphe connexe. On notera A(¢) le taux de production en fonction des ressources,
et I'on se donne Ay un taux de production souhaité.

Le résultat central est le suivant:

6.1.2 Théoréme Pour le systéeme décrit en 6.1.1, les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) Ag) > Ao
(ii) p(C(q)) = e dans Ryin, ot la matrice C(q) est donnée par Ci;(q) = Nij(q) — Aoly;.

(iii) il existe un vecteur u a coefficients dans R, tel que C'(q) @ u < u.

On a noté p(C') le rayon spectral de la matrice C' dans Ry, (cf. IV,1.3.1), i.e. dans lalgebre

habituelle:
Civio + Cigia + ...+ Ciiy

p(C) = min min p (6.1.a)
La condition (iii) se réécrit dans ’algébre habituelle*
Vi, min(Ci;(q)+u;) > u;
J
soit

En remplacant N;;(¢q) par linconnue ¢ s’il y a lieu (cf. 6.1.1), on constate qu’il s’agit 1a d’un
ensemble de contraintes linéaires en les variables u; et ¢;. On a donc comme conséquence immédiate
de 6.1.2:

6.1.3 Corollaire Le probléeme d’optimisation des ressources §1.9 est équivalent au probleme de
programmation linéaire suivant: “minimiser J(q), sous l'ensemble de contraintes (6.1.b), ou Vi, u; €
R et Vi, q € N”.

3

i.e. la place en aval de la transition j et en amont de la transition i
“On rappelle que < est Pordre dual de <
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Preuve du Théoreme 6.1.2. (i)« (ii). Etant donné une matrice B, on définit le poids wp(a) du
circuit @ = (¢1,...,4) par wp(a) = By i + ...+ Byq, (cf. 1V,§1.3,(1.3.d)). D’apres VIL§6.6,(6.6.a)

on a ( )
_ . wy(a
MO = i wr(a) (01

Les assertions suivantes sont équivalentes:

Alg) > Ao
Pour tout circuit a, Z}J;((z)) > Ao (par (6.1.c))
Pour tout circuit a, wn(a) > Awr(a)
Pour tout circuit o, wn(a)— Agwr(a) >0
Pour tout circuit a, we(a) >0
p(C)>0. (d’apres (6.1.a)).

On a montré (i)<(ii). L’équivalence de (ii) et de (iii) résulte du Lemme 1.3.8 du Chapitre IV. =

6.2 Lien avec I’algorithme de Proth et Xie

Proth et Xie [83] ont proposé un algorithme réduisant le probleme de "optimisation des ressources
a un probleme de programmation linéaire mixte. Notre corollaire 6.1.3 constitue une généralisation
de ce résultat. L’algorithme optimal que Proth et Xie donnent dans [83] n’est en effet valable que
moyennant des restrictions fortes: 1/ il faut se restreindre a une sous classe de graphes d’événements
temporisés 5 2/ il faut supposer que fous les marquages initiaux sont indéterminés, ce qui revient a
prendre autant de ressources inconnues que de places® 3/ il faut supposer que le criteére est invariant
par tir des transitions’. Ces restrictions sont rendues inutiles par le corollaire 6.1.3. En outre, la
preuve algébrique de 6.1.3 nous parait plus simple.

Nous conclurons ce chapitre en comparant les algorithmes d’énumération de circuits et la
généralisation 6.1.3 de I'algorithme de Proth et Xie. Il est clair que lorsque le nombre de ressources
inconnues est de I'ordre du nombre de places, ’algorithme 6.1.3 sera préférable. La simplification
modulo les congruences polyédriques devient en effet rédhibitoire deés que la dimension (i.e. le nom-
bre de ressources) est grande. Par contre, lorsque le nombre de ressources est petit devant la taille
du systéme (i.e. le nombre de places) on pourra via les technique d’agrégation décrites en §4.1, se
ramener a un probléme de programmation linéaire de type (1.3.a) dont le nombre d’inconnues est
égal au nombre de ressources, et non pas a la taille du systeme. L’algorithme donné en §4.1 sera
alors préférable. On aura en outre, via I’expression formelle A(¢), une information plus précise sur
le systeme.

°cf. [83], p. 797 “dans la suite, nous supposerons que le début d’un franchissement n’est possible que si la transition
considérée n’est pas active”. Une telle restriction interdit par exemple de modéliser le probléme suivant: “sachant
qu’une machine peut fabriquer une piece par heure et que plusieurs machines peuvent travailler en paralléle, combien
faut il de machines pour produire 10 piéces par heure?”

5Une telle restriction est génante si une partie du systéme est “fixée” et non indéterminée. Laftit, Proth et Xie
doivent alors recourir & des techniques de pénalisation pour traiter ces cas (cf. [59]).

"Moyennant la restriction 2/, Iallocation des ressources ¢ coincide avec le marquage initial. On suppose que si ¢’ est
un marquage accessible depuis ¢, alors J(¢') = J(g). Cette restriction pose, entre autres, des problémes d’initialisation
du systéeme. Cela signifie par exemple que ’'on prend comme initial un état ou les palettes peuvent étre a un endroit
quelconque de leur cycle, et portent donc des pieces semi-finies.



256 CHAPITRE IX. CALCUL FORMEL DU TAUX DE PRODUCTION



Appendice A

Etude d’une ligne de production
déterministe gérée en “Kanban”

Introduction

Cette étude a été réalisée a l'occasion d’un exposé au groupe de travail “Modélisation et évaluation
de performance des systemes & événements discrets”! sur les instances de René David, & qui 'auteur
est reconnaissant d’avoir suggéré ce travail. Nous renvoyons le lecteur intéressé a Mascolo, [28], pour
une description des systemes gérés en “Kanban” et pour leur étude d’un point de vue probabiliste.

1 Modele algébrique

1.1 Modélisation des cellules kanban

On consideére la version suivante de la gestion dite “kanban”, tirée de [28]. Une ligne de production
est formée de ¢ cellules. Chaque cellule contient n; machines fonctionnant en parallele. Chaque
machine peut traiter une piece, le traitement prenant un temps ¢;. La piece traitée est mise dans le
stock en amont de la cellule suivante. On suppose en outre que les débuts de tache sont effectués
selon la politique suivante: on fixe un nombre de “kanban” (mot japonais signifiant étiquette) K; par
cellule. Au départ, les K; kanbans sont disposés sur un tableau. Lorsque qu’un nouvelle piece rentre
dans la cellule 7 (venant de la cellule 7 — 1), on lui attribue un kanban, que I'on enléve du tableau.
Sl n’y a pas de kanban de disponible, on ne prend pas la piece. Lorsque la piéce est acceptée par la
cellule suivante, on enleve le kanban de la piece, et on remet le kanban libéré sur le tableau. Pour la
derniere cellule, on supposera que la gestion des kanbans est conditionnée par la demande, i.e. que
I’on libére un kanban lorsqu’une piece a été demandée. Nous laissons le lecteur se convaincre que le
graphe d’événements temporisé représenté sur la Figure A.1 représente effectivement ce systeme.
On trouvera un graphe équivalent dans [28]. On observe que le circuit (z;, 2%, @/, x,41) représente
le parcours effectif des kanbans de la cellule 7.

En introduisant une entrée u (correspondant aux pieces entrant dans la premiere cellule) et une
seconde entrée v (correspondant a la demande regue par la derniére cellule), représentée sur la
Figure dans le cas d’une seul cellule, on obtient le systéme d’équations suivant décrivant la solution

1QT1, Pole Systémes A événements discrets, Groupement de Recherche Automatique
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cellule 74+ 1

()
v (cas p = 1)U

K;: nombre de kanbans dans la cellule 2
n;: nombre de machines dans la cellule ¢
t;: temps de 'opération ¢

Figure A.1: Ligne de production générique gérée en “kanban”

au plus tot:

o Ki,..
=2 DY
! _ R gl
T, =x; Dy

[~ ¥ |
xi_élacir

49
Ty =udy e,
Tp41 =0

En éliminant z!:

o) = i @yl = (746" Ve,

Finalement,

Tip1 = (?t’(’)/n’(st’)*$2 ® ’)/I(H-lxi-l—Z
vy =y, du (1.1.a)
Tp41 =0

ol u représente les matiéres premiéres et v la demande. Il résulte en particulier de (1.1.a) que la
ligne de production se représente par le graphe d’événements équivalent donné sur la Figure A.2
(lequel donne lieu aux mémes équations).

1.2 Transfert d’une ligne kanban

On peut écrire pour (1.1.a) I’équation matricielle X = AX ¢ BU, y = CX, avec:

K, T

€ ¥ £ . £
&t (,ynl &t )* e ,}/KQ e :
A= £ dl2(ym2bt2)* ¢ K £
: . K
i £ . e blr(ymét)c e |
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cellule 7 cellule i—l— 1

Ti41

Tit2

e ¢
¢ €

B=|: |, C=]c¢ e e, X=
g ¢
g e

Soit la relation y = CA*BU.

1.2.1 Cas a une cellule On a alors

Ty
7U:[

To = (’anétl)*étl(u @ ’VKlwz) @ 7]«'2?]

1l vésulte de (ab*)* = e @ a(a ® b)* et b*(ab*)* = (a ® b)* avec a = yF164 et b= y™ ! (cf. 0,4.1.6)

que

(a o b)* _ (,}/Ix"létl o ’}/nl 6151)* _ (,ymin(Khm)éh)*

D’ou le transfert:

y = 6t1 (,ymin(f(l ,n1)6t1 )*u @ [6 @ 7]{1 6t1 (,ymin(f(l ,n1 )6t1 )*]U

1.3 Equations générale du transfert

On peut voir (1.1.a) comme un systéme avec des conditions limites aux deux bouts. Une maniere

de le résoudre sans inverser brutalement la matrice A consiste & chercher z; sous la forme

;= ou; D Bizig .

1.3.1 Théoréme Le transfert de la ligne kanban a n cellules est donné par

Y= oppu® Ppp1v
ot les ay; et 3; vérifient la récurrence suivante:
_ _ K
ayp =€, ﬁl =7 !

2<i<p—1: { igr = (Bi8" (460 ) ) 6% (y

ﬁi-l—l — (ﬁzét ( 1615 )*)* K1

Boar = (B0 (78 )7)", apyr = (Bpd ("8 )7) 8" (46" )"

iéti)*a
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Preuve On a en effet:
N AN VCF AL Kivig. o — §0(~™M§5V (s . Koy,
Ti41 (7 ) €; S3] v Ti42 (7 ) (azuz S3] ﬁzxz—l—l) S3] v Tit2 -

La récurrence ci-dessus s’obtient en éliminant 2;1; du second membre (cf. 0,4.1.1) et en identifiant
les coefficients de u et v. .

1.3.2 Remarque On peut voir la récurrence donnée dans le théoreme 1.3.1 ci-dessus comme une
inversion “creuse” de la matrice bi-diagonale A.

1.3.3 Cas de p cellules identiques On a alors 'expression simple du transfert:
y = 6pt(,ymin(K,n) 6t)*u @ [6 @ ,}/K(St(,ymin(K,n) 625)*]?] 7

comme il résulte d’une récurrence immédiate.

Nous interprétons maintenant ces résultats.

1.4 Réponse a la demande d’une cellule Kanban

On a représenté sur la Figure A.3 le transfert associé a une seule cellule. On considere le cas ol

demande faible vy

temps ¥ =
______ Y2
2t de{r_'l_.z_t._l_l_de forte
¢t | ,}/Kfs-t ----------------------------------------- Vo
N K o
quantités

Figure A.3: Transfert d’un cellule Kanban

u = ¢ (i.e. 'approvisionnement est non contraignant), ce qui revient a isoler le transfert liant la
demande a la sortie, i.e.

y = [6 o ,}/Ix"(st(,ymin(f(,n)ét)*]v ]

On a pris le cas particulier ou la demande est constante (et donc la demande cumulée v est une
droite). On constate qu'une demande au plus égale au taux de production de la cellule est servie
instantanément, i.e. que la sortie est égale a I'entrée (courbe pleine). Si la demande est plus forte,
on sert instantanément les K pieces en stock, et le service a ensuite lieu aux taux moyen de la
cellule (courbe pointillée). La partie grisée représente la série de transfert (cf. VII, Figure VIL4).
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1.5 Cas a p cellules

On considere maintenant une demande infinie v = ¢. On a alors la relation fort simple:
y = 6pt(,ymin(K,n)6t)*u )

Le retard 67! correspond au temps de traversée de la chaine de production. Le terme (’ymin(K’”)ét)*

est 'analogue discret du limitateur de débit au taux min( A, n)/t étudié au chapitre V.

2 Exemples

2.1 Un exemple de calcul de transfert

On a écrit une routine makekanban qui génere le triplet (A, B, () relatif & la ligne de production
donnée par la liste des [K;, t;, n;].

MAX> Cells_list:=[[4,3,3],[5,4,4]1];
MAX> s:=makekanban(Cells list): 12p(s);

4

£ v € e ¢
[| G2 e e e || e €]l
€ 6t (y161)” e e e

MAX> h:=evald(s[3]&xstar(s[1]) &s[2]): 12p(h);
[67@ 73610 @74611 o 76513(76)*7 ¢ @7564 @7968 @712610 (e o 762 @7363) (7464)*]

On a également programmé la récurrence du Théoreme 1.3.1. La routine kanban2bidiag génere sous
forme creuse la matrice bi-diagonale A et la routine invertbidiag calcule le couple [apy1, Bpi1].

MAX> m:=kanban2bidiag(Cellslist): 12p(m);
[, 8% (76%) 1, 1% 80 (5%61) ]
MAX> t:=invertbidiag(m): 12p(t);
[67 @ 73610 @ 4511 @ 5613 (767, ed VP61 @ 4968 @ 12610 (e @ v6t @ 7363) (7464)*]

qui coincide avec le résultat précédent. On constate que la période du transfert liant u a la sortie
est le pged des longueurs des circuits du graphe (“effet Frobenius”). Si la demande v est infinie, et
pour une impulsion w = e, on aura donc un régime périodique ultime de 1 piece produite par unité
de temps.
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2.2 Un exemple d’optimisation des kanbans

Afin de compliquer la situation, on a mis deux lignes de production kanban en parallele. Le
graphe d’événements ci-dessous représente ainsi un systeme démarrant deux taches lorsque qu’une
piéce rentre. On aura par exemple un tel systeme lorsque les pieces sont formées de deux parties
complémentaires, et que chaque partie est traitée par une ligne de production distincte.

cellulre”émmké%'
N

S —

b= [ 8 (e th) (58 e (e @ teh) (456

Avec 8 kanbans au lieu de 5 dans la cellule 3

RS M ACEE N

B = [ 83 (Y461 e @081 @ 4565 (v161)" ]
Toutes les cellules deviennent saturées avec cette allocation de kanbans.

On peut retrouver ce résultat en introduisant des indéterminées v; = i, ot K; dénote le
nombre de kanbans dans la cellule ¢, et en optimisant les ressources. Soit
MAX> a:=p2l(array( [[eps,gl,g3], [d4, eps,g2], [43, a4, eps]]),3);

E 71 73
a = (54 g Y2
63 6t e
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MAX> c:=enum(a,p2l(g’*d>+g**d?))
(on énumere les circuits modulo les circuits locaux).

=726 @1t @ 5y @ §yy @ 683

MAX> 1:= p2const(c)
K K, 1(3)
47478

En retrouve bien la contrainte K3 > 8 pour que le taux de production soit optimal (I = 1).

[ = min(1,

2.3 Annexe: les routines kanban2bidiag et invertbidiag

Nous donnons a titre d’exemple de programmes MAX les deux routines qui permettent de calculer
le transfert d’une ligne de production d’apres la récurrence du Théoreme 1.3.1.

#
# CALLING SEQUENCE:

# kanban2bidiag(<list of cells>)

# SYNOPSIS

# returns the bidiagonal matrix associated to the kanban line

# described by the list of cells.

# PARAMETERS

# the list of cells has the following form:

# [CELL1,CELL2,...,CELLp]

# where CELLi=[number of kanbans in cell i,

# processing time in cell i

# number of machines in cell i]

# e.g. <list of cells>= [[3,2,2],[5,3,2]] describes two cells

# second cell with 5 kanbans, proc. time 3, 2 machines.

#

kanban2bidiag:=proc(CLIST)

map(proc(u) [p21(g-ul1l), p21(d-ul2])&x*star(p21(g ul3]*d ul2]))] end,CLIST)
end:

#
#
# CALLING SEQUENCE:
# invertbidiag(<bidiagonal matrix>)
# SYNOPSIS
# Returns the two coeffs (n+1,1) and (n+1,n+1)
# of the star of the bidiagonal matrix
# (0, a1, 0, . 0)
# (b, 0, a_2, . 0)
# (0, b2, 0, . 0)
# (0, e 0, amn)
# (0, ... 0, ©bmn, 0)
# given in sparse form u=[[a_1,b.1],...,[an,bn]]
# u can be produced as the output of kanban2bidiag

#
invertbidiag:=proc(u)

local i,current_star,alpha,beta,n;
n:=nops(u);

alpha:=p21(e);

beta:=ul1][1];
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for i from 1 to n-1 do
current_star:=star(ul[i] [2] &+beta);
alpha:=current stardsuli] [2] &*alpha;
beta:=current stardsxuli+1] [1];

od;

current_star:=star(uln] [2]&+beta);

alpha:=current stardsuln] [2] &+alpha;

[alpha,current star];

end:



Appendice B

Questions algorithmiques

Introduction

Nous avons rassemblé dans cette annexe les problemes algorithmiques liés a ’algebre rationnelle
des opérateurs v et 6 étudiés au Chapitre VII ainsi qu’a Uoptimisation des ressources. Le trait
commun est de travailler dans des dioides de polyndmes et séries formelles quotientés. On montre
sous des hypotheses assez générales ’existence d’un unique représentant minimal d’'un polynome,
qui géométriquement s’obtient en supprimant les monémes dominés pour une relation d’ordre na-
turelle, dite de redondance. On donne ensuite les régles de calcul sur ces représentants. La seconde
partie de cette annexe produit des formes canoniques pour les séries périodiques et les algorithmes
de réduction pour les sommes, produit et autres opérations sur les séries périodiques. Nous conclu-
ons en indiquant comment les cyclicités des matrices peuvent étre calculées a ’aide d’algorithmes
classiques.

1 Calcul dans des dioides de polynomes quotientés

1.1 Représentant canonique d’un polynéme

On a eu au Chapitre VII & manipuler des polynémes de Mi%[v,6], et plus généralement, des
polynémes a n variables modulo certaines congruences (par exemple dans le chapitre sur 'optimi-
sation des ressources). Il est pour cela utile d’avoir une forme canonique de ces objets (test d’égalité
dans le dioide quotient, etc). Dans le cas du dioide M [~ 6], on a pu prendre pour forme canonique
d’un polynéme son représentant minimal, qui se déterminait aisément “géométriquement”. Nous
donnons trois autres exemples de dioides quotients pour lesquels on cherche des résultats analogues

de représentant minimal.

1.1.1 Exemple (Congruence modulo p*) Soit un polynéme p € M[y, 6], et

©pt pp(s)=sp” .

Soit ¢ € ML [[y, 8]]. Existe-il un élément minimal dans la classe d’équivalence de ¢ modulo ¢,,.

1.1.2 Exemple (Dioide M [[v;,8]]) Soient p+ 2 indéterminées 6, 7o, ..., ¥,. On introduit I"ap-
plication:

v Bllyi, 8] = Bllyi, )], s — (Q7)(671)"s

265
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et 'on note ML [[v;, 8]] = B{[7i,6]]/¢ (généralisation de MIL[[v,8]]). Un polynéme p € M [v;, 6]
admet-il un représentant minimal?

1.1.3 Exemple (Congruence polyédrique modulo C,) Soient uq,...,u; des vecteurs de R”
et C le cone polyédrique
Co=Rtu; + ...+ Ry .

On considere le morphisme
o: (P(R?),U,+) — (P(R?) + Cy,U,+), o(s)=s5+C, .

Une partie finie de R? admet-elle un représentant minimal modulo la congruence associée a ¢?

1.2 Un résultat général de représentant minimal

La notion suivante jouera pour nous un réle important:

1.2.1 Définition (d-primalité) L’élément a d’un dioide complet D est dit' d-premier si pour
toute famille {p;}ic; d’éléments de D, on a:

a<@Ppi = 3Jiel, a=p; . (1.2.a)
el

On notera DPD Uensemble des éléments d-premiers de D.

1.2.2 Exemple Dans B[[v, ]], les éléments d-premiers sont les mondémes. Méme résultat dans
M [, 8]]. Dans Zipax, tous les éléments sauf +o0o sont d-premiers. Dans Ryax, il 0’y a pas d’élément
d-premiers (car & < sup{t| ¢t < x} et & n’est majoré par aucun des t < z).

1.2.3 Remarque En Théorie des Treillis, cf. [43], on appelle co-premiers les éléments a vérifiant la
propriété (1.2.a) avec des familles {p; };cs finies. Si ’on qualifie de compacts les éléments a vérifiant
a 2 Dierpi = 3J C I finie t.q. @ X Pjcypj, on constate que les éléments d-premiers sont
exactement les co-premiers compacts. Le lecteur pourra vérifier que les résultats de représentation
minimale qui suivent restent vrais si I’on ne suppose pas le dioide D complet, a condition de ne
considérer que des sommes finies.

Pour simplifier le discours, nous ferons ’hypothese suivante:

1.2.4 Hypothése D est un dioide complet et tout élément de D est somme (€ventuellement infinie)
de d-premiers.

On a donc un morphisme continu et surjectif de demi-treillis:

) (P(DPD),u) — (D,®)
¢.{ p S as (1.2.h)

On a en particulier? z = @((DPD) N | (x)).

'd comme dioide
20On rappelle la notation | (¢) = {u | v <z}
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1.2.5 Définition (Partie génératrice) Soit R une relation d’équivalence sur D. Soit S un en-
semble de d-premiers. Nous dirons que S est une partie génératrice de x modulo R si (S) R .

1.2.6 Exemple Soit 2 un module, D = (P(£),U),et définissons la relation R: X RY ssi vect(X) =
vect(Y') Soit  une partie de E. Une partie Y C F est une partie génératrice minimale de  modulo
R ssi c’est une partie génératrice minimale (au sens usuel) du module engendré par z. On a
coincidence avec la notion classique.

On étudie I'existence éventuelle d’une partie génératrice minimale. On a tout d’abord:

1.2.7 Proposition La somme des éléments d’une partie génératrice minimale de x est un repré-
sentant minimal de x (i.e. un élément minimal dans la classe d’équivalence de x modulo R ).

Preuve si yRx, avec z = @ 5 (S minimal) et y = @71, on a d’aprés 1.2.5 T D S et par croissance
de l'application ¢ donnée en (1.2.b), y = x. "

Nous exhibons une classe de congruences pour laquelle on a un résultat simple et effectif de
représentant minimal.

1.2.8 Définition (Bonne congruence) Nous dirons que R est une bonne congruence pour le
demi-treillis complet (D, &) s’il existe une application ¢ : D — D telle que a R b ssi p(a) = ¢(b) et

(i) @ est croissante et continue (cf. 0,2.3.1).

(ii) ¢ = Id,
(iii) o = ¢,
(iv) ¢(u) = @(v) pour w et v d-premiers entraine v = v.

On en en particulier par (i),(ii) et (iii) que ¢ est une fermeture (cf. 0,5.1.11). Par (i), R, est
compatible avec la structure de demi-treillis complet. On notera indifféremment le demi-treillis
quotient D/p ou P/R,. On a clairement 'isomorphisme

D/p~eD) . (1.2.c)

Notons que la d-primalité est conservée par passage au quotient:

1.2.9 Lemme 5% 2 est un élément d-premier de D, alors la classe d’équivalence de x est un d-
premier dans le demi-treillis quotient de D par une bonne congruence.

Preuve On n’utilise que (i),(ii) et (iii). Si @ < @, p; dans D/p, on a a & B,;p; = B, Pi, soit
wla @, pi) = (P, p;) dott comme Id < ¢ et par continuité de ¢, a < @, ¢(p;). Par d-primalité
de a, a est majoré par I'un de ces termes, disons ¢(pg), d’olt p(a) < p?(pr) = ¢(pr) dot @ < Py. =

1.2.10 Théoréme (Partie génératrice minimale) Tout élément a somme finie d’éléments d-
premiers admet une unique partie génératrice minimale modulo une bonne congruence.

Le lemme suivant et la notion de redondance associée sont la clé de 1.2.10.

1.2.11 Lemme 5% ¢ est une fermeture, alors

u=p(v) & e(u) =) . (1.2.d)

La relation <, définie par u<,v < u < @(v) est une relation de préordre sur lensemble des
éléments d-premiers. En outre, sous Uhypothése 1.2.8,(iv), c’est une relation d’ordre.



268 APPENDICE B. QUESTIONS ALGORITHMIQUES

Preuve du Lemme. Par 1.2.10,(i) ¢ est croissante, donc u =< ¢(v) entraine p(u) < ¢*(v) = ¢(v)
par 1.2.10,(iii)). Réciproquement, par 1.2.10,(ii)), ¢(u) = ¢(v) entraine u < ¢(u) < ¢(v), ce qui
montre (1.2.d). Comme u<,v < ¢(u) < ¢(v), il est clair que <, est réflexive et transitive.
L’antisymétrie résulte de 1.2.10,(iv). n

On a:
1.2.12 Propriétés (i) Si ¢ est une fermeture, alors u < v = u<, v.

(i) Si vérifie 1.2.8,(i), alors u d-premier et u<,@;c;a; entraine 3j € I, u<,a;.

Preuve (i): résulte seulement de ¢ > Id.
(ii): on a u < @(EP; a;) ssi u < P, ¢(a;) (car ¢ continu), ce qui est équivalent a 35 € I, u < (a;)
(par d-primalité de u). n

1.2.13 Définition (¢-redondance) Soit X = {zi} un ensemble de d-premiers. On dira que x;
est -redondant dans X, ou plus simplement redondant, si v;<, @y4; k-

1.2.14 Lemme 5Soit R une bonne congruence induite par o, et X un ensemble de d-premiers. x;
est redondant dans X ssi on a un élément de X, x;, distinct de x;, tel que x;<,z;.

Preuve Comme z; < @k# zk, la condition z;<,z; entraine via 1.2.12,(i) ;< @k# xk. Récipro-
quement, si ;< @y, Tk, on a j # 1 tel que x; <z par 1.2.12,(ii). "

1.2.15 Lemme Soit ¢ une fermeture. Une partie X = {x;}ic1 génératrice de v € D/y est mini-
male ssi elle est sans éléments redondants.

Preuve Si z; est redondant, alors

@xk :@wk@xigw@xk (1.2.e)
k

ki ki

L’autre inégalité étant triviale, on a que X \ {z;} est un représentant de X, et donc X n’est pas
minimal. Réciproquement, si X n’est pas minimal, on a un représentant de la forme X \ {z;}, d’ou

Dr 21 <y D Tk, et donc a fortiori z; <y, Bp; k- m

1.2.16 Proposition Soit ¢ une fermeture, X C DPD. On ne change pas la classe d’équivalence
de @ X modulo R, en retirant de X un élément redondant.

Preuve On 'a montré incidemment en prouvant 1’égalité des membres extrémes de (1.2.e). n

1.2.17 Lemme Sous Uhypothése 1.2.4, on a unicité de la partie génératrice minimale d’un élément
x modulo une bonne congruence.

Preuve Soient $ et T deux représentants minimaux de a. On a @ S<, @ T, d’ott par 1.2.12,(ii),
Vse S, dt, e, s<,ts . (1.2.1)

Semblablement
Vit € T, ElSt € S, téapst . (12g)
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On a alors s<,t,<,5;,, et comme s ne peut étre redondant, s = s;, d’ot s = t5. Ainsi S C T, et
par symétrie, S = T. ]

Preuve du Théoreme 1.2.10. 1/ Existence. Il résulte de 1.2.16 et de 1.2.15 qu’en retirant succes-
sivement de X les éléments redondants, on aboutit a un représentant minimal. L unicité résulte de
1.2.17. m

1.2.18 Définition Soit © € D/¢ somme finie de d-premiers, de partie génératrice minimale X =
{z1,...,2,} . On appellera forme canonique de x Uécriture suivante:

P
= B
=1

1.2.19 Remarque Si ¢ ne vérifie pas la condition d’injectivité sur les d-premiers (iv), on a toujours
lexistence (mais non 'unicité) d’un représentant minimal de a. Deux représentants minimaux S et
5" sont alors égaux modulo ¢ (i.e. les ensembles {p(s)| s € S} et {o(s')| s’ € 5’} coincident.

1.2.20 Remarque La partie “existence” de la preuve ci-dessus ne requiert que le fait que ¢ soit
une fermeture. Soit par exemple dans (P(R?),U) ¢(X) = conv(X) (enveloppe convexe). Les d-
premiers sont les singletons. conv est clairement une fermeture, mais on n’a pas conv(A U B) =
conv(A)U conv(B), ce qui contredit (i). On retrouve de la sorte I'existence d’un ensemble minimal
de points ayant méme enveloppe convexe que la partie finie X. Cependant, I'argument d’unicité
ci-dessus n’est pas valide: il faudra par exemple plus finement caractériser le représentant minimal
comme ensemble des point extrémaux. De méme, soit £ un module. Dans P(F), les d-premiers
sont les singletons, et en prenant ¢(X ) = vect(X), 'argument redonne l’existence d’une famille
génératrice minimale d’un sous-module de type fini (I'unicité étant ici notoirement fausse).

1.2.21 Remarque On donnera en §1.3 une généralisation partielle du Théoreme 1.2.10 aux som-
mes infinies.

La preuve de 1.2.10 se traduit par ’algorithme suivant:

1.2.22 Algorithme (Réduction sous forme minimale) On part d’une partie génératrice de a,

S ={S1,....5}.

Soit S; le d-premier terme non encore examiné de S
st .5; est redondant dans S, alors
supprimer S; de §
sinon
S, a été examiné et l'on recommence une itération.

A Uissue, S est la partie génératrice minimale de a.

Dans tous les cas, 'algorithme effectue n itérations. Dans chaque itération, on compare I’élément
Sia tous les autres éléments de 5, soit au plus n—1 comparaisons par itération. En tout, I’algorithme
requiert n x (n— 1) comparaisons. Un exemple d’application de cet algorithme est donné ci-dessous
en 1.2.24.
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1.2.23 Application au dioide M [[v,§]] Soit dans B[y, §]]

) Bllv.él] — By, 4]
90.{ D (5ol (1.2.h)

On a M [[v,6]] = B[[v, 6]] /. Comme v*(671)* > eet (v*(671))? = y*(671)*, ¢ est une fermeture.

Fn outre, on a
(v"8") = € Ve, (1.2.1)
7,020

et donc (n,t) est égal a la borne sup (dans (Z,>) x (Z, <)) du support de ¢(7"6"), ce qui montre
que la restriction de ¢ aux mondmes (i.e. aux éléments d-premiers) est injective. On a par 1.2.10
l'existence d’un représentant minimal pour tous les polynémes de M [[v, 6]].

Il résulte immédiatement de (1.2.i) que dans M2 [y, d], la relation <, s’obtient de la sorte:
7”6@@7”'6’5' en>nett <t . (1.2.))

Plus généralement, il suffira pour chacun des dioides quotients considérés en 1.1.1,1.1.2,1.1.3 de
produire un test pour u<,v, u et v étant des d-premiers, pour appliquer I’algorithme de réduction
ci-dessus, ce que nous ferons le moment venu.

1.2.24 Exemple Soit & déterminer dans M2 [[v, 6]] le représentant minimal de p = eBy26> Hy* @
7263, Comme e est de plus petite valuation, en appliquant le Lemme 1.2.j, on voit qu’on ne peut
avoir e<,7%6° ®y* & ~26% donc e est non redondant. On constate ensuite que v36% = y4%§< 7267,
donc on élimine ce mondéme, et parmi e,7% 726 qui restent, on constate encore que 7*< e, soit le

nouvel ensemble formé de e et ¥26% qui s’avére minimal, car v26% < e.

1.3 Représentant minimal des séries formelles dans M2 [[v, §]]

Nous montrons dans quelle mesure le Théoreme 1.2.10 de représentation minimale des polynomes
s’étend aux séries formelles.

1.3.1 Théoréme Soit s € B|[v,6]]. Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

(i) s admet une partie génératrice minimale modulo R, (cf. 1.2.5)

(ii) Vn,t € Z, dats(n) < 400, compts(t) > —oo (¢f.2.2.7).
Preuve de 1.3.1 Via 1.2.17, on a 'unicité de la partie génératrice minimale, si elle existe.

(ii)= (i). Soit X = {a; | ¢ € I} une partie génératrice de s. A tout z;, on associe une suite
{Uk}k>1 définie comme suit. On pose ul = x;. Si z; nlest pas redondant, alors on pose uk = a;
pour tout k > 2. Supposons z; redondant. On a alors un 2’ € X avec z’ 7£ x tel que uy = e(a’),
e ul = ymehg! pour un certain (n1,¢1) € N\ {(0,0)}. On pose alors uj = 2’. Si uj n’est pas
redondant, on pose u} = ub pour k > 3, sinon on choisit de méme u} € X tel que uh = 72620}
avec (ng,tg) € N\ {(0,0)}, et ainsi de suite.

1/ chaque suite {Uk}k est constante a partir d’un certain rang. Iin effet, on peut écrire uk =
2y TROTR avec vy = ny 4 ...+ np_q et T, =4 + ...+ t_1, ces deux suites étant croissantes. Si
la suite {u}g}k a un nombre infini de valeurs, 'une au moins des suites v et 75 tend vers 'infini,
par exemple 7. Soit x; = v*¢6"”. On a alors par 2.2.7 dat z(u) > v + 7, d’ou dat z(u) = +00 ce qui
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contredit la premiere condition de (ii). De maniére analogue, si v tend vers l'infini, on contredit la
condition relative a compt s.

2/ On pose ul, = limj_ ., u}, qui existe trivialement d’aprés 1/, et 'on définit U = {u’, | i € I}.
3/ Comme U C X,onao(@U) =< o(@X).

4/ Par construction, U est sans monoémes redondants, donc minimal.

5/ Pour chaque i, la suite {o(u} )} est croissante. Cela résulte clairement de la croissance des suites
v et T et de la caractérisation de ¢ donnée en (1.2.1).

6/ Soit un monéme m < (@ X ). On a m < ¢(z;) pour un certain z;, et donc par 5/ m < @(ul_ ) <
@(@U). En sommant sur tous les m vérifiant m < (@ X)), on obtient (@ X ) < (P U).

Par 3/ et 6/, U est un représentant de s, par 4/, il est minimal.

(i)= (ii). Supposons par exemple dat s(n) = +o00. Soit X = {y™% | i € I'} un représentant de s.
On a d’apres 2.2.7:
Vi>0, diel, n;<mn et t; >t (1.3.a)

On a donc 7 tel que ¢;, > 0,n;, < n, et de méme ¢ tel que t;, > ¢, t;; < n. Supposons X minimal.
On ne peut avoir n;, < n;, (sinon 7™ §%o serait redondant). On a donc ny > ng. De méme, on a iy
tel que #;, > ¢;,,n;, < n, et n;, > n;,. On trouve de la sorte une suite infinie d’entiers strictement
croissante n;, < n;, < ...et majorée par n: absurde. Preuve analogue si compt s(t) = —o0. n

1.3.2 Remarque On peut généraliser le Théoreme 1.3.1. Soit D un dioide complet tel que tout
élément est somme de d-premiers. Soit @ un d-premier inversible, o, (2) = a*x. Soit © = @,y 2;
somme de d-premiers. On a la proposition suivante: (P) Si pour tout ¢, ’ensemble {a™"z;} N | (z)
est fini, alors  admet un représentant minimal. La propriété (P) s’obtient en adaptant la preuve
de (ii)= (i) ci dessus. Réciproquement, on obtient la propriété (ii)= (i) du Théoreme 1.3.1 a partir
de (P) en remarquant que B[y, d]]/ @ qs-1 ~ (B[v,68]]/¥+)/9s-1, et en appliquant la proposition
(P) successivement & a =y et a = §71.

1.3.3 Remarque Voir aussi [3] pour une autre preuve de 1.3.1. Soit Y un représentant de s, et
y = @Y. On montre sous des conditions équivalentes que le représentant minimal X de s satisfait

Px=yBHrosHy.

1.3.4 Exemple Soit:
s = (v26%) = @722632 . (1.3.b)
€N
Via 1.2.j, on a que 72i63i§@72j63j entraine 2 > 2j et 3¢ < 37, i.e. 2 = j. Ainsi, la somme a droite
de (1.3.b) ne contient pas de mondémes redondants. C’est donc I’écriture minimale de s.

1.3.5 Contre exemple La série causale s = 6* vérifie dats(0) = +oo. Elle n’admet pas de
représentant minimal (toute série de la forme sy = 6™V (8)* € B[y, ¢]] est un représentant de s,
mais la borne-inf de la famille {sy}nen est €). De méme, (y71)* n’admet pas de représentant
minimal.

1.4 Somme modulo une bonne congruence

On considere un demi-treillis D quotienté par une bonne congruence (cf. 1.2.8).
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1.4.1 Algorithme (Forme canonique de la somme) On part de deux parties génératrices
minimales de a et b, respectivement A = {aq,...,ar} et B = {by,...,by}. La partie génératrice
minimale de a @ b est donné par Ualgorithme suivant:

prendre le d-premier terme non encore examiné de B, soit b; :
51 b;<,a, supprimer b; de B
sinon

éliminer les éléments de A dominés par b;,

b; a €té examiné, et recommencer une itération.

A Uissue, AU B est la famille génératrice minimale de la somme.

Chaque itération de I’algorithme requiert au plus compl (@) comparaisons, soit dans le pire des cas
compl (b) x compl (a) comparaisons.

1.4.2 Exemple Soient dans M|y, 6]
a:76@7564@7665@7868, b27263@7566@’}/967 .

A= {78,7%6%,4%6° 4365}, B = {426°,4°6°,4%7} .

Pas 1: On a By = 7263 Loa (il suffit de vérifier By £,A; = 446 en raison du lemme 1.2.j). En outre
B ne domine aucun terme de A.

Pas 2: de méme, en comparant By a A; et Ay seulement, on constate By K a. Par contre, Ay =
7564§@’y566 = By et Ay = 7665§wB2. On remplace donc A par

A= {76,7°6%} .
Pas 3: B3 est dominé par A} = v%¢6%. On remplace donc B par
B = {7263,4%65} .
Le représentant minimal de a & b est donné par AU B', i.e.

a®b=76®72 Dy B yP° .

Cela se vérifie sur le dessin de la Figure B.1. On a représenté a par I’ensemble des disques noirs,
b par I’ensemble des carrés noirs. Le représentant minimal de a & b est donné par ’ensemble des
coins “en haut a gauche” de 'union de ces deux ensembles.

1.5 Dioide quotienté par une bonne congruence

Soit D un dioide, ¢ : D — D, induisant une bonne congruence pour la structure de demi-treillis
sous-jacent, et vérifiant en outre:

1.5.1 Hypothése V(a,z) € D?, ¢(az) = ap(z).

Il résulte de 1.5.1 que R, et des conditions 1.2.8 que R, est compatible avec la structure de dioide

de D.



1. Calcul dans des dioides de polynémes quotientés 273

Figure B.1: Somme de a = 76 @ 7261 @ v56° @ 1865 et b = 4263 © v56% @ %67

1.5.2 Lemme Soit ¢ une bonne congruence vérifiant 1.5.1. Soit a un d-premier inversible et un
élément b € D/¢ s’écrivant sous forme canonique by @ ... b,. On a alors la forme canonique

ab=ab; @ ... D ab,.

Preuve Les propositions suivantes sont équivalentes:

ab; redondant
ab; = (D abj)
by < a” (@D, ab;)
b; < c,o(@#i b;) (via 1.5.1)
b; redondant

d’ou la conclusion. n

1.5.3 Algorithme (Forme canonique du produit) Soient a et b écrits sous forme minimale
4= @le a; etb = €D, b;. Sous U'hypothése (1.5.1), on obtient la forme canonique de ab en sommant
les a;b a laide de Ualgorithme 1.4.1.

1.5.4 Exemple Soient les deux polynomes dans ML [y, ]
a =" @262 bi=~6 B3 .

On aab=a1bPazd = (v6®H726) B (1262 Hy16°) = 76 Bv26% $416°. On a représenté sur la Figure
B.2 les polynémes a (disques noirs) et b (carrés noirs). On obtient graphiquement ab en prenant les
coins “en haut a gauche” de la somme vectorielle des parties associées a a et a b (points cerclés).

Nous étudions maintenant le calcul des lois A, B et \.

1.5.5 Lemme Soit D un demi-treillis complet, et ¢ une bonne congruence. D/ est un demi-treillis
complet, ou la borne inf est donnée par:

/\a_i: /\go(ai) . (1.5.a)

En outre, si les bornes inf distribuent par rapport a la somme dans D (cf. 0,5.2.2), alors de méme
dans D /.
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Figure B.2: Produit (7°6° & 262)(y6 & v26%)

Preuve On commence par noter que ¢(@(a)A ¢(b)) = ¢(a) A ¢(b), et plus généralement que

(N pla) = N\ elai) (1.5.b)

€] el
Soient en effet o le membre de gauche de (1.5.b) et 3 le membre de droite. Comme ¢ > Id, a > f.
Comme pour tout j € I, on a @(A; (a;)) < ¢*(a;) = ¢(a;),onaa = Nicrela;) = 3, d’ot Pégalité
(1.5.b).

D’autre part, les assertions suivantes sont équivalentes

Viel, T<da
Viel, p(z) = pla;)
o(z) 2 Nier plar)
o(x) 2 e(Aier plai)) (par (1.5.b))
T X p(Nierplai))

On a prouvé (1.5.a). Supposons la distributivité de la borne inf. Les propositions suivantes sont
équivalentes

(D): bONTG=bD N\ a
b N\ plai) =bd A a
b N\ plai) = Ni(bb a;)
oo A plai) = (N p(b S a;))
(b)) BN, pla;) = Ni(@(b)  p(a;))

La derniére proposition étant vraie par distributivité de D, la propriété (D), i.e. la distributivité

par (1.5.a))
D distributif)

par (1.5.a))
par (1.5.b), compte tenu de ¢? = )

o~~~

de la borne inf par rapport a la somme dans D/, est établie. n

Nous nous cantonnerons dans la suite & M [y, ] pour la simplicité de I’exposé.
1.5.6 Algorithme (Inf de polynémes dans M [vy,6]) On a (i):
,yn(st A ,yn'(st' _ ,ymax(n,n')émin(t,t') )

Pour des polynomes générauz, (ii):

(@,Vmét @,an 625] _ @ niéti A 7713 6253) )

g
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Preuve On a en passant au support supp(p(7"6%) Ap(7"' ")) = supp(p(776*))Nsupp(p(y™6)) =
{v,r) | v>n, r<t}n{(v,7)| v>n', 7 <t} ={(v,7) | v > max(n,n'), 7 < min(¢,t')} d’ou
O(76%) A (7™ 67 ) = p(ymaxtnn)gmin(tt)) Le point (i) résulte ainsi de 1.5.5. Le point (i) résulte
du fait que B[y, 8]], donc par 1.5.5, ML[[y, 6]], est distributif. "

ax

1.5.7 Exemple On a (e 379610 A (6 3 y1612) = (e A §) B (71%610N 6) @ (e A1 612 @ (419610 A
F11612) = ¢ @ 4196 © 411 @ 411610 = e @ 4108 @ 411810,

Si la borne inf de D distribue par rapport a la somme, il résulte de la Proposition 0,5.2.3, et du
Lemme 1.5.5 ci-dessus que I'opération différence résiduée B dans D /¢ est bien définie.

1.5.8 Proposition Soient « = @; a; € D/ une somme de d-premiers et b € D/yp. On a
aBb= @ai . (1.5.c)
a; Ab

En outre, si Uécriture a = @, a; est minimale, alors Uécriture (1.5.c) de a B b lest aussi.

Preuve On a en effet @ < b @ z ssi pour tout ¢ € I, a; < b ou a; < z. La caractérisation (1.5.c)
en résulte. D’autre part, il est clair qu’en retirant des termes a une somme non redondante, celle ci
reste non redondante, donc minimale (cf. 1.2.15). n

1.5.9 Exemple Soit a = 76 §7°6" @160, b = 6§ ® 26", ay est dominé par ¢, as par 26!, d’ot
par application de 1.5.8, a B b = 7°6".

Nous concluons par une formule donnant le quotient résidué dans le seul dioide M2 [[v, ¢]].

1.5.10 Algorithme (Quotient résidué dans M[y,¢]) Soient a = @.a; et b = D, b; deux
sommes finies de monémes. On obtient a/b en réduisant

alb = /\@aibj_l .
j ot
Preuve Résulte immédiatement des propriétés 0,5.3.3,(x) et (iii). n

1.5.11 Exemple On a par application de 1.5.10 et de 1.5.6,(i):
6/(’}/263 ® ’}/4(55 ® ’}/869) — ’}/_26_3 A ’}/_4(5_5 A ’}/_86_9 — ’}/_26_9 .

min(ni)émax(ti)

Plus généralement, soit P = €, v"6% un polynéme. On ae/P = M~! ou M =y est

le plus petit monéme majorant P.

1.6  Quelques raffinements dans M2 [y, §]

ax

On utilise le fait qu'un polynéme se représente comme une liste de mondmes totalement ordonnée
par le degré (cf. VIL,2.3.3). Soit:

a = 7”16“ @ . ..@’y”kétk

une somme de mondéme non nécessairement minimale. Apres un tri éventuel, et en réduisant les
~ ~ ! : !

mon6mes de méme n (compte tenu de ¥ G 4" §' = ~min(7,n )6t), on peut supposer ny < ng <

e < g
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1.6.1 Algorithme (mise sous forme minimale de a) Commencer avec i = 2. Si t; < t;_4
éliminer le 1-iéme monome, sinon passer au t suivant.

Cet algorithme considere une unique fois chaque monome, soit k itérations, et une complexité
négligeable devant celle du tri initial. La complexité de la mise sous forme minimale est donc celle

d’un tri, i.e. O(klogk).
Soient maintenant les deux écritures minimales
a=7"" G Py et a’:’y”iét1 @...@’y”fétf )
La remarque suivante résulte immédiatement de (1.2.).
1.6.2 Lemme Supposons
ng < n; < N1 -
De deux choses l'une: soit t > 1. auquel cas ’y”hﬁté est redondant dans a @b, soit ’y”hﬁté est un point
extrémal de a ® b et les monomes de a éventuellement dominés par 7”261% ont des indices k' > k.

On a alors ’algorithme suivant, plus fin que 1.5.3.

1.6.3 Algorithme (Somme dans M"[y,6]) 1/ Considérer le i-¢me monéme de b, a partir de
i = 1. Trouver k tel que nj, < n} < ny + 1. Si y™é% est dominé par 4"+ aller en 2/, sinon,
éliminer les monomes Y61 dominés par 7”261% (pour 1 > k), rajouter 7”261% aa, et 2/ passer au i
suivant en recommencant la recherche de k seulement a partir de la valeur du denier | éliminé, ou

a défaut, de la derniére valeur de k.

1.6.4 Exemple On reprend I'exemple 1.4.2.
a:76@7564@7665@7868, b27263@7566@’}/967 .

pas 1: k = 1, by = v26° n’est pas dominé par le d-premier monoéme de a, donc il n’est pas dominé
554

par a. a; = v°6" n’est pas dominé par by, a fortiori, les monbémes suivants ne sont pas dominés par

b1. On insere donc by, i.e. on remplace a par
a/ — ’}/(S ® ’}/263 ® ’}/564 ® ’}/665 ® ’}/868 .

pas 2 Pour by, on a k = 3 (position dans a’). On constate que a} = v56* ainsi que a) = 766> est
566

dominé par by = v°6°. Le monome suivant af n’est pas dominé. On supprime donc a}, ¢} seulement
et I'on insere bo, soit
a// — ’}/(5 @7263@7566@7868 .

pas 3 Pour b3, on a k = 4. On constate que b3 est dominé par y%6%, on élimine b3. Finalement
a®b=a"=~v6D 7% D ~6% @458 .

L’intérét de 1.6.3 par rapport a 1.4.1 tient a ce qu’il n’est besoin de considérer que les mondmes
voising dans le test de domination, comme 1’énonce le lemme 1.6.2. Autrement dit, I’algorithme
consiste a parcourir de la gauche vers la droite les monomes de a et b sans jamais revenir en
arriere, soit un nombre de comparaisons pour la somme de 'ordre de O(compl(a) + compl(b)).
En conséquence, le produit donné par ’algorithme 1.5.3 requiert maintenant O(compl(a)compl (b))
comparaisons.
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1.7 Extension des degrés a M2 [[v, §]]

Nous étendons les notions de degré et valuation au dioide M[[v,6]]. Le seul point délicat est
qu’en raison du quotient par y*(671)*, les degrés en § et valuation en v sont intrinséques, alors
que les degrés et valuations duales dépendent du représentant. On appelle mondéme un polynéme
de support réduit & un élément. On définit le degré deg s et la valuation val s d’une série formelle
comme les deux couples suivants:

deg s = supsupps, vals = infsupps ,

les couples de Z? étant partiellement ordonnés par 1'ordre usuel composante par composante. On
posera degs := (deg, s,degs s) et vals := (val s, val s5). On note compls le nombre de mon6mes
de s (i.e. le cardinal de supps). On dira que la série s est causale lorsque supps C N2, ce qui est
équivalent a val.(s) > 0 et vals(s) > 0. Les propriétés suivantes sont immédiates:

1.7.1 Propriétés (i) s — degs croissante,
(ii) deg(s & s') = max(degs,degs’) (max composante par composante),

(iii) deg(ss’) = deg(s)+deg(s’) (somme composante par composante et convention —oo 4 (+00) =
_OO),

(iv) s #e = vals < degs,
(v) compl(p & q) < compl(p) + compl(q),
(vi) compl (p @ ¢q) < compl (p)compl (¢).

Propriétés et conventions duales pour la valuation.

1.7.2 Exemple ¢ @ 76" = v76%, vale = (+00, +00), deg 76! = val 76" = (n,t), (e ®7262) (671 &
Y36 = 6Tt B 56 p 43672 3 48672, Noter que y~! est un polyndome (et méme un mondme).

1.7.3 Proposition Les seules séries formelles inversibles dans B[[y, 6]] sont les monomes.

Preuve Si ss’ = e, il résulte de (iii) et de la formule duale que
deg s 4+ degs’ = vals +vals' =0 (1.7.a)

Via (iv), on a val s < deg s, idem pour s'. (1.7.a) entraine donc degs = val s, deg s’ = val ¢, ce qui
signifie que s et s’ sont des mondémes. Réciproque triviale. ]

1.7.4 Proposition Soit s € ML[[v,8]], et un représentant de s, so € B{[7,8]]. degs so et val.,sq

ax
ne dépendent pas du choix de sq.

Preuve Soient sy = @;c 7™ 6" et 51 = Dics ’yn;(ﬁt; telles que ¢(so) =< ¢(s1). Montrons que
degs(s) < degg(s’). On a:

Viel,35€ Jk,1>0, ~Mgt < 7n35t37k5_1

d’on
t; <t — 1<t < degg s

et en passant au sup degs s < degg s’. Ainsi, ¢(s9) = (1) entraine 1’égalité des degrés en é. "
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Par contre, les autres degrés et valuations ne passent pas au quotient. On a par exemple
deg e =10, deg, 7" = +oc

quoique e et v* appartiennent a la méme classe d’équivalence. On se restreindra dans la suite aux
polynoémes et 'on définira le degré en v d’un polynéme p comme le degré en v de son représentant
minimal pg. Définitions analogues pour la valuation val et le nombre de termes compl. Enfin, nous
définirons les séries causales de MiL[[v,8]] comme les images des séries causales de B[y, 6]] (cf.
§1.7) par la projection canonique. Si s admet un représentant minimal sy € B[[v,d]], alors s est

causale ssi sg est causale.

1.7.5 Exemple Soient p = e & 156" et ¢ = 7°6'%. On a deg, (p & ¢) = deg. (e & 7%6"%) = 6 <
max(deg, p,deg, ¢). Pour le polynéme p de la Figure VIL.4, on a par exemple degp = (3,3),
valp = (0,0), complp = 3. La série s = e 3 ¢! est causale (I’écriture minimale est s = ¢), mais
s' = v~ ne l'est pas.

On montre sans difficulté les propriétés suivantes.

1.7.6 Propriétés On a pour s,s' € MI%[[v,]]:

degs(s @ s

) = max(deg; s, degs 5'),
degs(s @ s')
)

= degs s + degg ¢,

/

val (s @ s’) = min(val ,s, val ,s'),

val (s @ s') = val ;s 4 val ..
En outre, lorsque s et s' sont des polynémes:

deg,(p @ p') < max(deg, p,deg, p'),

deg, (p @ p') = deg. p + deg, 1/,

val s(p & p') > min(val sp, val sp’),

vals(p @ p') = val sp + val sp/,

compl (p & q) < compl p 4+ complg

compl (p @ q) < complp X complg.

Les quatre premieres formules s’obtiennent de maniere analogue a 1.7.4. Les deux suivantes s’obtien-
nent en prenant les représentant minimaux pg et ¢o de p et ¢ et en remarquant que le représentant

minimal de p & ¢ s’obtient en retirant des termes a pg P ¢o, ce qui diminue le degré et augmente la
valuation. Les dernieres sont laissés au lecteur. n

2 Algorithmes relatifs aux séries périodiques

Nous élaborons ici des formes canoniques pour les séries périodiques déja traitées au Chapitre VII.
Ces formes canoniques sont a la base de I'implémentation de ces séries décrite au Chapitre VIII.
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2.1 Séries causales

Les systemes que nous considérons admettent a la fois des représentations dateur et compteur
causales. Nous introduisons donc la notion suivante:

2.1.1 Définition (Fonctions causales) La fonction compteur k € Croiss(Z, Zinin) est dite causale
sst
k(t) = k(0) pour t <0, k(¢) >0 pourt>0 .

La fonction dateur k € Croiss(Z, Zinayx) est dite causale ssi

k(n) = —oo pour n < 0, k(n) € NU{—oo} pour n >0 . (2.1.a)

2.1.2 Remarque En V. 3.3.3, on avait caractérisé les réponses impulsionnelles des systemes lin-
éaires causaux sur Croiss(Z, Zmin) par k(t) =cte pour ¢ < 0. Ici, on exige en outre que k(¢) prenne
des valeurs positives ou nulles.

2.1.3 Définition La série s € ML [[v,8]] est dite causale ssi elle admet un représentant sy €

B[y, ¢]] causal (i.e. a exposants positifs ou nuls).

2.1.4 Proposition Soit s € M%[[v,6]]. Les trois propositions suivantes sont équivalentes:

(i) s est causale,
(ii) la fonction dateur associée a s est causale,

(iii) la fonction compteur associée a s est causale.

Preuve (ii)=-(i): via 2.2.5 et la propriété (2.1.a) on a le représentant causal de s:

so = @,}/nédats(n) _ @ ,yn(sdats(n) )

neZ neN
(i)=(ii): Soit so = ;7" 6" avec n; > 0,¢; > 0 un représentant causal de s. On a
dats(n) =sup{t € Z| v"¢" < s} . (2.1.b)

Si n < 0, ’ensemble ci-dessus est vide (sinon 76" < 4™ ¢%, d’ott n; < n < 0 ce qui contredit la
causalité de sp). On a donc dat s(n) = —oo pour n < 0. Si n > 0 et 76" < sg, on a ¥ < y™§%,
d’ott n < m;, d'olt 46 < 4™ 8%, Ainsi, dat s(n) > t; > 0. Les conditions de (2.1.a) sont réalisées.

Arguments analogues pour (i) (iii). n

2.2 Représentations périodiques
Nous reprenons en détail la notion de périodicité mise en évidence au Chapitre VII.

2.2.1 Définition (Dateurs périodiques) Soit (v,7) € N2\ {(0,0)}. une fonction dateur n
d(n) est dite (v, T)-périodique & partir de N si elle est causale et

(Vo> N) dn+v)=dn)+r (2.2.a)

Sile N n'est pas précisé, on dira simplement (v, T)-périodique.
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Si (v, 7) est une période de s, les couples (kv, k7) avec k € N\ {0} sont aussi des périodes. Une telle
fonction est représentée sur la Figure VIL.5.

2.2.2 Périodes dégénérées

(i): Siv =0et 7> 0, de deux choses I'une: soit d(n) = —oo, auquel cas d(n+v) = d(n + 2v) =
... = —00, et d étant croissante, d vaut identiquement —oo. soit d(n) > —oo, auquel cas (2.2.a))
entraine d(n) = +oo pour n > N.

(ii): Siv > 0 et 7 =0, on a que d est constante & partir de n.

2.2.3 Remarque les dateurs vérifiant (2.2.a) devraient étre qualifiées de “fonctions a accroisse-
ments ultimement périodiques” au sens classique. Notons en effet que la fonction accroissement de

d, d définie par d(n) = d(n + 1) — d(n), vérifie:
(Yn>N) dn+v)=d(n) . (2.2.h)

2.2.4 Définition (Séries (v, 7)-périodiques) Une série s € M [[v,8]] est (v, T)-périodique (a
partir de N ) si sa fonction dateur associée dats est (v, T)-périodique (a partir de N ). s est dite
non-dégénérée si la période de dat s ne reléve pas des cas 2.2.2.

2.2.5 Théoréme Les propositions suitvantes sont équivalentes:
(i) La série s est (v, T)-périodique
(ii) On a deux polynoémes causauz po et qo tels que s = po & qo(7767)*.
(iii) On a deux polynomes causauz py et ¢ avec degp; < val g1 —(1,1), degqr—val¢; < (v—1,7—1)
tels que s = py & q1(7767)"

(iv) On a (N,T) € N2, un polynéme causal p avec degp < (N — 1,T — 1), un polynéme causal
g=e®q ou(1,1)<valq etdegq < (v—1,7—1) tels que s = p B VT q(v"67)*.

2.2.6 Remarque On constate qu’en vertu de la caractérisation (ii), la terminologie est cohérente
avec la notion de périodicité introduite en VII,3.3.7. Une série s est périodique ssi il existe (v, 7) € N
telle que s soit (v, 7)-périodique.

Preuve du Théoreme 2.2.5. Nous supposerons v # 0 et 7 # 0, les cas dégénérés (triviaux) étant
traités séparément dans la remarque 2.2.10 ci-dessous. On passe trivialement de (iv) a (iii) en posant

g1 = vV6Tq. En outre, (iii) étant un cas particulier de de (ii): (iv)=-(iii)=(ii).

(i)=>(iv). Supposons s causale et (v, 7)-périodique & partir de Ny.
(a): on pose N = min{n > Ny | dats(n+v —1) < dats(n+v)}.
(3): on écrit par 2.2.5

5 = @ ,yn(sdat s(n) _ @ ,yn(sdat s(n) @ ,}/N(Sdat s(N) @ ,yn(sdat s(n)—dat s(N)
neN 0<n<N-1 N<n

On obtient la représentation de type (iv) en posant T' = dat s(/N) et en observant que la seconde
parentheése est de la forme ¢(7¥67)* avec

g= ( @ ,yn—Nék(n)—T) 7

N<n<N+v-1
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qui satisfait les conditions de degré a cause du choix (a).

(ii)=-(i): on a les deux lemmes immédiats suivants:

2.2.7 Lemme 5Soit p un polynome causal et m un monome causal. La fonction dateurs associée a
p @ m(y767)" est (v, T)-périodique a partir de max(deg., p,deg., m).

2.2.8 Lemme Le maz de deux dateurs (v, T)-périodiques (respectivement a partir de N et N') est
(v, T) périodique a partir de max(N, N')

En conséquence, p @ q(7767)" est (v, 7) périodique a partir de max(deg,(p),deg.(q)). "

On appellera représentation périodique de s une écriture de la forme 2.2.5,(iv). Le polynoéme p sera
appelé transitoire, ¢ motif périodique et (N,7T') début du périodique.

La preuve ci-dessus s’écrirait de méme avec les compteurs. On a donc:

2.2.9 Corollaire dat s est (v, 7)-périodique ssi la fonction compt s est (7, v)-périodique.”

2.2.10 Remarque (Cas dégénérés) Si 7 = 0, on a dat s constante a partir de N, d’ou

S = @ ,ynédats(n) ]

0<n<N

7 est donc nul ssi s est un polynéme. Si v = 0, on peut écrire

S = @ ,yn(sdat s(n) o ,}/N(Soo ]
0<n<N-1

Ces cas dégénérés généralisent respectivement les éléments simples dégénérés de type monomial et
de type infini (cf. VIL,4.0.1).

2.2.11 Remarque On passe de 2.2.5,(iii) & 2.2.5,(iv) en posant ¢ = y~valvag—valsqig  Les rep-
résentations (iii) et (iv) sont donc équivalentes a une normalisation du motif preés. Le terme “motif”
pour ¢ dans (iv) s’interpréte en effet si 'on écrit

’}/N(ST(](’}/U(ST)* — '}/N(ST(]@’}/N(ST(]'}/U(ST @,}/N(STq,yQU(SQT”"

i.e. le polynéme ¢ est “répété” a partir de la position (N,T') avec les translations successives de
vecteurs (0,0), (v, 7),(2v,27),...La condition degp < (N —1,7 —1) exprime que le dernier monéme
du transitoire ne recouvre pas le premier monéme du motif. La condition degq < (v — 1,7 — 1)
exprime que les motifs translatés successifs ne se recouvrent pas. Ceci est illustré par le dessin
suivant, o l'on a représenté une fonction dateur périodique (on a fait abstraction du caractere
discret). On a de la sorte une généralisation dans N? de la notion de partie périodique de N étudiée

en VIL§3.3

2.2.12 Proposition Soit s une série (v, T)-périodique a partir de N. Il existe une seule représen-
tation périodique de type 2.2.5,(iii).

Preuve résulte du lemme immédiat suivant:

3 ..
noter la transposition.
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2.2.13 Lemme 57 s admet une représentation périodique de la forme (iii), alors nécessairement

N4+v-1

N-1
p= @ ,ykédats(k) q= @ ,ykédats(k) ‘
k=0 k=N

2.2.14 Exemple La proposition 2.2.12 énonce 'unicité de la représentation périodique, v, 7 et ¥V
étant fixés. On peut cependant avoir des représentations différentes pourvu que les v, 7, N soient
distincts. Via (70)* = e97%6%e.(76)* = e97%6%.(eBv6)(72%62)*, on a en effet deux représentations
périodiques de la méme série.

2.2.15 Exemple On a les différentes représentations périodiques de la série donnée sur la Figure
B.3. On a encadré les différents motifs: v26%(e & v6?) (cadre hachuré épais), v°6*(e & 7%¢) (cadre
en pointillé), et v26%(e B 762 B 7367 @ v16%) (cadre fin).

Figure B.3: Diverses représentations périodiques d’une méme série

s=edy 8% (e ®y6?) (767" (2.2.¢)
s=ed@y 62 B8 e d y26)(776°%)" (2.2.d)
I6@’}/262(6@’}/62@’}/363@’}/465)(’}/666)* (226)

Cependant, la représentation (2.2.c) parait “plus simple” que les deux autres. Nous formalisons
maintenant cette notion et montrons I'existence d’une unique représentation périodique “minimale”.

2.3 Représentation périodique minimale

2.3.1 Définition (Représentation plus simple) On dit que la représentation périodique p &
AN§Tg(y67)* est plus simple que p' & N 6T ¢/ (v7'67' ), si (v,7)|(V,7) et si (N, T) < (N',T").

2.3.2 Proposition La relation de plus grande simplicité est une relation d’ordre sur l’ensemble
des représentations périodiques de s.

Preuve La réflexivité et la transitivité sont immédiates. L’antisymétrie résulte du lemme 2.2.13
ci-dessus.
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2.3.3 Théoreéme Une série périodique non dégénérée admet une plus simple représentation pé-
riodique.

Preuve Soit d le dateur associé a s. Il suffit de voir qu’il existe un plus petit triplet (N, v, 7)
vérifiant (2.2.a), ou de maniere équivalente (2.2.b). Supposons

Vn > N,d(n+v)=d(n)

Wi > N'd(n+ ') = d(n) (2.3.2)
On a donc pour n > max(N, N'), J(n +av+ pr) = J(n), et par application de 3.3.6
AKo,Vk > Ko, Ja,8 €N, kpged(v,v') = av + pv/
et donc pour n > Ky = max(N, N') + Kopged(v,v'),
d(n + pged(v, ') = d(n) . (2.3.h)

Supposons par exemple max(N, N') = N'. Quitte & agrandir Ky, on peut supposer K de la forme
N 4 zv (2 € N), et en utilisant la v-périodicité a partir de N, on note que (2.3.b) est valable des
n > min(N, N'). Ainsi, si (N,v,7) et (N',v/,7) vérifient (2.3.a), leur borne-inf* vérifie la méme

propriété. La conclusion en résulte. n
2.3.4 Définition (Plus petite période w.,) On notera ws(s) la plus petite période de s.
Nous donnons maintenant des algorithmes pour obtenir la plus simple représentation périodique.

2.3.5 Algorithme (Minimisation du transitoire) Soit

s=pdpr®Y 0 (g B q)(767)

une représentation périodique de s, ou py (resp. qi) est le monome de plus haut degré du transi-
toire (resp. du motif ). On obtient un représentant périodique de transitoire minimal en appliquant
Uitération suivante: Si

pe #F A"y
alors le transitoire p @ pp est minimal. Sinon, recommencer une itération avec la représentation
suivante:

s=p®prle® T g)(r70T)"
Le nombre d’itérations est majoré par le nombre de termes du transitoire.

2.3.6 Exemple On applique lalgorithme a la représentation (2.2.d). On a:
p=epr =70 g =e g =7%, "8 =78 V6T =477

Comme py = y"61q27 7677, on a la représentation (2.2.c). Soit p; = €, ¢ = €, g3 = 762, "6 = 262,
Comme py # 7"6'qey ™67, le transitoire de (2.2.c) est minimal.

Le probleme de la minimisation du périodique peut s’interpréter comme une “mise en facteur” d’un
type particulier. Il est clair qu’une période minimale divisera toute autre période, mais aussi que
le nombre de termes du motif minimal divisera le nombre de termes de tout autre motif. Notons
Qdeg<(n,t) 12 troncature de ¢ au degré (n,t) (i.e. le polynéme formé des mondémes de ¢ de degré au
plus (n — 1, —1). On a lalgorithme suivant.

te. (min(N, N}, pged(v, v'), pged(r, ')
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2.3.7 Algorithme (Minimisation du périodique) Soit
s=q(y767)" . (2.3.c)

(1): Pour p premier divisant v, T et complgq, faire:
vVi=v/p, v =1/[p. S1q= qaeg<(v (€D AV @y =D (=) alors
remplacer (2.3.c) par s = qdeg<(l,/77/)(’y”/67/)*
et recommencer (1) avec le méme p,
sinon
recommencer (1) avec le diviseur p suivant.

La plus simple représentation d’une série s s’obtient en appliquant d’abord 2.3.5 & s, puis 2.3.7 a
la partie périodique de s. L’ordre inverse est également licite.

2.3.8 Exemple Soit la partie périodique de (2.2.e):
s = (6 @’}/62 @’)/3(53 @’}/465)(7656)* —. q(,}/uéﬂ')*

Onav=r7=6et complp=4dot D={2}. On constate que ¢ = (e P 76%)(e & 7°6?), et donc on
repart de s = (e & 76%)(7%6%)*. Comme 2 ne divise pas 3, on ne peut refactoriser ce motif (on ne
peut calculer les nouveaux v’ et 7). Le motif est donc minimal.

2.4 Somme de séries périodiques
L’opération inverse de la minimisation du transitoire (cf. 2.3.5) nous sera utile.

2.4.1 Lemme (Développement d’une série périodique) Soient ng,tg > 0 et la série sous
forme périodique minimale s = p & YN6Tq(y767)* avec v £ 0 et T £ 0. Il existe une plus sim-
ple représentation périodique

5 = p/ @ ’VN/(ST/(]/(’VU(ST)*

telle que N' > ng, T" > tog. On Uappelle développement de s a lordre (ng, to).

Preuve Soit k entier tel que N 4+ kv > ng et T + kT > 1. On a la représentation périodique:
s=pd ’yN(STq(e @ ’}/U(ST Q. D ,y(k—l)u(s(k—l)ﬂ') o ,}/N—I—ku(sT—I—kTq(,yyéT)* ]

On obtient le développement de s en appliquant ’algorithme de minimisation du transitoire 2.3.5
a la série ci-dessus, sous la contrainte deg py > (ng, o). n

2.4.2 Exemple Soit s = v26% @ 7°67(e ® v26)(736%)*. Le développement de s & l'ordre (7,5) est le
suivant:
s =723 DA% By 6% (e A EH)(PE) . (2.4.a)

2.4.3 Cas d’une pente ultime infinie Nous évacuons le cas ou I'une des deux séries, disons s,
a une pente ultime infinie, i.e. via 2.2.10:
s=p& 7N6+°° .
Soit 8" = p' @ ¢'(v767)* et p} le transitoire associé au développement de s’ & I'ordre (N,0). On a
clairement:
s@s =popmyNete .
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Le principe des algorithmes de somme de séries périodiques est contenu dans le lemme suivant.

2.4.4 Lemme Soit s une série (v, 7) périodique a partir de (N,T). Soit P le développement de s
a lordre (N +v —1,0),
P=papq, (2.4.b)

ou deg. (p) < N —1 et val,¢ > N. On a la représentation périodique de s:
s=pdq(rPeT)” . (2.4.0)

La décomposition (2.4.b) consiste a séparer les termes du représentant minimal de P d’exposant
en v plus petit que N — 1 des autres.

Preuve de 2.4.4. 1l résulte de 2.2.13 que
s=PpQQ(H) (2.4.d)
ou P = @Q;"E)”_l ykgdats(k) of () = @i\f:—]\z&;l vkgdats(k) On a donc
N-1 N4v-1
p= @ 7kédats(k)7 q= @ ,yk(sdats(k) ‘ (2.4.e)
k=0 k=N

Comme dats(k + v) = dats(k) + 7 pour & > N, on a Q = 7767¢, et donc (2.4.d) se réécrit
s=pBqled YT (7V67)) = pd q(7v¥67)". En outre, d’aprés (2.4.e) p et g vérifient les conditions
de degré et de valuation 2.2.5,(iii). n

On a donc l'algorithme suivant:
2.4.5 Algorithme (Somme de séries périodiques) Soient s et s’ deux séries périodiques. Dé-
terminer une borne supérieure a priori pour le début du périodique de s @ s'. Appliquer le Lemme
2.4.4, et réduire (2.4.c) via les Algorithmes 2.3.5 et 2.3.7.

Il nous reste a produire des bornes a priori.

2.4.6 Lemme Si s et s’ sont deux séries de méme pentes ultime périodiques a partir, respective-
ment, de N et N', alors s @ s’ est périodique ¢ partir de max(N,N').

Preuve C’est un avatar de 2.2.8. n

2.4.7 Lemme Soient deux représentations périodiques de type 2.2.5,(iii), s = p & yN6T q(y767)*
et s = p AN (767 Y, avee 0 < 000(8) < 0oo(8'). La série s @ s’ est périodique a partir de

/ 1 AT/ ’ N —1
](:max(N,N—H/LwJ,L(—T—ﬂ—T,—T’—T’—I—l-I—T N -|-T—) (Z—T—/) J) , (2.4.f)

T v v v
ot |z] :=min{n € Z| n > z}.
Preuve Les majorations et minorations suivantes résultent immédiatement des conditions de degré

et valuation 2.2.5,(iii).
sEp®ANET(7VET) = sy

s < (ST/ @,}/N'-l—léT'—l—T'—l(,yu'éT')* — 8/1 )
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Sil'on a K > N tel que
dat s1(k) > datsj(k) pour k> K , (2.4.2)

on aura dat s(k) > dat s (k) > datsi(k) > dat ¢'(k), et donc dat(s @ s') = max(dat s, dat s’) sera
égal & dats pour k > K. s @ ¢ sera donc périodique a partir de K. La condition K > N rend
compte du d-premier terme du max & droite de (2.4.f). Il reste a vérifier (2.4.g). Nous faisons pour
cela appel au Lemme élémentaire suivant:

2.4.8 Lemme Soit s = y"6'(7"67)*. On a:

dats(p) =t + T[p_ “

] + X[n,—l—oo[(p) ’

ot 1 désigne la fonction indicatrice de l'ensemble I, valant 0 pour p € I et —oo sinon.

Preuve résulte immédiatement de (2.2.b) et de I’écriture

s = ,yn(st ® ,yn—l—l(st ® ,yn—l—u—l(st ® ,yn—l—y(st—l—ﬂ' ® ,yn—l—u—l—l(st—l—ﬂ' @ .. ‘,yn—|—21/—16t—|—7 ® ,yn—|—21/6t—|—27 @... .

Via 2.4.8, la condition (2.4.g) est équivalente a:

J— J— /_
b N] > max(T, 7"+ 7' — 1+ T’[Mil

v v/

T+ 7] ) pour k> K .

La condition T + T[%] > T est équivalente & K;N > LT/_TT‘HJ ce qui justifie le second terme a
droite de (2.4.f). On trouve le troisiéme terme en déterminant le plus petit & tel que: T+47(2=¥—1) >

14

T+ -1+ Tlik_]j,/_l. n

2.4.9 Remarque Le lemme 2.4.7 ne fait qu’exprimer effectivement que si la pente ultime de s est
inférieure a celle de s’, alors dat s(n) > dat s’(n) a partir d’un certain rang.

2.4.10 Exemple Soit s comme en 2.4.2 et p' = y6* @ 776%. On a en ajoutant p’ & (2.4.a):
s®p =78 G6%(e ©18")(776%)"
Ici, le transitoire est minimal.
2.4.11 Exemple Soient
s=(edyd) (7464)* s =62 (7363)*

Ces deux séries étant de méme pente, on sait par 2.4.6 que s ¢ s’ est périodique a partir de
max(0,1) = 1, de période v263Uy*§* = v12612. Les termes de s & s’ de degré en 7 inférieur ou égal
aN+rv—-—1=14+12—-1 =12 sont les suivants:

P = e@r6?@A16% @ AT68 @420 @ 41081 g 412612
Fn partitionnant P comme en 2.4.4, on trouve
p=e, q=62@ 16" BATES @%@ 1081 @ 412612
Ainsi
sDs = e® (162D 7165 @ 1765 @ 7°6° @ 410611 @ 412612)(v12612)*

Le transitoire n’est pas minimal. On trouve apres réduction:

s@ s = (6@762 @7465 @7768 @7969 @710611) (712612)*
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2.4.12 Exemple Soit & calculer s @ s', avec
s = e @36t @560 (6@762) (7263)*, s = 282 @ 4585 @ 4710 (765)*
On a

7565 (e @762) (7263) o 77610 (765) _ 7565 o 7667@ 7768(6 o 762)(7263)* @77610(765)* ‘

On observe que le terme souligné est dominé. On a donc

sa ¢ = 6@7262@7364@7565@7667@77610 (755)*

2.5 Autres opérations sur les séries périodiques

Nous notons ici brievement que la périodicité est préservée par les opérations A,H et \. On peut
déduire ces résultats de théoremes généraux (par exemple I'inf de deux séries rationnelles correspond
a lintersection de deux parties rationnelles de Z2, et I’on peut appliquer un Théoreme d’Eilenberg
et Schiitzenberger [32]). De maniere plus spécifique, on a les résultats suivants.

1A%

2.5.1 Proposition Soit s = p @ qr*, & = p' @ ¢'(+')*. La série s N &' est périodique. Si 0,(s) >
Ooo(8'), 0n a W (s N 8') = oo (8). 1 00o(8) = 0o (8), Weo(s A 8') divise woo(s) U weo(s).

2.5.2 Proposition Soit s = p @ qr*, s = p' & ¢'(r'")*. La série s B s' est périodique. Si 0..(s) <
Ooo(8'), alors weo (s B s') = wao(s). Si 050(8) = 000(8), alors we(s B ') divise we(s) U weo(s'),

ou bien s B s" est un polynome. Si 0.,(s) > 0.0(5"), sB s est un polynome.

2.5.3 Proposition Soit s = p® gr*, s’ = p' B ¢(7")*. On a s/s' = 476", ou (n,t) € (=N)? et
" est périodique. Si 05o(5) < 0uo(8'), alors wao (") = Weo(s). Si 0s(s) = 050(8'), alors we(s")
divise weo(8) U weo(s'). Si0s(u) > 00c(s'), s est nul.

8/

Au lieu de montrer cette derniere proposition, nous préférons traiter deux exemples.

2.5.4 Exemple

e/ledyé)=clen(e/y6)=eny et =61 .

2.5.5 Exemple Soient
s=(v8), & =47 (e b 726) (7363)*
On a
(78)"/ (v (e & y*8)(7°6%)") = 7 2(8)"/ (476%) Ay THeTH(v6)7/(v787)" (2.5.2)
Par monotonie, on a (76)* = (v6)*/(7363)* = (v8)*/(v6)* = (v6)*. En outre, v~ 1(76)* =

>
YT 6 (v8) = y73(v6)" = y72(v68)* . Ainsi, le second terme & gauche de (2.5.a) est supérieur
au premier. On a donc:

s/s’ =72 (76)"
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2.6 Etoiles de polynomes

On a vu en VIL,5.4 que le calcul de I’étoile d’une série rationnelle se ramenait a celle d’un polynoéme.
Soit p = @i p;- On peut naivement écrire

T =Pipse P - (2.6.a)

Si 'on applique cette regle au polynome p = 7362 ©+v262 @6, on a en laissant au lecteur les calculs
intermédiaires

Pr= () (60N (16) = = (e By 8 (78))(78) = = (16)"

Il est plus rapide de remarquer que 7262 < (768)* et 436% < (v6)*, d’ott

(78)" = ee.(y8)" = (v707)7 (178" (v8)" 2 (v8)) ((v8)) (8)" = ((v6)) = (v6)" = p"

et 'on pouvait conclure sans calcul. Nous généralisons ci-apres cette remarque.
2.6.1 Définition (*-Minimalité) Le polynome p est dit *-minimal si
pLpet p=(p)Y=>p=yp . (2.6.b)

Autrement dit, il n’existe pas de polynéme plus petit que p engendrant la méme étoile. De maniére
classique (cf. [62], Chapitre 1), si A est un alphabet et M C A*, le plus petit ensemble engendrant
M~ est (M —{e})—((M —{e})")?, ot — dénote la différence ensembliste. Ce résultat devient faux
pour des parties rationnelles de monoides plus généraux (prendre M = Z). Nous donnons ici un
résultat analogue dans M2 [[v, 8]].

2.6.2 Définition (*-redondance) Soit ¢ : © — a*. Soit p = P}, m; somme de mondmes
causauzr. Le monome m; est dit *-redondant s’il est p-redondant (cf. 1.2.13), i.e. si on a m; <

@(@j;ﬁi m;).

2.6.3 Théoréme Soit p un polynome causal sans monome de pente nulle. Il existe un unique

polynéme causal py *~minimal tel que p§ = p*.

Preuve 1/ Existence. L’application z — @(2) = 2™ est une fermeture. On peut donc appliquer les
résultats d’existences d’une famille génératrice minimale donnés en 1.2.15 et 1.2.16. Précisément,
on obtient un polynéme py vérifiant (2.6.b) en supprimant successivement tous les mondmes *-
redondants.

2/ Unicité Soit pg un polynéme *-minimal tel que pj = p*. Comme p n’a aucun monéme de pente
nulle, il résulte de 5.4.3 et de 5.4.4,(ii) que 0.o(p*) = 0so(pf) est non nulle, et donc que s = p*
vérifie la condition du Théoreme 1.3.1. Ainsi, p* admet un représentant minimal, et 'on écrira
p* = Pieryy™6" ou les suites n; et ¢; sont strictement croissantes. Soit d’autre part la forme

canonique de pg:
po =70 B BT

On a alors:

P = @ AOLEITL @) @ yYavagYaTa (2.6.c)
aENY
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Les deux d-premiers monémes de (2.6.c), i.e. e et ¥*167 sont non redondants (cela résulte de 1.2.j).
On a donc y™§% = e et y™§lt = 41§, Formons p; = p* B ("16™)*. On a y726™ < p* et
Y267 A (4167 )" (sinon, on contredirait I’*-minimalité de p). Il résulte de (1.5.c) et de (2.6.c) que

P = @ ,yoql/l 6oz17'1 ® L ® ,yozquq(sozqﬂ'q
aeNx (Ne=1\{0}),

Comme 472672 est le terme de plus petite valuation de cette somme, il est non redondant. Ainsi,
Y7267 est le premier terme de la forme canonique de p;. On monterait de méme que y"26™ est le
premier terme de la forme canonique de py = p; B (7167 & 7*26™)*. On obtient de la sorte tous
les monoémes de pg connaissant seulement p*. L’unicité de py en résulte. n

Nous montrons maintenant comment calculer le polynome *-minimal associé a p.

2.6.4 Test de *-redondance On veut tester si
L (MEN B L yEETEY (2.6.d)

Ce probleme est équivalent a l'existence d’une solution entiere au systeme de deux inéquations
linéaires a k inconnues positives ou nulles:

L n>xing+...4+ zpng
z e N, {tgxltl—l—...—l—xktk. (26.e)

En observant que le volume du simplexe
z; 20, n>zing+ ...+ a0k

est %mn—nk’ on a une estimation du nombre de points a énumérer pour vérifier (2.6.e).

2.6.5 Exemple Soit a calculer
p* ol p27363@7464@7766@’}/10610 .

On observe que
1W0=3x2+4x1,

ie 710610 j (,}/363)2(,}/464)

10610

Ainsi, v est *-redondant, et 'on a p* = (p')* avec p’ = y36% ® 16 @ 7765, En outre,

7> 3 X2,

6<3x2

Lo 1780 < (12617
et donc 7768 est *-redondant dans p’. On a finalement:

p* — (’}/363 @’}/464)* —ed ’}/363 ® ’}/464 @’}/666(76)* ,

la derniere égalité résultant de 5.3.1.
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2.6.6 Exemple Etant donnée une série rationnelle s, on peut en adaptant la preuve du Théoreme
2.6.3 trouver un éventuel polynome p tel que p* = s. Soit la série

s= e @it @565 @ 4760 @ 4565 @ 1260 @ 410610 @ 412612 (76)"
Le premier mondme critique de s est p; = v*6*. On a
P (7464)* = 46P @7766 @ 798° © 719610 @ 713613(6 @6 @7262) (7464)*
Le second monéme de p est le premier de sq, d’olt py = v56°,

so =518 (p1 Dp2)" = ~765

On a donc p3 = 776%. Réciproquement, soit p = p; @ pa @ p3. On vérifie que p* = s.
2.6.7 Contre exemple Soit s = e®3°%¢ (76)". La pente ultime de s (0,,(s) = 1) n’est pas atteinte
par un monéme, et 'on voit facilement que s n’est pas 1’étoile d’un polynéme. On a cependant

s = s*.

2.7 Quelques raffinements possibles

Nous montrons comment le produit
(p® gqrT)g'(m)” (2.7.a)

qui intervenait dans la preuve de VII,5.2.1 pour le calcul de ss’ peut se calculer en introduisant une
nouvelle congruence.

2.7.1 Définition (Congruence modulo m*) Soit m un monéme. On appelle congruence modulo

m* la relation associée a
%

Om: Pm(s) =sm
On constate que le calcul de (2.7.a) peut s’effectuer dans le dioide quotient de M [[v, 8]] par @,,.
2.7.2 Test de redondance dans M [y, §]/m* Soit u = v767. On a

n—+kv>n ot [t’—t
t+kr <t [

T LR LT | = N{
2.7.3 Exemple Soit & calculer (2.7.a) avec s = pB qr* = 65 B 76 Hy26'2 (e H126°)(1*6°)*, ¢ = e
et m=(76%).0Onap=éetg=e, dou
s = (6% @ 42612 (4465 )
Fn outre,
6% @ 7 2612(4160)" = 65 @ 72812 @ 4061 @ 41062 (4165 = 65 @ 42612 @ 45618
car 710624(1486)%(762)* = 710624(762)% < §5(762)10(782)* < 65(762)*. Finalement

sm* — (65 ® ’}/2612 ® ’}/6(518)(’)/(52)* — 65 ® ’}/2612 ® ’}/6618(’}/62)* .
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Sile temps et les quantités peuvent prendre des valeurs irrationnelles, la relation entre rationalité
et périodicité tombe (considérer la somme (6)* & (7\/56\/5)*). Cette difficulté n’est pas artificielle
dans la mesure ol on peut 'interpréter comme le cas limite d’une pathologie qui se produit avec
des temps et quantités entiers. Lorsque les pentes des séries sont proches, la taille du transitoire
devient importante et les représentations périodiques deviennent peu pratiques. Cette difficulté est
illustrée par I’exemple suivant:

2.7.4 Exemple On a (7205)* fa (5(’}/21(5)* =6 fa ’}/2152 fa ’}/4253 fa 76354 fa 784(55 fa ’}/10556 P ’}/12657 P
714758 ® 716859 ® 7189510 ® 7210511 ® 7231512 ® 7252513 ® 7273514 ® 7294(515 ® 7315516 ® 7336517 ®
7357518 fa 7378(519 @ 7399520 @ ’}/420521(’}/205)*.

Une maniere d’esquiver la difficulté décrite ci-dessus consisterait a abandonner les représentations
de type périodique, et de représenter une série par une décomposition en éléments simples non
redondante:

k
s = @mﬂ‘f . (2.7.b)
=1

A la différence de la forme générale des rationnels donnée en §3.2,(3.2.a), le test m < s, ot m est un
mondme n’exigera que la résolution d’inéquations linéaires diophantiennes a une inconnue, et ’on
pourra concevoir pour les formes de type (2.7.b) des algorithmes de calcul rationnel assez simples.
La somme d’étoiles non redondantes (v2°6)* @ &(v216)* sera alors considérée comme primitive,
fournissant un codage plus économique que 2.7.4 Cependant, une difficulté analogue se poserait a
nouveau pour ces représentations. On montre aisément que pour N grand, s = (y6 & ’yN(SzN)* ne
se représente comme une somme de type (2.7.b) ayant un petit nombre de termes.

3 Calcul de la cyclicité

On a vu au Chapitre VII les deux résultats de cyclicité suivants pour des matrices irréductibles.

A € (Prinies(N))™" A€ (Max[y, o))"
la période de A7; divise la période de A7; divise
ppemepged .cow(c) Ue Meec w(c).

Dans le premier cas, on majore la période de Aj; par le ppcm sur les composantes fortement
connexes C' du multigraphe associé & A des pged des poids des circuits de la composante fortement
connexe (. Dans le second cas, on donne une majoration analogue mais restreinte aux composantes
fortement connexes et circuits du graphe critique et faisant intervenir les lois LI et M (qui coincident
avec les ppem et pged composante par composante pour les circuits critiques). On se ramene de la
sorte aux deux probléemes suivants: 1/ déterminer le multigraphe critique et 2/ déterminer le pged
des poids des circuits d’une composante fortement connexe d’un multigraphe (la détermination des
composantes fortement connexes étant par ailleurs aisée et classique, cf. Tarjan [92]).

3.1 Détermination du multigraphe critique

On considere un multigraphe dont chaque arc est valué par un monéme y"6".

3.1.1 Réduction & un graphe Quitte a rajouter des sommets comme sur la Figure B.4, on
pourra se ramener & un graphe orienté (i.e. avec au plus un arc de j a ¢ pour chaque couple
de sommets (4, )). On pourra alors noter ™% le monéme valuant I'unique arc j — 1.
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nl(stl @ ,ynjk(st]k — ,ynl(stl
ng S
; ~ 2 §t2 ]
77@6253 ryn]l(st]l — 7”36t3

Figure B.4: Réduction d’un multigraphe & un graphe

On considere

: o Mgy e Ty
A = min o(w(e)) = min min —2 kL
c Eodredy g + ..o+t

(pente minimale des circuits du graphe, égale & la pente minimale des circuits du multigraphe

(3.1.a)

originel). On rappelle que le circuit ¢ = (41,. .., 1) est critique s’il réalise le min a droite de (3.1.a).
On cherche ’ensemble des arcs et sommets appartenant & un circuit critique. Lorsque tous les ¢;
sont égaux a 1, 'algorithme de Karp (cf. [54] ainsi que VIII,2.2.2) permet de calculer A. De maniére
plus générale, on pourra utiliser I'un des algorithmes pour les problémes de ratio minimum donnés
par Gondran et Minoux dans I’Annexe V de [48] ou énumérer les circuits d’apres ’algorithme 3.2.9
du Chapitre IX. Formons (comme en IX,§6) la matrice C' a coefficients dans Ry, telle que:

Cij =g — Mgj .

Les circuits de la matrice C' on pour poids moyen minimum e, donc Ct = @, -, C™ converge (et
se calcule en O(n?) via un algorithme de Gauss (cf. 0,4.2.1 ), ol n est la taille de la matrice).
L’observation suivante détermine immédiatement les arcs et sommets critiques:

3.1.2 Proposition L’arc j — i appartient a un circuit critique ssi C; ® CJT'; =e.

Preuve 1l suffit de remarquer qu’'un circuit est critique dans le graphe initial ssi il est de poids e
pour la matrice C. ]

3.2 Calcul de la cyclicité d’un graphe valué par des naturels

On considere le probleme suivant: étant donné un graphe fortement connexe dont les arcs sont
valués par des naturels, trouver le pged des poids (additifs) des circuits du graphe. En adjoignant
a N un élément ¢ tel que par convention ged(e,2) = @ et ¢+ 2 = ¢, et en formant la matrice A telle
que A;; soit égale a la valuation de I'arc de j a ¢ s7il existe et a ¢ sinon, on se ramene a I’expression
suivante:

C(A) = ngdcw(C) = ngdkPngil,...,ik(AhZé Tt Aikh) : (3.2.&)

La cyclicité des matrices dans la théorie de Perron-Frobenius correspond au cas particulier ou les
A;; ne prennent que les valeurs 1 et e. On doit a Atallah et Denardo [1, 27] un algorithme dans ce
dernier cas. En apportant une modification minime a cet algorithme, on peut calculer (3.2.a).

Atallah et Denardo partent d’un arbre extrait du graphe et recouvrant tous les sommets (un
tel arbre s’obtient sans difficulté a 1’aide d’un algorithme de Tarjan [92]). On a donné un exemple
d’un tel arbre (arcs en traits gras) sur la Figure B.5. Soit r la racine de I’arbre. On notera v(j) la
valuation de I'unique chaine de I’arbre allant de 7 & j. Soit I'(j) I'ensemble des successeurs d’un
sommet j (ie. I'(j) = {k| Ag; #¢}). On a alors:
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3.2.1 Proposition (Atallah et Denardo modifié) On a
c(A) = ged;ged;er[v(7) — v(i) + Ay (3.2.b)

Preuve Soit ¢’ le second membre de (3.2.b). Pour tout j, notons p; la chaine de l'arbre de r a j.
Comme le graphe est fortement connexe, il existe également un chemin du graphe (mais en général
pas de ’arbre) allant de j & 7, soit ¢;. On a les deux circuits ¢;p; et ¢;(7, j)p;, d'ow:

(2)

c | wlgp) = wlg)+wp)=w(g)+v
c i(i,7)pj) = w(p;) = w(g) + A+ v(5)

| wailis )py) = w(gs) + w((i,7))

soit en faisant la différence ¢ | A;; +v(j) — v(7) d’olt ¢(A) | ¢/. Réciproquement, soit o = (i1, ..., %)
un circuit. On a

+ 4+

w(a) = Ai1i2 + ...+ Aikh .

Comme . .
¢ [ o(iz) = v(i1) + iy
¢ [ olin) = vlik) + Agiy
on a en sommant ¢’ | w(a) donc ¢ | ¢(A). n

)12

Figure B.5: Un graphe et un arbre sous-jacent (en gras)

3.2.2 Exemple Pour le graphe de la Figure B.5, on obtient par application de (3.2.b):

¢(A) = pged[pged(0 — 18 4 18,0 — 24 + 0,0 — 33 + 3),
pged(18 — 24 + 6), pged(24 — 33 4 9),
pged(33 -9+ 18,33 - 04 27,33 -33+12)] =6 .
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