
Appendice A

Etude d'une ligne de production

d�eterministe g�er�ee en \Kanban"

Introduction

Cette �etude a �et�e r�ealis�ee �a l'occasion d'un expos�e au groupe de travail \Mod�elisation et �evaluation

de performance des syst�emes �a �ev�enements discrets"

1

sur les instances de Ren�e David, �a qui l'auteur

est reconnaissant d'avoir sugg�er�e ce travail. Nous renvoyons le lecteur int�eress�e �a Mascolo, [28], pour

une description des syst�emes g�er�es en \Kanban" et pour leur �etude d'un point de vue probabiliste.

1 Mod�ele alg�ebrique

1.1 Mod�elisation des cellules kanban

On consid�ere la version suivante de la gestion dite \kanban", tir�ee de [28]. Une ligne de production

est form�ee de i cellules. Chaque cellule contient n

i

machines fonctionnant en parall�ele. Chaque

machine peut traiter une pi�ece, le traitement prenant un temps t

i

. La pi�ece trait�ee est mise dans le

stock en amont de la cellule suivante. On suppose en outre que les d�ebuts de tâche sont e�ectu�es

selon la politique suivante: on �xe un nombre de \kanban" (mot japonais signi�ant �etiquette)K

i

par

cellule. Au d�epart, les K

i

kanbans sont dispos�es sur un tableau. Lorsque qu'un nouvelle pi�ece rentre

dans la cellule i (venant de la cellule i� 1), on lui attribue un kanban, que l'on enl�eve du tableau.

S'il n'y a pas de kanban de disponible, on ne prend pas la pi�ece. Lorsque la pi�ece est accept�ee par la

cellule suivante, on enl�eve le kanban de la pi�ece, et on remet le kanban lib�er�e sur le tableau. Pour la

derni�ere cellule, on supposera que la gestion des kanbans est conditionn�ee par la demande, i.e. que

l'on lib�ere un kanban lorsqu'une pi�ece a �et�e demand�ee. Nous laissons le lecteur se convaincre que le

graphe d'�ev�enements temporis�e repr�esent�e sur la Figure A.1 repr�esente e�ectivement ce syst�eme.

On trouvera un graphe �equivalent dans [28]. On observe que le circuit (x

i

; x

0

i

; x

00

i

; x

i+1

) repr�esente

le parcours e�ectif des kanbans de la cellule i.

En introduisant une entr�ee u (correspondant aux pi�eces entrant dans la premi�ere cellule) et une

seconde entr�ee v (correspondant �a la demande re�cue par la derni�ere cellule), repr�esent�ee sur la

Figure dans le cas d'une seul cellule, on obtient le syst�eme d'�equations suivant d�ecrivant la solution

1

GT1, Pôle Syst�emes �a �ev�enements discrets, Groupement de Recherche Automatique

257



258Appendice A. Etude d'une ligne de production d

�

eterministe g

�

er

�

ee en \Kanban"

u (p = 1)

v (cas p = 1)

x

i

x

i+1

�

t

i




n

i




K

i

x

0

i

x

00

i

cellule i

cellule i+ 1

K

i

: nombre de kanbans dans la cellule i

n

i

: nombre de machines dans la cellule i

t

i

: temps de l'op�eration i

Figure A.1: Ligne de production g�en�erique g�er�ee en \kanban"
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(1:1:a)

o�u u repr�esente les mati�eres premi�eres et v la demande. Il r�esulte en particulier de (1.1.a) que la

ligne de production se repr�esente par le graphe d'�ev�enements �equivalent donn�e sur la Figure A.2

(lequel donne lieu aux mêmes �equations).

1.2 Transfert d'une ligne kanban

On peut �ecrire pour (1.1.a) l'�equation matricielle X = AX � BU , y = CX , avec:

A =

2

6

6

6

6

6

6

6

4

" 


K

1

" : : : "

�

t

1

(


n

1

�

t

1

)

�

" 


K

2

"

.

.

.

" �

t

2

(


n

2

�

t

2

)

�

" 


K

3

"

.

.

.

.

.

.




K

p

" : : : " �

t

p

(


n

p

�

t

p

)

�

"

3

7

7

7

7

7

7

7

5



1. Mod�ele alg�ebrique 259

: : :

cellule i cellule i+ 1




K

i

�

t

i

x

i+1

x

i+2

x

0

i

x

i




n

i

�

t

i

Figure A.2: Ligne de production �equivalente �a A.1
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Soit la relation y = CA

�

BU .

1.2.1 Cas �a une cellule On a alors

x

2

= (


n

1

�

t

1

)

�

�

t

1

(u� 


K

1

x
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Il r�esulte de (ab

�

)

�

= e� a(a� b)

�

et b

�

(ab

�

)

�

= (a� b)

�
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K

1

�

t

1
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n
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�
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(cf. 0,4.1.6)
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�
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�
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D'o�u le transfert:
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1.3 Equations g�en�erale du transfert

On peut voir (1.1.a) comme un syst�eme avec des conditions limites aux deux bouts. Une mani�ere

de le r�esoudre sans inverser brutalement la matrice A consiste �a chercher x

i

sous la forme

x

i

= �

i

u

i

� �

i

x

i+1

:

1.3.1 Th�eor�eme Le transfert de la ligne kanban �a n cellules est donn�e par

y = �
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u� �

p+1

v
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i
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i

v�eri�ent la r�ecurrence suivante:
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Preuve On a en e�et:
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�
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t

1

(
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i
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t

i

)

�

(�

i

u

i

� �

i

x

i+1

)� 


K

i+1

x

i+2

:

La r�ecurrence ci-dessus s'obtient en �eliminant x

i+1

du second membre (cf. 0,4.1.1) et en identi�ant

les coe�cients de u et v. �

1.3.2 Remarque On peut voir la r�ecurrence donn�ee dans le th�eor�eme 1.3.1 ci-dessus comme une

inversion \creuse" de la matrice bi-diagonale A.

1.3.3 Cas de p cellules identiques On a alors l'expression simple du transfert:

y = �

pt

(


min(K;n)

�

t

)

�

u� [e� 


K

�

t

(


min(K;n)

�

t

)

�

]v ;

comme il r�esulte d'une r�ecurrence imm�ediate.

Nous interpr�etons maintenant ces r�esultats.

1.4 R�eponse �a la demande d'une cellule Kanban

On a repr�esent�e sur la Figure A.3 le transfert associ�e �a une seule cellule. On consid�ere le cas o�u
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Figure A.3: Transfert d'un cellule Kanban

u = " (i.e. l'approvisionnement est non contraignant), ce qui revient �a isoler le transfert liant la

demande �a la sortie, i.e.

y = [e� 


K

�

t

(


min(K;n)

�

t

)

�

]v :

On a pris le cas particulier o�u la demande est constante (et donc la demande cumul�ee v est une

droite). On constate qu'une demande au plus �egale au taux de production de la cellule est servie

instantan�ement, i.e. que la sortie est �egale �a l'entr�ee (courbe pleine). Si la demande est plus forte,

on sert instantan�ement les K pi�eces en stock, et le service a ensuite lieu aux taux moyen de la

cellule (courbe pointill�ee). La partie gris�ee repr�esente la s�erie de transfert (cf. VII, Figure VII.4).
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1.5 Cas �a p cellules

On consid�ere maintenant une demande in�nie v = ". On a alors la relation fort simple:

y = �

pt

(


min(K;n)

�

t

)

�

u :

Le retard �

pt

correspond au temps de travers�ee de la châ�ne de production. Le terme (


min(K;n)

�

t

)

�

est l'analogue discret du limitateur de d�ebit au taux min(K; n)=t �etudi�e au chapitre V.

2 Exemples

2.1 Un exemple de calcul de transfert
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On a �ecrit une routine makekanban qui g�en�ere le triplet (A;B;C) relatif �a la ligne de production

donn�ee par la liste des [K

i

; t

i

; n

i

].

MAX> Cells list:=[[4,3,3],[5,4,4]];

MAX> s:=makekanban(Cells list): l2p(s);
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]

MAX> h:=evald(s[3]&�star(s[1]) &�s[2]): l2p(h);
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On a �egalement programm�e la r�ecurrence du Th�eor�eme 1.3.1. La routine kanban2bidiag g�en�ere sous

forme creuse la matrice bi-diagonale A et la routine invertbidiag calcule le couple [�

p+1

; �

p+1

].

MAX> m:=kanban2bidiag(Cells list): l2p(m);
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MAX> t:=invertbidiag(m): l2p(t);
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qui co��ncide avec le r�esultat pr�ec�edent. On constate que la p�eriode du transfert liant u �a la sortie

est le pgcd des longueurs des circuits du graphe (\e�et Frobenius"). Si la demande v est in�nie, et

pour une impulsion u = e, on aura donc un r�egime p�eriodique ultime de 1 pi�ece produite par unit�e

de temps.
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2.2 Un exemple d'optimisation des kanbans

A�n de compliquer la situation, on a mis deux lignes de production kanban en parall�ele. Le

graphe d'�ev�enements ci-dessous repr�esente ainsi un syst�eme d�emarrant deux tâches lorsque qu'une

pi�ece rentre. On aura par exemple un tel syst�eme lorsque les pi�eces sont form�ees de deux parties

compl�ementaires, et que chaque partie est trait�ee par une ligne de production distincte.
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Avec 8 kanbans au lieu de 5 dans la cellule 3
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Toutes les cellules deviennent satur�ees avec cette allocation de kanbans.

On peut retrouver ce r�esultat en introduisant des ind�etermin�ees 


i

= 


K

i

, o�u K

i

d�enote le

nombre de kanbans dans la cellule i, et en optimisant les ressources. Soit

MAX> a:=p2l(array( [[eps,g1,g3],[d

4

,eps,g2],[d
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, d
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MAX> c:=enum(a,p2l(g

3

*d

3

+g

4

*d

4

))

(on �enum�ere les circuits modulo les circuits locaux).

c = 
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3
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4
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4
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4




2
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8




3

MAX> l:= p2const(c)

l = min(1;

K

1

4

;

K

2

4

;

K

3

8

)

En retrouve bien la contrainte K

3

� 8 pour que le taux de production soit optimal (l = 1).

2.3 Annexe: les routines kanban2bidiag et invertbidiag

Nous donnons �a titre d'exemple de programmes MAX les deux routines qui permettent de calculer

le transfert d'une ligne de production d'apr�es la r�ecurrence du Th�eor�eme 1.3.1.

#

# CALLING SEQUENCE:

# kanban2bidiag(<list of cells>)

# SYNOPSIS

# returns the bidiagonal matrix associated to the kanban line

# described by the list of cells.

# PARAMETERS

# the list of cells has the following form:

# [CELL1,CELL2,...,CELLp]

# where CELLi=[number of kanbans in cell i,

# processing time in cell i

# number of machines in cell i]

# e.g. <list of cells>= [[3,2,2],[5,3,2]] describes two cells

# second cell with 5 kanbans, proc. time 3, 2 machines.

#

kanban2bidiag:=proc(C LIST)

map(proc(u) [p2l(g^u[1]), p2l(d^u[2])&�star(p2l(g^u[3]*d^u[2]))] end,C LIST)

end:

#

#

# CALLING SEQUENCE:

# invertbidiag(<bidiagonal matrix>)

# SYNOPSIS

# Returns the two coeffs (n+1,1) and (n+1,n+1)

# of the star of the bidiagonal matrix

# (0, a 1, 0, ... 0)

# (b 1, 0, a 2, ... 0)

# (0, b 2, 0, ... 0)

# (0, ... 0, a n)

# (0, ... 0, b n, 0)

# given in sparse form u=[[a 1,b 1],...,[a n,b n]]

# u can be produced as the output of kanban2bidiag

#

invertbidiag:=proc(u)

local i,current star,alpha,beta,n;

n:=nops(u);

alpha:=p2l(e);

beta:=u[1][1];
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for i from 1 to n-1 do

current star:=star(u[i][2]&�beta);

alpha:=current star&�u[i][2]&�alpha;

beta:=current star&�u[i+1][1];

od;

current star:=star(u[n][2]&�beta);

alpha:=current star&�u[n][2] &�alpha;

[alpha,current star];

end:



Appendice B

Questions algorithmiques

Introduction

Nous avons rassembl�e dans cette annexe les probl�emes algorithmiques li�es �a l'alg�ebre rationnelle

des op�erateurs 
 et � �etudi�es au Chapitre VII ainsi qu'�a l'optimisation des ressources. Le trait

commun est de travailler dans des dio��des de polynômes et s�eries formelles quotient�es. On montre

sous des hypoth�eses assez g�en�erales l'existence d'un unique repr�esentant minimal d'un polynôme,

qui g�eom�etriquement s'obtient en supprimant les monômes domin�es pour une relation d'ordre na-

turelle, dite de redondance. On donne ensuite les r�egles de calcul sur ces repr�esentants. La seconde

partie de cette annexe produit des formes canoniques pour les s�eries p�eriodiques et les algorithmes

de r�eduction pour les sommes, produit et autres op�erations sur les s�eries p�eriodiques. Nous conclu-

ons en indiquant comment les cyclicit�es des matrices peuvent être calcul�ees �a l'aide d'algorithmes

classiques.

1 Calcul dans des dio��des de polynômes quotient�es

1.1 Repr�esentant canonique d'un polynôme

On a eu au Chapitre VII �a manipuler des polynômes de M

in

ax

[
; �], et plus g�en�eralement, des

polynômes �a n variables modulo certaines congruences (par exemple dans le chapitre sur l'optimi-

sation des ressources). Il est pour cela utile d'avoir une forme canonique de ces objets (test d'�egalit�e

dans le dio��de quotient, etc). Dans le cas du dio��deM

in

ax

[
; �], on a pu prendre pour forme canonique

d'un polynôme son repr�esentant minimal, qui se d�eterminait ais�ement \g�eom�etriquement". Nous

donnons trois autres exemples de dio��des quotients pour lesquels on cherche des r�esultats analogues

de repr�esentant minimal.

1.1.1 Exemple (Congruence modulo p

�

) Soit un polynôme p 2 M

in

ax

[
; �], et

'

p

: '

p

(s) = sp

�

:

Soit q 2 M

in

ax

[[
; �]]. Existe-il un �el�ement minimal dans la classe d'�equivalence de q modulo '

p

.

1.1.2 Exemple (Dio��de M

in

ax

[[


i

; �]]) Soient p+ 2 ind�etermin�ees �, 


0

; : : : ; 


p

. On introduit l'ap-

plication:

' : B [[


i

; �]]! B [[


i

; �]]; s 7! (

O

i




�

i

)(�

�1

)

�

s
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et l'on note M

in

ax

[[


i

; �]] = B [[


i

; �]]=' (g�en�eralisation de M

in

ax

[[
; �]]). Un polynôme p 2 M

in

ax

[


i

; �]

admet-il un repr�esentant minimal?

1.1.3 Exemple (Congruence poly�edrique modulo C

u

) Soient u

1

; : : : ; u

k

des vecteurs de R

p

et C le cône poly�edrique

C

u

= R

+

u

1

+ : : :+R

+

u

k

:

On consid�ere le morphisme

' : (P(R

p

);[;+)! (P(R

p

) + C

u

;[;+); '(s) = s + C

u

:

Une partie �nie de R

p

admet-elle un repr�esentant minimal modulo la congruence associ�ee �a '?

1.2 Un r�esultat g�en�eral de repr�esentant minimal

La notion suivante jouera pour nous un rôle important:

1.2.1 D�e�nition (d-primalit�e) L'�el�ement a d'un dio��de complet D est dit

1

d-premier si pour

toute famille fp

i

g

i2I

d'�el�ements de D, on a:

a �

M

i2I

p

i

=) 9i 2 I; a � p

i

: (1:2:a)

On notera DPD l'ensemble des �el�ements d-premiers de D.

1.2.2 Exemple Dans B [[
; �]], les �el�ements d-premiers sont les monômes. Même r�esultat dans

M

in

ax

[[
; �]].DansZ

max

, tous les �el�ements sauf +1 sont d-premiers. DansR

max

, il n'y a pas d'�el�ement

d-premiers (car x � supft j t � xg et x n'est major�e par aucun des t � x).

1.2.3 Remarque En Th�eorie des Treillis, cf. [43], on appelle co-premiers les �el�ements a v�eri�ant la

propri�et�e (1.2.a) avec des familles fp

i

g

i2I

�nies. Si l'on quali�e de compacts les �el�ements a v�eri�ant

a �

L

i2I

p

i

) 9J � I �nie t.q. a �

L

j2J

p

j

, on constate que les �el�ements d-premiers sont

exactement les co-premiers compacts. Le lecteur pourra v�eri�er que les r�esultats de repr�esentation

minimale qui suivent restent vrais si l'on ne suppose pas le dio��de D complet, �a condition de ne

consid�erer que des sommes �nies.

Pour simpli�er le discours, nous ferons l'hypoth�ese suivante:

1.2.4 Hypoth�ese D est un dio��de complet et tout �el�ement de D est somme (�eventuellement in�nie)

de d-premiers.

On a donc un morphisme continu et surjectif de demi-treillis:

 :

(

(P(DPD);[) �! (D;�)

S 7�!

L

S =

L

s2S

s:

(1:2:b)

On a en particulier

2

x =

L

((DPD) \ #(x)).

1

d comme dio��de

2

On rappelle la notation #(x) = fu j u � xg
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1.2.5 D�e�nition (Partie g�en�eratrice) Soit R une relation d'�equivalence sur D. Soit S un en-

semble de d-premiers. Nous dirons que S est une partie g�en�eratrice de x modulo R si (

L

S) R x.

1.2.6 Exemple SoitE un module, D = (P(E);[), et d�e�nissons la relationR:XRY ssi vecthXi =

vecthY i Soit x une partie de E. Une partie Y � E est une partie g�en�eratrice minimale de x modulo

R ssi c'est une partie g�en�eratrice minimale (au sens usuel) du module engendr�e par x. On a

co��ncidence avec la notion classique.

On �etudie l'existence �eventuelle d'une partie g�en�eratrice minimale. On a tout d'abord:

1.2.7 Proposition La somme des �el�ements d'une partie g�en�eratrice minimale de x est un repr�e-

sentant minimal de x (i.e. un �el�ement minimal dans la classe d'�equivalence de x modulo R).

Preuve si yRx, avec x =

L

S (S minimal) et y =

L

T , on a d'apr�es 1.2.5 T � S et par croissance

de l'application  donn�ee en (1.2.b), y � x. �

Nous exhibons une classe de congruences pour laquelle on a un r�esultat simple et e�ectif de

repr�esentant minimal.

1.2.8 D�e�nition (Bonne congruence) Nous dirons que R est une bonne congruence pour le

demi-treillis complet (D;�) s'il existe une application ' : D ! D telle que a R b ssi '(a) = '(b) et

(i) ' est croissante et continue (cf. 0,2.3.1).

(ii) ' � Id,

(iii) '�' = ',

(iv) '(u) = '(v) pour u et v d-premiers entrâ�ne u = v.

On en en particulier par (i),(ii) et (iii) que ' est une fermeture (cf. 0,5.1.11). Par (i), R

'

est

compatible avec la structure de demi-treillis complet. On notera indi��eremment le demi-treillis

quotient D=' ou D=R

'

. On a clairement l'isomorphisme

D=' ' '(D) : (1:2:c)

Notons que la d-primalit�e est conserv�ee par passage au quotient:

1.2.9 Lemme Si x est un �el�ement d-premier de D, alors la classe d'�equivalence de x est un d-

premier dans le demi-treillis quotient de D par une bonne congruence.

Preuve On n'utilise que (i),(ii) et (iii). Si a �

L

i

p

i

dans D=', on a a �

L

i

p

i

=

L

i

p

i

, soit

'(a�

L

i

p

i

) = '(

L

i

p

i

) d'o�u comme Id � ' et par continuit�e de ', a �

L

i

'(p

i

). Par d-primalit�e

de a, a est major�e par l'un de ces termes, disons '(p

k

), d'o�u '(a) � '

2

(p

k

) = '(p

k

) d'o�u a � p

k

. �

1.2.10 Th�eor�eme (Partie g�en�eratrice minimale) Tout �el�ement a somme �nie d'�el�ements d-

premiers admet une unique partie g�en�eratrice minimale modulo une bonne congruence.

Le lemme suivant et la notion de redondance associ�ee sont la cl�e de 1.2.10.

1.2.11 Lemme Si ' est une fermeture, alors

u � '(v) , '(u) � '(v) : (1:2:d)

La relation �

'

d�e�nie par u�

'

v , u � '(v) est une relation de pr�eordre sur l'ensemble des

�el�ements d-premiers. En outre, sous l'hypoth�ese 1.2.8,(iv), c'est une relation d'ordre.
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Preuve du Lemme. Par 1.2.10,(i) ' est croissante, donc u � '(v) entrâ�ne '(u) � '

2

(v) = '(v)

par 1.2.10,(iii)). R�eciproquement, par 1.2.10,(ii)), '(u) � '(v) entrâ�ne u � '(u) � '(v), ce qui

montre (1.2.d). Comme u�

'

v , '(u) � '(v), il est clair que �

'

est r�e
exive et transitive.

L'antisym�etrie r�esulte de 1.2.10,(iv). �

On a:

1.2.12 Propri�et�es (i) Si ' est une fermeture, alors u � v ) u�

'

v.

(ii) Si ' v�eri�e 1.2.8,(i), alors u d-premier et u�

'

L

i2I

a

i

entrâ�ne 9j 2 I, u�

'

a

j

.

Preuve (i): r�esulte seulement de ' � Id.

(ii): on a u � '(

L

i

a

i

) ssi u �

L

i

'(a

i

) (car ' continu), ce qui est �equivalent �a 9j 2 I , u � '(a

j

)

(par d-primalit�e de u). �

1.2.13 D�e�nition ('-redondance) Soit X = fx

k

g un ensemble de d-premiers. On dira que x

i

est '-redondant dans X, ou plus simplement redondant, si x

i

�

'

L

k 6=i

x

k

.

1.2.14 Lemme Soit R une bonne congruence induite par ', et X un ensemble de d-premiers. x

i

est redondant dans X ssi on a un �el�ement de X, x

j

, distinct de x

i

, tel que x

i

�

'

x

j

.

Preuve Comme x

j

�

L

k 6=i

x

k

, la condition x

i

�

'

x

j

entrâ�ne via 1.2.12,(i) x

i

�

'

L

k 6=i

x

k

. R�ecipro-

quement, si x

i

�

'

L

k 6=i

x

k

, on a j 6= i tel que x

i

�

'

x

j

par 1.2.12,(ii). �

1.2.15 Lemme Soit ' une fermeture. Une partie X = fx

i

g

i2I

g�en�eratrice de x 2 D=' est mini-

male ssi elle est sans �el�ements redondants.

Preuve Si x

i

est redondant, alors

M

k

x

k

=

M

k 6=i

x

k

� x

i

�

'

M

k 6=i

x

k

(1:2:e)

L'autre in�egalit�e �etant triviale, on a que X n fx

i

g est un repr�esentant de X , et donc X n'est pas

minimal. R�eciproquement, si X n'est pas minimal, on a un repr�esentant de la forme X n fx

i

g, d'o�u

L

k

x

k

�

'

L

k 6=i

x

k

, et donc a fortiori x

i

�

'

L

k 6=i

x

k

. �

1.2.16 Proposition Soit ' une fermeture, X � DPD. On ne change pas la classe d'�equivalence

de

L

X modulo R

'

en retirant de X un �el�ement redondant.

Preuve On l'a montr�e incidemment en prouvant l'�egalit�e des membres extrêmes de (1.2.e). �

1.2.17 Lemme Sous l'hypoth�ese 1.2.4, on a unicit�e de la partie g�en�eratrice minimale d'un �el�ement

x modulo une bonne congruence.

Preuve Soient S et T deux repr�esentants minimaux de a. On a

L

S�

'

L

T , d'o�u par 1.2.12,(ii),

8s 2 S; 9t

s

2 T; s�

'

t

s

: (1:2:f)

Semblablement

8t 2 T; 9s

t

2 S; t�

'

s

t

: (1:2:g)
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On a alors s�

'

t

s

�

'

s

t

s

, et comme s ne peut être redondant, s = s

t

s

, d'o�u s = t

s

. Ainsi S � T , et

par sym�etrie, S = T . �

Preuve du Th�eor�eme 1.2.10. 1/ Existence. Il r�esulte de 1.2.16 et de 1.2.15 qu'en retirant succes-

sivement de X les �el�ements redondants, on aboutit �a un repr�esentant minimal. L'unicit�e r�esulte de

1.2.17 . �

1.2.18 D�e�nition Soit x 2 D=' somme �nie de d-premiers, de partie g�en�eratrice minimale X =

fx

1

; : : : ; x

p

g . On appellera forme canonique de x l'�ecriture suivante:

x =

p

M

i=1

x

i

:

1.2.19 Remarque Si ' ne v�eri�e pas la condition d'injectivit�e sur les d-premiers (iv), on a toujours

l'existence (mais non l'unicit�e) d'un repr�esentant minimal de a. Deux repr�esentants minimaux S et

S

0

sont alors �egaux modulo ' (i.e. les ensembles f'(s) j s 2 Sg et f'(s

0

) j s

0

2 S

0

g co��ncident.

1.2.20 Remarque La partie \existence" de la preuve ci-dessus ne requiert que le fait que ' soit

une fermeture. Soit par exemple dans (P(R

2

);[) '(X) = conv(X) (enveloppe convexe). Les d-

premiers sont les singletons. conv est clairement une fermeture, mais on n'a pas conv(A [ B) =

conv(A)[ conv(B), ce qui contredit (i). On retrouve de la sorte l'existence d'un ensemble minimal

de points ayant même enveloppe convexe que la partie �nie X . Cependant, l'argument d'unicit�e

ci-dessus n'est pas valide: il faudra par exemple plus �nement caract�eriser le repr�esentant minimal

comme ensemble des point extr�emaux. De même, soit E un module. Dans P(E), les d-premiers

sont les singletons, et en prenant '(X) = vecthXi, l'argument redonne l'existence d'une famille

g�en�eratrice minimale d'un sous-module de type �ni (l'unicit�e �etant ici notoirement fausse).

1.2.21 Remarque On donnera en x1.3 une g�en�eralisation partielle du Th�eor�eme 1.2.10 aux som-

mes in�nies.

La preuve de 1.2.10 se traduit par l'algorithme suivant:

1.2.22 Algorithme (R�eduction sous forme minimale) On part d'une partie g�en�eratrice de a,

S = fS

1

; : : : ; S

n

g.

Soit S

i

le d-premier terme non encore examin�e de S

si S

i

est redondant dans S, alors

supprimer S

i

de S

sinon

S

i

a �et�e examin�e et l'on recommence une it�eration.

A l'issue, S est la partie g�en�eratrice minimale de a.

Dans tous les cas, l'algorithme e�ectue n it�erations. Dans chaque it�eration, on compare l'�el�ement

S

i

�a tous les autres �el�ements de S, soit au plus n�1 comparaisons par it�eration. En tout, l'algorithme

requiert n� (n�1) comparaisons. Un exemple d'application de cet algorithme est donn�e ci-dessous

en 1.2.24.
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1.2.23 Application au dio��de M

in

ax

[[
; �]] Soit dans B [[
; �]]

' :

(

B [[
; �]] �! B [[
; �]]

a 7�! a


�

(�

�1

)

�

:

(1:2:h)

On aM

in

ax

[[
; �]] = B [[
; �]]='. Comme 


�

(�

�1

)

�

� e et (


�

(�

�1

)

�

)

2

= 


�

(�

�1

)

�

, ' est une fermeture.

En outre, on a

'(


n

�

t

) =

M

�;��0




n��

�

t+�

; (1:2:i)

et donc (n; t) est �egal �a la borne sup (dans (Z;�)� (Z;�)) du support de '(


n

�

t

), ce qui montre

que la restriction de ' aux monômes (i.e. aux �el�ements d-premiers) est injective. On a par 1.2.10

l'existence d'un repr�esentant minimal pour tous les polynômes de M

in

ax

[[
; �]].

Il r�esulte imm�ediatement de (1.2.i) que dans M

in

ax

[
; �], la relation �

'

s'obtient de la sorte:




n

�

t

�

'




n

0

�

t

0

, n � n

0

ett � t

0

: (1:2:j)

Plus g�en�eralement, il su�ra pour chacun des dio��des quotients consid�er�es en 1.1.1,1.1.2,1.1.3 de

produire un test pour u�

'

v, u et v �etant des d-premiers, pour appliquer l'algorithme de r�eduction

ci-dessus, ce que nous ferons le moment venu.

1.2.24 Exemple Soit �a d�eterminer dansM

in

ax

[[
; �]] le repr�esentant minimal de p = e�


3

�

3

�


4

�




2

�

3

. Comme e est de plus petite valuation, en appliquant le Lemme 1.2.j, on voit qu'on ne peut

avoir e�

'




3

�

3

�


4

�


2

�

3

donc e est non redondant. On constate ensuite que 


3

�

3

= 



2

�

3

�

'




2

�

3

,

donc on �elimine ce monôme, et parmi e; 


4

; 


2

�

3

qui restent, on constate encore que 


4

�

'

e, soit le

nouvel ensemble form�e de e et 


2

�

3

qui s'av�ere minimal, car 


2

�

3

6�

'

e.

1.3 Repr�esentant minimal des s�eries formelles dans M

in

ax

[[
; �]]

Nous montrons dans quelle mesure le Th�eor�eme 1.2.10 de repr�esentation minimale des polynômes

s'�etend aux s�eries formelles.

1.3.1 Th�eor�eme Soit s 2 B [[
; �]]. Les deux assertions suivantes sont �equivalentes:

(i) s admet une partie g�en�eratrice minimale modulo R

'

(cf. 1.2.5)

(ii) 8n; t 2Z; dat s(n) < +1; compt s(t) > �1 (cf.2.2.7).

Preuve de 1.3.1 Via 1.2.17, on a l'unicit�e de la partie g�en�eratrice minimale, si elle existe.

(ii)) (i). Soit X = fx

i

j i 2 Ig une partie g�en�eratrice de s. A tout x

i

, on associe une suite

fu

i

k

g

k�1

d�e�nie comme suit. On pose u

i

1

= x

i

. Si x

i

n'est pas redondant, alors on pose u

i

k

= x

i

pour tout k � 2. Supposons x

i

redondant. On a alors un x

0

2 X avec x

0

6= x tel que u

i

1

� '(x

0

),

i.e u

i

1

= 


n

1

�

�t

1

x

0

pour un certain (n

1

; t

1

) 2 N n f(0; 0)g. On pose alors u

i

2

= x

0

. Si u

i

2

n'est pas

redondant, on pose u

i

k

= u

i

2

pour k � 3, sinon on choisit de même u

i

3

2 X tel que u

i

2

= 


n

2

�

�t

2

u

i

3

avec (n

2

; t

2

) 2 N n f(0; 0)g, et ainsi de suite.

1/ chaque suite fu

i

k

g

k

est constante �a partir d'un certain rang. En e�et, on peut �ecrire u

i

k

=

x

i




��

k

�

�

k

avec �

k

= n

1

+ : : :+ n

k�1

et �

k

= t

1

+ : : :+ t

k�1

, ces deux suites �etant croissantes. Si

la suite fu

i

k

g

k

a un nombre in�ni de valeurs, l'une au moins des suites �

k

et �

k

tend vers l'in�ni,

par exemple �

k

. Soit x

i

= 


u

�

v

. On a alors par 2.2.7 dat x(u) � v + �

k

, d'o�u dat x(u) = +1 ce qui
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contredit la premi�ere condition de (ii). De mani�ere analogue, si �

k

tend vers l'in�ni, on contredit la

condition relative �a compt s.

2/ On pose u

i

1

= lim

k!1

u

i

k

, qui existe trivialement d'apr�es 1/, et l'on d�e�nit U = fu

i

1

j i 2 Ig.

3/ Comme U � X , on a '(

L

U) � '(

L

X).

4/ Par construction, U est sans monômes redondants, donc minimal.

5/ Pour chaque i, la suite f'(u

i

k

)g

k

est croissante. Cela r�esulte clairement de la croissance des suites

�

k

et �

k

et de la caract�erisation de ' donn�ee en (1.2.i).

6/ Soit un monômem � '(

L

X). On a m � '(x

i

) pour un certain x

i

, et donc par 5/ m � '(u

i

1

) �

'(

L

U). En sommant sur tous les m v�eri�ant m � '(

L

X), on obtient '(

L

X) � '(

L

U).

Par 3/ et 6/, U est un repr�esentant de s, par 4/, il est minimal.

(i)) (ii). Supposons par exemple dat s(n) = +1. Soit X = f


n

i

�

t

i

j i 2 Ig un repr�esentant de s.

On a d'apr�es 2.2.7:

8t � 0; 9i 2 I; n

i

� n et t

i

� t (1:3:a)

On a donc i

0

tel que t

i

0

� 0; n

i

0

� n, et de même i

1

tel que t

i

1

> t

i

0

, t

i

1

� n. Supposons X minimal.

On ne peut avoir n

i

1

� n

i

0

(sinon 


n

i

0

�

t

i

0

serait redondant). On a donc n

1

> n

0

. De même, on a i

2

tel que t

i

2

> t

i

1

; n

i

2

� n, et n

i

2

> n

i

1

. On trouve de la sorte une suite in�nie d'entiers strictement

croissante n

i

0

< n

i

1

< : : : et major�ee par n: absurde. Preuve analogue si compt s(t) = �1. �

1.3.2 Remarque On peut g�en�eraliser le Th�eor�eme 1.3.1. Soit D un dio��de complet tel que tout

�el�ement est somme de d-premiers. Soit a un d-premier inversible, '

a

(x) = a

�

x. Soit x =

L

i2I

x

i

somme de d-premiers. On a la proposition suivante: (P) Si pour tout i, l'ensemble fa

�n

x

i

g \ #(x)

est �ni, alors x admet un repr�esentant minimal. La propri�et�e (P) s'obtient en adaptant la preuve

de (ii)) (i) ci dessus. R�eciproquement, on obtient la propri�et�e (ii)) (i) du Th�eor�eme 1.3.1 �a partir

de (P) en remarquant que B [[
; �]]='


��

�1 ' (B [[
; �]]='




)='

�

�1, et en appliquant la proposition

(P) successivement �a a = 
 et a = �

�1

.

1.3.3 Remarque Voir aussi [3] pour une autre preuve de 1.3.1. Soit Y un repr�esentant de s, et

y =

L

Y . On montre sous des conditions �equivalentes que le repr�esentant minimal X de s satisfait

M

X = y � (
 � �

�1

)

+

y :

1.3.4 Exemple Soit:

s = (


2

�

3

)

�

=

M

i2N




2i

�

3i

: (1:3:b)

Via 1.2.j, on a que 


2i

�

3i

�

'




2j

�

3j

entrâ�ne 2i � 2j et 3i � 3j, i.e. i = j. Ainsi, la somme �a droite

de (1.3.b) ne contient pas de monômes redondants. C'est donc l'�ecriture minimale de s.

1.3.5 Contre exemple La s�erie causale s = �

�

v�eri�e dat s(0) = +1. Elle n'admet pas de

repr�esentant minimal (toute s�erie de la forme s

N

= �

N

(�)

�

2 B [[
; �]] est un repr�esentant de s,

mais la borne-inf de la famille fs

N

g

N2N

est "). De même, (


�1

)

�

n'admet pas de repr�esentant

minimal.

1.4 Somme modulo une bonne congruence

On consid�ere un demi-treillis D quotient�e par une bonne congruence (cf. 1.2.8).
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1.4.1 Algorithme (Forme canonique de la somme) On part de deux parties g�en�eratrices

minimales de a et b, respectivement A = fa

1

; : : : ; a

k

g et B = fb

1

; : : : ; b

p

g. La partie g�en�eratrice

minimale de a� b est donn�e par l'algorithme suivant:

prendre le d-premier terme non encore examin�e de B, soit b

i

:

si b

i

�

'

a, supprimer b

i

de B

sinon

�eliminer les �el�ements de A domin�es par b

i

,

b

i

a �et�e examin�e, et recommencer une it�eration.

A l'issue, A [ B est la famille g�en�eratrice minimale de la somme.

Chaque it�eration de l'algorithme requiert au plus compl (a) comparaisons, soit dans le pire des cas

compl (b)� compl (a) comparaisons.

1.4.2 Exemple Soient dans M

in

ax

[
; �]

a = 
� � 


5

�

4

� 


6

�

5

� 


8

�

8

; b = 


2

�

3

� 


5

�

6

� 


9

�

7

:

A = f
�; 


5

�

4

; 


6

�

5

; 


8

�

8

g; B = f


2

�

3

; 


5

�

6

; 


9

�

7

g :

Pas 1: On a B

1

= 


2

�

3

6�

'

a (il su�t de v�eri�er B

1

6�

'

A

1

= 
� en raison du lemme 1.2.j). En outre

B

1

ne domine aucun terme de A.

Pas 2: de même, en comparant B

2

�a A

1

et A

2

seulement, on constate B

2

6 �

'

a. Par contre, A

2

=




5

�

4

�

'




5

�

6

= B

2

et A

3

= 


6

�

5

�

'

B

2

. On remplace donc A par

A

0

= f
�; 


8

�

8

g :

Pas 3: B

3

est domin�e par A

0

2

= 


8

�

8

. On remplace donc B par

B

0

= f


2

�

3

; 


5

�

6

g :

Le repr�esentant minimal de a� b est donn�e par A

0

[ B

0

, i.e.

a � b = 
� � 


2

�

3

� 


5

�

6

� 


8

�

8

:

Cela se v�eri�e sur le dessin de la Figure B.1. On a repr�esent�e a par l'ensemble des disques noirs,

b par l'ensemble des carr�es noirs. Le repr�esentant minimal de a � b est donn�e par l'ensemble des

coins \en haut �a gauche" de l'union de ces deux ensembles.

1.5 Dio��de quotient�e par une bonne congruence

Soit D un dio��de, ' : D ! D, induisant une bonne congruence pour la structure de demi-treillis

sous-jacent, et v�eri�ant en outre:

1.5.1 Hypoth�ese 8(a; x) 2 D

2

; '(ax) = a'(x).

Il r�esulte de 1.5.1 que R

'

et des conditions 1.2.8 que R

'

est compatible avec la structure de dio��de

de D.



1. Calcul dans des dio��des de polynômes quotient�es 273

n

5

1

5

t

Figure B.1: Somme de a = 
� � 


5

�

4

� 


6

�

5

� 


8

�

8

et b = 


2

�

3

� 


5

�

6

� 


9

�

7

1.5.2 Lemme Soit ' une bonne congruence v�eri�ant 1.5.1. Soit a un d-premier inversible et un

�el�ement b 2 D=' s'�ecrivant sous forme canonique b

1

� : : : � b

n

. On a alors la forme canonique

ab = ab

1

� : : :� ab

n

.

Preuve Les propositions suivantes sont �equivalentes:

ab

i

redondant

ab

i

� '(

L

j 6=i

ab

j

)

b

i

� a

�1

'(

L

j 6=i

ab

j

)

b

i

� '(

L

j 6=i

b

j

) (via 1.5.1)

b

i

redondant

d'o�u la conclusion. �

1.5.3 Algorithme (Forme canonique du produit) Soient a et b �ecrits sous forme minimale

a =

L

k

i=1

a

i

et b =

L

j

b

j

. Sous l'hypoth�ese (1.5.1), on obtient la forme canonique de ab en sommant

les a

i

b �a l'aide de l'algorithme 1.4.1.

1.5.4 Exemple Soient les deux polynômes dans M

in

ax

[
; �]

a = 


0

�

0

� 


2

�

2

; b := 
� � 


2

�

3

:

On a ab = a

1

b�a

2

b = (
��


2

�

3

)� (


2

�

2

�


4

�

5

) = 
��


2

�

3

�


4

�

5

. On a repr�esent�e sur la Figure

B.2 les polynômes a (disques noirs) et b (carr�es noirs). On obtient graphiquement ab en prenant les

coins \en haut �a gauche" de la somme vectorielle des parties associ�ees �a a et �a b (points cercl�es).

Nous �etudions maintenant le calcul des lois ^, � et n.

1.5.5 Lemme Soit D un demi-treillis complet, et ' une bonne congruence. D=' est un demi-treillis

complet, o�u la borne inf est donn�ee par:

^

i

a

i

=

^

i

'(a

i

) : (1:5:a)

En outre, si les bornes inf distribuent par rapport �a la somme dans D (cf. 0,5.2.2), alors de même

dans D='.
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n

51

5

t

1

Figure B.2: Produit (


0

�

0

� 


2

�

2

)(
� � 


2

�

3

)

Preuve On commence par noter que '('(a)^ '(b)) = '(a) ^ '(b), et plus g�en�eralement que

'(

^

i2I

'(a

i

)) =

^

i2I

'(a

i

) : (1:5:b)

Soient en e�et � le membre de gauche de (1.5.b) et � le membre de droite. Comme ' � Id, � � �.

Comme pour tout j 2 I , on a '(

V

i

'(a

i

)) � '

2

(a

j

) = '(a

j

), on a � �

V

j2I

'(a

j

) = �, d'o�u l'�egalit�e

(1.5.b).

D'autre part, les assertions suivantes sont �equivalentes

8i 2 I; x � a

i

8i 2 I; '(x) � '(a

i

)

'(x) �

V

i2I

'(a

i

)

'(x) � '(

V

i2I

'(a

i

)) (par (1.5.b))

x � '(

V

i2I

'(a

i

)) :

On a prouv�e (1.5.a). Supposons la distributivit�e de la borne inf. Les propositions suivantes sont

�equivalentes

(D) : b�

V

i

a

i

= b�

V

i

a

i

b�

V

i

'(a

i

) = b�

V

i

a

i

(par (1.5.a))

b�

V

i

'(a

i

) =

V

i

(b� a

i

) (D distributif)

'(b�

V

i

'(a

i

)) = '(

V

i

'(b� a

i

)) (par (1.5.a))

'(b)�

V

i

'(a

i

) =

V

i

('(b)� '(a

i

)) (par (1.5.b), compte tenu de '

2

= ')

La derni�ere proposition �etant vraie par distributivit�e de D, la propri�et�e (D), i.e. la distributivit�e

de la borne inf par rapport �a la somme dans D=', est �etablie. �

Nous nous cantonnerons dans la suite �aM

in

ax

[
; �] pour la simplicit�e de l'expos�e.

1.5.6 Algorithme (Inf de polynômes dans M

in

ax

[
; �]) On a (i):




n

�

t

^ 


n

0

�

t

0

= 


max(n;n

0

)

�

min(t;t

0

)

:

Pour des polynômes g�en�eraux, (ii):

(

M

i




n

i

�

t

i

) ^ (

M

j




n

j

�

t

j

) =

M

ij

(


n

i

�

t

i

^ 


n

0

j

�

t

0

j

) :
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Preuve On a en passant au support supp('(


n

�

t

)^'(


n

0

�

t

0

)) = supp('(


n

�

t

))\supp('(


n

0

�

t

0

)) =

f(�; �) j � � n; � � tg \ f(�; �) j � � n

0

; � � tg = f(�; �) j � � max(n; n

0

); � � min(t; t

0

)g d'o�u

'(


n

�

t

) ^ '(


n

0

�

t

0

) = '(


max(n;n

0

)

�

min(t;t

0

)

). Le point (i) r�esulte ainsi de 1.5.5. Le point (ii) r�esulte

du fait que B [[
; �]], donc par 1.5.5,M

in

ax

[[
; �]], est distributif. �

1.5.7 Exemple On a (e� 


10

�

10

)^ (� � 


11

�

12

) = (e^ �)� (


10

�

10

^ �)� (e^ 


11

�

12

)� (


10

�

10

^




11

�

12

) = e� 


10

� � 


1

1� 


11

�

10

= e� 


10

� � 


11

�

10

.

Si la borne inf de D distribue par rapport �a la somme, il r�esulte de la Proposition 0,5.2.3, et du

Lemme 1.5.5 ci-dessus que l'op�eration di��erence r�esidu�ee � dans D=' est bien d�e�nie.

1.5.8 Proposition Soient a =

L

i

a

i

2 D=' une somme de d-premiers et b 2 D='. On a

a� b =

M

a

i

6�b

a

i

: (1:5:c)

En outre, si l'�ecriture a =

L

i

a

i

est minimale, alors l'�ecriture (1.5.c) de a� b l'est aussi.

Preuve On a en e�et a � b � x ssi pour tout i 2 I , a

i

� b ou a

i

� x. La caract�erisation (1.5.c)

en r�esulte. D'autre part, il est clair qu'en retirant des termes �a une somme non redondante, celle ci

reste non redondante, donc minimale (cf. 1.2.15). �

1.5.9 Exemple Soit a = 
��


5

�

7

�


10

�

10

, b = ��


9

�

11

. a

1

est domin�e par �, a

3

par 


9

�

11

, d'o�u

par application de 1.5.8, a� b = 


5

�

7

.

Nous concluons par une formule donnant le quotient r�esidu�e dans le seul dio��de M

in

ax

[[
; �]].

1.5.10 Algorithme (Quotient r�esidu�e dans M

in

ax

[
; �]) Soient a =

L

i

a

i

et b =

L

j

b

j

deux

sommes �nies de monômes. On obtient a=b en r�eduisant

a=b =

^

j

M

i

a

i

b

�1

j

:

Preuve R�esulte imm�ediatement des propri�et�es 0,5.3.3,(x) et (iii). �

1.5.11 Exemple On a par application de 1.5.10 et de 1.5.6,(i):

e=(


2

�

3

� 


4

�

5

� 


8

�

9

) = 


�2

�

�3

^ 


�4

�

�5

^ 


�8

�

�9

= 


�2

�

�9

:

Plus g�en�eralement, soit P =

L

i




n

i

�

t

i

un polynôme. On a e=P =M

�1

ou M = 


min(n

i

)

�

max(t

i

)

est

le plus petit monôme majorant P .

1.6 Quelques ra�nements dans M

in

ax

[
; �]

On utilise le fait qu'un polynôme se repr�esente comme une liste de monômes totalement ordonn�ee

par le degr�e (cf. VII,2.3.3). Soit:

a = 


n

1

�

t

1

� : : :� 


n

k

�

t

k

une somme de monôme non n�ecessairement minimale. Apr�es un tri �eventuel, et en r�eduisant les

monômes de même n (compte tenu de 


n

�

t

� 


n

0

�

t

= 


min(n;n

0

)

�

t

), on peut supposer n

1

< n

2

<

: : : < n

k

.
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1.6.1 Algorithme (mise sous forme minimale de a) Commencer avec i = 2. Si t

i

� t

i�1

�eliminer le i-i�eme monôme, sinon passer au i suivant.

Cet algorithme consid�ere une unique fois chaque monôme, soit k it�erations, et une complexit�e

n�egligeable devant celle du tri initial. La complexit�e de la mise sous forme minimale est donc celle

d'un tri, i.e. O(k log k).

Soient maintenant les deux �ecritures minimales

a = 


n

1

�

t

1

� : : :� 


n

r

�

t

r

et a

0

= 


n

0

1

�

t

0

1

� : : :� 


n

0

l

�

t

0

l

:

La remarque suivante r�esulte imm�ediatement de (1.2.j).

1.6.2 Lemme Supposons

n

k

� n

0

i

< n

k+1

:

De deux choses l'une: soit t

k

� t

0

i

auquel cas 


n

0

i

�

t

0

i

est redondant dans a�b, soit 


n

0

i

�

t

0

i

est un point

extr�emal de a� b et les monômes de a �eventuellement domin�es par 


n

0

i

�

t

0

i

ont des indices k

0

� k.

On a alors l'algorithme suivant, plus �n que 1.5.3.

1.6.3 Algorithme (Somme dans M

in

ax

[
; �]) 1/ Consid�erer le i-�eme monôme de b, �a partir de

i = 1. Trouver k tel que n

k

� n

0

i

< n

k

+ 1. Si 


n

i

�

t

i

est domin�e par 


n

k

�

t

k

, aller en 2/, sinon,

�eliminer les monômes 


n

l

�

t

l

domin�es par 


n

0

i

�

t

0

i

(pour l � k), rajouter 


n

0

i

�

t

0

i

�a a, et 2/ passer au i

suivant en recommen�cant la recherche de k seulement �a partir de la valeur du denier l �elimin�e, ou

�a d�efaut, de la derni�ere valeur de k.

1.6.4 Exemple On reprend l'exemple 1.4.2.

a = 
� � 


5

�

4

� 


6

�

5

� 


8

�

8

; b = 


2

�

3

� 


5

�

6

� 


9

�

7

:

pas 1: k = 1, b

1

= 


2

�

3

n'est pas domin�e par le d-premier monôme de a, donc il n'est pas domin�e

par a. a

2

= 


5

�

4

n'est pas domin�e par b

1

, a fortiori, les monômes suivants ne sont pas domin�es par

b

1

. On ins�ere donc b

1

, i.e. on remplace a par

a

0

= 
� � 


2

�

3

� 


5

�

4

� 


6

�

5

� 


8

�

8

:

pas 2 Pour b

2

, on a k = 3 (position dans a

0

). On constate que a

0

3

= 


5

�

4

ainsi que a

0

4

= 


6

�

5

est

domin�e par b

2

= 


5

�

6

. Le monôme suivant a

0

5

n'est pas domin�e. On supprime donc a

0

3

; a

0

4

seulement

et l'on ins�ere b

2

, soit

a

00

= 
� � 


2

�

3

� 


5

�

6

� 


8

�

8

:

pas 3 Pour b

3

, on a k = 4. On constate que b

3

est domin�e par 


8

�

8

, on �elimine b

3

. Finalement

a � b = a

00

= 
� � 


2

�

3

� 


5

�

6

� 


8

�

8

:

L'int�erêt de 1.6.3 par rapport �a 1.4.1 tient �a ce qu'il n'est besoin de consid�erer que les monômes

voisins dans le test de domination, comme l'�enonce le lemme 1.6.2. Autrement dit, l'algorithme

consiste �a parcourir de la gauche vers la droite les monômes de a et b sans jamais revenir en

arri�ere, soit un nombre de comparaisons pour la somme de l'ordre de O(compl (a) + compl (b)).

En cons�equence, le produit donn�e par l'algorithme 1.5.3 requiert maintenant O(compl (a)compl (b))

comparaisons.
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1.7 Extension des degr�es �a M

in

ax

[[
; �]]

Nous �etendons les notions de degr�e et valuation au dio��de M

in

ax

[[
; �]]. Le seul point d�elicat est

qu'en raison du quotient par 


�

(�

�1

)

�

, les degr�es en � et valuation en 
 sont intrins�eques, alors

que les degr�es et valuations duales d�ependent du repr�esentant. On appelle monôme un polynôme

de support r�eduit �a un �el�ement. On d�e�nit le degr�e deg s et la valuation val s d'une s�erie formelle

comme les deux couples suivants:

deg s = sup supps; val s = inf supps ;

les couples de Z

2

�etant partiellement ordonn�es par l'ordre usuel composante par composante. On

posera deg s := (deg




s; deg

�

s) et val s := (val




s; val

�

s). On note compl s le nombre de monômes

de s (i.e. le cardinal de supps). On dira que la s�erie s est causale lorsque supps � N

2

, ce qui est

�equivalent �a val




(s) � 0 et val

�

(s) � 0. Les propri�et�es suivantes sont imm�ediates:

1.7.1 Propri�et�es (i) s 7! deg s croissante,

(ii) deg(s � s

0

) = max(deg s; deg s

0

) (max composante par composante),

(iii) deg(ss

0

) = deg(s)+deg(s

0

) (somme composante par composante et convention �1+(+1) =

�1),

(iv) s 6= ") val s � deg s,

(v) compl (p� q) � compl (p) + compl (q),

(vi) compl (p
 q) � compl (p)compl (q).

Propri�et�es et conventions duales pour la valuation.

1.7.2 Exemple "� 


n

�

t

= 


n

�

t

, val " = (+1;+1), deg 


n

�

t

= val 


n

�

t

= (n; t), (e� 


3

�

2

)(�

�4

�




5

�

�4

) = �

�4

� 


5

�

�4

� 


3

�

�2

� 


8

�

�2

. Noter que 


�1

est un polynôme (et même un monôme).

1.7.3 Proposition Les seules s�eries formelles inversibles dans B [[
; �]] sont les monômes.

Preuve Si ss

0

= e, il r�esulte de (iii) et de la formule duale que

deg s + deg s

0

= val s + val s

0

= 0 (1:7:a)

Via (iv), on a val s � deg s, idem pour s

0

. (1.7.a) entrâ�ne donc deg s = val s, deg s

0

= val s

0

, ce qui

signi�e que s et s

0

sont des monômes. R�eciproque triviale. �

1.7.4 Proposition Soit s 2 M

in

ax

[[
; �]], et un repr�esentant de s, s

0

2 B [[
; �]]. deg

�

s

0

et val




s

0

ne d�ependent pas du choix de s

0

.

Preuve Soient s

0

=

L

i2I




n

i

�

t

i

et s

1

=

L

j2J




n

0

j

�

t

0

j

telles que '(s

0

) � '(s

1

). Montrons que

deg

�

(s) � deg

�

(s

0

). On a:

8i 2 I; 9j 2 J; k; l � 0; 


n

i

�

t

i

� 


n

0

j

�

t

0

j




k

�

�l

d'o�u

t

i

� t

0

j

� l � t

0

j

� deg

�

s

0

et en passant au sup deg

�

s � deg

�

s

0

. Ainsi, '(s

0

) = '(s

1

) entrâ�ne l'�egalit�e des degr�es en �. �
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Par contre, les autres degr�es et valuations ne passent pas au quotient. On a par exemple

deg




e = 0; deg







�

= +1

quoique e et 


�

appartiennent �a la même classe d'�equivalence. On se restreindra dans la suite aux

polynômes et l'on d�e�nira le degr�e en 
 d'un polynôme p comme le degr�e en 
 de son repr�esentant

minimal p

0

. D�e�nitions analogues pour la valuation val et le nombre de termes compl . En�n, nous

d�e�nirons les s�eries causales de M

in

ax

[[
; �]] comme les images des s�eries causales de B [[
; �]] (cf.

x1.7) par la projection canonique. Si s admet un repr�esentant minimal s

0

2 B [[
; �]], alors s est

causale ssi s

0

est causale.

1.7.5 Exemple Soient p = e � 


8

�

10

et q = 


6

�

12

. On a deg




(p � q) = deg




(e � 


6

�

12

) = 6 <

max(deg




p; deg




q). Pour le polynôme p de la Figure VII.4, on a par exemple deg p = (3; 3),

val p = (0; 0), compl p = 3. La s�erie s = e � �

�1

est causale (l'�ecriture minimale est s = e), mais

s

0

= 


�1

ne l'est pas.

On montre sans di�cult�e les propri�et�es suivantes.

1.7.6 Propri�et�es On a pour s; s

0

2 M

in

ax

[[
; �]]:

(i) deg

�

(s� s

0

) = max(deg

�

s; deg

�

s

0

),

(ii) deg

�

(s
 s

0

) = deg

�

s + deg

�

s

0

,

(iii) val




(s� s

0

) = min(val




s; val




s

0

),

(iv) val




(s
 s

0

) = val




s+ val




s

0

.

En outre, lorsque s et s

0

sont des polynômes:

(v) deg




(p� p

0

) � max(deg




p; deg




p

0

),

(vi) deg




(p
 p

0

) = deg




p+ deg




p

0

,

(vii) val

�

(p� p

0

) � min(val

�

p; val

�

p

0

),

(viii) val

�

(p
 p

0

) = val

�

p+ val

�

p

0

,

(ix) compl (p� q) � compl p+ compl q

(x) compl (p
 q) � compl p� compl q.

Les quatre premi�eres formules s'obtiennent de mani�ere analogue �a 1.7.4. Les deux suivantes s'obtien-

nent en prenant les repr�esentant minimaux p

0

et q

0

de p et q et en remarquant que le repr�esentant

minimal de p� q s'obtient en retirant des termes �a p

0

� q

0

, ce qui diminue le degr�e et augmente la

valuation. Les derni�eres sont laiss�es au lecteur. �

2 Algorithmes relatifs aux s�eries p�eriodiques

Nous �elaborons ici des formes canoniques pour les s�eries p�eriodiques d�ej�a trait�ees au Chapitre VII.

Ces formes canoniques sont �a la base de l'impl�ementation de ces s�eries d�ecrite au Chapitre VIII.
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2.1 S�eries causales

Les syst�emes que nous consid�erons admettent �a la fois des repr�esentations dateur et compteur

causales. Nous introduisons donc la notion suivante:

2.1.1 D�e�nition (Fonctions causales) La fonction compteur k 2 Croiss(Z;Z

min

) est dite causale

ssi

k(t) = k(0) pour t < 0; k(t) � 0 pour t � 0 :

La fonction dateur k 2 Croiss(Z;Z

max

) est dite causale ssi

k(n) = �1 pour n < 0; k(n) 2 N[ f�1g pour n � 0 : (2:1:a)

2.1.2 Remarque En V,3.3.3, on avait caract�eris�e les r�eponses impulsionnelles des syst�emes lin-

�eaires causaux sur Croiss(Z;Z

min

) par k(t) =cte pour t � 0. Ici, on exige en outre que k(t) prenne

des valeurs positives ou nulles.

2.1.3 D�e�nition La s�erie s 2 M

in

ax

[[
; �]] est dite causale ssi elle admet un repr�esentant s

0

2

B [[
; �]] causal (i.e. �a exposants positifs ou nuls).

2.1.4 Proposition Soit s 2 M

in

ax

[[
; �]]. Les trois propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) s est causale,

(ii) la fonction dateur associ�ee �a s est causale,

(iii) la fonction compteur associ�ee �a s est causale.

Preuve (ii))(i): via 2.2.5 et la propri�et�e (2.1.a) on a le repr�esentant causal de s:

s

0

=

M

n2Z




n

�

dat s(n)

=

M

n2N




n

�

dat s(n)

:

(i))(ii): Soit s

0

=

L

i




n

i

�

t

i

avec n

i

� 0; t

i

� 0 un repr�esentant causal de s. On a

dat s(n) = supft 2Zj 


n

�

t

� s

0

g : (2:1:b)

Si n < 0, l'ensemble ci-dessus est vide (sinon 


n

�

t

� 


n

i

�

t

i

, d'o�u n

i

� n < 0 ce qui contredit la

causalit�e de s

0

). On a donc dat s(n) = �1 pour n < 0. Si n � 0 et 


n

�

t

� s

0

, on a 


n

�

t

� 


n

i

�

t

i

,

d'o�u n � n

i

, d'o�u 


n

�

t

i

� 


n

i

�

t

i

. Ainsi, dat s(n) � t

i

� 0. Les conditions de (2.1.a) sont r�ealis�ees.

Arguments analogues pour (i),(iii). �

2.2 Repr�esentations p�eriodiques

Nous reprenons en d�etail la notion de p�eriodicit�e mise en �evidence au Chapitre VII.

2.2.1 D�e�nition (Dateurs p�eriodiques) Soit (�; �) 2 N

2

n f(0; 0)g. une fonction dateur n 7!

d(n) est dite (�; �)-p�eriodique �a partir de N si elle est causale et

(8n � N) d(n+ �) = d(n) + � (2:2:a)

Si le N n'est pas pr�ecis�e, on dira simplement (�; �)-p�eriodique.
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Si (�; �) est une p�eriode de s, les couples (k�; k�) avec k 2 Nnf0g sont aussi des p�eriodes. Une telle

fonction est repr�esent�ee sur la Figure VII.5.

2.2.2 P�eriodes d�eg�en�er�ees

(i): Si � = 0 et � > 0, de deux choses l'une: soit d(n) = �1, auquel cas d(n + �) = d(n + 2�) =

: : : = �1, et d �etant croissante, d vaut identiquement �1. soit d(n) > �1, auquel cas (2.2.a))

entrâ�ne d(n) = +1 pour n � N .

(ii): Si � > 0 et � = 0, on a que d est constante �a partir de n.

2.2.3 Remarque les dateurs v�eri�ant (2.2.a) devraient être quali��ees de \fonctions �a accroisse-

ments ultimement p�eriodiques" au sens classique. Notons en e�et que la fonction accroissement de

d,

~

d d�e�nie par

~

d(n) = d(n+ 1)� d(n), v�eri�e:

(8n � N)

~

d(n+ �) =

~

d(n) : (2:2:b)

2.2.4 D�e�nition (S�eries (�; �)-p�eriodiques) Une s�erie s 2 M

in

ax

[[
; �]] est (�; �)-p�eriodique (�a

partir de N) si sa fonction dateur associ�ee dat s est (�; �)-p�eriodique (�a partir de N). s est dite

non-d�eg�en�er�ee si la p�eriode de dat s ne rel�eve pas des cas 2.2.2.

2.2.5 Th�eor�eme Les propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) La s�erie s est (�; �)-p�eriodique

(ii) On a deux polynômes causaux p

0

et q

0

tels que s = p

0

� q

0

(


�

�

�

)

�

.

(iii) On a deux polynômes causaux p

1

et q

1

avec deg p

1

� val q

1

�(1; 1), deg q

1

�val q

1

� (��1; ��1)

tels que s = p

1

� q

1

(


�

�

�

)

�

(iv) On a (N; T ) 2 N

2

, un polynôme causal p avec deg p � (N � 1; T � 1), un polynôme causal

q = e� q

0

o�u (1; 1)� val q

0

et deg q

0

� (� � 1; � � 1) tels que s = p� 


N

�

T

q(


�

�

�

)

�

.

2.2.6 Remarque On constate qu'en vertu de la caract�erisation (ii), la terminologie est coh�erente

avec la notion de p�eriodicit�e introduite en VII,3.3.7. Une s�erie s est p�eriodique ssi il existe (�; �) 2 N

2

telle que s soit (�; �)-p�eriodique.

Preuve du Th�eor�eme 2.2.5. Nous supposerons � 6= 0 et � 6= 0, les cas d�eg�en�er�es (triviaux) �etant

trait�es s�epar�ement dans la remarque 2.2.10 ci-dessous. On passe trivialement de (iv) �a (iii) en posant

q

1

= 


N

�

T

q. En outre, (iii) �etant un cas particulier de de (ii): (iv))(iii))(ii).

(i))(iv). Supposons s causale et (�; �)-p�eriodique �a partir de N

0

.

(�): on pose N = minfn � N

0

j dat

s

(n+ � � 1) < dat

s

(n+ �)g.

(�): on �ecrit par 2.2.5

s =

M

n2N




n

�

dat s(n)

=

0

@

M

0�n�N�1




n

�

dat s(n)

1

A

� 


N

�

dat s(N)

0

@

M

N�n




n

�

dat s(n)�dat s(N)

1

A

On obtient la repr�esentation de type (iv) en posant T = dat s(N) et en observant que la seconde

parenth�ese est de la forme q(


�

�

�

)

�

avec

q =

0

@

M

N�n�N+��1




n�N

�

k(n)�T

1

A

;
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qui satisfait les conditions de degr�e �a cause du choix (�).

(ii))(i): on a les deux lemmes imm�ediats suivants:

2.2.7 Lemme Soit p un polynôme causal et m un monôme causal. La fonction dateurs associ�ee �a

p�m(


�

�

�

)

�

est (�; �)-p�eriodique �a partir de max(deg




p; deg




m).

2.2.8 Lemme Le max de deux dateurs (�; �)-p�eriodiques (respectivement �a partir de N et N

0

) est

(�; �) p�eriodique �a partir de max(N;N

0

)

En cons�equence, p� q(


�

�

�

)

�

est (�; �) p�eriodique �a partir de max(deg




(p); deg




(q)). �

On appellera repr�esentation p�eriodique de s une �ecriture de la forme 2.2.5,(iv). Le polynôme p sera

appel�e transitoire, q motif p�eriodique et (N; T ) d�ebut du p�eriodique.

La preuve ci-dessus s'�ecrirait de même avec les compteurs. On a donc:

2.2.9 Corollaire dat s est (�; �)-p�eriodique ssi la fonction compt s est (�; �)-p�eriodique.

3

2.2.10 Remarque (Cas d�eg�en�er�es) Si � = 0, on a dat s constante �a partir de N , d'o�u

s =

M

0�n�N




n

�

dat s(n)

:

� est donc nul ssi s est un polynôme. Si � = 0, on peut �ecrire

s =

M

0�n�N�1




n

�

dat s(n)

� 


N

�

1

:

Ces cas d�eg�en�er�es g�en�eralisent respectivement les �el�ements simples d�eg�en�er�es de type monomial et

de type in�ni (cf. VII,4.0.1).

2.2.11 Remarque On passe de 2.2.5,(iii) �a 2.2.5,(iv) en posant q = 


�val




q

1

�

�val

�

q

1

q

1

. Les rep-

r�esentations (iii) et (iv) sont donc �equivalentes �a une normalisation du motif pr�es. Le terme \motif"

pour q dans (iv) s'interpr�ete en e�et si l'on �ecrit




N

�

T

q(


�

�

�

)

�

= 


N

�

T

q � 


N

�

T

q


�

�

�

� 


N

�

T

q


2�

�

2�

: : : ;

i.e. le polynôme q est \r�ep�et�e" �a partir de la position (N; T ) avec les translations successives de

vecteurs (0; 0); (�; �); (2�; 2�),: : :La condition deg p � (N�1; T�1) exprime que le dernier monôme

du transitoire ne recouvre pas le premier monôme du motif. La condition deg q � (� � 1; � � 1)

exprime que les motifs translat�es successifs ne se recouvrent pas. Ceci est illustr�e par le dessin

suivant, o�u l'on a repr�esent�e une fonction dateur p�eriodique (on a fait abstraction du caract�ere

discret). On a de la sorte une g�en�eralisation dans N

2

de la notion de partie p�eriodique de N �etudi�ee

en VII,x3.3

2.2.12 Proposition Soit s une s�erie (�; �)-p�eriodique �a partir de N . Il existe une seule repr�esen-

tation p�eriodique de type 2.2.5,(iii).

Preuve r�esulte du lemme imm�ediat suivant:

3

noter la transposition.
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2.2.13 Lemme Si s admet une repr�esentation p�eriodique de la forme (iii), alors n�ecessairement

p =

N�1

M

k=0




k

�

dat s(k)

q =

N+��1

M

k=N




k

�

dat s(k)

:

�

2.2.14 Exemple La proposition 2.2.12 �enonce l'unicit�e de la repr�esentation p�eriodique, �; � et N

�etant �x�es. On peut cependant avoir des repr�esentations di��erentes pourvu que les �; �; N soient

distincts. Via (
�)

�

= "�


0

�

0

:e:(
�)

�

= "�


0

�

0

:(e�
�)(


2

�

2

)

�

, on a en e�et deux repr�esentations

p�eriodiques de la même s�erie.

2.2.15 Exemple On a les di��erentes repr�esentations p�eriodiques de la s�erie donn�ee sur la Figure

B.3. On a encadr�e les di��erents motifs: 


2

�

2

(e� 
�

2

) (cadre hachur�e �epais), 


3

�

4

(e� 


2

�) (cadre

en pointill�e), et 


2

�

2

(e� 
�

2

� 


3

�

3

� 


4

�

5

) (cadre �n).

t

n

Figure B.3: Diverses repr�esentations p�eriodiques d'une même s�erie

s = e� 


2

�

2

(e� 
�

2

)(


3

�

3

)

�

(2.2.c)

s = e� 


2

�

2

� 


3

�

4

(e� 


2

�)(


3

�

3

)

�

(2.2.d)

= e� 


2

�

2

(e� 
�

2

� 


3

�

3

� 


4

�

5

)(


6

�

6

)

�

(2.2.e)

Cependant, la repr�esentation (2.2.c) parâ�t \plus simple" que les deux autres. Nous formalisons

maintenant cette notion et montrons l'existence d'une unique repr�esentation p�eriodique \minimale".

2.3 Repr�esentation p�eriodique minimale

2.3.1 D�e�nition (Repr�esentation plus simple) On dit que la repr�esentation p�eriodique p �




N

�

T

q(


�

�

�

)

�

est plus simple que p

0

� 


N

0

�

T

0

q

0

(


�

0

�

�

0

)

�

, si (�; �)j(�

0

; �

0

) et si (N; T ) � (N

0

; T

0

).

2.3.2 Proposition La relation de plus grande simplicit�e est une relation d'ordre sur l'ensemble

des repr�esentations p�eriodiques de s.

Preuve La r�e
exivit�e et la transitivit�e sont imm�ediates. L'antisym�etrie r�esulte du lemme 2.2.13

ci-dessus.
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2.3.3 Th�eor�eme Une s�erie p�eriodique non d�eg�en�er�ee admet une plus simple repr�esentation p�e-

riodique.

Preuve Soit d le dateur associ�e �a s. Il su�t de voir qu'il existe un plus petit triplet (N; �; �)

v�eri�ant (2.2.a), ou de mani�ere �equivalente (2.2.b). Supposons

8n � N;

~

d(n+ �) =

~

d(n)

8n � N

0

;

~

d(n+ �

0

) =

~

d(n)

(2:3:a)

On a donc pour n � max(N;N

0

),

~

d(n+ �� + ��

0

) =

~

d(n), et par application de 3.3.6

9K

0

; 8k � K

0

; 9�; � 2 N; kpgcd(�; �

0

) = �� + ��

0

et donc pour n � K

1

= max(N;N

0

) +K

0

pgcd(�; �

0

),

~

d(n+ pgcd(�; �

0

)) =

~

d(n) : (2:3:b)

Supposons par exemple max(N;N

0

) = N

0

. Quitte �a agrandir K

1

, on peut supposer K

1

de la forme

N + x� (x 2 N), et en utilisant la �-p�eriodicit�e �a partir de N , on note que (2.3.b) est valable d�es

n � min(N;N

0

). Ainsi, si (N; �; �) et (N

0

; �

0

; �

0

) v�eri�ent (2.3.a), leur borne-inf

4

v�eri�e la même

propri�et�e. La conclusion en r�esulte. �

2.3.4 D�e�nition (Plus petite p�eriode $

1

) On notera $

1

(s) la plus petite p�eriode de s.

Nous donnons maintenant des algorithmes pour obtenir la plus simple repr�esentation p�eriodique.

2.3.5 Algorithme (Minimisation du transitoire) Soit

s = p� p

k

� 


n

�

t

(q � q

l

)(


�

�

�

)

�

une repr�esentation p�eriodique de s, o�u p

k

(resp. q

l

) est le monôme de plus haut degr�e du transi-

toire (resp. du motif). On obtient un repr�esentant p�eriodique de transitoire minimal en appliquant

l'it�eration suivante: Si

p

k

6= 


n

�

t

q

l




��

�

��

alors le transitoire p � p

k

est minimal. Sinon, recommencer une it�eration avec la repr�esentation

suivante:

s = p� p

k

(e� 


N

�

T

p

�1

k

q)(


�

�

�

)

�

:

Le nombre d'it�erations est major�e par le nombre de termes du transitoire.

2.3.6 Exemple On applique l'algorithme �a la repr�esentation (2.2.d). On a:

p = e; p

2

= 


2

�

2

; q = e; q

2

= 


2

�; 


n

�

t

= 


3

�

4

; 


�

�

�

= 


3

�

3

:

Comme p

2

= 


n

�

t

q

2




��

�

��

, on a la repr�esentation (2.2.c). Soit p

1

= e, q = e, q

2

= 
�

2

, 


n

�

t

= 


2

�

2

.

Comme p

1

6= 


n

�

t

q

2




��

�

��

, le transitoire de (2.2.c) est minimal.

Le probl�eme de la minimisation du p�eriodique peut s'interpr�eter comme une \mise en facteur" d'un

type particulier. Il est clair qu'une p�eriode minimale divisera toute autre p�eriode, mais aussi que

le nombre de termes du motif minimal divisera le nombre de termes de tout autre motif. Notons

q

deg<(n;t)

la troncature de q au degr�e (n; t) (i.e. le polynôme form�e des monômes de q de degr�e au

plus (n� 1; t� 1). On a l'algorithme suivant.

4

i.e. (min(N;N

0

);pgcd(�; �

0

);pgcd(�; �

0

))
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2.3.7 Algorithme (Minimisation du p�eriodique) Soit

s = q(


�

�

�

)

�

: (2:3:c)

(1): Pour p premier divisant �; � et compl q, faire:

�

0

= �=p, �

0

= �=p. Si q = q

deg<(�

0

;�

0

)

(e� 


�

0

�

�

0

� : : : 


�

0

(p�1)

�

�

0

(p�1)

), alors

remplacer (2.3.c) par s = q

deg<(�

0

;�

0

)

(


�

0

�

�

0

)

�

et recommencer (1) avec le même p,

sinon

recommencer (1) avec le diviseur p suivant.

La plus simple repr�esentation d'une s�erie s s'obtient en appliquant d'abord 2.3.5 �a s, puis 2.3.7 �a

la partie p�eriodique de s. L'ordre inverse est �egalement licite.

2.3.8 Exemple Soit la partie p�eriodique de (2.2.e):

s = (e� 
�

2

� 


3

�

3

� 


4

�

5

)(


6

�

6

)

�

=: q(


�

�

�

)

�

On a � = � = 6 et complp = 4 d'o�u D = f2g. On constate que q = (e� 
�

2

)(e� 


3

�

3

), et donc on

repart de s = (e � 
�

2

)(


3

�

3

)

�

. Comme 2 ne divise pas 3, on ne peut refactoriser ce motif (on ne

peut calculer les nouveaux �

0

et �

0

). Le motif est donc minimal.

2.4 Somme de s�eries p�eriodiques

L'op�eration inverse de la minimisation du transitoire (cf. 2.3.5) nous sera utile.

2.4.1 Lemme (D�eveloppement d'une s�erie p�eriodique) Soient n

0

; t

0

� 0 et la s�erie sous

forme p�eriodique minimale s = p � 


N

�

T

q(


�

�

�

)

�

avec � 6= 0 et � 6= 0. Il existe une plus sim-

ple repr�esentation p�eriodique

s = p

0

� 


N

0

�

T

0

q

0

(


�

�

�

)

�

telle que N

0

� n

0

; T

0

� t

0

. On l'appelle d�eveloppement de s �a l'ordre (n

0

; t

0

).

Preuve Soit k entier tel que N + k� � n

0

et T + k� � t

0

. On a la repr�esentation p�eriodique:

s = p� 


N

�

T

q(e� 


�

�

�

� : : :� 


(k�1)�

�

(k�1)�

)� 


N+k�

�

T+k�

q(


�

�

�

)

�

:

On obtient le d�eveloppement de s en appliquant l'algorithme de minimisation du transitoire 2.3.5

�a la s�erie ci-dessus, sous la contrainte deg p

k

� (n

0

; t

0

). �

2.4.2 Exemple Soit s = 


2

�

3

� 


5

�

7

(e� 


2

�)(


3

�

3

)

�

. Le d�eveloppement de s �a l'ordre (7,5) est le

suivant:

s = 


2

�

3

� 


5

�

7

� 


7

�

8

(e� 
�

2

)(


3

�

3

)

�

: (2:4:a)

2.4.3 Cas d'une pente ultime in�nie Nous �evacuons le cas o�u l'une des deux s�eries, disons s,

a une pente ultime in�nie, i.e. via 2.2.10:

s = p� 


N

�

+1

:

Soit s

0

= p

0

� q

0

(


�

�

�

)

�

et p

0

1

le transitoire associ�e au d�eveloppement de s

0

�a l'ordre (N; 0). On a

clairement:

s� s

0

= p� p

0

1

� 


N

�

+1

:
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Le principe des algorithmes de somme de s�eries p�eriodiques est contenu dans le lemme suivant.

2.4.4 Lemme Soit s une s�erie (�; �) p�eriodique �a partir de (N; T ). Soit P le d�eveloppement de s

�a l'ordre (N + � � 1; 0),

P = p� q ; (2:4:b)

o�u deg




(p) � N � 1 et val




q � N . On a la repr�esentation p�eriodique de s:

s = p� q(


�

�

�

)

�

: (2:4:c)

La d�ecomposition (2.4.b) consiste �a s�eparer les termes du repr�esentant minimal de P d'exposant

en 
 plus petit que N � 1 des autres.

Preuve de 2.4.4. Il r�esulte de 2.2.13 que

s = P � Q(


�

�

�

)

�

(2:4:d)

o�u P =

L

N+��1

k=0




k

�

dat s(k)

et Q =

L

N+2��1

k=N+�




k

�

dat s(k)

. On a donc

p =

N�1

M

k=0




k

�

dat s(k)

; q =

N+��1

M

k=N




k

�

dat s(k)

: (2:4:e)

Comme dat s(k + �) = dat s(k) + � pour k � N , on a Q = 


�

�

�

q, et donc (2.4.d) se r�e�ecrit

s = p� q(e� 


�

�

�

(


�

�

�

)

�

) = p� q(


�

�

�

)

�

. En outre, d'apr�es (2.4.e) p et q v�eri�ent les conditions

de degr�e et de valuation 2.2.5,(iii). �

On a donc l'algorithme suivant:

2.4.5 Algorithme (Somme de s�eries p�eriodiques) Soient s et s

0

deux s�eries p�eriodiques. D�e-

terminer une borne sup�erieure a priori pour le d�ebut du p�eriodique de s � s

0

. Appliquer le Lemme

2.4.4, et r�eduire (2.4.c) via les Algorithmes 2.3.5 et 2.3.7.

Il nous reste �a produire des bornes �a priori.

2.4.6 Lemme Si s et s

0

sont deux s�eries de même pentes ultime p�eriodiques �a partir, respective-

ment, de N et N

0

, alors s� s

0

est p�eriodique �a partir de max(N;N

0

).

Preuve C'est un avatar de 2.2.8. �

2.4.7 Lemme Soient deux repr�esentations p�eriodiques de type 2.2.5,(iii), s = p � 


N

�

T

q(


�

�

�

)

�

et s

0

= p

0

� 


N

0

�

T

0

q

0

(


�

0

�

�

0

)

�

, avec 0 < �

1

(s) < �

1

(s

0

). La s�erie s� s

0

est p�eriodique �a partir de

K = max(N;N+�b

T

0

T

+ 1

�

c; b(�T �

� N

�

� �;�T

0

� �

0

+ 1 +

�

0

N

0

�

0

+

�

0

�

0

)

�

�

�

�

�

0

�

0

�

�1

c) ; (2:4:f)

o�u bxc := minfn 2Zj n � xg.

Preuve Les majorations et minorations suivantes r�esultent imm�ediatement des conditions de degr�e

et valuation 2.2.5,(iii).

s � p� 


N

�

T

(


�

�

�

)

�

=: s

1

s

0

� �

T

0

� 


N

0

+1

�

T

0

+�

0

�1

(


�

0

�

�

0

)

�

=: s

0

1

:
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Si l'on a K � N tel que

dat s

1

(k) � dat s

0

1

(k) pour k � K ; (2:4:g)

on aura dat s(k) � dat s

1

(k) � dat s

0

1

(k) � dat s

0

(k), et donc dat (s � s

0

) = max(dat s; dat s

0

) sera

�egal �a dat s pour k � K. s � s

0

sera donc p�eriodique �a partir de K. La condition K � N rend

compte du d-premier terme du max �a droite de (2.4.f). Il reste �a v�eri�er (2.4.g). Nous faisons pour

cela appel au Lemme �el�ementaire suivant:

2.4.8 Lemme Soit s = 


n

�

t

(


�

�

�

)

�

. On a:

dat s(p) = t + � [

p� n

�

] + �

[n;+1[

(p) ;

o�u �

I

d�esigne la fonction indicatrice de l'ensemble I, valant 0 pour p 2 I et �1 sinon.

Preuve r�esulte imm�ediatement de (2.2.b) et de l'�ecriture

s = 


n

�

t

� 


n+1

�

t

� 


n+��1

�

t

� 


n+�

�

t+�

� 


n+�+1

�

t+�

� : : : 


n+2��1

�

t+�

� 


n+2�

�

t+2�

� : : : :

�

Via 2.4.8, la condition (2.4.g) est �equivalente �a:

T + � [

k �N

�

] � max(T

0

; T

0

+ �

0

� 1 + �

0

[

k �N

0

� 1

�

0

]) pour k � K :

La condition T + � [

K�N

�

] > T

0

est �equivalente �a

K�N

�

� b

T

0

�T+1

�

c ce qui justi�e le second terme �a

droite de (2.4.f). On trouve le troisi�eme terme en d�eterminant le plus petit k tel que: T+�(

k�N

�

�1) �

T

0

+ �

0

� 1 + �

0

k�N

0

�1

�

0

. �

2.4.9 Remarque Le lemme 2.4.7 ne fait qu'exprimer e�ectivement que si la pente ultime de s est

inf�erieure �a celle de s

0

, alors dat s(n) > dat s

0

(n) a partir d'un certain rang.

2.4.10 Exemple Soit s comme en 2.4.2 et p

0

= 
�

4

� 


7

�

5

. On a en ajoutant p

0

�a (2.4.a):

s � p

0

= 
�

4

� 


7

�

8

(e� 
�

2

)(


3

�

3

)

�

:

Ici, le transitoire est minimal.

2.4.11 Exemple Soient

s = (e� 
�)

�




4

�

4

�

�

s

0

= 
�

2

�




3

�

3

�

�

:

Ces deux s�eries �etant de même pente, on sait par 2.4.6 que s � s

0

est p�eriodique �a partir de

max(0; 1) = 1, de p�eriode 


3

�

3

t


4

�

4

= 


12

�

12

. Les termes de s� s

0

de degr�e en 
 inf�erieur ou �egal

�a N + � � 1 = 1 + 12� 1 = 12 sont les suivants:

P = e� 
�

2

� 


4

�

5

� 


7

�

8

� 


9

�

9

� 


10

�

11

� 


12

�

12

:

En partitionnant P comme en 2.4.4, on trouve

p = e; q = 
�

2

� 


4

�

5

� 


7

�

8

� 


9

�

9

� 


10

�

11

� 


12

�

12

:

Ainsi

s� s

0

= e� (
�

2

� 


4

�

5

� 


7

�

8

� 


9

�

9

� 


10

�

11

� 


12

�

12

)(


12

�

12

)

�

Le transitoire n'est pas minimal. On trouve apr�es r�eduction:

s� s

0

=

�

e� 
�

2

� 


4

�

5

� 


7

�

8

� 


9

�

9

� 


10

�

11

��




12

�

12

�

�
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2.4.12 Exemple Soit �a calculer s� s

0

, avec

s = e� 


3

�

4

� 


5

�

5

�

e� 
�

2

��




2

�

3

�

�

; s

0

= 


2

�

2

� 


6

�

6

� 


7

�

10

�


�

5

�

�

:

On a




5

�

5

�

e � 
�

2

��




2

�

3

�

�

� 


7

�

10

�


�

5

�

�

= 


5

�

5

� 


6

�

7

� 


7

�

8

(e� 
�

2

)(


2

�

3

)

�

� 


7

�

10

(
�

5

)

�

:

On observe que le terme soulign�e est domin�e. On a donc

s� s

0

= e� 


2

�

2

� 


3

�

4

� 


5

�

5

� 


6

�

7

� 


7

�

10

�


�

5

�

�

:

2.5 Autres op�erations sur les s�eries p�eriodiques

Nous notons ici bri�evement que la p�eriodicit�e est pr�eserv�ee par les op�erations ^,� et n. On peut

d�eduire ces r�esultats de th�eor�emes g�en�eraux (par exemple l'inf de deux s�eries rationnelles correspond

�a l'intersection de deux parties rationnelles de Z

2

, et l'on peut appliquer un Th�eor�eme d'Eilenberg

et Sch�utzenberger [32]). De mani�ere plus sp�eci�que, on a les r�esultats suivants.

2.5.1 Proposition Soit s = p � qr

�

, s

0

= p

0

� q

0

(r

0

)

�

. La s�erie s ^ s

0

est p�eriodique. Si �

1

(s) >

�

1

(s

0

), on a $

1

(s ^ s

0

) = $

1

(s). Si �

1

(s) = �

1

(s

0

), $

1

(s ^ s

0

) divise $

1

(s) t$

1

(s

0

).

2.5.2 Proposition Soit s = p � qr

�

, s

0

= p

0

� q

0

(r

0

)

�

. La s�erie s � s

0

est p�eriodique. Si �

1

(s) <

�

1

(s

0

), alors $

1

(s � s

0

) = $

1

(s). Si �

1

(s) = �

1

(s

0

), alors $

1

(s � s

0

) divise $

1

(s) t$

1

(s

0

),

ou bien s � s

0

est un polynôme. Si �

1

(s) > �

1

(s

0

), s� s

0

est un polynôme.

2.5.3 Proposition Soit s = p � qr

�

, s

0

= p

0

� q

0

(r

0

)

�

. On a s=s

0

= 


n

�

t

s

00

, o�u (n; t) 2 (�N)

2

et

s

00

est p�eriodique. Si �

1

(s) < �

1

(s

0

), alors $

1

(s

00

) = $

1

(s). Si �

1

(s) = �

1

(s

0

), alors $

1

(s

00

)

divise $

1

(s) t$

1

(s

0

). Si �

1

(u) > �

1

(s

0

), s

00

est nul.

Au lieu de montrer cette derni�ere proposition, nous pr�ef�erons traiter deux exemples.

2.5.4 Exemple

e=(e� 
�) = e=e ^ (e=
�) = e ^ 


�1

�

�1

= �

�1

:

2.5.5 Exemple Soient

s = (
�)

�

; s

0

= 


2

�

e� 


2

�

� �




3

�

3

�

�

:

On a

(
�)

�

=(


2

(e� 


2

�)(


3

�

3

)

�

) = 


�2

(
�)

�

=(


3

�

3

)

�

^ 


�4

�

�1

(
�)

�

=(


3

�

3

)

�

: (2:5:a)

Par monotonie, on a (
�)

�

� (
�)

�

=(


3

�

3

)

�

� (
�)

�

=(
�)

�

= (
�)

�

: En outre, 


�4

�

�1

(
�)

�

�




�4

�

�1


�(
�)

�

= 


�3

(
�)

�

� 


�2

(
�)

�

: Ainsi, le second terme �a gauche de (2.5.a) est sup�erieur

au premier. On a donc:

s=s

0

= 


�2

(
�)

�

:
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2.6 Etoiles de polynômes

On a vu en VII,5.4 que le calcul de l'�etoile d'une s�erie rationnelle se ramenait �a celle d'un polynôme.

Soit p =

L

n

i=1

p

i

. On peut na��vement �ecrire

p

�

= p

�

1

p

�

2

: : : p

�

n

: (2:6:a)

Si l'on applique cette r�egle au polynôme p = 


3

�

3

�


2

�

2

�
� , on a en laissant au lecteur les calculs

interm�ediaires

p

�

= ((


3

�

3

)

�

(


2

�

2

)

�

)(
�)

�

= ::: = (e� 


2

�

2

(
�)

�

)(
�)

�

= ::: = (
�)

�

:

Il est plus rapide de remarquer que 


2

�

2

� (
�)

�

et 


3

�

3

� (
�)

�

, d'o�u

(
�)

�

= e:e:(
�)

�

� (


3

�

3

)

�

(


2

�

2

)

�

(
�)

�

� ((
�)

�

)

�

((
�)

�

)

�

(
�)

�

= ((
�)

�

)

3

= (
�)

�

= p

�

;

et l'on pouvait conclure sans calcul. Nous g�en�eralisons ci-apr�es cette remarque.

2.6.1 D�e�nition (*-Minimalit�e) Le polynôme p est dit *-minimal si

p

0

� p et p

�

= (p

0

)

�

) p = p

0

: (2:6:b)

Autrement dit, il n'existe pas de polynôme plus petit que p engendrant la même �etoile. De mani�ere

classique (cf. [62], Chapitre 1), si A est un alphabet et M � A

�

, le plus petit ensemble engendrant

M

�

est (M �feg)� ((M �feg)

+

)

2

, o�u � d�enote la di��erence ensembliste. Ce r�esultat devient faux

pour des parties rationnelles de mono��des plus g�en�eraux (prendre M = Z). Nous donnons ici un

r�esultat analogue dans M

in

ax

[[
; �]].

2.6.2 D�e�nition (*-redondance) Soit ' : x 7! x

�

. Soit p =

L

n

i=1

m

i

somme de monômes

causaux. Le monôme m

i

est dit *-redondant s'il est '-redondant (cf. 1.2.13), i.e. si on a m

i

�

'(

L

j 6=i

m

j

).

2.6.3 Th�eor�eme Soit p un polynôme causal sans monôme de pente nulle. Il existe un unique

polynôme causal p

0

*-minimal tel que p

�

0

= p

�

.

Preuve 1/ Existence. L'application x 7! '(x) = x

�

est une fermeture. On peut donc appliquer les

r�esultats d'existences d'une famille g�en�eratrice minimale donn�es en 1.2.15 et 1.2.16. Pr�ecis�ement,

on obtient un polynôme p

0

v�eri�ant (2.6.b) en supprimant successivement tous les monômes *-

redondants.

2/ Unicit�e Soit p

0

un polynôme *-minimal tel que p

�

0

= p

�

. Comme p n'a aucun monôme de pente

nulle, il r�esulte de 5.4.3 et de 5.4.4,(ii) que �

1

(p

�

) = �

1

(p

�

0

) est non nulle, et donc que s = p

�

v�eri�e la condition du Th�eor�eme 1.3.1. Ainsi, p

�

admet un repr�esentant minimal, et l'on �ecrira

p

�

=

L

i2N




n

i

�

t

i

o�u les suites n

i

et t

i

sont strictement croissantes. Soit d'autre part la forme

canonique de p

0

:

p

0

= 


�

1

�

�

1

� : : :� 


�

q

�

�

q

:

On a alors:

p

�

=

M

�2N

q




�

1

�

1

�

�

1

�

1


 : : :
 


�

q

�

q

�

�

q

�

q

: (2:6:c)
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Les deux d-premiers monômes de (2.6.c), i.e. e et 


�

1

�

�

1

sont non redondants (cela r�esulte de 1.2.j).

On a donc 


n

0

�

t

0

= e et 


n

1

�

t

1

= 


�

1

�

�

1

. Formons p

1

= p

�

� (


�

1

�

�

1

)

�

. On a 


�

2

�

�

2

� p

�

et




�

2

�

�

2

6� (


�

1

�

�

1

)

�

(sinon, on contredirait l'*-minimalit�e de p). Il r�esulte de (1.5.c) et de (2.6.c) que

p

1

=

M

�2N�(N

q�1

nf0g);




�

1

�

1

�

�

1

�

1


 : : :
 


�

q

�

q

�

�

q

�

q

Comme 


�

2

�

�

2

est le terme de plus petite valuation de cette somme, il est non redondant. Ainsi,




�

2

�

�

2

est le premier terme de la forme canonique de p

1

. On monterait de même que 


�

3

�

�

3

est le

premier terme de la forme canonique de p

2

= p

1

� (


�

1

�

�

1

� 


�

2

�

�

2

)

�

. On obtient de la sorte tous

les monômes de p

0

connaissant seulement p

�

. L'unicit�e de p

0

en r�esulte. �

Nous montrons maintenant comment calculer le polynôme *-minimal associ�e �a p.

2.6.4 Test de *-redondance On veut tester si




n

�

t

� (


n

1

�

t

1

� : : :� 


n

k

�

t

k

)

�

: (2:6:d)

Ce probl�eme est �equivalent �a l'existence d'une solution enti�ere au syst�eme de deux in�equations

lin�eaires �a k inconnues positives ou nulles:

x 2 N

k

;

(

n � x

1

n

1

+ : : :+ x

k

n

k

t � x

1

t

1

+ : : :+ x

k

t

k

:

(2:6:e)

En observant que le volume du simplexe

x

i

� 0; n � x

1

n

1

+ : : :+ x

k

n

k

est

1

k!

n

k

n

1

:::n

k

, on a une estimation du nombre de points �a �enum�erer pour v�eri�er (2.6.e).

2.6.5 Exemple Soit �a calculer

p

�

o�u p = 


3

�

3

� 


4

�

4

� 


7

�

6

� 


10

�

10

:

On observe que

8

>

<

>

:

10 = 3� 2 + 4� 1;

i.e 


10

�

10

� (


3

�

3

)

2

(


4

�

4

)

:

Ainsi, 


10

�

10

est *-redondant, et l'on a p

�

= (p

0

)

�

avec p

0

= 


3

�

3

� 


4

�

4

� 


7

�

6

. En outre,

8

>

<

>

:

7 � 3� 2;

6 � 3� 2

i.e 


7

�

6

� (


3

�

4

)

2

;

et donc 


7

�

6

est *-redondant dans p

0

. On a �nalement:

p

�

= (


3

�

3

� 


4

�

4

)

�

= e� 


3

�

3

� 


4

�

4

� 


6

�

6

(
�)

�

;

la derni�ere �egalit�e r�esultant de 5.3.1.
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2.6.6 Exemple Etant donn�ee une s�erie rationnelle s, on peut en adaptant la preuve du Th�eor�eme

2.6.3 trouver un �eventuel polynôme p tel que p

�

= s. Soit la s�erie

s = e � 


4

�

4

� 


5

�

5

� 


7

�

6

� 


8

�

8

� 


9

�

9

� 


10

�

10

� 


12

�

12

(
�)

�

:

Le premier monôme critique de s est p

1

= 


4

�

4

. On a

s

1

= s� (


4

�

4

)

�

= 


5

�

5

� 


7

�

6

� 


9

�

9

� 


10

�

10

� 


13

�

13

(e� 
� � 


2

�

2

)

�




4

�

4

�

�

:

Le second monôme de p est le premier de s

1

, d'o�u p

2

= 


5

�

5

,

s

2

= s

1

� (p

1

� p

2

)

�

= 


7

�

6

:

On a donc p

3

= 


7

�

6

. R�eciproquement, soit p = p

1

� p

2

� p

3

. On v�eri�e que p

�

= s.

2.6.7 Contre exemple Soit s = e�


6

� (
�)

�

. La pente ultime de s (�

1

(s) = 1) n'est pas atteinte

par un monôme, et l'on voit facilement que s n'est pas l'�etoile d'un polynôme. On a cependant

s = s

�

.

2.7 Quelques ra�nements possibles

Nous montrons comment le produit

(p� qr

�

)q

0

(m)

�

(2:7:a)

qui intervenait dans la preuve de VII,5.2.1 pour le calcul de ss

0

peut se calculer en introduisant une

nouvelle congruence.

2.7.1 D�e�nition (Congruence modulo m

�

) Soit m un monôme. On appelle congruence modulo

m

�

la relation associ�ee �a

'

m

: '

m

(s) = sm

�

:

On constate que le calcul de (2.7.a) peut s'e�ectuer dans le dio��de quotient de M

in

ax

[[
; �]] par '

m

.

2.7.2 Test de redondance dans M

in

ax

[
; �]=m

�

Soit � = 


�

�

�

. On a




n

�

t

� 


n

0

�

t

0

�

�

, 9k 2 N

(

n+ k� � n

0

t+ k� � t

0

, n + �[

t

0

� t

�

] � n

0

:

2.7.3 Exemple Soit �a calculer (2.7.a) avec s = p� qr

�

= �

5

�
�

8

�


2

�

12

(e�


3

�

5

)(


4

�

6

)

�

, q

0

= e

et m = (
�

2

). On a p � �

5

et q � e, d'o�u

sm

�

= (�

5

� 


2

�

12

(


4

�

6

)

�

)m

�

:

En outre,

�

5

� 


2

�

12

(


4

�

6

)

�

= �

5

� 


2

�

12

� 


6

�

18

� 


10

�

24

(


4

�

6

)

�

� �

5

� 


2

�

12

� 


6

�

18

car 


10

�

24

(


4

�

6

)

�

(
�

2

)

�

= 


10

�

24

(
�

2

)

�

� �

5

(
�

2

)

10

(
�

2

)

�

� �

5

(
�

2

)

�

. Finalement

sm

�

= (�

5

� 


2

�

12

� 


6

�

18

)(
�

2

)

�

= �

5

� 


2

�

12

� 


6

�

18

(
�

2

)

�

:
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Si le temps et les quantit�es peuvent prendre des valeurs irrationnelles, la relation entre rationalit�e

et p�eriodicit�e tombe (consid�erer la somme (
�)

�

� (


p

2

�

p

2

)

�

). Cette di�cult�e n'est pas arti�cielle

dans la mesure o�u on peut l'interpr�eter comme le cas limite d'une pathologie qui se produit avec

des temps et quantit�es entiers. Lorsque les pentes des s�eries sont proches, la taille du transitoire

devient importante et les repr�esentations p�eriodiques deviennent peu pratiques. Cette di�cult�e est

illustr�ee par l'exemple suivant:

2.7.4 Exemple On a (


20

�)

�

� �(


21

�)

�

= � � 


21

�

2

� 


42

�

3

� 


63

�

4

� 


84

�

5

� 


105

�

6

� 


126

�

7

�




147

�

8

� 


168

�

9

� 


189

�

10

� 


210

�

11

� 


231

�

12

� 


252

�

13

� 


273

�

14

� 


294

�

15

� 


315

�

16

� 


336

�

17

�




357

�

18

� 


378

�

19

� 


399

�

20

� 


420

�

21

(


20

�)

�

.

Une mani�ere d'esquiver la di�cult�e d�ecrite ci-dessus consisterait �a abandonner les repr�esentations

de type p�eriodique, et de repr�esenter une s�erie par une d�ecomposition en �el�ements simples non

redondante:

s =

k

M

i=1

m

i

r

�

i

: (2:7:b)

A la di��erence de la forme g�en�erale des rationnels donn�ee en x3.2,(3.2.a), le test m � s, o�u m est un

monôme n'exigera que la r�esolution d'in�equations lin�eaires diophantiennes �a une inconnue, et l'on

pourra concevoir pour les formes de type (2.7.b) des algorithmes de calcul rationnel assez simples.

La somme d'�etoiles non redondantes (


20

�)

�

� �(


21

�)

�

sera alors consid�er�ee comme primitive,

fournissant un codage plus �economique que 2.7.4 Cependant, une di�cult�e analogue se poserait �a

nouveau pour ces repr�esentations. On montre ais�ement que pour N grand, s = (
� � 


N

�

2N

)

�

ne

se repr�esente comme une somme de type (2.7.b) ayant un petit nombre de termes.

3 Calcul de la cyclicit�e

On a vu au Chapitre VII les deux r�esultats de cyclicit�e suivants pour des matrices irr�eductibles.

A 2 (P

�nies

(N))

n�n

A 2 (M

in

ax

[
; �])

n�n

la p�eriode de A

�

ij

divise

ppcm

C

pgcd

c2C

w(c)

la p�eriode de A

�

ij

divise

t

C

u

c2C

w(c).

Dans le premier cas, on majore la p�eriode de A

�

ij

par le ppcm sur les composantes fortement

connexes C du multigraphe associ�e �a A des pgcd des poids des circuits de la composante fortement

connexe C. Dans le second cas, on donne une majoration analogue mais restreinte aux composantes

fortement connexes et circuits du graphe critique et faisant intervenir les lois t et u (qui co��ncident

avec les ppcm et pgcd composante par composante pour les circuits critiques). On se ram�ene de la

sorte aux deux probl�emes suivants: 1/ d�eterminer le multigraphe critique et 2/ d�eterminer le pgcd

des poids des circuits d'une composante fortement connexe d'un multigraphe (la d�etermination des

composantes fortement connexes �etant par ailleurs ais�ee et classique, cf. Tarjan [92]).

3.1 D�etermination du multigraphe critique

On consid�ere un multigraphe dont chaque arc est valu�e par un monôme 


n

�

t

.

3.1.1 R�eduction �a un graphe Quitte �a rajouter des sommets comme sur la Figure B.4, on

pourra se ramener �a un graphe orient�e (i.e. avec au plus un arc de j �a i pour chaque couple

de sommets (i; j)). On pourra alors noter 


n

ij

�

t

ij

le monôme valuant l'unique arc j 7! i.
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i j i




n

1

�

t

1




n

2

�

t

2




n

3

�

t

3

e

k

l




n

jk

�

t

jk

= 


n

1

�

t

1

j

e




n

ji

�

t

ji

= 


n

2

�

t

2




n

jl

�

t

jl

= 


n

3

�

t

3

Figure B.4: R�eduction d'un multigraphe �a un graphe

On consid�ere

� = min

c

�(w(c)) = min

k

min

i

1

:::i

k

n

i

1

i

2

+ : : :+ n

i

k

i

1

t

i

1

i

2

+ : : :+ t

i

k

i

1

(3:1:a)

(pente minimale des circuits du graphe, �egale �a la pente minimale des circuits du multigraphe

originel). On rappelle que le circuit c = (i

1

; : : : ; i

k

) est critique s'il r�ealise le min �a droite de (3.1.a).

On cherche l'ensemble des arcs et sommets appartenant �a un circuit critique. Lorsque tous les t

i

sont �egaux �a 1, l'algorithme de Karp (cf. [54] ainsi que VIII,2.2.2) permet de calculer �. De mani�ere

plus g�en�erale, on pourra utiliser l'un des algorithmes pour les probl�emes de ratio minimum donn�es

par Gondran et Minoux dans l'Annexe V de [48] ou �enum�erer les circuits d'apr�es l'algorithme 3.2.9

du Chapitre IX. Formons (comme en IX,x6) la matrice C �a coe�cients dans R

min

telle que:

C

ij

= n

ij

� �t

ij

:

Les circuits de la matrice C on pour poids moyen minimum e, donc C

+

=

L

n�1

C

n

converge (et

se calcule en O(n

3

) via un algorithme de Gauss (cf. 0,4.2.1 ), o�u n est la taille de la matrice).

L'observation suivante d�etermine imm�ediatement les arcs et sommets critiques:

3.1.2 Proposition L'arc j 7! i appartient �a un circuit critique ssi C

ij


 C

+

ji

= e.

Preuve Il su�t de remarquer qu'un circuit est critique dans le graphe initial ssi il est de poids e

pour la matrice C. �

3.2 Calcul de la cyclicit�e d'un graphe valu�e par des naturels

On consid�ere le probl�eme suivant: �etant donn�e un graphe fortement connexe dont les arcs sont

valu�es par des naturels, trouver le pgcd des poids (additifs) des circuits du graphe. En adjoignant

�a N un �el�ement " tel que par convention gcd("; x) = x et "+x = ", et en formant la matrice A telle

que A

ij

soit �egale �a la valuation de l'arc de j �a i s'il existe et �a " sinon, on se ram�ene �a l'expression

suivante:

c(A) = pgcd

c

w(c) = pgcd

k

pgcd

i

1

;:::;i

k

(A

i

1

i

2

+ : : :+ A

i

k

i

1

) : (3:2:a)

La cyclicit�e des matrices dans la th�eorie de Perron-Frobenius correspond au cas particulier o�u les

A

ij

ne prennent que les valeurs 1 et ". On doit �a Atallah et Denardo [1, 27] un algorithme dans ce

dernier cas. En apportant une modi�cation minime �a cet algorithme, on peut calculer (3.2.a).

Atallah et Denardo partent d'un arbre extrait du graphe et recouvrant tous les sommets (un

tel arbre s'obtient sans di�cult�e �a l'aide d'un algorithme de Tarjan [92]). On a donn�e un exemple

d'un tel arbre (arcs en traits gras) sur la Figure B.5. Soit r la racine de l'arbre. On notera v(j) la

valuation de l'unique châ�ne de l'arbre allant de r �a j. Soit �(j) l'ensemble des successeurs d'un

sommet j (i.e. �(j) = fk j A

kj

6= "g). On a alors:
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3.2.1 Proposition (Atallah et Denardo modi��e) On a

c(A) = gcd

j

gcd

i2�(j)

[v(j)� v(i) +A

ij

] : (3:2:b)

Preuve Soit c

0

le second membre de (3.2.b). Pour tout j, notons p

j

la châ�ne de l'arbre de r �a j.

Comme le graphe est fortement connexe, il existe �egalement un chemin du graphe (mais en g�en�eral

pas de l'arbre) allant de j �a r, soit q

j

. On a les deux circuits q

i

p

i

et q

i

(i; j)p

j

, d'o�u:

c j w(q

i

p

i

) = w(q

i

) + w(p

i

) = w(q

i

) + v(i)

c j w(q

i

(i; j)p

j

) = w(q

i

) + w((i; j))+ w(p

j

) = w(q

i

) + A

ij

+ v(j)

soit en faisant la di��erence c j A

ij

+ v(j)� v(i) d'o�u c(A) j c

0

. R�eciproquement, soit � = (i

1

; : : : ; i

k

)

un circuit. On a

w(�) = A

i

1

i

2

+ : : :+ A

i

k

i

1

:

Comme

c

0

j v(i

2

)� v(i

1

) +A

i

1

i

2

;

.

.

.

c

0

j v(i

1

)� v(i

k

) +A

i

k

i

1

on a en sommant c

0

j w(�) donc c

0

j c(A). �

9

9

27

3

0

12

3

6

18

r

4

2

1

Figure B.5: Un graphe et un arbre sous-jacent (en gras)

3.2.2 Exemple Pour le graphe de la Figure B.5, on obtient par application de (3.2.b):

c(A) = pgcd[pgcd(0� 18 + 18; 0� 24 + 0; 0� 33 + 3);

pgcd(18� 24 + 6); pgcd(24� 33 + 9);

pgcd(33� 9 + 18; 33� 0 + 27; 33� 33 + 12)] = 6 :
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