Appendice A

Etude d’une ligne de production
déterministe gérée en “Kanban”

Introduction

Cette étude a été réalisée a l'occasion d’un exposé au groupe de travail “Modélisation et évaluation
de performance des systemes & événements discrets”! sur les instances de René David, & qui 'auteur
est reconnaissant d’avoir suggéré ce travail. Nous renvoyons le lecteur intéressé a Mascolo, [28], pour
une description des systemes gérés en “Kanban” et pour leur étude d’un point de vue probabiliste.

1 Modele algébrique

1.1 Modélisation des cellules kanban

On consideére la version suivante de la gestion dite “kanban”, tirée de [28]. Une ligne de production
est formée de ¢ cellules. Chaque cellule contient n; machines fonctionnant en parallele. Chaque
machine peut traiter une piece, le traitement prenant un temps ¢;. La piece traitée est mise dans le
stock en amont de la cellule suivante. On suppose en outre que les débuts de tache sont effectués
selon la politique suivante: on fixe un nombre de “kanban” (mot japonais signifiant étiquette) K; par
cellule. Au départ, les K; kanbans sont disposés sur un tableau. Lorsque qu’un nouvelle piece rentre
dans la cellule 7 (venant de la cellule 7 — 1), on lui attribue un kanban, que I'on enléve du tableau.
Sl n’y a pas de kanban de disponible, on ne prend pas la piece. Lorsque la piéce est acceptée par la
cellule suivante, on enleve le kanban de la piece, et on remet le kanban libéré sur le tableau. Pour la
derniere cellule, on supposera que la gestion des kanbans est conditionnée par la demande, i.e. que
I’on libére un kanban lorsqu’une piece a été demandée. Nous laissons le lecteur se convaincre que le
graphe d’événements temporisé représenté sur la Figure A.1 représente effectivement ce systeme.
On trouvera un graphe équivalent dans [28]. On observe que le circuit (z;, 2%, @/, x,41) représente
le parcours effectif des kanbans de la cellule 7.

En introduisant une entrée u (correspondant aux pieces entrant dans la premiere cellule) et une
seconde entrée v (correspondant a la demande regue par la derniére cellule), représentée sur la
Figure dans le cas d’une seul cellule, on obtient le systéme d’équations suivant décrivant la solution
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cellule 74+ 1

()
v (cas p = 1)U

K;: nombre de kanbans dans la cellule 2
n;: nombre de machines dans la cellule ¢
t;: temps de 'opération ¢

Figure A.1: Ligne de production générique gérée en “kanban”
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ol u représente les matiéres premiéres et v la demande. Il résulte en particulier de (1.1.a) que la
ligne de production se représente par le graphe d’événements équivalent donné sur la Figure A.2
(lequel donne lieu aux mémes équations).

1.2 Transfert d’une ligne kanban

On peut écrire pour (1.1.a) I’équation matricielle X = AX ¢ BU, y = CX, avec:

K, T
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Soit la relation y = CA*BU.

1.2.1 Cas a une cellule On a alors

Ty
7U:[

To = (’anétl)*étl(u @ ’VKlwz) @ 7]«'2?]

1l vésulte de (ab*)* = e @ a(a ® b)* et b*(ab*)* = (a ® b)* avec a = yF164 et b= y™ ! (cf. 0,4.1.6)

que

(a o b)* _ (,}/Ix"létl o ’}/nl 6151)* _ (,ymin(Khm)éh)*

D’ou le transfert:

y = 6t1 (,ymin(f(l ,n1)6t1 )*u @ [6 @ 7]{1 6t1 (,ymin(f(l ,n1 )6t1 )*]U

1.3 Equations générale du transfert

On peut voir (1.1.a) comme un systéme avec des conditions limites aux deux bouts. Une maniere

de le résoudre sans inverser brutalement la matrice A consiste & chercher z; sous la forme

;= ou; D Bizig .

1.3.1 Théoréme Le transfert de la ligne kanban a n cellules est donné par

Y= oppu® Ppp1v
ot les ay; et 3; vérifient la récurrence suivante:
_ _ K
ayp =€, ﬁl =7 !

2<i<p—1: { igr = (Bi8" (460 ) ) 6% (y

ﬁi-l—l — (ﬁzét ( 1615 )*)* K1

Boar = (B0 (78 )7)", apyr = (Bpd ("8 )7) 8" (46" )"

iéti)*a
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Preuve On a en effet:
N AN VCF AL Kivig. o — §0(~™M§5V (s . Koy,
Ti41 (7 ) €; S3] v Ti42 (7 ) (azuz S3] ﬁzxz—l—l) S3] v Tit2 -

La récurrence ci-dessus s’obtient en éliminant 2;1; du second membre (cf. 0,4.1.1) et en identifiant
les coefficients de u et v. .

1.3.2 Remarque On peut voir la récurrence donnée dans le théoreme 1.3.1 ci-dessus comme une
inversion “creuse” de la matrice bi-diagonale A.

1.3.3 Cas de p cellules identiques On a alors 'expression simple du transfert:
y = 6pt(,ymin(K,n) 6t)*u @ [6 @ ,}/K(St(,ymin(K,n) 625)*]?] 7

comme il résulte d’une récurrence immédiate.

Nous interprétons maintenant ces résultats.

1.4 Réponse a la demande d’une cellule Kanban

On a représenté sur la Figure A.3 le transfert associé a une seule cellule. On considere le cas ol

demande faible vy

temps ¥ =
______ Y2
2t de{r_'l_.z_t._l_l_de forte
¢t | ,}/Kfs-t ----------------------------------------- Vo
N K o
quantités

Figure A.3: Transfert d’un cellule Kanban

u = ¢ (i.e. 'approvisionnement est non contraignant), ce qui revient a isoler le transfert liant la
demande a la sortie, i.e.

y = [6 o ,}/Ix"(st(,ymin(f(,n)ét)*]v ]

On a pris le cas particulier ou la demande est constante (et donc la demande cumulée v est une
droite). On constate qu'une demande au plus égale au taux de production de la cellule est servie
instantanément, i.e. que la sortie est égale a I'entrée (courbe pleine). Si la demande est plus forte,
on sert instantanément les K pieces en stock, et le service a ensuite lieu aux taux moyen de la
cellule (courbe pointillée). La partie grisée représente la série de transfert (cf. VII, Figure VIL4).
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1.5 Cas a p cellules

On considere maintenant une demande infinie v = ¢. On a alors la relation fort simple:
y = 6pt(,ymin(K,n)6t)*u )

Le retard 67! correspond au temps de traversée de la chaine de production. Le terme (’ymin(K’”)ét)*

est 'analogue discret du limitateur de débit au taux min( A, n)/t étudié au chapitre V.

2 Exemples

2.1 Un exemple de calcul de transfert

On a écrit une routine makekanban qui génere le triplet (A, B, () relatif & la ligne de production
donnée par la liste des [K;, t;, n;].

MAX> Cells_list:=[[4,3,3],[5,4,4]1];
MAX> s:=makekanban(Cells list): 12p(s);

4

£ v € e ¢
[| G2 e e e || e €]l
€ 6t (y161)” e e e

MAX> h:=evald(s[3]&xstar(s[1]) &s[2]): 12p(h);
[67@ 73610 @74611 o 76513(76)*7 ¢ @7564 @7968 @712610 (e o 762 @7363) (7464)*]

On a également programmé la récurrence du Théoreme 1.3.1. La routine kanban2bidiag génere sous
forme creuse la matrice bi-diagonale A et la routine invertbidiag calcule le couple [apy1, Bpi1].

MAX> m:=kanban2bidiag(Cellslist): 12p(m);
[, 8% (76%) 1, 1% 80 (5%61) ]
MAX> t:=invertbidiag(m): 12p(t);
[67 @ 73610 @ 4511 @ 5613 (767, ed VP61 @ 4968 @ 12610 (e @ v6t @ 7363) (7464)*]

qui coincide avec le résultat précédent. On constate que la période du transfert liant u a la sortie
est le pged des longueurs des circuits du graphe (“effet Frobenius”). Si la demande v est infinie, et
pour une impulsion w = e, on aura donc un régime périodique ultime de 1 piece produite par unité
de temps.
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2.2 Un exemple d’optimisation des kanbans

Afin de compliquer la situation, on a mis deux lignes de production kanban en parallele. Le
graphe d’événements ci-dessous représente ainsi un systeme démarrant deux taches lorsque qu’une
piéce rentre. On aura par exemple un tel systeme lorsque les pieces sont formées de deux parties
complémentaires, et que chaque partie est traitée par une ligne de production distincte.

cellulre”émmké%'
N

S —

b= [ 8 (e th) (58 e (e @ teh) (456

Avec 8 kanbans au lieu de 5 dans la cellule 3

RS M ACEE N

B = [ 83 (Y461 e @081 @ 4565 (v161)" ]
Toutes les cellules deviennent saturées avec cette allocation de kanbans.

On peut retrouver ce résultat en introduisant des indéterminées v; = i, ot K; dénote le
nombre de kanbans dans la cellule ¢, et en optimisant les ressources. Soit
MAX> a:=p2l(array( [[eps,gl,g3], [d4, eps,g2], [43, a4, eps]]),3);

E 71 73
a = (54 g Y2
63 6t e
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MAX> c:=enum(a,p2l(g’*d>+g**d?))
(on énumere les circuits modulo les circuits locaux).

=726 @1t @ 5y @ §yy @ 683

MAX> 1:= p2const(c)
K K, 1(3)
47478

En retrouve bien la contrainte K3 > 8 pour que le taux de production soit optimal (I = 1).

[ = min(1,

2.3 Annexe: les routines kanban2bidiag et invertbidiag

Nous donnons a titre d’exemple de programmes MAX les deux routines qui permettent de calculer
le transfert d’une ligne de production d’apres la récurrence du Théoreme 1.3.1.

#
# CALLING SEQUENCE:

# kanban2bidiag(<list of cells>)

# SYNOPSIS

# returns the bidiagonal matrix associated to the kanban line

# described by the list of cells.

# PARAMETERS

# the list of cells has the following form:

# [CELL1,CELL2,...,CELLp]

# where CELLi=[number of kanbans in cell i,

# processing time in cell i

# number of machines in cell i]

# e.g. <list of cells>= [[3,2,2],[5,3,2]] describes two cells

# second cell with 5 kanbans, proc. time 3, 2 machines.

#

kanban2bidiag:=proc(CLIST)

map(proc(u) [p21(g-ul1l), p21(d-ul2])&x*star(p21(g ul3]*d ul2]))] end,CLIST)
end:

#
#
# CALLING SEQUENCE:
# invertbidiag(<bidiagonal matrix>)
# SYNOPSIS
# Returns the two coeffs (n+1,1) and (n+1,n+1)
# of the star of the bidiagonal matrix
# (0, a1, 0, . 0)
# (b, 0, a_2, . 0)
# (0, b2, 0, . 0)
# (0, e 0, amn)
# (0, ... 0, ©bmn, 0)
# given in sparse form u=[[a_1,b.1],...,[an,bn]]
# u can be produced as the output of kanban2bidiag

#
invertbidiag:=proc(u)

local i,current_star,alpha,beta,n;
n:=nops(u);

alpha:=p21(e);

beta:=ul1][1];
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for i from 1 to n-1 do
current_star:=star(ul[i] [2] &+beta);
alpha:=current stardsuli] [2] &*alpha;
beta:=current stardsxuli+1] [1];

od;

current_star:=star(uln] [2]&+beta);

alpha:=current stardsuln] [2] &+alpha;

[alpha,current star];

end:



Appendice B

Questions algorithmiques

Introduction

Nous avons rassemblé dans cette annexe les problemes algorithmiques liés a ’algebre rationnelle
des opérateurs v et 6 étudiés au Chapitre VII ainsi qu’a Uoptimisation des ressources. Le trait
commun est de travailler dans des dioides de polyndmes et séries formelles quotientés. On montre
sous des hypotheses assez générales ’existence d’un unique représentant minimal d’'un polynome,
qui géométriquement s’obtient en supprimant les monémes dominés pour une relation d’ordre na-
turelle, dite de redondance. On donne ensuite les régles de calcul sur ces représentants. La seconde
partie de cette annexe produit des formes canoniques pour les séries périodiques et les algorithmes
de réduction pour les sommes, produit et autres opérations sur les séries périodiques. Nous conclu-
ons en indiquant comment les cyclicités des matrices peuvent étre calculées a ’aide d’algorithmes
classiques.

1 Calcul dans des dioides de polynomes quotientés

1.1 Représentant canonique d’un polynéme

On a eu au Chapitre VII & manipuler des polynémes de Mi%[v,6], et plus généralement, des
polynémes a n variables modulo certaines congruences (par exemple dans le chapitre sur 'optimi-
sation des ressources). Il est pour cela utile d’avoir une forme canonique de ces objets (test d’égalité
dans le dioide quotient, etc). Dans le cas du dioide M [~ 6], on a pu prendre pour forme canonique
d’un polynéme son représentant minimal, qui se déterminait aisément “géométriquement”. Nous
donnons trois autres exemples de dioides quotients pour lesquels on cherche des résultats analogues

de représentant minimal.

1.1.1 Exemple (Congruence modulo p*) Soit un polynéme p € M[y, 6], et

©pt pp(s)=sp” .

Soit ¢ € ML [[y, 8]]. Existe-il un élément minimal dans la classe d’équivalence de ¢ modulo ¢,,.

1.1.2 Exemple (Dioide M [[v;,8]]) Soient p+ 2 indéterminées 6, 7o, ..., ¥,. On introduit I"ap-
plication:

v Bllyi, 8] = Bllyi, )], s — (Q7)(671)"s

265
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et 'on note ML [[v;, 8]] = B{[7i,6]]/¢ (généralisation de MIL[[v,8]]). Un polynéme p € M [v;, 6]
admet-il un représentant minimal?

1.1.3 Exemple (Congruence polyédrique modulo C,) Soient uq,...,u; des vecteurs de R”
et C le cone polyédrique
Co=Rtu; + ...+ Ry .

On considere le morphisme
o: (P(R?),U,+) — (P(R?) + Cy,U,+), o(s)=s5+C, .

Une partie finie de R? admet-elle un représentant minimal modulo la congruence associée a ¢?

1.2 Un résultat général de représentant minimal

La notion suivante jouera pour nous un réle important:

1.2.1 Définition (d-primalité) L’élément a d’un dioide complet D est dit' d-premier si pour
toute famille {p;}ic; d’éléments de D, on a:

a<@Ppi = 3Jiel, a=p; . (1.2.a)
el

On notera DPD Uensemble des éléments d-premiers de D.

1.2.2 Exemple Dans B[[v, ]], les éléments d-premiers sont les mondémes. Méme résultat dans
M [, 8]]. Dans Zipax, tous les éléments sauf +o0o sont d-premiers. Dans Ryax, il 0’y a pas d’élément
d-premiers (car & < sup{t| ¢t < x} et & n’est majoré par aucun des t < z).

1.2.3 Remarque En Théorie des Treillis, cf. [43], on appelle co-premiers les éléments a vérifiant la
propriété (1.2.a) avec des familles {p; };cs finies. Si ’on qualifie de compacts les éléments a vérifiant
a 2 Dierpi = 3J C I finie t.q. @ X Pjcypj, on constate que les éléments d-premiers sont
exactement les co-premiers compacts. Le lecteur pourra vérifier que les résultats de représentation
minimale qui suivent restent vrais si I’on ne suppose pas le dioide D complet, a condition de ne
considérer que des sommes finies.

Pour simplifier le discours, nous ferons ’hypothese suivante:

1.2.4 Hypothése D est un dioide complet et tout élément de D est somme (€ventuellement infinie)
de d-premiers.

On a donc un morphisme continu et surjectif de demi-treillis:

) (P(DPD),u) — (D,®)
¢.{ p S as (1.2.h)

On a en particulier? z = @((DPD) N | (x)).

'd comme dioide
20On rappelle la notation | (¢) = {u | v <z}
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1.2.5 Définition (Partie génératrice) Soit R une relation d’équivalence sur D. Soit S un en-
semble de d-premiers. Nous dirons que S est une partie génératrice de x modulo R si (S) R .

1.2.6 Exemple Soit 2 un module, D = (P(£),U),et définissons la relation R: X RY ssi vect(X) =
vect(Y') Soit  une partie de E. Une partie Y C F est une partie génératrice minimale de  modulo
R ssi c’est une partie génératrice minimale (au sens usuel) du module engendré par z. On a
coincidence avec la notion classique.

On étudie I'existence éventuelle d’une partie génératrice minimale. On a tout d’abord:

1.2.7 Proposition La somme des éléments d’une partie génératrice minimale de x est un repré-
sentant minimal de x (i.e. un élément minimal dans la classe d’équivalence de x modulo R ).

Preuve si yRx, avec z = @ 5 (S minimal) et y = @71, on a d’aprés 1.2.5 T D S et par croissance
de l'application ¢ donnée en (1.2.b), y = x. "

Nous exhibons une classe de congruences pour laquelle on a un résultat simple et effectif de
représentant minimal.

1.2.8 Définition (Bonne congruence) Nous dirons que R est une bonne congruence pour le
demi-treillis complet (D, &) s’il existe une application ¢ : D — D telle que a R b ssi p(a) = ¢(b) et

(i) @ est croissante et continue (cf. 0,2.3.1).

(ii) ¢ = Id,
(iii) o = ¢,
(iv) ¢(u) = @(v) pour w et v d-premiers entraine v = v.

On en en particulier par (i),(ii) et (iii) que ¢ est une fermeture (cf. 0,5.1.11). Par (i), R, est
compatible avec la structure de demi-treillis complet. On notera indifféremment le demi-treillis
quotient D/p ou P/R,. On a clairement 'isomorphisme

D/p~eD) . (1.2.c)

Notons que la d-primalité est conservée par passage au quotient:

1.2.9 Lemme 5% 2 est un élément d-premier de D, alors la classe d’équivalence de x est un d-
premier dans le demi-treillis quotient de D par une bonne congruence.

Preuve On n’utilise que (i),(ii) et (iii). Si @ < @, p; dans D/p, on a a & B,;p; = B, Pi, soit
wla @, pi) = (P, p;) dott comme Id < ¢ et par continuité de ¢, a < @, ¢(p;). Par d-primalité
de a, a est majoré par I'un de ces termes, disons ¢(pg), d’olt p(a) < p?(pr) = ¢(pr) dot @ < Py. =

1.2.10 Théoréme (Partie génératrice minimale) Tout élément a somme finie d’éléments d-
premiers admet une unique partie génératrice minimale modulo une bonne congruence.

Le lemme suivant et la notion de redondance associée sont la clé de 1.2.10.

1.2.11 Lemme 5% ¢ est une fermeture, alors

u=p(v) & e(u) =) . (1.2.d)

La relation <, définie par u<,v < u < @(v) est une relation de préordre sur lensemble des
éléments d-premiers. En outre, sous Uhypothése 1.2.8,(iv), c’est une relation d’ordre.
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Preuve du Lemme. Par 1.2.10,(i) ¢ est croissante, donc u =< ¢(v) entraine p(u) < ¢*(v) = ¢(v)
par 1.2.10,(iii)). Réciproquement, par 1.2.10,(ii)), ¢(u) = ¢(v) entraine u < ¢(u) < ¢(v), ce qui
montre (1.2.d). Comme u<,v < ¢(u) < ¢(v), il est clair que <, est réflexive et transitive.
L’antisymétrie résulte de 1.2.10,(iv). n

On a:
1.2.12 Propriétés (i) Si ¢ est une fermeture, alors u < v = u<, v.

(i) Si vérifie 1.2.8,(i), alors u d-premier et u<,@;c;a; entraine 3j € I, u<,a;.

Preuve (i): résulte seulement de ¢ > Id.
(ii): on a u < @(EP; a;) ssi u < P, ¢(a;) (car ¢ continu), ce qui est équivalent a 35 € I, u < (a;)
(par d-primalité de u). n

1.2.13 Définition (¢-redondance) Soit X = {zi} un ensemble de d-premiers. On dira que x;
est -redondant dans X, ou plus simplement redondant, si v;<, @y4; k-

1.2.14 Lemme 5Soit R une bonne congruence induite par o, et X un ensemble de d-premiers. x;
est redondant dans X ssi on a un élément de X, x;, distinct de x;, tel que x;<,z;.

Preuve Comme z; < @k# zk, la condition z;<,z; entraine via 1.2.12,(i) ;< @k# xk. Récipro-
quement, si ;< @y, Tk, on a j # 1 tel que x; <z par 1.2.12,(ii). "

1.2.15 Lemme Soit ¢ une fermeture. Une partie X = {x;}ic1 génératrice de v € D/y est mini-
male ssi elle est sans éléments redondants.

Preuve Si z; est redondant, alors

@xk :@wk@xigw@xk (1.2.e)
k

ki ki

L’autre inégalité étant triviale, on a que X \ {z;} est un représentant de X, et donc X n’est pas
minimal. Réciproquement, si X n’est pas minimal, on a un représentant de la forme X \ {z;}, d’ou

Dr 21 <y D Tk, et donc a fortiori z; <y, Bp; k- m

1.2.16 Proposition Soit ¢ une fermeture, X C DPD. On ne change pas la classe d’équivalence
de @ X modulo R, en retirant de X un élément redondant.

Preuve On 'a montré incidemment en prouvant 1’égalité des membres extrémes de (1.2.e). n

1.2.17 Lemme Sous Uhypothése 1.2.4, on a unicité de la partie génératrice minimale d’un élément
x modulo une bonne congruence.

Preuve Soient $ et T deux représentants minimaux de a. On a @ S<, @ T, d’ott par 1.2.12,(ii),
Vse S, dt, e, s<,ts . (1.2.1)

Semblablement
Vit € T, ElSt € S, téapst . (12g)
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On a alors s<,t,<,5;,, et comme s ne peut étre redondant, s = s;, d’ot s = t5. Ainsi S C T, et
par symétrie, S = T. ]

Preuve du Théoreme 1.2.10. 1/ Existence. Il résulte de 1.2.16 et de 1.2.15 qu’en retirant succes-
sivement de X les éléments redondants, on aboutit a un représentant minimal. L unicité résulte de
1.2.17. m

1.2.18 Définition Soit © € D/¢ somme finie de d-premiers, de partie génératrice minimale X =
{z1,...,2,} . On appellera forme canonique de x Uécriture suivante:

P
= B
=1

1.2.19 Remarque Si ¢ ne vérifie pas la condition d’injectivité sur les d-premiers (iv), on a toujours
lexistence (mais non 'unicité) d’un représentant minimal de a. Deux représentants minimaux S et
5" sont alors égaux modulo ¢ (i.e. les ensembles {p(s)| s € S} et {o(s')| s’ € 5’} coincident.

1.2.20 Remarque La partie “existence” de la preuve ci-dessus ne requiert que le fait que ¢ soit
une fermeture. Soit par exemple dans (P(R?),U) ¢(X) = conv(X) (enveloppe convexe). Les d-
premiers sont les singletons. conv est clairement une fermeture, mais on n’a pas conv(A U B) =
conv(A)U conv(B), ce qui contredit (i). On retrouve de la sorte I'existence d’un ensemble minimal
de points ayant méme enveloppe convexe que la partie finie X. Cependant, I'argument d’unicité
ci-dessus n’est pas valide: il faudra par exemple plus finement caractériser le représentant minimal
comme ensemble des point extrémaux. De méme, soit £ un module. Dans P(F), les d-premiers
sont les singletons, et en prenant ¢(X ) = vect(X), 'argument redonne l’existence d’une famille
génératrice minimale d’un sous-module de type fini (I'unicité étant ici notoirement fausse).

1.2.21 Remarque On donnera en §1.3 une généralisation partielle du Théoreme 1.2.10 aux som-
mes infinies.

La preuve de 1.2.10 se traduit par ’algorithme suivant:

1.2.22 Algorithme (Réduction sous forme minimale) On part d’une partie génératrice de a,

S ={S1,....5}.

Soit S; le d-premier terme non encore examiné de S
st .5; est redondant dans S, alors
supprimer S; de §
sinon
S, a été examiné et l'on recommence une itération.

A Uissue, S est la partie génératrice minimale de a.

Dans tous les cas, 'algorithme effectue n itérations. Dans chaque itération, on compare I’élément
Sia tous les autres éléments de 5, soit au plus n—1 comparaisons par itération. En tout, I’algorithme
requiert n x (n— 1) comparaisons. Un exemple d’application de cet algorithme est donné ci-dessous
en 1.2.24.
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1.2.23 Application au dioide M [[v,§]] Soit dans B[y, §]]

) Bllv.él] — By, 4]
90.{ D (5ol (1.2.h)

On a M [[v,6]] = B[[v, 6]] /. Comme v*(671)* > eet (v*(671))? = y*(671)*, ¢ est une fermeture.

Fn outre, on a
(v"8") = € Ve, (1.2.1)
7,020

et donc (n,t) est égal a la borne sup (dans (Z,>) x (Z, <)) du support de ¢(7"6"), ce qui montre
que la restriction de ¢ aux mondmes (i.e. aux éléments d-premiers) est injective. On a par 1.2.10
l'existence d’un représentant minimal pour tous les polynémes de M [[v, 6]].

Il résulte immédiatement de (1.2.i) que dans M2 [y, d], la relation <, s’obtient de la sorte:
7”6@@7”'6’5' en>nett <t . (1.2.))

Plus généralement, il suffira pour chacun des dioides quotients considérés en 1.1.1,1.1.2,1.1.3 de
produire un test pour u<,v, u et v étant des d-premiers, pour appliquer I’algorithme de réduction
ci-dessus, ce que nous ferons le moment venu.

1.2.24 Exemple Soit & déterminer dans M2 [[v, 6]] le représentant minimal de p = eBy26> Hy* @
7263, Comme e est de plus petite valuation, en appliquant le Lemme 1.2.j, on voit qu’on ne peut
avoir e<,7%6° ®y* & ~26% donc e est non redondant. On constate ensuite que v36% = y4%§< 7267,
donc on élimine ce mondéme, et parmi e,7% 726 qui restent, on constate encore que 7*< e, soit le

nouvel ensemble formé de e et ¥26% qui s’avére minimal, car v26% < e.

1.3 Représentant minimal des séries formelles dans M2 [[v, §]]

Nous montrons dans quelle mesure le Théoreme 1.2.10 de représentation minimale des polynomes
s’étend aux séries formelles.

1.3.1 Théoréme Soit s € B|[v,6]]. Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

(i) s admet une partie génératrice minimale modulo R, (cf. 1.2.5)

(ii) Vn,t € Z, dats(n) < 400, compts(t) > —oo (¢f.2.2.7).
Preuve de 1.3.1 Via 1.2.17, on a 'unicité de la partie génératrice minimale, si elle existe.

(ii)= (i). Soit X = {a; | ¢ € I} une partie génératrice de s. A tout z;, on associe une suite
{Uk}k>1 définie comme suit. On pose ul = x;. Si z; nlest pas redondant, alors on pose uk = a;
pour tout k > 2. Supposons z; redondant. On a alors un 2’ € X avec z’ 7£ x tel que uy = e(a’),
e ul = ymehg! pour un certain (n1,¢1) € N\ {(0,0)}. On pose alors uj = 2’. Si uj n’est pas
redondant, on pose u} = ub pour k > 3, sinon on choisit de méme u} € X tel que uh = 72620}
avec (ng,tg) € N\ {(0,0)}, et ainsi de suite.

1/ chaque suite {Uk}k est constante a partir d’un certain rang. Iin effet, on peut écrire uk =
2y TROTR avec vy = ny 4 ...+ np_q et T, =4 + ...+ t_1, ces deux suites étant croissantes. Si
la suite {u}g}k a un nombre infini de valeurs, 'une au moins des suites v et 75 tend vers 'infini,
par exemple 7. Soit x; = v*¢6"”. On a alors par 2.2.7 dat z(u) > v + 7, d’ou dat z(u) = +00 ce qui
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contredit la premiere condition de (ii). De maniére analogue, si v tend vers l'infini, on contredit la
condition relative a compt s.

2/ On pose ul, = limj_ ., u}, qui existe trivialement d’aprés 1/, et 'on définit U = {u’, | i € I}.
3/ Comme U C X,onao(@U) =< o(@X).

4/ Par construction, U est sans monoémes redondants, donc minimal.

5/ Pour chaque i, la suite {o(u} )} est croissante. Cela résulte clairement de la croissance des suites
v et T et de la caractérisation de ¢ donnée en (1.2.1).

6/ Soit un monéme m < (@ X ). On a m < ¢(z;) pour un certain z;, et donc par 5/ m < @(ul_ ) <
@(@U). En sommant sur tous les m vérifiant m < (@ X)), on obtient (@ X ) < (P U).

Par 3/ et 6/, U est un représentant de s, par 4/, il est minimal.

(i)= (ii). Supposons par exemple dat s(n) = +o00. Soit X = {y™% | i € I'} un représentant de s.
On a d’apres 2.2.7:
Vi>0, diel, n;<mn et t; >t (1.3.a)

On a donc 7 tel que ¢;, > 0,n;, < n, et de méme ¢ tel que t;, > ¢, t;; < n. Supposons X minimal.
On ne peut avoir n;, < n;, (sinon 7™ §%o serait redondant). On a donc ny > ng. De méme, on a iy
tel que #;, > ¢;,,n;, < n, et n;, > n;,. On trouve de la sorte une suite infinie d’entiers strictement
croissante n;, < n;, < ...et majorée par n: absurde. Preuve analogue si compt s(t) = —o0. n

1.3.2 Remarque On peut généraliser le Théoreme 1.3.1. Soit D un dioide complet tel que tout
élément est somme de d-premiers. Soit @ un d-premier inversible, o, (2) = a*x. Soit © = @,y 2;
somme de d-premiers. On a la proposition suivante: (P) Si pour tout ¢, ’ensemble {a™"z;} N | (z)
est fini, alors  admet un représentant minimal. La propriété (P) s’obtient en adaptant la preuve
de (ii)= (i) ci dessus. Réciproquement, on obtient la propriété (ii)= (i) du Théoreme 1.3.1 a partir
de (P) en remarquant que B[y, d]]/ @ qs-1 ~ (B[v,68]]/¥+)/9s-1, et en appliquant la proposition
(P) successivement & a =y et a = §71.

1.3.3 Remarque Voir aussi [3] pour une autre preuve de 1.3.1. Soit Y un représentant de s, et
y = @Y. On montre sous des conditions équivalentes que le représentant minimal X de s satisfait

Px=yBHrosHy.

1.3.4 Exemple Soit:
s = (v26%) = @722632 . (1.3.b)
€N
Via 1.2.j, on a que 72i63i§@72j63j entraine 2 > 2j et 3¢ < 37, i.e. 2 = j. Ainsi, la somme a droite
de (1.3.b) ne contient pas de mondémes redondants. C’est donc I’écriture minimale de s.

1.3.5 Contre exemple La série causale s = 6* vérifie dats(0) = +oo. Elle n’admet pas de
représentant minimal (toute série de la forme sy = 6™V (8)* € B[y, ¢]] est un représentant de s,
mais la borne-inf de la famille {sy}nen est €). De méme, (y71)* n’admet pas de représentant
minimal.

1.4 Somme modulo une bonne congruence

On considere un demi-treillis D quotienté par une bonne congruence (cf. 1.2.8).



272 APPENDICE B. QUESTIONS ALGORITHMIQUES

1.4.1 Algorithme (Forme canonique de la somme) On part de deux parties génératrices
minimales de a et b, respectivement A = {aq,...,ar} et B = {by,...,by}. La partie génératrice
minimale de a @ b est donné par Ualgorithme suivant:

prendre le d-premier terme non encore examiné de B, soit b; :
51 b;<,a, supprimer b; de B
sinon

éliminer les éléments de A dominés par b;,

b; a €té examiné, et recommencer une itération.

A Uissue, AU B est la famille génératrice minimale de la somme.

Chaque itération de I’algorithme requiert au plus compl (@) comparaisons, soit dans le pire des cas
compl (b) x compl (a) comparaisons.

1.4.2 Exemple Soient dans M|y, 6]
a:76@7564@7665@7868, b27263@7566@’}/967 .

A= {78,7%6%,4%6° 4365}, B = {426°,4°6°,4%7} .

Pas 1: On a By = 7263 Loa (il suffit de vérifier By £,A; = 446 en raison du lemme 1.2.j). En outre
B ne domine aucun terme de A.

Pas 2: de méme, en comparant By a A; et Ay seulement, on constate By K a. Par contre, Ay =
7564§@’y566 = By et Ay = 7665§wB2. On remplace donc A par

A= {76,7°6%} .
Pas 3: B3 est dominé par A} = v%¢6%. On remplace donc B par
B = {7263,4%65} .
Le représentant minimal de a & b est donné par AU B', i.e.

a®b=76®72 Dy B yP° .

Cela se vérifie sur le dessin de la Figure B.1. On a représenté a par I’ensemble des disques noirs,
b par I’ensemble des carrés noirs. Le représentant minimal de a & b est donné par ’ensemble des
coins “en haut a gauche” de 'union de ces deux ensembles.

1.5 Dioide quotienté par une bonne congruence

Soit D un dioide, ¢ : D — D, induisant une bonne congruence pour la structure de demi-treillis
sous-jacent, et vérifiant en outre:

1.5.1 Hypothése V(a,z) € D?, ¢(az) = ap(z).

Il résulte de 1.5.1 que R, et des conditions 1.2.8 que R, est compatible avec la structure de dioide

de D.
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Figure B.1: Somme de a = 76 @ 7261 @ v56° @ 1865 et b = 4263 © v56% @ %67

1.5.2 Lemme Soit ¢ une bonne congruence vérifiant 1.5.1. Soit a un d-premier inversible et un
élément b € D/¢ s’écrivant sous forme canonique by @ ... b,. On a alors la forme canonique

ab=ab; @ ... D ab,.

Preuve Les propositions suivantes sont équivalentes:

ab; redondant
ab; = (D abj)
by < a” (@D, ab;)
b; < c,o(@#i b;) (via 1.5.1)
b; redondant

d’ou la conclusion. n

1.5.3 Algorithme (Forme canonique du produit) Soient a et b écrits sous forme minimale
4= @le a; etb = €D, b;. Sous U'hypothése (1.5.1), on obtient la forme canonique de ab en sommant
les a;b a laide de Ualgorithme 1.4.1.

1.5.4 Exemple Soient les deux polynomes dans ML [y, ]
a =" @262 bi=~6 B3 .

On aab=a1bPazd = (v6®H726) B (1262 Hy16°) = 76 Bv26% $416°. On a représenté sur la Figure
B.2 les polynémes a (disques noirs) et b (carrés noirs). On obtient graphiquement ab en prenant les
coins “en haut a gauche” de la somme vectorielle des parties associées a a et a b (points cerclés).

Nous étudions maintenant le calcul des lois A, B et \.

1.5.5 Lemme Soit D un demi-treillis complet, et ¢ une bonne congruence. D/ est un demi-treillis
complet, ou la borne inf est donnée par:

/\a_i: /\go(ai) . (1.5.a)

En outre, si les bornes inf distribuent par rapport a la somme dans D (cf. 0,5.2.2), alors de méme
dans D /.



274 APPENDICE B. QUESTIONS ALGORITHMIQUES

Figure B.2: Produit (7°6° & 262)(y6 & v26%)

Preuve On commence par noter que ¢(@(a)A ¢(b)) = ¢(a) A ¢(b), et plus généralement que

(N pla) = N\ elai) (1.5.b)

€] el
Soient en effet o le membre de gauche de (1.5.b) et 3 le membre de droite. Comme ¢ > Id, a > f.
Comme pour tout j € I, on a @(A; (a;)) < ¢*(a;) = ¢(a;),onaa = Nicrela;) = 3, d’ot Pégalité
(1.5.b).

D’autre part, les assertions suivantes sont équivalentes

Viel, T<da
Viel, p(z) = pla;)
o(z) 2 Nier plar)
o(x) 2 e(Aier plai)) (par (1.5.b))
T X p(Nierplai))

On a prouvé (1.5.a). Supposons la distributivité de la borne inf. Les propositions suivantes sont
équivalentes

(D): bONTG=bD N\ a
b N\ plai) =bd A a
b N\ plai) = Ni(bb a;)
oo A plai) = (N p(b S a;))
(b)) BN, pla;) = Ni(@(b)  p(a;))

La derniére proposition étant vraie par distributivité de D, la propriété (D), i.e. la distributivité

par (1.5.a))
D distributif)

par (1.5.a))
par (1.5.b), compte tenu de ¢? = )

o~~~

de la borne inf par rapport a la somme dans D/, est établie. n

Nous nous cantonnerons dans la suite & M [y, ] pour la simplicité de I’exposé.
1.5.6 Algorithme (Inf de polynémes dans M [vy,6]) On a (i):
,yn(st A ,yn'(st' _ ,ymax(n,n')émin(t,t') )

Pour des polynomes générauz, (ii):

(@,Vmét @,an 625] _ @ niéti A 7713 6253) )

g
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Preuve On a en passant au support supp(p(7"6%) Ap(7"' ")) = supp(p(776*))Nsupp(p(y™6)) =
{v,r) | v>n, r<t}n{(v,7)| v>n', 7 <t} ={(v,7) | v > max(n,n'), 7 < min(¢,t')} d’ou
O(76%) A (7™ 67 ) = p(ymaxtnn)gmin(tt)) Le point (i) résulte ainsi de 1.5.5. Le point (i) résulte
du fait que B[y, 8]], donc par 1.5.5, ML[[y, 6]], est distributif. "

ax

1.5.7 Exemple On a (e 379610 A (6 3 y1612) = (e A §) B (71%610N 6) @ (e A1 612 @ (419610 A
F11612) = ¢ @ 4196 © 411 @ 411610 = e @ 4108 @ 411810,

Si la borne inf de D distribue par rapport a la somme, il résulte de la Proposition 0,5.2.3, et du
Lemme 1.5.5 ci-dessus que I'opération différence résiduée B dans D /¢ est bien définie.

1.5.8 Proposition Soient « = @; a; € D/ une somme de d-premiers et b € D/yp. On a
aBb= @ai . (1.5.c)
a; Ab

En outre, si Uécriture a = @, a; est minimale, alors Uécriture (1.5.c) de a B b lest aussi.

Preuve On a en effet @ < b @ z ssi pour tout ¢ € I, a; < b ou a; < z. La caractérisation (1.5.c)
en résulte. D’autre part, il est clair qu’en retirant des termes a une somme non redondante, celle ci
reste non redondante, donc minimale (cf. 1.2.15). n

1.5.9 Exemple Soit a = 76 §7°6" @160, b = 6§ ® 26", ay est dominé par ¢, as par 26!, d’ot
par application de 1.5.8, a B b = 7°6".

Nous concluons par une formule donnant le quotient résidué dans le seul dioide M2 [[v, ¢]].

1.5.10 Algorithme (Quotient résidué dans M[y,¢]) Soient a = @.a; et b = D, b; deux
sommes finies de monémes. On obtient a/b en réduisant

alb = /\@aibj_l .
j ot
Preuve Résulte immédiatement des propriétés 0,5.3.3,(x) et (iii). n

1.5.11 Exemple On a par application de 1.5.10 et de 1.5.6,(i):
6/(’}/263 ® ’}/4(55 ® ’}/869) — ’}/_26_3 A ’}/_4(5_5 A ’}/_86_9 — ’}/_26_9 .

min(ni)émax(ti)

Plus généralement, soit P = €, v"6% un polynéme. On ae/P = M~! ou M =y est

le plus petit monéme majorant P.

1.6  Quelques raffinements dans M2 [y, §]

ax

On utilise le fait qu'un polynéme se représente comme une liste de mondmes totalement ordonnée
par le degré (cf. VIL,2.3.3). Soit:

a = 7”16“ @ . ..@’y”kétk

une somme de mondéme non nécessairement minimale. Apres un tri éventuel, et en réduisant les
~ ~ ! : !

mon6mes de méme n (compte tenu de ¥ G 4" §' = ~min(7,n )6t), on peut supposer ny < ng <

e < g
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1.6.1 Algorithme (mise sous forme minimale de a) Commencer avec i = 2. Si t; < t;_4
éliminer le 1-iéme monome, sinon passer au t suivant.

Cet algorithme considere une unique fois chaque monome, soit k itérations, et une complexité
négligeable devant celle du tri initial. La complexité de la mise sous forme minimale est donc celle

d’un tri, i.e. O(klogk).
Soient maintenant les deux écritures minimales
a=7"" G Py et a’:’y”iét1 @...@’y”fétf )
La remarque suivante résulte immédiatement de (1.2.).
1.6.2 Lemme Supposons
ng < n; < N1 -
De deux choses l'une: soit t > 1. auquel cas ’y”hﬁté est redondant dans a @b, soit ’y”hﬁté est un point
extrémal de a ® b et les monomes de a éventuellement dominés par 7”261% ont des indices k' > k.

On a alors ’algorithme suivant, plus fin que 1.5.3.

1.6.3 Algorithme (Somme dans M"[y,6]) 1/ Considérer le i-¢me monéme de b, a partir de
i = 1. Trouver k tel que nj, < n} < ny + 1. Si y™é% est dominé par 4"+ aller en 2/, sinon,
éliminer les monomes Y61 dominés par 7”261% (pour 1 > k), rajouter 7”261% aa, et 2/ passer au i
suivant en recommencant la recherche de k seulement a partir de la valeur du denier | éliminé, ou

a défaut, de la derniére valeur de k.

1.6.4 Exemple On reprend I'exemple 1.4.2.
a:76@7564@7665@7868, b27263@7566@’}/967 .

pas 1: k = 1, by = v26° n’est pas dominé par le d-premier monoéme de a, donc il n’est pas dominé
554

par a. a; = v°6" n’est pas dominé par by, a fortiori, les monbémes suivants ne sont pas dominés par

b1. On insere donc by, i.e. on remplace a par
a/ — ’}/(S ® ’}/263 ® ’}/564 ® ’}/665 ® ’}/868 .

pas 2 Pour by, on a k = 3 (position dans a’). On constate que a} = v56* ainsi que a) = 766> est
566

dominé par by = v°6°. Le monome suivant af n’est pas dominé. On supprime donc a}, ¢} seulement
et I'on insere bo, soit
a// — ’}/(5 @7263@7566@7868 .

pas 3 Pour b3, on a k = 4. On constate que b3 est dominé par y%6%, on élimine b3. Finalement
a®b=a"=~v6D 7% D ~6% @458 .

L’intérét de 1.6.3 par rapport a 1.4.1 tient a ce qu’il n’est besoin de considérer que les mondmes
voising dans le test de domination, comme 1’énonce le lemme 1.6.2. Autrement dit, I’algorithme
consiste a parcourir de la gauche vers la droite les monomes de a et b sans jamais revenir en
arriere, soit un nombre de comparaisons pour la somme de 'ordre de O(compl(a) + compl(b)).
En conséquence, le produit donné par ’algorithme 1.5.3 requiert maintenant O(compl(a)compl (b))
comparaisons.
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1.7 Extension des degrés a M2 [[v, §]]

Nous étendons les notions de degré et valuation au dioide M[[v,6]]. Le seul point délicat est
qu’en raison du quotient par y*(671)*, les degrés en § et valuation en v sont intrinséques, alors
que les degrés et valuations duales dépendent du représentant. On appelle mondéme un polynéme
de support réduit & un élément. On définit le degré deg s et la valuation val s d’une série formelle
comme les deux couples suivants:

deg s = supsupps, vals = infsupps ,

les couples de Z? étant partiellement ordonnés par 1'ordre usuel composante par composante. On
posera degs := (deg, s,degs s) et vals := (val s, val s5). On note compls le nombre de mon6mes
de s (i.e. le cardinal de supps). On dira que la série s est causale lorsque supps C N2, ce qui est
équivalent a val.(s) > 0 et vals(s) > 0. Les propriétés suivantes sont immédiates:

1.7.1 Propriétés (i) s — degs croissante,
(ii) deg(s & s') = max(degs,degs’) (max composante par composante),

(iii) deg(ss’) = deg(s)+deg(s’) (somme composante par composante et convention —oo 4 (+00) =
_OO),

(iv) s #e = vals < degs,
(v) compl(p & q) < compl(p) + compl(q),
(vi) compl (p @ ¢q) < compl (p)compl (¢).

Propriétés et conventions duales pour la valuation.

1.7.2 Exemple ¢ @ 76" = v76%, vale = (+00, +00), deg 76! = val 76" = (n,t), (e ®7262) (671 &
Y36 = 6Tt B 56 p 43672 3 48672, Noter que y~! est un polyndome (et méme un mondme).

1.7.3 Proposition Les seules séries formelles inversibles dans B[[y, 6]] sont les monomes.

Preuve Si ss’ = e, il résulte de (iii) et de la formule duale que
deg s 4+ degs’ = vals +vals' =0 (1.7.a)

Via (iv), on a val s < deg s, idem pour s'. (1.7.a) entraine donc degs = val s, deg s’ = val ¢, ce qui
signifie que s et s’ sont des mondémes. Réciproque triviale. ]

1.7.4 Proposition Soit s € ML[[v,8]], et un représentant de s, so € B{[7,8]]. degs so et val.,sq

ax
ne dépendent pas du choix de sq.

Preuve Soient sy = @;c 7™ 6" et 51 = Dics ’yn;(ﬁt; telles que ¢(so) =< ¢(s1). Montrons que
degs(s) < degg(s’). On a:

Viel,35€ Jk,1>0, ~Mgt < 7n35t37k5_1

d’on
t; <t — 1<t < degg s

et en passant au sup degs s < degg s’. Ainsi, ¢(s9) = (1) entraine 1’égalité des degrés en é. "
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Par contre, les autres degrés et valuations ne passent pas au quotient. On a par exemple
deg e =10, deg, 7" = +oc

quoique e et v* appartiennent a la méme classe d’équivalence. On se restreindra dans la suite aux
polynoémes et 'on définira le degré en v d’un polynéme p comme le degré en v de son représentant
minimal pg. Définitions analogues pour la valuation val et le nombre de termes compl. Enfin, nous
définirons les séries causales de MiL[[v,8]] comme les images des séries causales de B[y, 6]] (cf.
§1.7) par la projection canonique. Si s admet un représentant minimal sy € B[[v,d]], alors s est

causale ssi sg est causale.

1.7.5 Exemple Soient p = e & 156" et ¢ = 7°6'%. On a deg, (p & ¢) = deg. (e & 7%6"%) = 6 <
max(deg, p,deg, ¢). Pour le polynéme p de la Figure VIL.4, on a par exemple degp = (3,3),
valp = (0,0), complp = 3. La série s = e 3 ¢! est causale (I’écriture minimale est s = ¢), mais
s' = v~ ne l'est pas.

On montre sans difficulté les propriétés suivantes.

1.7.6 Propriétés On a pour s,s' € MI%[[v,]]:

degs(s @ s

) = max(deg; s, degs 5'),
degs(s @ s')
)

= degs s + degg ¢,

/

val (s @ s’) = min(val ,s, val ,s'),

val (s @ s') = val ;s 4 val ..
En outre, lorsque s et s' sont des polynémes:

deg,(p @ p') < max(deg, p,deg, p'),

deg, (p @ p') = deg. p + deg, 1/,

val s(p & p') > min(val sp, val sp’),

vals(p @ p') = val sp + val sp/,

compl (p & q) < compl p 4+ complg

compl (p @ q) < complp X complg.

Les quatre premieres formules s’obtiennent de maniere analogue a 1.7.4. Les deux suivantes s’obtien-
nent en prenant les représentant minimaux pg et ¢o de p et ¢ et en remarquant que le représentant

minimal de p & ¢ s’obtient en retirant des termes a pg P ¢o, ce qui diminue le degré et augmente la
valuation. Les dernieres sont laissés au lecteur. n

2 Algorithmes relatifs aux séries périodiques

Nous élaborons ici des formes canoniques pour les séries périodiques déja traitées au Chapitre VII.
Ces formes canoniques sont a la base de I'implémentation de ces séries décrite au Chapitre VIII.
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2.1 Séries causales

Les systemes que nous considérons admettent a la fois des représentations dateur et compteur
causales. Nous introduisons donc la notion suivante:

2.1.1 Définition (Fonctions causales) La fonction compteur k € Croiss(Z, Zinin) est dite causale
sst
k(t) = k(0) pour t <0, k(¢) >0 pourt>0 .

La fonction dateur k € Croiss(Z, Zinayx) est dite causale ssi

k(n) = —oo pour n < 0, k(n) € NU{—oo} pour n >0 . (2.1.a)

2.1.2 Remarque En V. 3.3.3, on avait caractérisé les réponses impulsionnelles des systemes lin-
éaires causaux sur Croiss(Z, Zmin) par k(t) =cte pour ¢ < 0. Ici, on exige en outre que k(¢) prenne
des valeurs positives ou nulles.

2.1.3 Définition La série s € ML [[v,8]] est dite causale ssi elle admet un représentant sy €

B[y, ¢]] causal (i.e. a exposants positifs ou nuls).

2.1.4 Proposition Soit s € M%[[v,6]]. Les trois propositions suivantes sont équivalentes:

(i) s est causale,
(ii) la fonction dateur associée a s est causale,

(iii) la fonction compteur associée a s est causale.

Preuve (ii)=-(i): via 2.2.5 et la propriété (2.1.a) on a le représentant causal de s:

so = @,}/nédats(n) _ @ ,yn(sdats(n) )

neZ neN
(i)=(ii): Soit so = ;7" 6" avec n; > 0,¢; > 0 un représentant causal de s. On a
dats(n) =sup{t € Z| v"¢" < s} . (2.1.b)

Si n < 0, ’ensemble ci-dessus est vide (sinon 76" < 4™ ¢%, d’ott n; < n < 0 ce qui contredit la
causalité de sp). On a donc dat s(n) = —oo pour n < 0. Si n > 0 et 76" < sg, on a ¥ < y™§%,
d’ott n < m;, d'olt 46 < 4™ 8%, Ainsi, dat s(n) > t; > 0. Les conditions de (2.1.a) sont réalisées.

Arguments analogues pour (i) (iii). n

2.2 Représentations périodiques
Nous reprenons en détail la notion de périodicité mise en évidence au Chapitre VII.

2.2.1 Définition (Dateurs périodiques) Soit (v,7) € N2\ {(0,0)}. une fonction dateur n
d(n) est dite (v, T)-périodique & partir de N si elle est causale et

(Vo> N) dn+v)=dn)+r (2.2.a)

Sile N n'est pas précisé, on dira simplement (v, T)-périodique.
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Si (v, 7) est une période de s, les couples (kv, k7) avec k € N\ {0} sont aussi des périodes. Une telle
fonction est représentée sur la Figure VIL.5.

2.2.2 Périodes dégénérées

(i): Siv =0et 7> 0, de deux choses I'une: soit d(n) = —oo, auquel cas d(n+v) = d(n + 2v) =
... = —00, et d étant croissante, d vaut identiquement —oo. soit d(n) > —oo, auquel cas (2.2.a))
entraine d(n) = +oo pour n > N.

(ii): Siv > 0 et 7 =0, on a que d est constante & partir de n.

2.2.3 Remarque les dateurs vérifiant (2.2.a) devraient étre qualifiées de “fonctions a accroisse-
ments ultimement périodiques” au sens classique. Notons en effet que la fonction accroissement de

d, d définie par d(n) = d(n + 1) — d(n), vérifie:
(Yn>N) dn+v)=d(n) . (2.2.h)

2.2.4 Définition (Séries (v, 7)-périodiques) Une série s € M [[v,8]] est (v, T)-périodique (a
partir de N ) si sa fonction dateur associée dats est (v, T)-périodique (a partir de N ). s est dite
non-dégénérée si la période de dat s ne reléve pas des cas 2.2.2.

2.2.5 Théoréme Les propositions suitvantes sont équivalentes:
(i) La série s est (v, T)-périodique
(ii) On a deux polynoémes causauz po et qo tels que s = po & qo(7767)*.
(iii) On a deux polynomes causauz py et ¢ avec degp; < val g1 —(1,1), degqr—val¢; < (v—1,7—1)
tels que s = py & q1(7767)"

(iv) On a (N,T) € N2, un polynéme causal p avec degp < (N — 1,T — 1), un polynéme causal
g=e®q ou(1,1)<valq etdegq < (v—1,7—1) tels que s = p B VT q(v"67)*.

2.2.6 Remarque On constate qu’en vertu de la caractérisation (ii), la terminologie est cohérente
avec la notion de périodicité introduite en VII,3.3.7. Une série s est périodique ssi il existe (v, 7) € N
telle que s soit (v, 7)-périodique.

Preuve du Théoreme 2.2.5. Nous supposerons v # 0 et 7 # 0, les cas dégénérés (triviaux) étant
traités séparément dans la remarque 2.2.10 ci-dessous. On passe trivialement de (iv) a (iii) en posant

g1 = vV6Tq. En outre, (iii) étant un cas particulier de de (ii): (iv)=-(iii)=(ii).

(i)=>(iv). Supposons s causale et (v, 7)-périodique & partir de Ny.
(a): on pose N = min{n > Ny | dats(n+v —1) < dats(n+v)}.
(3): on écrit par 2.2.5

5 = @ ,yn(sdat s(n) _ @ ,yn(sdat s(n) @ ,}/N(Sdat s(N) @ ,yn(sdat s(n)—dat s(N)
neN 0<n<N-1 N<n

On obtient la représentation de type (iv) en posant T' = dat s(/N) et en observant que la seconde
parentheése est de la forme ¢(7¥67)* avec

g= ( @ ,yn—Nék(n)—T) 7

N<n<N+v-1
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qui satisfait les conditions de degré a cause du choix (a).

(ii)=-(i): on a les deux lemmes immédiats suivants:

2.2.7 Lemme 5Soit p un polynome causal et m un monome causal. La fonction dateurs associée a
p @ m(y767)" est (v, T)-périodique a partir de max(deg., p,deg., m).

2.2.8 Lemme Le maz de deux dateurs (v, T)-périodiques (respectivement a partir de N et N') est
(v, T) périodique a partir de max(N, N')

En conséquence, p @ q(7767)" est (v, 7) périodique a partir de max(deg,(p),deg.(q)). "

On appellera représentation périodique de s une écriture de la forme 2.2.5,(iv). Le polynoéme p sera
appelé transitoire, ¢ motif périodique et (N,7T') début du périodique.

La preuve ci-dessus s’écrirait de méme avec les compteurs. On a donc:

2.2.9 Corollaire dat s est (v, 7)-périodique ssi la fonction compt s est (7, v)-périodique.”

2.2.10 Remarque (Cas dégénérés) Si 7 = 0, on a dat s constante a partir de N, d’ou

S = @ ,ynédats(n) ]

0<n<N

7 est donc nul ssi s est un polynéme. Si v = 0, on peut écrire

S = @ ,yn(sdat s(n) o ,}/N(Soo ]
0<n<N-1

Ces cas dégénérés généralisent respectivement les éléments simples dégénérés de type monomial et
de type infini (cf. VIL,4.0.1).

2.2.11 Remarque On passe de 2.2.5,(iii) & 2.2.5,(iv) en posant ¢ = y~valvag—valsqig  Les rep-
résentations (iii) et (iv) sont donc équivalentes a une normalisation du motif preés. Le terme “motif”
pour ¢ dans (iv) s’interpréte en effet si 'on écrit

’}/N(ST(](’}/U(ST)* — '}/N(ST(]@’}/N(ST(]'}/U(ST @,}/N(STq,yQU(SQT”"

i.e. le polynéme ¢ est “répété” a partir de la position (N,T') avec les translations successives de
vecteurs (0,0), (v, 7),(2v,27),...La condition degp < (N —1,7 —1) exprime que le dernier monéme
du transitoire ne recouvre pas le premier monéme du motif. La condition degq < (v — 1,7 — 1)
exprime que les motifs translatés successifs ne se recouvrent pas. Ceci est illustré par le dessin
suivant, o l'on a représenté une fonction dateur périodique (on a fait abstraction du caractere
discret). On a de la sorte une généralisation dans N? de la notion de partie périodique de N étudiée

en VIL§3.3

2.2.12 Proposition Soit s une série (v, T)-périodique a partir de N. Il existe une seule représen-
tation périodique de type 2.2.5,(iii).

Preuve résulte du lemme immédiat suivant:

3 ..
noter la transposition.
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2.2.13 Lemme 57 s admet une représentation périodique de la forme (iii), alors nécessairement

N4+v-1

N-1
p= @ ,ykédats(k) q= @ ,ykédats(k) ‘
k=0 k=N

2.2.14 Exemple La proposition 2.2.12 énonce 'unicité de la représentation périodique, v, 7 et ¥V
étant fixés. On peut cependant avoir des représentations différentes pourvu que les v, 7, N soient
distincts. Via (70)* = e97%6%e.(76)* = e97%6%.(eBv6)(72%62)*, on a en effet deux représentations
périodiques de la méme série.

2.2.15 Exemple On a les différentes représentations périodiques de la série donnée sur la Figure
B.3. On a encadré les différents motifs: v26%(e & v6?) (cadre hachuré épais), v°6*(e & 7%¢) (cadre
en pointillé), et v26%(e B 762 B 7367 @ v16%) (cadre fin).

Figure B.3: Diverses représentations périodiques d’une méme série

s=edy 8% (e ®y6?) (767" (2.2.¢)
s=ed@y 62 B8 e d y26)(776°%)" (2.2.d)
I6@’}/262(6@’}/62@’}/363@’}/465)(’}/666)* (226)

Cependant, la représentation (2.2.c) parait “plus simple” que les deux autres. Nous formalisons
maintenant cette notion et montrons I'existence d’une unique représentation périodique “minimale”.

2.3 Représentation périodique minimale

2.3.1 Définition (Représentation plus simple) On dit que la représentation périodique p &
AN§Tg(y67)* est plus simple que p' & N 6T ¢/ (v7'67' ), si (v,7)|(V,7) et si (N, T) < (N',T").

2.3.2 Proposition La relation de plus grande simplicité est une relation d’ordre sur l’ensemble
des représentations périodiques de s.

Preuve La réflexivité et la transitivité sont immédiates. L’antisymétrie résulte du lemme 2.2.13
ci-dessus.
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2.3.3 Théoreéme Une série périodique non dégénérée admet une plus simple représentation pé-
riodique.

Preuve Soit d le dateur associé a s. Il suffit de voir qu’il existe un plus petit triplet (N, v, 7)
vérifiant (2.2.a), ou de maniere équivalente (2.2.b). Supposons

Vn > N,d(n+v)=d(n)

Wi > N'd(n+ ') = d(n) (2.3.2)
On a donc pour n > max(N, N'), J(n +av+ pr) = J(n), et par application de 3.3.6
AKo,Vk > Ko, Ja,8 €N, kpged(v,v') = av + pv/
et donc pour n > Ky = max(N, N') + Kopged(v,v'),
d(n + pged(v, ') = d(n) . (2.3.h)

Supposons par exemple max(N, N') = N'. Quitte & agrandir Ky, on peut supposer K de la forme
N 4 zv (2 € N), et en utilisant la v-périodicité a partir de N, on note que (2.3.b) est valable des
n > min(N, N'). Ainsi, si (N,v,7) et (N',v/,7) vérifient (2.3.a), leur borne-inf* vérifie la méme

propriété. La conclusion en résulte. n
2.3.4 Définition (Plus petite période w.,) On notera ws(s) la plus petite période de s.
Nous donnons maintenant des algorithmes pour obtenir la plus simple représentation périodique.

2.3.5 Algorithme (Minimisation du transitoire) Soit

s=pdpr®Y 0 (g B q)(767)

une représentation périodique de s, ou py (resp. qi) est le monome de plus haut degré du transi-
toire (resp. du motif ). On obtient un représentant périodique de transitoire minimal en appliquant
Uitération suivante: Si

pe #F A"y
alors le transitoire p @ pp est minimal. Sinon, recommencer une itération avec la représentation
suivante:

s=p®prle® T g)(r70T)"
Le nombre d’itérations est majoré par le nombre de termes du transitoire.

2.3.6 Exemple On applique lalgorithme a la représentation (2.2.d). On a:
p=epr =70 g =e g =7%, "8 =78 V6T =477

Comme py = y"61q27 7677, on a la représentation (2.2.c). Soit p; = €, ¢ = €, g3 = 762, "6 = 262,
Comme py # 7"6'qey ™67, le transitoire de (2.2.c) est minimal.

Le probleme de la minimisation du périodique peut s’interpréter comme une “mise en facteur” d’un
type particulier. Il est clair qu’une période minimale divisera toute autre période, mais aussi que
le nombre de termes du motif minimal divisera le nombre de termes de tout autre motif. Notons
Qdeg<(n,t) 12 troncature de ¢ au degré (n,t) (i.e. le polynéme formé des mondémes de ¢ de degré au
plus (n — 1, —1). On a lalgorithme suivant.

te. (min(N, N}, pged(v, v'), pged(r, ')
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2.3.7 Algorithme (Minimisation du périodique) Soit
s=q(y767)" . (2.3.c)

(1): Pour p premier divisant v, T et complgq, faire:
vVi=v/p, v =1/[p. S1q= qaeg<(v (€D AV @y =D (=) alors
remplacer (2.3.c) par s = qdeg<(l,/77/)(’y”/67/)*
et recommencer (1) avec le méme p,
sinon
recommencer (1) avec le diviseur p suivant.

La plus simple représentation d’une série s s’obtient en appliquant d’abord 2.3.5 & s, puis 2.3.7 a
la partie périodique de s. L’ordre inverse est également licite.

2.3.8 Exemple Soit la partie périodique de (2.2.e):
s = (6 @’}/62 @’)/3(53 @’}/465)(7656)* —. q(,}/uéﬂ')*

Onav=r7=6et complp=4dot D={2}. On constate que ¢ = (e P 76%)(e & 7°6?), et donc on
repart de s = (e & 76%)(7%6%)*. Comme 2 ne divise pas 3, on ne peut refactoriser ce motif (on ne
peut calculer les nouveaux v’ et 7). Le motif est donc minimal.

2.4 Somme de séries périodiques
L’opération inverse de la minimisation du transitoire (cf. 2.3.5) nous sera utile.

2.4.1 Lemme (Développement d’une série périodique) Soient ng,tg > 0 et la série sous
forme périodique minimale s = p & YN6Tq(y767)* avec v £ 0 et T £ 0. Il existe une plus sim-
ple représentation périodique

5 = p/ @ ’VN/(ST/(]/(’VU(ST)*

telle que N' > ng, T" > tog. On Uappelle développement de s a lordre (ng, to).

Preuve Soit k entier tel que N 4+ kv > ng et T + kT > 1. On a la représentation périodique:
s=pd ’yN(STq(e @ ’}/U(ST Q. D ,y(k—l)u(s(k—l)ﬂ') o ,}/N—I—ku(sT—I—kTq(,yyéT)* ]

On obtient le développement de s en appliquant ’algorithme de minimisation du transitoire 2.3.5
a la série ci-dessus, sous la contrainte deg py > (ng, o). n

2.4.2 Exemple Soit s = v26% @ 7°67(e ® v26)(736%)*. Le développement de s & l'ordre (7,5) est le
suivant:
s =723 DA% By 6% (e A EH)(PE) . (2.4.a)

2.4.3 Cas d’une pente ultime infinie Nous évacuons le cas ou I'une des deux séries, disons s,
a une pente ultime infinie, i.e. via 2.2.10:
s=p& 7N6+°° .
Soit 8" = p' @ ¢'(v767)* et p} le transitoire associé au développement de s’ & I'ordre (N,0). On a
clairement:
s@s =popmyNete .
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Le principe des algorithmes de somme de séries périodiques est contenu dans le lemme suivant.

2.4.4 Lemme Soit s une série (v, 7) périodique a partir de (N,T). Soit P le développement de s
a lordre (N +v —1,0),
P=papq, (2.4.b)

ou deg. (p) < N —1 et val,¢ > N. On a la représentation périodique de s:
s=pdq(rPeT)” . (2.4.0)

La décomposition (2.4.b) consiste a séparer les termes du représentant minimal de P d’exposant
en v plus petit que N — 1 des autres.

Preuve de 2.4.4. 1l résulte de 2.2.13 que
s=PpQQ(H) (2.4.d)
ou P = @Q;"E)”_l ykgdats(k) of () = @i\f:—]\z&;l vkgdats(k) On a donc
N-1 N4v-1
p= @ 7kédats(k)7 q= @ ,yk(sdats(k) ‘ (2.4.e)
k=0 k=N

Comme dats(k + v) = dats(k) + 7 pour & > N, on a Q = 7767¢, et donc (2.4.d) se réécrit
s=pBqled YT (7V67)) = pd q(7v¥67)". En outre, d’aprés (2.4.e) p et g vérifient les conditions
de degré et de valuation 2.2.5,(iii). n

On a donc l'algorithme suivant:
2.4.5 Algorithme (Somme de séries périodiques) Soient s et s’ deux séries périodiques. Dé-
terminer une borne supérieure a priori pour le début du périodique de s @ s'. Appliquer le Lemme
2.4.4, et réduire (2.4.c) via les Algorithmes 2.3.5 et 2.3.7.

Il nous reste a produire des bornes a priori.

2.4.6 Lemme Si s et s’ sont deux séries de méme pentes ultime périodiques a partir, respective-
ment, de N et N', alors s @ s’ est périodique ¢ partir de max(N,N').

Preuve C’est un avatar de 2.2.8. n

2.4.7 Lemme Soient deux représentations périodiques de type 2.2.5,(iii), s = p & yN6T q(y767)*
et s = p AN (767 Y, avee 0 < 000(8) < 0oo(8'). La série s @ s’ est périodique a partir de

/ 1 AT/ ’ N —1
](:max(N,N—H/LwJ,L(—T—ﬂ—T,—T’—T’—I—l-I—T N -|-T—) (Z—T—/) J) , (2.4.f)

T v v v
ot |z] :=min{n € Z| n > z}.
Preuve Les majorations et minorations suivantes résultent immédiatement des conditions de degré

et valuation 2.2.5,(iii).
sEp®ANET(7VET) = sy

s < (ST/ @,}/N'-l—léT'—l—T'—l(,yu'éT')* — 8/1 )
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Sil'on a K > N tel que
dat s1(k) > datsj(k) pour k> K , (2.4.2)

on aura dat s(k) > dat s (k) > datsi(k) > dat ¢'(k), et donc dat(s @ s') = max(dat s, dat s’) sera
égal & dats pour k > K. s @ ¢ sera donc périodique a partir de K. La condition K > N rend
compte du d-premier terme du max & droite de (2.4.f). Il reste a vérifier (2.4.g). Nous faisons pour
cela appel au Lemme élémentaire suivant:

2.4.8 Lemme Soit s = y"6'(7"67)*. On a:

dats(p) =t + T[p_ “

] + X[n,—l—oo[(p) ’

ot 1 désigne la fonction indicatrice de l'ensemble I, valant 0 pour p € I et —oo sinon.

Preuve résulte immédiatement de (2.2.b) et de I’écriture

s = ,yn(st ® ,yn—l—l(st ® ,yn—l—u—l(st ® ,yn—l—y(st—l—ﬂ' ® ,yn—l—u—l—l(st—l—ﬂ' @ .. ‘,yn—|—21/—16t—|—7 ® ,yn—|—21/6t—|—27 @... .

Via 2.4.8, la condition (2.4.g) est équivalente a:

J— J— /_
b N] > max(T, 7"+ 7' — 1+ T’[Mil

v v/

T+ 7] ) pour k> K .

La condition T + T[%] > T est équivalente & K;N > LT/_TT‘HJ ce qui justifie le second terme a
droite de (2.4.f). On trouve le troisiéme terme en déterminant le plus petit & tel que: T+47(2=¥—1) >

14

T+ -1+ Tlik_]j,/_l. n

2.4.9 Remarque Le lemme 2.4.7 ne fait qu’exprimer effectivement que si la pente ultime de s est
inférieure a celle de s’, alors dat s(n) > dat s’(n) a partir d’un certain rang.

2.4.10 Exemple Soit s comme en 2.4.2 et p' = y6* @ 776%. On a en ajoutant p’ & (2.4.a):
s®p =78 G6%(e ©18")(776%)"
Ici, le transitoire est minimal.
2.4.11 Exemple Soient
s=(edyd) (7464)* s =62 (7363)*

Ces deux séries étant de méme pente, on sait par 2.4.6 que s ¢ s’ est périodique a partir de
max(0,1) = 1, de période v263Uy*§* = v12612. Les termes de s & s’ de degré en 7 inférieur ou égal
aN+rv—-—1=14+12—-1 =12 sont les suivants:

P = e@r6?@A16% @ AT68 @420 @ 41081 g 412612
Fn partitionnant P comme en 2.4.4, on trouve
p=e, q=62@ 16" BATES @%@ 1081 @ 412612
Ainsi
sDs = e® (162D 7165 @ 1765 @ 7°6° @ 410611 @ 412612)(v12612)*

Le transitoire n’est pas minimal. On trouve apres réduction:

s@ s = (6@762 @7465 @7768 @7969 @710611) (712612)*
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2.4.12 Exemple Soit & calculer s @ s', avec
s = e @36t @560 (6@762) (7263)*, s = 282 @ 4585 @ 4710 (765)*
On a

7565 (e @762) (7263) o 77610 (765) _ 7565 o 7667@ 7768(6 o 762)(7263)* @77610(765)* ‘

On observe que le terme souligné est dominé. On a donc

sa ¢ = 6@7262@7364@7565@7667@77610 (755)*

2.5 Autres opérations sur les séries périodiques

Nous notons ici brievement que la périodicité est préservée par les opérations A,H et \. On peut
déduire ces résultats de théoremes généraux (par exemple I'inf de deux séries rationnelles correspond
a lintersection de deux parties rationnelles de Z2, et I’on peut appliquer un Théoreme d’Eilenberg
et Schiitzenberger [32]). De maniere plus spécifique, on a les résultats suivants.

1A%

2.5.1 Proposition Soit s = p @ qr*, & = p' @ ¢'(+')*. La série s N &' est périodique. Si 0,(s) >
Ooo(8'), 0n a W (s N 8') = oo (8). 1 00o(8) = 0o (8), Weo(s A 8') divise woo(s) U weo(s).

2.5.2 Proposition Soit s = p @ qr*, s = p' & ¢'(r'")*. La série s B s' est périodique. Si 0..(s) <
Ooo(8'), alors weo (s B s') = wao(s). Si 050(8) = 000(8), alors we(s B ') divise we(s) U weo(s'),

ou bien s B s" est un polynome. Si 0.,(s) > 0.0(5"), sB s est un polynome.

2.5.3 Proposition Soit s = p® gr*, s’ = p' B ¢(7")*. On a s/s' = 476", ou (n,t) € (=N)? et
" est périodique. Si 05o(5) < 0uo(8'), alors wao (") = Weo(s). Si 0s(s) = 050(8'), alors we(s")
divise weo(8) U weo(s'). Si0s(u) > 00c(s'), s est nul.

8/

Au lieu de montrer cette derniere proposition, nous préférons traiter deux exemples.

2.5.4 Exemple

e/ledyé)=clen(e/y6)=eny et =61 .

2.5.5 Exemple Soient
s=(v8), & =47 (e b 726) (7363)*
On a
(78)"/ (v (e & y*8)(7°6%)") = 7 2(8)"/ (476%) Ay THeTH(v6)7/(v787)" (2.5.2)
Par monotonie, on a (76)* = (v6)*/(7363)* = (v8)*/(v6)* = (v6)*. En outre, v~ 1(76)* =

>
YT 6 (v8) = y73(v6)" = y72(v68)* . Ainsi, le second terme & gauche de (2.5.a) est supérieur
au premier. On a donc:

s/s’ =72 (76)"
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2.6 Etoiles de polynomes

On a vu en VIL,5.4 que le calcul de I’étoile d’une série rationnelle se ramenait a celle d’un polynoéme.
Soit p = @i p;- On peut naivement écrire

T =Pipse P - (2.6.a)

Si 'on applique cette regle au polynome p = 7362 ©+v262 @6, on a en laissant au lecteur les calculs
intermédiaires

Pr= () (60N (16) = = (e By 8 (78))(78) = = (16)"

Il est plus rapide de remarquer que 7262 < (768)* et 436% < (v6)*, d’ott

(78)" = ee.(y8)" = (v707)7 (178" (v8)" 2 (v8)) ((v8)) (8)" = ((v6)) = (v6)" = p"

et 'on pouvait conclure sans calcul. Nous généralisons ci-apres cette remarque.
2.6.1 Définition (*-Minimalité) Le polynome p est dit *-minimal si
pLpet p=(p)Y=>p=yp . (2.6.b)

Autrement dit, il n’existe pas de polynéme plus petit que p engendrant la méme étoile. De maniére
classique (cf. [62], Chapitre 1), si A est un alphabet et M C A*, le plus petit ensemble engendrant
M~ est (M —{e})—((M —{e})")?, ot — dénote la différence ensembliste. Ce résultat devient faux
pour des parties rationnelles de monoides plus généraux (prendre M = Z). Nous donnons ici un
résultat analogue dans M2 [[v, 8]].

2.6.2 Définition (*-redondance) Soit ¢ : © — a*. Soit p = P}, m; somme de mondmes
causauzr. Le monome m; est dit *-redondant s’il est p-redondant (cf. 1.2.13), i.e. si on a m; <

@(@j;ﬁi m;).

2.6.3 Théoréme Soit p un polynome causal sans monome de pente nulle. Il existe un unique

polynéme causal py *~minimal tel que p§ = p*.

Preuve 1/ Existence. L’application z — @(2) = 2™ est une fermeture. On peut donc appliquer les
résultats d’existences d’une famille génératrice minimale donnés en 1.2.15 et 1.2.16. Précisément,
on obtient un polynéme py vérifiant (2.6.b) en supprimant successivement tous les mondmes *-
redondants.

2/ Unicité Soit pg un polynéme *-minimal tel que pj = p*. Comme p n’a aucun monéme de pente
nulle, il résulte de 5.4.3 et de 5.4.4,(ii) que 0.o(p*) = 0so(pf) est non nulle, et donc que s = p*
vérifie la condition du Théoreme 1.3.1. Ainsi, p* admet un représentant minimal, et 'on écrira
p* = Pieryy™6" ou les suites n; et ¢; sont strictement croissantes. Soit d’autre part la forme

canonique de pg:
po =70 B BT

On a alors:

P = @ AOLEITL @) @ yYavagYaTa (2.6.c)
aENY
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Les deux d-premiers monémes de (2.6.c), i.e. e et ¥*167 sont non redondants (cela résulte de 1.2.j).
On a donc y™§% = e et y™§lt = 41§, Formons p; = p* B ("16™)*. On a y726™ < p* et
Y267 A (4167 )" (sinon, on contredirait I’*-minimalité de p). Il résulte de (1.5.c) et de (2.6.c) que

P = @ ,yoql/l 6oz17'1 ® L ® ,yozquq(sozqﬂ'q
aeNx (Ne=1\{0}),

Comme 472672 est le terme de plus petite valuation de cette somme, il est non redondant. Ainsi,
Y7267 est le premier terme de la forme canonique de p;. On monterait de méme que y"26™ est le
premier terme de la forme canonique de py = p; B (7167 & 7*26™)*. On obtient de la sorte tous
les monoémes de pg connaissant seulement p*. L’unicité de py en résulte. n

Nous montrons maintenant comment calculer le polynome *-minimal associé a p.

2.6.4 Test de *-redondance On veut tester si
L (MEN B L yEETEY (2.6.d)

Ce probleme est équivalent a l'existence d’une solution entiere au systeme de deux inéquations
linéaires a k inconnues positives ou nulles:

L n>xing+...4+ zpng
z e N, {tgxltl—l—...—l—xktk. (26.e)

En observant que le volume du simplexe
z; 20, n>zing+ ...+ a0k

est %mn—nk’ on a une estimation du nombre de points a énumérer pour vérifier (2.6.e).

2.6.5 Exemple Soit a calculer
p* ol p27363@7464@7766@’}/10610 .

On observe que
1W0=3x2+4x1,

ie 710610 j (,}/363)2(,}/464)

10610

Ainsi, v est *-redondant, et 'on a p* = (p')* avec p’ = y36% ® 16 @ 7765, En outre,

7> 3 X2,

6<3x2

Lo 1780 < (12617
et donc 7768 est *-redondant dans p’. On a finalement:

p* — (’}/363 @’}/464)* —ed ’}/363 ® ’}/464 @’}/666(76)* ,

la derniere égalité résultant de 5.3.1.
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2.6.6 Exemple Etant donnée une série rationnelle s, on peut en adaptant la preuve du Théoreme
2.6.3 trouver un éventuel polynome p tel que p* = s. Soit la série

s= e @it @565 @ 4760 @ 4565 @ 1260 @ 410610 @ 412612 (76)"
Le premier mondme critique de s est p; = v*6*. On a
P (7464)* = 46P @7766 @ 798° © 719610 @ 713613(6 @6 @7262) (7464)*
Le second monéme de p est le premier de sq, d’olt py = v56°,

so =518 (p1 Dp2)" = ~765

On a donc p3 = 776%. Réciproquement, soit p = p; @ pa @ p3. On vérifie que p* = s.
2.6.7 Contre exemple Soit s = e®3°%¢ (76)". La pente ultime de s (0,,(s) = 1) n’est pas atteinte
par un monéme, et 'on voit facilement que s n’est pas 1’étoile d’un polynéme. On a cependant

s = s*.

2.7 Quelques raffinements possibles

Nous montrons comment le produit
(p® gqrT)g'(m)” (2.7.a)

qui intervenait dans la preuve de VII,5.2.1 pour le calcul de ss’ peut se calculer en introduisant une
nouvelle congruence.

2.7.1 Définition (Congruence modulo m*) Soit m un monéme. On appelle congruence modulo

m* la relation associée a
%

Om: Pm(s) =sm
On constate que le calcul de (2.7.a) peut s’effectuer dans le dioide quotient de M [[v, 8]] par @,,.
2.7.2 Test de redondance dans M [y, §]/m* Soit u = v767. On a

n—+kv>n ot [t’—t
t+kr <t [

T LR LT | = N{
2.7.3 Exemple Soit & calculer (2.7.a) avec s = pB qr* = 65 B 76 Hy26'2 (e H126°)(1*6°)*, ¢ = e
et m=(76%).0Onap=éetg=e, dou
s = (6% @ 42612 (4465 )
Fn outre,
6% @ 7 2612(4160)" = 65 @ 72812 @ 4061 @ 41062 (4165 = 65 @ 42612 @ 45618
car 710624(1486)%(762)* = 710624(762)% < §5(762)10(782)* < 65(762)*. Finalement

sm* — (65 ® ’}/2612 ® ’}/6(518)(’)/(52)* — 65 ® ’}/2612 ® ’}/6618(’}/62)* .
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Sile temps et les quantités peuvent prendre des valeurs irrationnelles, la relation entre rationalité
et périodicité tombe (considérer la somme (6)* & (7\/56\/5)*). Cette difficulté n’est pas artificielle
dans la mesure ol on peut 'interpréter comme le cas limite d’une pathologie qui se produit avec
des temps et quantités entiers. Lorsque les pentes des séries sont proches, la taille du transitoire
devient importante et les représentations périodiques deviennent peu pratiques. Cette difficulté est
illustrée par I’exemple suivant:

2.7.4 Exemple On a (7205)* fa (5(’}/21(5)* =6 fa ’}/2152 fa ’}/4253 fa 76354 fa 784(55 fa ’}/10556 P ’}/12657 P
714758 ® 716859 ® 7189510 ® 7210511 ® 7231512 ® 7252513 ® 7273514 ® 7294(515 ® 7315516 ® 7336517 ®
7357518 fa 7378(519 @ 7399520 @ ’}/420521(’}/205)*.

Une maniere d’esquiver la difficulté décrite ci-dessus consisterait a abandonner les représentations
de type périodique, et de représenter une série par une décomposition en éléments simples non
redondante:

k
s = @mﬂ‘f . (2.7.b)
=1

A la différence de la forme générale des rationnels donnée en §3.2,(3.2.a), le test m < s, ot m est un
mondme n’exigera que la résolution d’inéquations linéaires diophantiennes a une inconnue, et ’on
pourra concevoir pour les formes de type (2.7.b) des algorithmes de calcul rationnel assez simples.
La somme d’étoiles non redondantes (v2°6)* @ &(v216)* sera alors considérée comme primitive,
fournissant un codage plus économique que 2.7.4 Cependant, une difficulté analogue se poserait a
nouveau pour ces représentations. On montre aisément que pour N grand, s = (y6 & ’yN(SzN)* ne
se représente comme une somme de type (2.7.b) ayant un petit nombre de termes.

3 Calcul de la cyclicité

On a vu au Chapitre VII les deux résultats de cyclicité suivants pour des matrices irréductibles.

A € (Prinies(N))™" A€ (Max[y, o))"
la période de A7; divise la période de A7; divise
ppemepged .cow(c) Ue Meec w(c).

Dans le premier cas, on majore la période de Aj; par le ppcm sur les composantes fortement
connexes C' du multigraphe associé & A des pged des poids des circuits de la composante fortement
connexe (. Dans le second cas, on donne une majoration analogue mais restreinte aux composantes
fortement connexes et circuits du graphe critique et faisant intervenir les lois LI et M (qui coincident
avec les ppem et pged composante par composante pour les circuits critiques). On se ramene de la
sorte aux deux probléemes suivants: 1/ déterminer le multigraphe critique et 2/ déterminer le pged
des poids des circuits d’une composante fortement connexe d’un multigraphe (la détermination des
composantes fortement connexes étant par ailleurs aisée et classique, cf. Tarjan [92]).

3.1 Détermination du multigraphe critique

On considere un multigraphe dont chaque arc est valué par un monéme y"6".

3.1.1 Réduction & un graphe Quitte a rajouter des sommets comme sur la Figure B.4, on
pourra se ramener & un graphe orienté (i.e. avec au plus un arc de j a ¢ pour chaque couple
de sommets (4, )). On pourra alors noter ™% le monéme valuant I'unique arc j — 1.
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nl(stl @ ,ynjk(st]k — ,ynl(stl
ng S
; ~ 2 §t2 ]
77@6253 ryn]l(st]l — 7”36t3

Figure B.4: Réduction d’un multigraphe & un graphe

On considere

: o Mgy e Ty
A = min o(w(e)) = min min —2 kL
c Eodredy g + ..o+t

(pente minimale des circuits du graphe, égale & la pente minimale des circuits du multigraphe

(3.1.a)

originel). On rappelle que le circuit ¢ = (41,. .., 1) est critique s’il réalise le min a droite de (3.1.a).
On cherche ’ensemble des arcs et sommets appartenant & un circuit critique. Lorsque tous les ¢;
sont égaux a 1, 'algorithme de Karp (cf. [54] ainsi que VIII,2.2.2) permet de calculer A. De maniére
plus générale, on pourra utiliser I'un des algorithmes pour les problémes de ratio minimum donnés
par Gondran et Minoux dans I’Annexe V de [48] ou énumérer les circuits d’apres ’algorithme 3.2.9
du Chapitre IX. Formons (comme en IX,§6) la matrice C' a coefficients dans Ry, telle que:

Cij =g — Mgj .

Les circuits de la matrice C' on pour poids moyen minimum e, donc Ct = @, -, C™ converge (et
se calcule en O(n?) via un algorithme de Gauss (cf. 0,4.2.1 ), ol n est la taille de la matrice).
L’observation suivante détermine immédiatement les arcs et sommets critiques:

3.1.2 Proposition L’arc j — i appartient a un circuit critique ssi C; ® CJT'; =e.

Preuve 1l suffit de remarquer qu’'un circuit est critique dans le graphe initial ssi il est de poids e
pour la matrice C. ]

3.2 Calcul de la cyclicité d’un graphe valué par des naturels

On considere le probleme suivant: étant donné un graphe fortement connexe dont les arcs sont
valués par des naturels, trouver le pged des poids (additifs) des circuits du graphe. En adjoignant
a N un élément ¢ tel que par convention ged(e,2) = @ et ¢+ 2 = ¢, et en formant la matrice A telle
que A;; soit égale a la valuation de I'arc de j a ¢ s7il existe et a ¢ sinon, on se ramene a I’expression
suivante:

C(A) = ngdcw(C) = ngdkPngil,...,ik(AhZé Tt Aikh) : (3.2.&)

La cyclicité des matrices dans la théorie de Perron-Frobenius correspond au cas particulier ou les
A;; ne prennent que les valeurs 1 et e. On doit a Atallah et Denardo [1, 27] un algorithme dans ce
dernier cas. En apportant une modification minime a cet algorithme, on peut calculer (3.2.a).

Atallah et Denardo partent d’un arbre extrait du graphe et recouvrant tous les sommets (un
tel arbre s’obtient sans difficulté a 1’aide d’un algorithme de Tarjan [92]). On a donné un exemple
d’un tel arbre (arcs en traits gras) sur la Figure B.5. Soit r la racine de I’arbre. On notera v(j) la
valuation de I'unique chaine de I’arbre allant de 7 & j. Soit I'(j) I'ensemble des successeurs d’un
sommet j (ie. I'(j) = {k| Ag; #¢}). On a alors:
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3.2.1 Proposition (Atallah et Denardo modifié) On a
c(A) = ged;ged;er[v(7) — v(i) + Ay (3.2.b)

Preuve Soit ¢’ le second membre de (3.2.b). Pour tout j, notons p; la chaine de l'arbre de r a j.
Comme le graphe est fortement connexe, il existe également un chemin du graphe (mais en général
pas de ’arbre) allant de j & 7, soit ¢;. On a les deux circuits ¢;p; et ¢;(7, j)p;, d'ow:

(2)

c | wlgp) = wlg)+wp)=w(g)+v
c i(i,7)pj) = w(p;) = w(g) + A+ v(5)

| wailis )py) = w(gs) + w((i,7))

soit en faisant la différence ¢ | A;; +v(j) — v(7) d’olt ¢(A) | ¢/. Réciproquement, soit o = (i1, ..., %)
un circuit. On a

+ 4+

w(a) = Ai1i2 + ...+ Aikh .

Comme . .
¢ [ o(iz) = v(i1) + iy
¢ [ olin) = vlik) + Agiy
on a en sommant ¢’ | w(a) donc ¢ | ¢(A). n

)12

Figure B.5: Un graphe et un arbre sous-jacent (en gras)

3.2.2 Exemple Pour le graphe de la Figure B.5, on obtient par application de (3.2.b):

¢(A) = pged[pged(0 — 18 4 18,0 — 24 + 0,0 — 33 + 3),
pged(18 — 24 + 6), pged(24 — 33 4 9),
pged(33 -9+ 18,33 - 04 27,33 -33+12)] =6 .
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