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Chapitre 0

Pr�eliminaires

Introduction

Ce chapitre passe en revue la th�eorie alg�ebrique de base des dio��des. Les r�esultats pr�esent�es sont

classiques, �a l'exception des questions d'inversibilit�e d'applications lin�eaires et de quelques ra�ne-

ments sur les familles g�en�eratrices minimales. L'id�ee qui est �a l'�uvre dans cette th�eorie est qu'�a

la di��erence des demi-anneaux g�en�eraux, les dio��des peuvent être munis d'une structure ordonn�ee

canonique. Il devient alors possible (i): d' �etudier les in�equations de type

x � ax� b (0:0:a)

�a l'aide de techniques de point �xe, et (ii): d'�etudier les in�equations de type

x� a � b; (0:0:b)

ax � b (0:0:c)

�a l'aide de la th�eorie de la r�esiduation. L'�etude des in�equations de type (i) est l'un des plus anciens

r�esultats connus sur ces structures [47]. L'op�eration \�" (�etoile de Kleene) est introduite �a cette

occasion, ainsi que la notion de rationalit�e. L'interpr�etation de l'�etoile en termes d'alg�ebre de

chemins est bri�evement rappel�ee. Elle jouera un rôle central dans la derni�ere partie (optimisation

des ressources). L'�etude des in�equations de type (ii) est une application assez directe de la th�eorie

de la r�esiduation, dite aussi th�eorie des correspondances de Galois dans les structures ordonn�ees. On

applique cette th�eorie au cas des dio��des, d�e�nissant les op�erations r�esidu�ees des lois de structure,

i.e. les di��erences et quotients r�esidu�es, dont on �etablit le formulaire. Ce formulaire est obtenu

en sp�ecialisant la th�eorie des demi-groupes r�esidu�es g�en�eraux, qui remonte �a Dubreil [30]. Nous

ferons dans la suite un usage constant de ces outils (�etoile et op�erations r�esidu�ees). Signalons en�n

que ces techniques permettent de r�esoudre �a peu pr�es exclusivement les �equations et in�equations

de type (0.0.a), (0.0.b) ou (0.0.c) (ainsi que leur duales). L'�etude des �equations g�en�erales du type

ax � b = cx � d requiert une th�eorie de la sym�etrisation qui sera d�evelopp�ee dans les chapitres

suivants.

1 Demi-anneaux et dio��des

1.0.1 D�e�nition (demi-anneau) On appelle demi-anneau un ensemble D muni d'une loi asso-

ciative (not�ee additivement \�"), commutative, d'�el�ement neutre ", et d'une loi associative (not�ee

multiplicativement \
"), d'�el�ement neutre e, telles que:
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(i) 8a; b; c 2 D, (a� b)
 c = (a
 c) � (b
 c)

(ii) 8a; b; c 2 D, c
 (a� b) = (c
 a) � (c
 b)

(iii) 8a 2 D; a
 " = " 
 a = ".

Si en outre � v�eri�e

a� a = a (1:0:a)

alors D est dit demi-anneau idempotent, ou dio��de. Si (Dnf"g;
) est un groupe, on quali�e (D;�;
)

de demi-corps. Un demi-corps dont l'addition v�eri�e (1.0.a) sera dit idempotent. Un demi-anneau

ou demi-corps sera dit commutatif lorsque le produit est commutatif. Un demi-anneau tel que

(a 6= " et ax = ay) =) x = y

(a 6= " et xa = ya) =) x = y

(1:0:b)

(i.e. les homoth�eties �a gauche et �a droite sont injectives) sera dit int�egre. On notera ordinairement

le produit a
 b par a:b ou ab.

1.0.2 Exemple (dio��de des bool�eiens) L'ensemble B := f"; eg, muni des lois � et 
 d�e�nies ci

dessous est un dio��de commutatif, dit dio��de des bool�eiens.

� " e

" " e

e e e


 " e

" " "

e " e

On notera que tout dio��de admet B comme sous-dio��de.

1.0.3 Exemple (alg�ebre (max;+)) L'ensemble R [ f�1g, muni du max (not�e additivement)

et de l'addition usuelle (not�e multiplicativement) est un demi-corps idempotent (on convient que

x+ (�1) = x pour tout x). On a dans cette structure 1
 1 = 2, 1
 0 = 1, 2� 3 = 3. On notera

R

max

ce demi-corps idempotent, traditionnellement

1

appel�e \alg�ebre (max;+)".

1.0.4 Exemple (alg�ebre (min;+)) L'ensemble R[ f+1g, muni du min (not�e additivement) et

de l'addition usuelle (not�e multiplicativement) est un demi-corps idempotent, isomorphe �a R

max

,

que l'on notera R

min

.

1.0.5 Exemple (dio��de des parties de R) L'ensemble des parties de R, muni de l'union et de

la somme vectorielle est un dio��de.

1.0.6 Exemple (dio��de libre et dio��de des langages) Rappelons qu'�etant donn�e un ensemble

de k lettres A = fa

1

; : : : ; a

k

g (alphabet), le mono��de libre form�e sur A est l'ensemble des mots

form�es d'un nombre �ni de lettres de A, y compris le mot vide not�e \ ", muni du produit de

concat�enation not�e \.". Etant donn�ees deux parties X; Y de A

�

(deux langages), on d�e�nit le

produit X:Y := fx:y j (x; y) 2 X � Y g. On a les deux dio��des suivants:

1/ (P

�nies

(A

�

);[; :), dio��de des langages �nis (parties �nies de A

�

) form�es sur l'alphabet A,

1

le terme \alg�ebre est �a prendre au sens g�en�eral (un ensemble muni d'une famille d'op�erations [9]), et n'a rien �a

voir avec les alg�ebres au sens usuel [12]
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2/ (P(A

�

);[; :), dio��de des langages quelconques form�es sur l'alphabet A.

Le dio��de P(A

�

) admet ; pour z�ero et f g pour unit�e. Il a P

�nies

(A

�

) pour sous-dio��de. On posera

�

i

:= fa

i

g. L'int�erêt de P

�nies

(A

�

) est d'être une r�ealisation du dio��de libre engendr�e par �

1

; : : : ; �

k

.

Pr�ecis�ement, on a la propri�et�e universelle suivante:

1.0.7 Proposition Pour tout dio��de D et tout k-uplet (x

1

; : : : ; x

k

) 2 D

k

, il existe un unique mor-

phisme de dio��de � : P

�nies

(A

�

)! D, tel que pour tout i 2 f1; : : : ; kg, �(�

i

) = x

i

.

Preuve de 1.0.7. � est n�ecessairement donn�e par

�(f g) = e

�(fa

i

1

: : : a

i

k

g) = �(fa

i

1

g) : : :�(fa

i

k

g) = �(�

i

1

) : : :�(�

i

k

) = x

i

1

: : : x

i

k

�(fw

1

; : : : ; w

r

g) = �(fw

1

g)� : : : �(fw

r

g) (1.0.c)

ce qui d�e�nit bien un morphisme de dio��de. �

1.0.8 Exemple (Dio��de des s�eries formelles, dio��de des polynômes) Soient A un alphabet

comme ci-dessus et D un dio��de. On appelle dio��de des s�eries formelles �a coe�cients dans D en

les ind�etermin�ees non commutatives a

i

l'ensemble des applications s du mono��de libre A

�

dans D,

muni des deux lois suivantes:

(s� s

0

)(w) := s(w)� s

0

(w); (s
 s

0

)(w) :=

M

w

1

w

2

=w

s(w

1

)
 s(w

2

) :

On notera DhhAii ce dio��de. En identi�ant a

i

et l'application �

a

i

: �

a

i

(w) = e si w = a

i

et " sinon,

on �ecrit formellement

s =

M

w2A

�

s(w)w :

On appelle polynôme une s�eries s telles que s(w) = " sauf peut-être pour un nombre �ni de mots.

L'ensemble des polynômes forme un sous-dio��de de DhhAii, que l'on notera DhAi. On observe que le

dio��de des polynômes �a coe�cients bool�eiens BhAi v�eri�e la propri�et�e universelle 1.0.7 avec �

i

= a

i

.

Il est donc isomorphe �a (P

�nies

(A

�

);[; :) d�e�ni en 1.0.6. L'isomorphisme n'est autre que l'application

support:

(BhAi;�;
) ! (P

�nies

(A

�

);[; :); s 7! supps := fw 2 A j s(w) 6= "g :

Si l'on remplace A

�

par le mono��de commutatif libre engendr�e par A, on obtient les dio��des des

polynômes et s�eries �a ind�etermin�ees commutatives, que l'on notera respectivement D[A] et D[[A]].

1.0.9 Exemple (N

pgcd

;N

ppcm

) L'ensemble N

�

[ f1g, muni du pgcd et du produit est un demi-

anneau idempotent (on convient que pgcd(x;1) = x et x:1 =1). On noteraN

pgcd

cette structure.

Si l'on consid�ere les deux lois ppcm et �, il faut adjoindre �a N

�

un �el�ement " v�eri�ant "� x = " et

"� x = x (et qui n'est donc ni 0 ni 1), pour obtenir un dio��de. On notera N

ppcm

cette structure.

1.0.10 Exemple (parties convexes de R

2

) On consid�ere l'ensemble des parties convexes de R

2

,

muni des deux op�erations suivantes:

A�B = conv(A [B)

A
B = A+B (somme vectorielle),
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o�u conv(U) d�esigne l'enveloppe convexe d'une partie U . On pr�etend qu'il s'agit d'un dio��de. La

seule propri�et�e non triviale �a v�eri�er est la distributivit�e, i.e.:

conv(A[ B) + C = conv[(A+ C) [ (B + C)] : (1:0:d)

Commen�cons par noter le fait suivant:

V convexe ) pour toute partie U , conv(U + V ) = conv(U) + V : (1:0:e)

En e�et, conv(U) + V est un convexe contenant U + V , donc conv(U) + V � conv(U + V ).

Inversement, tout �el�ement w de conv(U) + V s'�ecrit w =

P

n

i=1

�

i

u

i

+ v avec �

i

� 0;

P

n

i=1

�

i

=

1; u

i

2 U; v 2 V , d'o�u w =

P

n

i=1

�

i

(u

i

+ v) 2 conv(U + V ), ce qui montre (1.0.e). On a donc

conv(A [ B) + C = conv((A [ B) + C) = conv((A + C) [ (B + C)), d'o�u (1.0.d). On notera

convP(R

2

) le dio��de des convexes de R

2

.

1.0.11 Exemple (convexes compacts) L'ensemble des convexes compacts de R

2

forme un sous-

dio��de de convP(R

2

), que l'on notera convP

c

(R

2

). Le dio��de convP

c

(R

2

) est int�egre. Soit en e�et

l'application support d�e�nie par

�

?

A

(p) = sup

x2A

hp; xi pour p 2 R

2

qui, par compacit�e de A, est �nie. On a �

?

A+B

= �

?

A

+ �

?

B

(v�eri�cation imm�ediate), et l'on rappelle

que les convexes ferm�es sont caract�eris�es par leur support. Si A + B = C, B est l'unique convexe

de fonction support �

?

B

= �

?

C

� �

?

A

. Il s'ensuit donc que l'application B 7! A + B est injective, et

donc que convP

c

(R

2

) est int�egre.

1.0.12 Exemple (Dio��de des relations) Soit E un ensemble et R(E) l'ensemble des relations

sur E. R(E), muni des deux lois suivantes:

R�R

0

: x (R� R

0

) y ssi x R y ou x R

0

y;

R
 R

0

: x (R
 R

0

) y ssi 9z 2 E x R z et z R

0

y

est un dio��de.

1.0.13 Avertissement La traduction anglaise de demi-anneau (resp. demi-corps) est \semiring"

(resp. \semi�eld").

1.0.14 Note historique Kuntzmann ainsi que Gondran & Minoux [47], �a qui le terme \dio��de"

doit sa fortune, appellent en r�ealit�e dio��des les demi-anneaux g�en�eraux. A la suite de Cohen, Dubois,

Quadrat et Viot [17], nous pr�ef�erons r�eserver le terme de dio��de aux demi-anneaux v�eri�ant a�a = a,

tout d'abord pour ne pas faire double emploi avec le terme \demi-anneau" ou \semiring", et ensuite

parce que l'idempotence permet d'ordonner les dio��des et produit une th�eorie sp�eci�que plus riche

que celle des demi-anneaux.

2 Dio��des et structures ordonn�ees

2.1 L'ordre naturel d'un dio��de

Dans un dio��de (D;�;
), on d�e�nit la relation d'ordre naturelle � par:

a � b, a� b = b : (2:1:a)
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Cette relation d'ordre est compatible avec les lois de structure de D, i.e.:

a � b) a� c � b� c

a � b) ac � bc :

(D;�) est ainsi un demi-treillis dans lequel la borne-sup est donn�ee par � (a� b est le plus petit

majorant de a; b), o�u " est le plus petit �el�ement.

2.1.1 Exemple Dans R

max

(cf. 1.0.3), la relation � co��ncide avec l'ordre coutumier. Dans R

min

(cf. 1.0.4), on a x � y ssi min(x; y) = y, et donc � est l'ordre dual de l'ordre usuel (par exemple,

2 � 3).

2.1.2 Remarque Les deux propri�et�es 1.0.1,(i) et (ii) expriment que (D;
) est un demi-groupe

demi-r�eticul�e.

2.1.3 D�e�nition (Ensemble ordonn�e complet) On dit que l'ensemble ordonn�e (D;�) est com-

plet si toute partie A de D admet une borne-sup, que l'on notera indi��eremment

_

A ou

_

a2A

a :

Lorsque (D;_;^) est un treillis, on dira que D est un treillis complet lorsque toute partie admettra

une borne-sup et une borne-inf.

On notera > =

W

D le plus grand �el�ement de D.

Lorsque qu'il s'agit de l'ordre naturel d'un dio��de, on notera la borne-sup

L

au lieu de

W

.

2.1.4 D�e�nition (ensembles descendants, id�eaux, �ltres) On dira que l'ensemble S � D est

descendant

2

si x 2 S et y � x entrâ�nent y 2 S. Si en outre, pour tous a; b 2 S, a� b 2 S, on dira

que S est un id�eal. Si S est un id�eal pour l'ordre dual, on dira que S est un �ltre.

Etant donn�e une partie P , on notera

#(P ) = fx 2 D j 9p 2 P; x � pg =

[

p2P

#(fpg) :

Il s'agit du plus petit ensemble descendant contenant P . Les ensembles descendants de D, muni de

l'union et de l'intersection forment clairement un treillis complet.

2.1.5 Treillis des id�eaux L'ensemble des id�eaux, muni des deux lois

I ^ J = I \ J; I _ J =

\

K id�eal, K�I;J

K ; (2:1:b)

est un treillis complet. On note que pour x 2 D, #(fxg) est un id�eal. Les id�eaux de cette forme

seront appel�es principaux. On les notera plus simplement #(x).

2

le terme anglais est \lower set", cf. [43]
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2.1.6 D�e�nition (Dio��de complet) Le dio��de D est complet s'il est complet en tant qu'ensemble

ordonn�e par (2.1.a) et s'il v�eri�e les deux propri�et�es suivantes, dites de \distributivit�e in�nie":

8A � D; 8b 2 D;

(

L

a2A

a)b =

L

a2A

ab

b(

L

a2A

a) =

L

a2A

ba :

Il en r�esulte imm�ediatement que

(

M

a2A

a)(

M

b2B

b) =

M

(a;b)2A�B

ab : (2:1:c)

2.1.7 Exemple (dio��de compl�et�e de R

max

) R[f�1g, muni du max et du +, avec la convention

(+1) + (�1) = �1, est un dio��de complet que l'on notera R

max

.

2.1.8 Exemple L'ensemble des applications de R dans R[ f�1g, muni du max point par point

et du produit de sup-convolution d�e�ni par:

(f 
 g)(t) = sup

x2R

[f(t� x) + g(x)]

(avec (+1) + (�1) = �1) est un dio��de complet que l'on notera R

R

max

. L'�el�ement neutre pour le

produit est la fonction e donn�ee par e(t) = �1 si t 6= 0 et e(0) = 0.

2.1.9 Exemple (ordre des relations) Pour le dio��de R(E) des relations sur E d�e�ni en 1.0.12,

on a R � R

0

ssi xRy entrâ�ne xR

0

y, i.e. ssi R est plus �ne que R

0

.

2.1.10 Remarque Un demi-corps idempotent non trivial n'a pas de plus grand �el�ement, et en

particulier n'est pas complet. Soit en e�et 1 plus grand �el�ement d'un demi-corps idempotent D.

On a 1:1 � 1:e =1, et en simpli�ant 1 = e. Ainsi, tout x non nul v�eri�e

x � e (2:1:d)

D'o�u en passant aux inverses x

�1

� e. L'autre in�egalit�e s'obtient en appliquant (2.1.d) �a x

�1

, d'o�u

x = e et D = f"; eg.

2.1.11 Int�egration idempotente de Maslov On notera, �a la suite de Maslov [67],

	

Z

i2I

a

i

:=

M

i2I

a

i

par analogie avec l'int�egrale usuelle. On a en particulier la r�egle de Fubini:

	

Z

[

k2I

fkg�J(k)

a

ij

= 	

Z

i2I

	

Z

j2J(i)

a

ij

qui n'est autre que l'associativit�e de la borne sup. L'in�nie distributivit�e du produit se r�e�ecrit

c


�

	

Z

i2I

a

i

�

= 	

Z

i2I

c
 a

i

:



2. Dio��des et structures ordonn�ees 27

2.2 Inf-dio��des

2.2.1 D�e�nition Le dio��de D est un inf-dio��de si pour tous �el�ements a; b 2 D, a et b admettent

une borne-inf pour l'ordre naturel (not�ee a ^ b).

En d'autres termes, l'ensemble ordonn�e sous jacent �a un inf-dio��de est un treillis. Les deux faits

suivants sont bien classiques:

2.2.2 Proposition Un demi-corps idempotent est un inf-dio��de.

Preuve On v�eri�e en e�et que la borne-inf est donn�ee par a ^ b = b(a� b)

�1

a. �

2.2.3 Proposition Un dio��de complet est un inf-dio��de.

Preuve La loi ^, donn�ee par

a ^ b =

_

fx j x � a et x � bg;

fait alors de (D;_;^) un treillis complet. �

2.2.4 Exemple Le dio��de B [X ] des polynômes �a coe�cients bool�eiens en une ind�etermin�ee X

est un exemple d'inf-dio��de qui n'est ni complet (consid�erer

L

k2N

X

k

62 B [X ]), ni un demi-corps

idempotent (par exemple, (e�X)(e�X

2

) = (e �X)(e�X �X

2

), ce qui montre que le produit

n'est pas simpli�able).

2.2.5 Remarque Dans le cas d'un demi-corps idempotent, on a en outre (cf. [30, 8]) que la borne-

inf distribue par rapport au produit:

(a ^ b)c = ac ^ bc; c(a^ b) = ca^ cb : (2:2:a)

Le groupe (D n f"g;
) est donc r�eticul�e.

2.2.6 Note Nous avons choisi le terme \inf-dio��de" plutôt que \dio��de r�eticul�e", car on n'exige pas

que la borne-inf distribue par rapport au produit, ce qui est le cas dans un \demi-groupe r�eticul�e".

2.2.7 Note Le lecteur pourrait se demander pourquoi ci-dessus et dans la suite, on consid�ere des

dio��des non complets, ce qui oblige �a introduire la classe des inf-dio��des et complique l�eg�erement le

discours. Il est en fait essentiel pour les d�eveloppements alg�ebriques ult�erieurs de prendre en compte

des dio��des non complets (typiquement des demi-corps). En particulier, les r�esultats de sym�etrisation

exigent que la structure multiplicative soit \presque" un groupe, ce qui est incompatible avec la

compl�etion.

2.3 Continuit�e

2.3.1 D�e�nition (Fonctions croissantes continues) Soit f une application croissante (E;�)

! (F;�). f est continue si pour toute partie X � E admettant une borne-sup, on a:

f(

_

x2X

x) =

_

x2X

f(x) (2:3:a)
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Pour une application croissante, il est trivial que f(

W

x2X

x) �

W

x2X

f(x). Ainsi, (2.3.a) est

�equivalente �a:

f(

_

x2X

x) �

_

x2X

f(x) : (2:3:b)

2.3.2 Remarque Pour une fonction croissante R! R, la continuit�e au sens de 2.3.1 n'est autre

que la semi-continuit�e inf�erieure usuelle. En e�et, pour f croissante, on a

lim inf

x!x

0

f(x) = sup

x�x

0

f(x)

et donc (2.3.b) est �equivalent �a f(x

0

) � lim inf

x!x

0

f(x).

2.3.3 Remarque Dans [43], on examine sous quelles conditions la notion de continuit�e 2.3.1 rel�eve

d'une topologie, dite topologie de Scott.

2.3.4 Remarque Les lois de structure d'un dio��de complet sont continues. En e�et, la condition

d'in�nie distributivit�e (2.1.c) n'est rien d'autre que la continuit�e du produit. La somme dans un

dio��de complet est trivialement continue.

2.3.5 Exemple (Dio��de complet libre �a k g�en�erateurs) Le dio��de des langages (P(A

�

);[; :)

sur un alphabet A = fa

1

; : : : ; a

k

g (cf. 1.0.6) est le dio��de complet libre �a k g�en�erateurs �

1

=

fa

1

g; : : : ; �

k

= fa

k

g, i.e. l'unique dio��de complet (�a un isomorphisme continu pr�es) tel que pour tout

dio��de complet D

0

et tout k-uplet (x

1

; : : : ; x

k

), on ait un unique morphisme continu � : P(A

�

)! D

0

avec �(�

i

) = x

i

. La preuve est analogue �a celle de 1.0.7 en remarquant que � est d�e�ni par continuit�e

de mani�ere unique pour les langages in�nis.

2.3.6 Remarque Le dio��de des s�eries formelles �a coe�cients bool�eiens BhhAii d�e�ni en 1.0.8 v�eri�e

la propri�et�e universelle caract�eristique du dio��de complet libre �enonc�ee ci-dessus. Il est donc iso-

morphe �a (P(A

�

);[; :), l'isomorphisme �etant l'application support (cf. 1.0.8).

3 Modulo��des

3.1 G�en�eralit�es

3.1.1 D�e�nition (Demi-module, modulo��de) Soit D un demi-anneau. On appelle demi-mo-

dule (�a gauche) sur D un demi-groupe additif (V;�) muni d'une loi de composition externe \."

D � V ! V v�eri�ant:

(i) (��):u = �:(�:u)

(ii) (�� �):u = �:u� �:u

(iii) �:(u� v) = �:u� �:v

(iv) "

D

:u = "

V

(v) e:u = u .

Un demi-module sur un dio��de est appel�e modulo��de.
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On notera comme de coutume �u pour �:u. On observe que (iv) entrâ�ne �:"

V

= �"

D

:u = "

D

:u = "

V

,

pour tout � 2 D.

3.1.2 Proposition L'addition d'un modulo��de est idempotente.

Preuve u� u = eu � eu = (e� e)u = eu = u �

On peut donc ordonner canoniquement un modulo��de par u � v , u�v = v. Un modulo��de est dit

complet si l'ensemble ordonn�e sous-jacent est complet et si en outre les propri�et�es de distributivit�e

(ii) et (iii) s'�etendent aux sommes in�nies.

3.1.3 Remarque La condition de distributivit�e in�nie est �equivalente �a

D � V ! V; (�; u) 7! �u continue.

3.1.4 D�e�nition (Application Lin�eaire) Soient V; V

0

deux D-demi-modules, et f : V ! V

0

.

L'application f est dite lin�eaire �a gauche si

(i) f(u� v) = f(u)� f(v),

(ii) f(�u) = �f(u).

On notera L(V; V

0

) l'ensemble de ces applications.

Une application lin�eaire v�eri�e donc

f(") = " ;

comme il r�esulte de (ii) avec � = " et u quelconque. L'ensemble des applications lin�eaires d'un

modulo��de V dans lui même, muni de la somme et du produit de composition est un dio��de. On le

notera L(V ). Si V est un modulo��de complet, l'ensemble des applications lin�eaires continues de V

dans V est lui même un dio��de complet. On le notera L(V ).

3.1.5 Exemple (Fonctions r�eelles) L'ensemble des fonctions de Rdans R[f�1g,muni du max

point par point et de la loi de composition externe R

max

� V ! V d�e�nie par 8t 2 R; (�u)(t) =

�+ u(t) est un modulo��de sur R

max

. On le notera R

R

max

.

3.1.6 Exemple (Applications croissantes) L'ensemble des applications croissantes de R dans

R[ f�1g est un sous-modulo��de de R

R

max

.

3.1.7 Exemple (Fonctions concaves scs) L'ensemble des fonctions concaves de R dans R est

un sous-modulo��de complet de R

R

min

(l'inf de fonctions concaves est concaves, idem pour les fonctions

scs).

3.1.8 Familles g�en�eratrices, familles libres, bases Etant donn�ee une famille fu

i

g

i2I

de vec-

teurs d'un D-modulo��de V , on notera vecthu

i

i

i2I

le modulo��de des vecteurs combinaisons lin�eaires

d'un nombre �ni de u

i

. Si vecthu

i

i

i2I

= V , la famille est dite g�en�eratrice. Un modulo��de est dit

de type �ni s'il admet une famille g�en�eratrice �nie. Si un vecteur v 2 vecthu

i

i s'�ecrit de mani�ere

unique comme

P

i

�

i

u

i

, la famille est dite libre. Une famille libre et g�en�eratrice est une base.
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3.1.9 Contre exemple (Moller, [72]). Voici un sous modulo��de de R

2

max

qui n'est pas de type �ni:

M = f(x; y) j x � yg [ f("; ")g :

3.1.10 Contre exemple Soit le sous modulo��de de B

2

V = vecthu

1

; u

2

i o�u u

1

=

"

e

e

#

; u

2

=

"

e

"

#

:

La famille fu

1

; u

2

g est g�en�eratrice minimale (i.e. toute sous famille stricte engendre un sous mod-

ulo��de strict). Cependant, on a eu

1

� eu

2

= eu

1

, ce qui montre que la famille fu

1

; u

2

g n'est pas

libre.

Cet exemple sugg�ere que l'existence de bases est un ph�enom�ene \rare" dans les modulo��des. Cette

raret�e sera pr�ecis�ee ult�erieurement par l'�etude des matrices inversibles (cf. x6).

3.2 Familles g�en�eratrices minimales

3.2.1 D�e�nition (Redondance) Le vecteur u

j

de la famille fu

i

g

i2I

est dit redondant si

u

j

2 vecthu

i

i

i 6=j

:

Une famille dont un vecteur est redondant est dite redondante.

3.2.2 D�e�nition (Base faible) On appelle base faible de V une famille g�en�eratrice minimale.

Il est clair qu'une famille g�en�eratrice est minimale ssi elle est non redondante. En outre, �etant

donn�e une famille g�en�eratrice �nie, on obtient une famille g�en�eratrice minimale apr�es suppression

�eventuelle de vecteurs redondants. En r�esum�e:

3.2.3 Observation Tout modulo��de de type �ni admet une famille g�en�eratrice minimale.

On peut calculer cette famille g�en�eratrice minimale pour peu que l'on sache d�eterminer les vecteurs

redondants. Nous aurons besoin pour cela de certains r�esultats de r�esiduation, et nous reportons

l'�etude �a la section x5.5 de ce chapitre.

4 Equations implicites lin�eaires dans les dio��des complets

4.1 G�en�eralit�es

Dans les dio��des complets, les �equations lin�eaires du type x = ax� b se r�esolvent trivialement:

4.1.1 Proposition L'in�equation x � ax�b dans un dio��de complet admet une plus petite solution,

�egale �a a

�

b, o�u a

�

est d�e�nie par:

a

�

=

M

n2N

a

n

:

En outre, x = a

�

b r�ealise l'�egalit�e dans x � ax� b.
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Preuve On a par une induction imm�ediate

x � (e� a � : : :� a

n

)b� a

n+1

x; (4:1:a)

d'o�u x � (e�a�: : :�a

n

)b pour tout n, d'o�u x � a

�

b. L'�egalit�e r�esulte de la propri�et�e de distributivit�e

in�nie 2.1.6. �

4.1.2 Application L'ensemble des endomorphismes continus d'un modulo��de complet V , muni de

la somme et du produit forme un dio��de complet. Soit f 2 L(V ). La plus petite solution de

g � f�g � Id

est donn�ee par g = f

�

4.1.3 G�en�eralisation Soit f un endomorphisme continu d'un modulo��de complet V . Le plus petit

vecteur x 2 V solution de x � f(x)� b est donn�e par x = f

�

(b) et satisfait l'�egalit�e.

4.1.4 Exemple Soit f(x) := axb. Il r�esulte imm�ediatement de 4.1.2 que la plus petite solution de

x � axb� c est donn�ee par x = a

�

cb

�

= f

�

(c).

4.1.5 Notation L'op�eration \plus" d�eriv�ee de l'�etoile sera utile:

a

+

:= a� a

2

� : : :� a

n

� : : := aa

�

= a

�

a : (4:1:b)

On a

e� a

+

= a

�

: (4:1:c)

Nous �etablissons ci-apr�es les propri�et�es de base des op�erations �etoile et plus.

4.1.6 Proposition Dans un dio��de complet D, on a:

(i) (a

�

)

�

= a

�

,

(ii) (a

+

)

�

= a

�

,

(iii) (a� b)

�

= (a

�

b)

�

a

�

,

(iv) (a� b)

�

= b

�

(ab

�

)

�

,

(v) a

�

= a

�

a

�

.

(vi) (ab

�

)

+

= a(a� b)

�

(vii) (ab

�

)

�

= e� a(a� b)

�

En outre, lorsque D est commutatif:

(viii) (a� b)

�

= a

�

b

�

Preuve (i).x � ax� e entrâ�ne x � a(ax� e)� e � a

2

x� e et plus g�en�eralement x � a

n

x� e, soit

en sommant x � a

�

x � e. On en d�eduit que la plus petite solution de x � ax� e, i.e. a

�

, est plus

grande que la plus petite solution de x � a

�

x� e, i.e. (a

�

)

�

. Par ailleurs, trivialement, a

�

� (a

�

)

�

,

d'o�u l'�egalit�e.
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(ii): a

�

� (a

+

)

�

� (a

�

)

�

= a

�

(par (i)).

(iii),(iv): par 4.1.1, les propositions suivantes sont �equivalentes:

x � (a� b)

�

x � ax� bx� e

x � a

�

bx� a

�

x � (a

�

b)

�

a

�

:

La formule (iii) en r�esulte. (iv) s'obtient dualement en rempla�cant ax � bx par xa � xb dans la

preuve ci-dessus.

(v): par (iii), a

�

= (a� a)

�

= (aa

�

)

�

a

�

= (a

+

)

�

a

�

= a

�

a

�

(par (ii)).

(vi) Via (iv), a(a� b)

�

= ab

�

(ab

�

)

�

= (ab

�

)

+

.

(vii): r�esulte de (vi) et de la formule (4.1.c) ci-dessus.

(viii): On a alors pour k � 1: (a

�

b)

k

= (a

�

)

k

b

k

= a

�

b

k

(par (v)). D'o�u (a � b)

�

= (a

�

b)

�

a

�

=

(e�

L

k�1

a

�

b

k

)a

�

= a

�

�

L

k�1

a

�

b

k

= a

�

b

�

. �

4.1.7 Exemple Dans R

max

, on a a

�

= +1 si a > 0 et a

�

= 0 sinon.

4.1.8 Exemple Dans le dio��de des relations d�e�ni en 1.0.12, on a R

�

= e�R�R

2

� : : :. Il s'agit de

la fermeture r�e
exive transitive de R (i.e. la plus �ne relation r�e
exive et transitive plus grossi�ere

que R).

4.1.9 Exemple Soit A un alphabet, et l 2 A. Dans P(A

�

), on a flg

�

= f ; l; ll; lll; : : :g. On

observera que la notation A

�

pour le mono��de libre form�e sur A est consistante (on a A

�

= f g [

A[A:A [ : : :). A

�

s'interpr�ete comme l'ensemble des mots form�es sur A, et A

+

comme l'ensemble

des mots de longueur au moins 1.

4.2 Equations implicites matricielles et interpr�etation combinatoire

La Proposition 4.1.1 s'�etend au cas matriciel (A 2 D

n�n

et b 2 D

n�p

). Classiquement, le calcul des

�etoiles de matrices se r�eduit aux calcul d'�etoiles de scalaires via une �elimination de Gauss. On a

par exemple l'algorithme suivant, fort simple (cf. Backhouse & Carre [4], Gondran & Minoux [47]):

4.2.1 Algorithme (de Jordan) Soit A une matrice n� n �a coe�cients dans un dio��de complet,

et A

(0)

; : : : ; A

(n)

les matrices d�e�nies par:

A

(0)

= A

pour i; j = 1; : : : ; n A

(k)

ij

= A

(k�1)

ij

�A

(k�1)

ik

(A

(k�1)

kk

)

�

A

(k�1)

kj

: (4.2.a)

On a A

(n)

= A

+

.

Le terme A

(k�1)

kk

sera quali��e de k-i�eme pivot par analogie avec l'algorithme de Gauss usuel.

Preuve Soient a

ij

n

2

lettres. Nous introduisons la matrice g�en�erique

A : A

ij

= a

ij

:

Il su�t de montrer le r�esultat pour la matrice g�en�erique en raisonnant dans le dio��de complet libre

Bhha

ij

ii engendr�e par les lettres a

ij

. (cf. 2.3.5). La preuve repose sur l'interpr�etation des s�eries en

termes d'ensembles de chemins du graphe associ�e �a la matrice A (voir aussi [85]).
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4.2.2 D�e�nition (Chemin) On appelle chemin de longueur k de j �a i un mot de la forme

p = a

i

1

i

2

a

i

2

i

3

: : :a

i

k�1

i

k

avec

3

i

i

= i et i

k

= j.

On dira que le chemin passe �eventuellement par I si i

2

; : : : ; i

k�1

2 I (mais tous les i 2 I ne sont

pas forc�ement atteints). Le coe�cient a

ij

s'interpr�ete comme le chemin de longueur 1 allant de j �a

i. nous renvoyons le lecteur �a [4, 47] pour une preuve alg�ebrique de l'algorithme de Jordan. Nous

le d�eduisons d'une interpr�etation combinatoire de l'�elimination de Gauss, qui nous sera utile dans

la suite.

4.2.3 Lemme A

(k)

ij

est �egal �a la somme des chemins de longueur au moins 1 de j �a i passant

�eventuellement par les sommets 1; : : : ; k.

Preuve par r�ecurrence. Dans (4.2.a), le second terme A

(k�1)

ik

(A

(k�1)

kk

)

�

A

(k�1)

kj

s'interpr�ete comme

la somme des chemins de j �a k puis de k �a k, puis de k �a i, ces chemins passant par ailleurs

�eventuellement par 1; : : : ; k� 1, soit la somme des chemins de j �a i passant au moins une fois par

k et �eventuellement par 1; : : : ; k� 1. Les chemins ne passant pas par k ont �et�e d�ej�a �enum�er�es dans

le premier terme de (4.2.a). La r�ecurrence en r�esulte. �

Finalement, A

(n)

ij

est �egal �a la somme des chemins de longueur au moins 1 de j �a i, i.e. A

(n)

ij

= A

+

ij

.

Cela ach�eve la preuve de 4.2.1. �

On a les deux cons�equences imm�ediates suivantes:

4.2.4 Corollaire L'�etoile du k-i�eme pivot A

(k�1)

kk

est �egale �a la somme des circuits passant par k

et �eventuellement par les sommets 1; : : : ; k� 1.

4.2.5 Corollaire La somme des �etoiles des pivots est �egale �a la somme des circuits du graphe. La

somme des pivots est sup�erieure aux circuits �el�ementaires de longueur au moins 1.

4.2.6 Exemple (Enum�eration des chemins) On illustre l'algorithme de Jordan 4.2.1 sur le

graphe �a 2 sommets repr�esent�e sur la Figure 0.1. Soit

1

2

a

11

a

22

a

21

a

12

Figure 0.1: Enum�eration des chemins

A =

"

a

11

a

12

a

21

a

22

#

;

3

Noter que le chemin se lit de la droite vers la gauche.
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la matrice A

+

repr�esente alors les chemins non triviaux du graphe. On a en appliquant 4.2.1:

X = A

+

=

"

a

+

11

� a

�

11

a

12

(a

22

� a

21

a

�

11

a

12

)

�

a

21

a

�

11

a

�

11

a

12

(a

22

� a

21

a

�

11

a

12

)

�

(a

22

� a

21

a

�

11

a

12

)

�

a

21

a

�

11

(a

22

� a

21

a

�

11

a

12

)

+

#

; (4:2:b)

et en d�eveloppant A

+

22

A

+

22

= a

22

� a

21

a

12

� a

21

a

11

a

12

� a

22

a

21

a

12

� a

21

a

12

a

22

� : : :

ce qui est bien l'ensemble des chemins de 2 �a 2.

La notion suivante nous sera utile dans la suite.

4.2.7 Chemins commutatifs Nous dirons que p 2 B [[a

ij

]] est un chemin commutatif de j �a i

si c'est l'image commutative d'un chemin p

0

2 Bhha

ij

ii. D�e�nition analogue pour les circuits. Par

exemple, a

12

a

13

a

21

est un chemin commutatif de 1 �a 3 car a

12

a

21

a

13

est un chemin de 1 �a 3. L'int�erêt

d'un chemin commutatif tient au fait imm�ediat suivant:

4.2.8 Lemme Un chemin p commutatif de j �a i se factorise sous la forme

p = p

0

c

n

1

1

: : : c

n

l

l

;

o�u p est un chemin �el�ementaire de j �a i et les c

i

sont des circuits �el�ementaires.

4.2.9 Exemple Le chemin non commutatif de 7 �a 6, p = a

61

a

12

a

24

a

41

a

13

a

32

a

21

a

17

peut s'�ecrire

p = p

0

c

1

c

2

, avec p

0

= a

61

a

17

et c

1

= a

12

a

24

a

41

, c

2

= a

13

a

32

a

21

ou bien p = p

0

c

0

1

c

0

2

, avec c

0

1

= a

12

a

21

et c

0

2

= a

24

a

41

a

13

a

32

.

5 R�esiduation

Une r�ef�erence de base est Blyth et Janowitz [11]. Les applications r�esiduables sont parfois appel�ees

correspondances de Galois (cf. Remarque 5.1.9 ci-dessous).

5.1 Applications r�esiduables

5.1.1 Proposition Soient E et F deux ensembles ordonn�es, et f : E ! F une application crois-

sante. Les deux propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) il existe g : F ! E croissante, telle que f�g � Id

E

et g�f � Id

F

,

(ii) pour tout y appartenant �a F , l'ensemble ft 2 E j f(t) � yg admet un plus grand �el�ement.

Preuve Supposons (i). Si f(t) � y, t � g�f(t) � g(y). De plus, f�g(y) � y ce qui montre que g(y)

est le plus grand �el�ement de ft 2 E j f(t) � yg. R�eciproquement, l'application g : y 7! maxft 2

E j f(t) � yg v�eri�e (i). �

5.1.2 D�e�nition Une application croissante f est dite r�esiduable si et seulement si elle v�eri�e les

conditions de la proposition 5.1.1. L'application f

"

ainsi d�e�nie:

y 7! f

"

(y) = maxft 2 E j f(t) � yg (5:1:a)

est appel�ee application r�esidu�ee de f .



5. R�esiduation 35

On note Res

"

(E; F ) l'ensemble des applications r�esiduables de E dans F . On dira que f , croissante,

est dualement r�esiduable si elle v�eri�e les deux conditions �equivalentes:

(iii) Il existe g : E ! F croissante, telle que f�g � Id

E

et g�f � Id

F

(iv) Pour tout y appartenant �a F , l'ensemble ft 2 E j f(t) � yg admet un plus petit �el�ement.

L'on notera alors

f

#

(y) = minft 2 E j f(t) � yg; (5:1:b)

appel�ee r�esidu�ee duale de f . L'ensemble des applications dualement r�esiduables de E dans F sera

not�e Res

#

(E; F ).

5.1.3 Proposition L'application f 7! f

"

est un bijection d�ecroissante de (Res

"

(E; F );�) dans

(Res

#

(F;E);�).

Preuve En comparant (i) et (iii), il est clair que f est la r�esidu�ee duale de f

"

. �

Voici quelques exemples bien connus d'applications r�esidu�ees:

5.1.4 Exemple (image r�eciproque) Etant donn�e une application f : A ! B, l'application as-

soci�ee '

f

: (P(A);�) ! (P(B);�); '

f

(X) = f(X) est r�esiduable. On a '

"

f

(Y ) = f

�1

(Y ) (image

r�eciproque de Y par f).

5.1.5 Exemple (conjugu�ee convexe) La transform�ee de Fenchel

F :

�

(R[ f�1g)

R

;�

�

!

�

(R[ f�1g)

R

;�

�

;Ff(p) = sup

x2R

[px� f(x)];

est r�esiduable (noter le renversement de l'ordre entre les ensembles de d�epart et d'arriv�ee), et l'on

a F

"

= F .

5.1.6 Exemple (partie enti�ere) L'injection canonique (Z;�)! (R;�) est r�esiduable. Elle ad-

met pour r�esidu�ee l'application \partie enti�ere".

5.1.7 Exemple (orthogonal) Munissons R

n

du produit scalaire usuel. L'application

(P(R

n

);�)! (P(R

n

);�); X 7! X

?

= fy 2 R

n

j 8x 2 X; x:y = 0g

est r�esiduable.

Un certain nombre de propri�et�es s'�etablissent imm�ediatement:

5.1.8 Proposition Pour toutes f; f

i

; g 2 Res

"

(E; F ), on a:

(i) f�f

"

�f = f

(ii) f

"

�f�f

"

= f

"

(iii) (f�g)

"

= g

"

�f

"

(iv) (f _ g)

"

= f

"

^ g

"

.

(v) Si E et F sont des treillis complets, on a (

W

i

f

i

)

"

=

V

i

f

"

i

.
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Preuve (i): f = f�Id

E

� f�(f

"

�f) = (f�f

"

)�f � Id

F

�f = f . D�emonstration analogue pour (ii).

(iii): (f�g)�(g

"

�f

"

) = f�(g�g

"

)�f

"

� f�Id�f

"

� Id. L'autre �egalit�e de 5.1.1,(i) se montre de mani�ere

analogue.

(iv): on d�ecompose t 7! f(t) _ g(t) comme le produit des applications suivantes:

E

'

1

! E

2

E

2

'

2

! F

2

F

2

'

3

! F

t 7! (t; t) (u; v) 7! (f(u); g(v)) (x; y) 7! x _ y

et l'on applique (iii) en remarquant que les applications r�esidu�ees associ�ees �a cette d�ecomposition

sont donn�ees par:'

"

1

((x

0

; y

0

)) = x

0

^ y

0

, '

"

2

(u

0

; v

0

) = (f

"

(u

0

); g

"

(v

0

)), '

"

2

(t

0

) = (t

0

; t

0

). On a ainsi:

(f _ g)

"

= ('

3

�'

2

�'

1

)

"

= '

"

1

�'

"

2

�'

"

3

= f

"

^ g

"

. Preuve identique pour (v). �

5.1.9 Remarque Il faut bien noter ici le renversement de l'ordre entre les ensembles de d�epart

et d'arriv�ee dans 5.1.7. Certains auteurs [43] appellent correspondances de Galois les applications

r�esiduables g�en�erales, d'autres plus classiques, comme Ore [78], r�eservent cette d�enomination �a la

donn�ee de deux applications d�ecroissantes f : E ! F et g : F ! E telles que f�g � Id et g�f � Id,

ce qui est une g�en�eralisation imm�ediate de la correspondance de Galois usuelle [90]. La notion de

correspondance de Galois au sens de Ore et la notion d'application r�esiduable co��ncident donc �a un

renversement de l'ordre pr�es sur l'un des deux ensembles. L'int�erêt de ce renversement est manifeste

dans la formule (iii) ci-dessus: la compos�ee de deux applications croissantes est croissante, et l'on

peut donc composer les applications r�esiduables, ce qui n'est pas le cas pour des correspondances

de Galois.

5.1.10 Proposition Soient (E;�) et (F;�) deux ensembles ordonn�es complets de plus petits

�el�ements respectifs "

E

et "

F

. Une application croissante f : (E;�) ! (F;�) est r�esiduable si

et seulement f est continue et f("

E

) = "

F

.

Preuve Si f est r�esiduable, l'ensemble fx j f(x) � "g admet un plus grand �el�ement x

0

et par

croissance de f , f(") � f(x

0

) � ". L'autre in�egalit�e est triviale. Montrons que f est alors continue.

On a pour toute partie X de E f(

W

x2X

x) �

W

x2X

f(x) (par croissance de f). En outre:

f(

_

x2X

x) � f(

_

x2X

f

"

�f(x)) � f�f

"

(

_

x2X

f(x)) �

_

x2X

f(x);

ce qui montre que f est continue. R�eciproquement, si f(") = ", pour tout y 2 F , l'ensemble

X = fx j f(x) � yg est non vide. En outre, par continuit�e de f , f(

W

x2X

x) =

W

x2X

f(x) et donc

X admet un plus grand �el�ement, ce qui satisfait la condition 5.1.1,(ii). �

5.1.11 D�e�nition On appelle fermeture une application croissante � : E ! E, telle que ��� = �

et � � Id.

5.1.12 Proposition Une fermeture r�esiduable � v�eri�e (i): � = �

"

�� et (ii): � = ���

"

.

Preuve � = Id�� � ���

"

�� � �

"

�� = �

"

���� � Id��. Preuve duale pour (ii). �

5.1.13 D�e�nition (Ferm�es) Si f est r�esiduable, f

"

�f est une fermeture, et l'on appelle ferm�es

les �el�ements de la forme f

"

�f(x).

On d�e�nit de mani�ere analogue une fermeture duale, et l'on constate que f est une bijection de

l'ensemble des ferm�es sur l'ensemble des ferm�es duaux.
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5.1.14 Exemple Pour les exemples d�ej�a trait�es, les ferm�es sont respectivement 5.1.5: les fonctions

convexes sci ne prenant jamais la valeur �1 ou la prenant identiquement (cf. [2]), 5.1.6: les nombres

entiers, 5.1.7: les sous espaces vectoriels de R

n

.

5.1.15 Lemme (de projection) Soit E un ensemble ordonn�e complet et F un sous ensemble

complet de E contenant l'�el�ement minimal de E, ". L'injection { : F ! E est r�esiduable.

L'application r�esidu�ee pr

F

= {

"

v�eri�e:

(i) pr

F

�pr

F

= pr

F

,

(ii) pr

F

� Id

E

,

(iii) x 2 F , pr

F

(x) = x.

Preuve La r�esiduabilit�e de { r�esulte de 5.1.10. (i): {

"

�{

"

= ({�{)

"

= {

"

. (ii): pr

F

= {�pr

F

= {�{

"

� Id.

(iii): si x 2 F , alors x = {(x), donc pr

F

(x) = pr

F

�{(x) � x. L'autre in�egalit�e est donn�ee par (ii). La

r�eciproque est triviale. �

Les propri�et�es (i) et (ii ) a�rment que pr

F

est une fermeture duale, la propri�et�e (iii) a�rme

que les ferm�es duaux sont les �el�ements de F .

5.1.16 Exemple Soit E = R

R

, F = Croiss(R;R) sous ensemble complet des fonctions croissantes.

Par application de 5.1.15 au sous ensemble complet des fonctions croissantes, pour tout u 2 R

R

, Il

existe une plus grande fonction croissante u plus petite que u. On montrera en V,3.3.1 que u est

donn�ee par

u(t) = inf

��t

u(�);

ce qui se voit aussi de mani�ere �el�ementaire.

5.1.17 Exemple En appliquant le dual de 5.1.15 �a l'exemple pr�ec�edent, on a l'existence d'une

plus petite fonction croissante u plus grande que u, donn�ee par

u(t) = sup

��t

u(�) :

5.2 Dio��des additivement r�esidu�es

On �etudie maintenant l'�equation a � x = b dans un dio��de. Si a � b, on a a � x � a � b et donc

l'�equation a � x = b n'a pas de solution. Cependant, l'in�equation a � x � b admet toujours la

solution triviale x = b. On est ainsi conduit �a consid�erer les in�equations de type (0.0.b).

5.2.1 D�e�nition Le dio��de D est additivement r�esidu�e si pour tout a 2 D, l'application �

a

: x 7!

x� a est dualement r�esiduable.

En d'autres termes, D est additivement r�esidu�e si pour tous a et b 2 D, l'in�equation

a� x � b (5:2:a)

admet une plus petite solution. On notera b � a(= �

#

a

(b)) cette plus petite solution, et on lira \b

moins-r�esidu�e a".

5.2.2 D�e�nition D est un dio��de inf-complet distributif si et seulement si:
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(i) toute partie X de D admet une borne-inf pour l'ordre naturel,

(ii) (

V

x2X

x)� y =

V

x2X

(x� y)

5.2.3 Proposition Un dio��de inf-complet distributif est additivement r�esidu�e.

Preuve On note que b 2 fx j �

a

(x) � bg 6= ;. Cet ensemble admet un plus petit �el�ement car �

a

est dualement continue. �

5.2.4 Remarque Le treillis sous-jacent �a un dio��de inf-complet distributif n'est autre que le dual

d'une \alg�ebre compl�ete de Heyting" ([43], Chapitre 0).

Les propri�et�es principales de l'op�eration moins-r�esidu�e sont:

5.2.5 Proposition Pour tout u; v; w 2 D (D additivement r�esidu�e), on a

(i) x 7! x� u croissante

(ii) x 7! u� x d�ecroissante

(iii) u� u = "

(iv) (u� v)� w = u� (v � w)

(v) (u� v)� w = (u� w)� (v � w)

(vi) u� v = (u� v)� v

(vii) (u� v)w � uw� vw (�egalit�e si w inversible)

(viii) u� (u� v) � v.

En outre, lorsque D est inf-complet distributif:

(ix) w� (u ^ v) = (w � u)� (w � v)

(x) u = (u� v)� (u ^ v).

Preuve : (i),(ii),(iii): imm�ediates.

(iv) se r�e�ecrit �

#

w

[�

#

v

(u)] = (�

v

��

w

)

#

(u), qui n'est autre que 5.1.8,(iii).

(v): exprime que �

#

w

est un �-morphisme, ce qui est vrai, car �

#

w

est r�esiduable, donc continue (cf.

5.1.10).

(vi): provient de ce que �

a

est une fermeture, �

a

��

a

= �

a

et �

a

� Id (cf. 5.1.12).

(vii): r�esulte de ce que vw � (u � v)w = (v � (u � v))w � uw. En obtient l'�egalit�e en notant que

(uw � vw)w

�1

� u� v lorsque w est inversible.

(viii): r�esulte de (u� v)� v � u.

(ix): si la borne-inf distribue par rapport au �, on a �

u^v

= �

u

^ �

v

, et par le dual de 5.1.8,(iv), on

a �

#

u^v

= �

#

u

� �

#

v

, soit (ix).

(x): ce fait est sp�eci�que �a l'op�eration �. On a (u� v)� (u ^ v) = ((u� v)� u) ^ ((u� v)� v) =

u ^ (u� v) = u. �

5.2.6 Exemple Le dio��de des parties de R munies de l'union et de la somme vectorielle est ad-

ditivement r�esidu�e, et A � B = A n B (di��erence ensembliste). On a R

+

� f0g = R

+�

mais

(R

+

+R)� (f0g+R) = R�R= ;, ce qui montre que l'in�egalit�e dans 5.2.5,(vii) peut être stricte.
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5.2.7 Exemple Dans R

max

, on a x� y = " si x � y et x� y = x sinon.

5.2.8 Contre exemple Le dio��de des parties compactes convexes de R

2

(cf. 1.0.11) n'est ni inf-

complet distributif, ni additivement r�esidu�e. On a

conv((A\ B) [ C) � conv(A [ C) \ conv(B [ C); i:e: (A \B) � C � (A� C) \ (B � C) ;

mais l'�egalit�e est en g�en�eral fausse (même en dimension 1, consid�erer dans R les parties A =

f1g; B = f2g; C = f0g), de sorte que la propri�et�e de distributivit�e 5.2.2 est d�ej�a en d�efaut pour des

inf �nis. Sur la Figure 0.2, on a repr�esent�e deux �el�ement minimaux non comparables X

0

et X

1

de

l'ensemble des solutions de X � B � A.

B (en noir �epais)

X

1

X

0

A (en gris)

Figure 0.2: Un dio��de non additivement r�esidu�e

5.3 Dio��des multiplicativement r�esidu�es

On consid�ere maintenant l'�equation ax = b. Dans la mesure o�u l'ensemble des sous solutions est

non vide (il contient "), on introduit naturellement l'in�equation (0.0.c).

5.3.1 D�e�nition Le dio��de D est multiplicativement r�esidu�e si pour tout a 2 D, les homoth�eties

�a gauche et �a droite, respectivement �

a

: x 7! ax et �

a

: x 7! xa, sont r�esiduables.

On notera

anx = �

"

a

(x) = maxfx j ax � bg

x=a = �

"

a

(x) = maxfx j xa � bg :

5.3.2 Proposition Un dio��de complet est multiplicativement r�esidu�e.

Preuve r�esulte imm�ediatement de 5.1.10. �

Les propri�et�es suivantes sont �el�ementaires:

5.3.3 Proposition Pour tout (u; v; w) 2 D

3

, (D dio��de multiplicativement r�esidu�e), on a

(i) x 7! unx croissante

(ii) x 7! xnu d�ecroissante
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(iii) si u inversible, unv = u

�1

v

(iv) wn(vnu) = (vw)nu

(v) (unv)=w = un(v=w).

(vi) (unv)w � un(vw) (�egalit�e si w inversible)

(vii) wn(u� v) � wnu� wnv (�egalit�e si w inversible)

(viii) (v=w)nu� w(v=u) (�egalit�e si w inversible).

En outre, lorsque D est un inf-dio��de:

(ix) wn(u^v) = wnu^wnv et wn(

V

i

u

i

) =

V

i

wnu

i

pour une famille in�nie fu

i

g si D est complet,

(x) (u� v)nw = (unw) ^ (vnw) et (

L

i

u

i

)nw =

V

i

(u

i

nw) pour une famille in�nie fu

i

g si D est

complet,

(xi) (u ^ v)nw � unw � vnw

Formulations duales pour les quotients �a droite.

Preuve (i),(ii),(iii): imm�ediates.

(iv): r�esulte de 5.1.8,(iii).

(v): se r�e�ecrit �

"

u

��

"

w

(v) = �

"

w

��

"

u

(v). Or �

u

��

w

= �

w

��

u

, d'o�u par 5.1.8,(iii), �

"

w

��

"

u

= �

"

u

��

"

w

.

(vi): on a u(unv)w � vw, d'o�u (unv)w � un(vw). Si w est inversible, (unv)w � (un(vww

�1

))w �

(unvw), d'o�u l'�egalit�e.

(vii): argument analogue pour l'in�egalit�e. L'�egalit�e r�esulte de (iii).

(viii): on a (v=w)w(vnu)� v(vnu) � u, d'o�u l'in�egalit�e. Si w est inversible, on a:

(v=w)nu = (vw

�1

)nu (dual de (iii))

= w

�1

n(vnu) (via (iv))

= w(vnu) (via (iii)).

(ix): l'application �

"

w

est dualement r�esiduable, donc dualement continue (5.1.10).

(x): r�esulte de 5.1.8,(iv),(v).

(xi): clair. �

5.3.4 Exemple Le dio��de Q [ f�1g, muni du max et du +, est un inf-dio��de additivement et

multiplicativement r�esidu�e, mais n'est pas complet.

5.3.5 Exemple Dans R

max

, le quotient est donn�e par:

anb = b� a si a et b sont �nis

an(+1) = (+1) pour tout a

an" = " pour tout a �ni

"na = (+1) pour tout a

(+1)na = " pour a 6= (+1).

Il faut bien voir que (+1)
 " =\(+1) + (�1)"= " = �1 alors que "=" =\�1� (�1)"= +1,

de sorte que la notation \a� b" est ambigu�e pour des valeurs in�nies des param�etres.
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5.4 R�esiduation matricielle

Le r�esultat suivant est du �a Blyth [10]:

5.4.1 Proposition Si D est un inf-dio��de multiplicativement r�esidu�e et A 2 D

n�p

alors les appli-

cations �

A

: D

p�k

! D

n�k

; X 7! AX et �

A

: D

q�n

! D

q�p

; X 7! XA, sont r�esiduables, et l'on

a:

(�

"

A

(B))

ij

=

k

^

l=1

A

li

nB

lj

(5.4.a)

(�

"

A

(B))

ij

=

q

^

l=1

B

il

=A

jl

: (5.4.b)

Preuve Les propositions suivantes sont �equivalentes:

AX � B

8i; j;

L

k

A

ik

X

kj

� B

ij

8i; j; k; A

ik

X

kj

� B

ij

8i; j; k; X

kj

� A

ik

nB

ij

8j; k; X

kj

�

V

i

A

ik

nB

ij

:

D'o�u (5.4.a). �

L'on notera AnB pour �

"

A

(B) et B=A pour �

"

A

(B). L'on v�eri�e que le formulaire 5.3.3 s'�etend

aux cas matriciel pourvu que les dimensions des matrices soient compatibles.

5.4.2 Remarque On notera que AnB a la même dimension que A

T

B et que B=A a la même

dimension que BA

T

.

5.4.3 Exemple Dans N

ppcm

(cf 1.0.9), on consid�ere le syst�eme d'in�equations:

(

ppcm(2x

1

; 3x

2

) � 12

ppcm(5x

1

; 2

2

x

2

) � 240;

(5:4:c)

i.e.:

"

2 3

5 2

2

#"

x

1

x

2

#

�

"

2

2

� 3

2

4

� 3� 5

#

=

"

12

240

#

: (5:4:d)

On a par application de (5.4.a):

x

1

= (2

2

� 3)=2 ^ (2

4

� 3� 5)=5 = 2� 3 = 6

x

2

= (2

2

� 3)=3 ^ (2

4

� 3� 5)=2

2

= 2

2

= 4:

On v�eri�e que [x

1

; x

2

]

T

est solution de (5.4.d) (et satisfait même l'�egalit�e).

5.4.4 Cas des demi-corps idempotents On a vu en 2.1.10 qu'un demi-corps idempotent non

trivial D n'admettait pas de plus grand �el�ement. En cons�equence, l'in�equation scalaire ":x � "

n'admet pas de solution maximale, et D n'est pas multiplicativement r�esidu�e. Cependant, les ho-

moth�eties �

a

: x 7! ax non triviales (i.e. a 6= ") sont r�esidu�ees, et l'on a �

"

a

(b) = a

�1

b. Dans le

cas matriciel, les homoth�eties non d�eg�en�er�ees s'av�erent �egalement r�esiduables, et l'on a l'extension

suivante de 5.4.1:
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5.4.5 Proposition Soit D un demi-corps idempotent, A 2 D

n�p

. L'application �

A

: D

p�k

!

D

n�k

; X 7! AX est r�esiduable si et seulement si A n'a pas de colonne nulle. AnB est donn�e par la

formule (5.4.a), o�u l'inf est restreint aux l tels que A

li

6= ".

5.4.6 Autre point de vue On retrouve 5.4.5 en adjoignant au demi-corps idempotent D un

�el�ement 1 v�eri�ant x � 1 = 1 et x 
 1 = 1 
 x = 1 pour x 6= ". On constate que le

dio��de D [ f1g ainsi obtenu est un inf-dio��de multiplicativement r�esidu�e, dans lequel la th�eorie

pr�ec�edente s'applique.

Le r�esultat suivant est une g�en�eralisation imm�ediate de 5.4.1 en dimension in�nie.

5.4.7 Quotient r�esid�e du produit de sup-convolution Dans R

R

max

(cf.2.1.8), l'op�eration r�esi-

du�ee du produit de sup-convolution est donn�e par

(fng)(x) =

^

t2R

[f(t� x)ng(t)] (5:4:e)

o�u n dans le membre de droite d�enote le quotient de R

max

. Pour des valeurs �nies de f et g, on a

avec des notations plus famili�eres:

(fng)(x) = inf

t2R

[�f(t� x) + g(t)] : (5:4:f)

5.5 Caract�erisation des familles g�en�eratrices minimales

On examine ici comment, �etant donn�e un modulo��de de type �ni, on obtient une famille g�en�eratrice

minimale.

5.5.1 Hypoth�ese D est un dio��de additivement r�esidu�e tel que les homoth�eties de rapport non nul

soient r�esiduables, et:

(i) 8u; � 2 D, � � e) u� �u = u,

(ii) 8u 6= ", u=u = e.

En particulier, un dio��de int�egre (cf. x1,(1.0.b)) totalement ordonn�e v�eri�e l'hypoth�ese 5.5.1(i) et

v�eri�e (ii) d�es que u=u est bien d�e�ni. On verra plus loin que le dio��de R

max

[X ] v�eri�e �egalement

ces hypoth�eses.

5.5.2 Lemme Sous l'hypoth�ese 5.5.1, on a:

(i) u 6= " et u = �u ) � = e,

(ii) u

1

� : : :� u

n

= e ) 9i 2 f1; : : : ; ng, u

i

= e,

(iii) � � e et u = �u� v entrâ�ne u = v.

Preuve (i): On a e = u=u = (�u)=u � �(u=u) = �. Si � � e, on a d'apr�es 5.5.1,(i) u = �u )

u� (�u) = u = (�u)� (�u) = ": absurde.

(ii): On a si 8i; u

i

� e, e = e�u

1

= (u

2

�u

1

)� : : :� (u

n

�u

n

), comme u

i

�u

1

� u

i

� e, on obtient

apr�es une r�ecurrence imm�ediate une absurdit�e.

(iii): Trivialement, u � v. On a d'apr�es l'hypoth�ese 5.5.1,(i), u = u � (�u) = (�u � v) � (�u) =

[(�u)� (�u)]� [v � (�u)] = " � [v � (�u)] � v. �

Le r�esultat suivant est du �a Moller [72] et Wagneur [97, 99], �a un ra�nement pr�es des hypoth�eses.
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5.5.3 Th�eor�eme Soit L un ensemble et V un sous modulo��de de type �ni de D

L

. Sous l'hypoth�ese

5.5.1, deux familles g�en�eratrices minimales fu

i

g

i2I

et fv

j

g

j2J

de V sont reli�ees de la mani�ere

suivante:

9� 2 (D n f"g)

I

; 9� bijection I ! J; 8i 2 I; v

i

= �

i

v

�(i)

:

En outre, les scalaires �

i

sont inversibles dans D.

5.5.4 D�e�nition (Dimension faible) Sous l'hypoth�ese 5.5.1, on appellera dimension faible d'un

sous-modulo��de V de type �ni le cardinal d'une famille g�en�eratrice minimale de V . Lorsque V n'est

pas de type �ni, on le dira de dimension faible in�nie.

Le Th�eor�eme 5.5.3 a�rme \l'unicit�e" de la base faible (�a l'ordre des vecteurs de bases et �a une

\dilatation" pr�es de ceux-ci).

Preuve Les familles fu

i

g et fv

j

g �etant g�en�eratrices, on a des relations de la forme:

u

i

=

M

j2J

�

ij

v

j

; v

j

=

M

k2I

�

jk

u

k

:

En rempla�cant v

j

dans le premier membre, on obtient

u

i

=

M

j2J; k2I

�

ij

�

jk

u

k

: (5:5:a)

En projetant (5.5.a) sur une coordonn�ee non nulle de u

i

, on obtient

u

l

i

�

M

j2J;

�

ij

�

ji

u

l

i

:

Il r�esulte de l'hypoth�ese 5.5.1,(ii) que

L

j2J;

�

ij

�

ji

� u

l

i

=u

l

i

= e. On obtient l'�egalit�e par application

du Lemme 5.5.2,(iii): on contredirait la non redondance de la famille. On a donc

M

j2J;

�

ij

�

ji

= e :

D'apr�es le Lemme 5.5.2,(ii), il existe j

i

2 J tel que �

ij

i

�

j

i

i

= e, d'o�u

u

i

� �

ij

i

v

j

i

� �

ij

i

�

j

i

i

u

i

= u

i

;

et l'�egalit�e u

i

= �

ij

i

v

j

i

, ainsi que par 5.5.2,(i), �

ij

i

�

j

i

i

= e. L'application i 7! �(i) := j

i

est

clairement une bijection de I dans J . �

5.5.5 Algorithme Soit V = vecthu

i

i

1�i�p

un sous modulo��de de D

n

. Via 5.5.3, on obtient une

famille g�en�eratrice minimale de V de la mani�ere suivante: 1/ si aucun vecteur n'est redondant,

fu

i

g est une base faible de V . 2/ si l'on trouve un vecteur redondant, on le supprime de la famille

fu

i

g, et on recommence en 1/.

Ainsi, la d�etermination d'une famille g�en�eratrice minimale exige seulement de savoir v�eri�er la re-

dondance d'un vecteur, ou plus g�en�eralement de d�eterminer si un vecteur v appartient �a vecthu

j

i

j2J

.

Soit U la matrice obtenue en concat�enant les vecteurs u

j

. On a

v 2 vecthu

j

i , v = U(Unv) :

Ainsi, le probl�eme est ramen�e au calcul du quotient r�esidu�e d'un vecteur par une matrice. Quitte

�a supprimer les vecteurs nuls de la famille u

i

, on pourra supposer que U n'a pas de colonne nulle

et appliquer 5.4.5.
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5.5.6 Exemple Soit V le sous modulo��de de R

3

max

engendr�e par les trois vecteurs suivants:

u

1

=

2

6

4

1

2

3

3

7

5

; u

2

=

2

6

4

3

3

1

3

7

5

; u

3

=

2

6

4

4

4

4

3

7

5

:

On a:

[u

1

; u

2

]([u

1

; u

2

]nu

3

) =

2

6

4

1 3

2 3

3 1

3

7

5

0

B

@

2

6

4

1 3

2 3

3 1

3

7

5

n

2

6

4

4

4

4

3

7

5

1

C

A

=

2

6

4

1 3

2 3

3 1

3

7

5

"

1

1

#

=

2

6

4

4

4

4

3

7

5

= u

3

;

d'o�u l'on d�eduit que u

3

est redondant. Les vecteurs u

1

et u

2

n'�etant pas proportionnels, la famille

fu

1

; u

2

g n'est pas redondante et constitue donc une famille g�en�eratrice minimale de V .

5.5.7 Remarque On notera qu'�etant donn�ee un modulo��de V engendr�e par une famille in�nie

fv

i

g

i2I

il est �equivalent de dire que V est de type �ni et qu'il existe une sous famille �nie ex-

traite de fv

i

g engendrant V . Soit en e�et une famille �nie fw

1

; : : : ; w

k

g engendrant V . Chaque w

j

s'exprime comme combinaison lin�eaire �nie des v

i

soit w

j

=

L

l2I

j

�

l

v

l

, donc la sous famille �nie

de fv

i

g

i2I

1

[:::I

k

est g�en�eratrice.

5.5.8 Id�eaux de type �ni de R

max

[X ]

R

max

[X ] est naturellement muni d'une structure de R

max

[X ] modulo��de. On appellera ici id�eaux

(resp. id�eaux de type �ni) (par analogie avec l'alg�ebre usuelle et non avec la th�eorie des treillis) les

sous-modulo��des de R

max

[X ] (resp. de type �ni). Notons que R

max

[X ] v�eri�e l'hypoth�ese 5.5.1, le

point (ii) �etant non trivial.

5.5.9 Lemme Pour tout polynôme u 2 R

max

[X ], on a unu = e.

Preuve Soit u =

L

p

i=0

u

i

X

i

. D'abord, si bX

r

6= ", on a

(bX

r

)nu =

M

r�i�p

b

�1

u

i

X

i�r

;

comme il r�esulte d'une v�eri�cation imm�ediate. On a ensuite par ^-distributivit�e:

unu =

p

^

k=0

(u

k

X

k

)n

 

p

M

i=0

u

i

X

i

!

=

^

0�k�p; u

k

6="

M

k�i�p

u

�1

k

u

i

X

i�p

(5.5.b)

En consid�erant le terme k = p (u

p

6= "), on trouve que unu est major�e par u

�1

p

u

p

= e. L'autre

in�egalit�e est imm�ediate. �

Ainsi, le Th�eor�eme 5.5.3 s'applique, et un id�eal de type �ni de R

max

[X ] admet une unique

famille g�en�eratrice minimale (�a une permutation et une dilatation pr�es des vecteurs de base). Soit

par exemple I l'id�eal engendr�e par les trois polynômes suivants:

P = e�X

2

; Q = e�X; R = e�X

2

�X

4

�X

8

�X

9

:

On a:

R=P = (e�X

2

�X

4

�X

8

�X

9

) ^ (e�X

2

�X

4

�X

8

�X

9

)=X

2

= e �X

2

R=Q = : : := X

8

:

On constate que R = (R=P )P � (R=Q)Q, ce qui montre que R est redondant. Finalement, fP;Qg

est une famille g�en�eratrice minimale de l'id�eal I .
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6 Matrices inversibles dans les demi-anneaux positifs

On �etudie ici les matrices inversibles. On introduit une classe de demi-anneaux dits positifs qui

couvrent typiquement le cas du cône positif d'un anneau ordonn�e sans diviseurs de z�ero ou le

cas d'un dio��de sans diviseur de z�ero. On montre que les matrices rectangulaires inversibles �a

gauche contiennent une sous matrice monomiale de taille maximale (produit d'une matrice diagonale

�a coe�cients diagonaux non nuls par une matrice de permutation). Dans un demi-corps, cette

condition est su�sante, ce qui g�en�eralise un Th�eor�eme bien connu sur les matrices de Boole. On

�etendra dans la section suivante ces r�esultats aux applications lin�eaires inversibles.

6.1 Pr�eliminaires

6.1.1 D�e�nition Le demi-anneau P est positif s'il est sans diviseurs de z�ero et si de plus

a� b = ") a = " et b = " : (6:1:a)

Si P est ordonn�e, la condition suivante entrâ�ne (6.1.a).

8a; b 2 P ; a� b � a : (6:1:b)

Il r�esulte qu'un dio��de sans diviseurs de z�ero est positif, ainsi que le cône positif d'un anneau

int�egre ordonn�e. La caract�eristique majeure des demi-anneaux positifs est d'être homomorphes au

demi-anneau de boole B .

6.1.2 Observation Le demi-anneau P est positif si et seulement si l'application �, P ! B ,

�(a) =

�

" si a = "

e sinon

est un homomorphisme de demi-anneaux.

On �etend � aux matrices en posant (�(A))

ij

= �(A

ij

) et l'on a alors pour des matrices de tailles

compatibles: �(A� B) = �(A)� �(B), �(AB) = �(A)�(B).

6.1.3 D�e�nition (Matrices monomiales) Les matrices de la forme DP o�u D est une matrice

diagonale �a coe�cients diagonaux non nuls et P une matrice de permutation sont dites monomiales.

6.1.4 Lemme A est monomiale si et seulement si �(A) est une matrice de permutation.

Preuve Si A = DP , alors �(A) = �(D)�(P ) = IdP = P . R�eciproquement, si P = �(A) est une

matrice de permutation, alors D = AP

�1

est diagonale (car �(D) = �(A)�(A)

�1

= Id), et donc

A = DP . �

Il r�esulte de la preuve du lemme que l'�ecriture A = DP est unique. En notant que DP =

P (P

�1

DP ), on voit qu'il est �equivalent de d�e�nir les matrices monomiales comme des matrices de

la forme PD

0

.
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6.2 Matrices inversibles

On dira qu'une matrice A est inversible �a gauche s'il existe une matrice B telle que BA = Id.

Le r�esultat suivant g�en�eralise un fait bien connu pour les matrices de Boole carr�ees (Th�eor�eme de

Wedderburn, Rutherford [100, 88]). L'argument est adapt�e de Berman et Plemmons [6] qui donnent

le r�esultat pour des matrices �a coe�cients dans R

+

.

6.2.1 Th�eor�eme Une matrice de Boole A de taille n � p est inversible �a gauche ssi l'on peut

extraire de A une matrice de permutation de taille p� p.

Preuve Notons �

ij

le bool�eien valant e si i = j et " sinon. De

p

M

k=1

B

ik

A

kj

= �

ij

on tire une application f1; : : : ; pg ! f1; : : : ; ng; j 7! '(j) telle que B

i'(j)

= e, A

'(j)j

= e et

A

'(j)l

= " pour l 6= j. Autrement dit, la ligne '(j) de la matrice A a un seul �el�ement non nul

sur la colonne j, donc ' injecte f1; : : : ; pg dans f1; : : : ; ng et la matrice form�ee des lignes d'indices

'(1); : : : ; '(p) est une matrice de permutation de taille p. �

Plus g�en�eralement:

6.2.2 Th�eor�eme Une matrice carr�ee A �a coe�cients dans un demi-anneau positif P est inversible

�a gauche si et seulement si elle est monomiale (A = DP ), les coe�cients diagonaux de D �etant

inversibles �a gauche.

Preuve Si A est inversible �a gauche, alors �(A) est inversible �a gauche dans B

n�n

, donc par

6.2.1, �(A) = P (matrice de permutation), d'o�u l'on d�eduit via le lemme 6.1.4 que A = DP est

monomiale. A est inversible �a gauche si et seulement si D est inversible �a gauche, i.e. si tous les

coe�cients diagonaux de D sont inversibles �a gauche. �

6.2.3 Remarque La d�ecomposition A = DP est l'analogue dans un demi-anneau positif de la

d�ecomposition polaire (d�ecomposition de Cartan) des matrices complexes non d�eg�en�er�ees, qui af-

�rme qu'une telle matrice s'�ecrit de mani�ere unique comme produit d'une matrice sym�etrique (en

l'occurrence D) et d'une matrice orthogonale (en l'occurrence P telle que P

�1

= P

T

). On constate

ainsi que le groupe lin�eaire d'un demi-anneau positif est r�eduit �a ses �el�ements triviaux.

6.2.4 Th�eor�eme Une matrice A de taille n � p �a coe�cients dans un demi-corps positif est in-

versible �a gauche si et seulement si il existe une sous matrice de A de taille p� p monomiale.

Preuve �(A) est alors inversible �a gauche dans B

n�n

et via 6.2.1, on a une sous matrice de

permutation:

�(A)

[Kj

= P;

et donc par 6.1.4, A

[Kj

= DP . �

6.2.5 Remarque Dans le cas d'un demi-anneau positif commutatif, on trouve en dualisant le

th�eor�eme 6.2.2 que A est inversible �a droite si et seulement si A = PD pour une matrice diagonale

D inversible �a droite, donc inversible, et l'on conclut que les matrices carr�ees sur un demi-anneau

positif commutatif sont inversibles �a gauche si et seulement si elles sont inversibles �a droite, ce qui

est un cas particulier d'un r�esultat prouv�e g�en�eralement pour les demi-anneaux commutatifs par

Reutenauer et Straubing [86].
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7 Inversibilit�e d'applications lin�eaires

Etant donn�es E et F deux modulo��des, f 2 L(E; F ), on a l'�equivalence des deux propri�et�es suiv-

antes:

(i) f est injective

(ii) il existe g 2 L(Im f; E), telle que g�f = Id

Cela n'implique pas l'inversibilit�e �a gauche de f (ce qui serait g�f = Id avec g 2 L(F;E)). Dans

le cas particulier o�u E = D

n

et F = D

p

, on souhaiterait se ramener au Th�eor�eme 6.2.4 relatif aux

matrices inversibles �a gauche. Il faut pour cela montrer que l'application lin�eaire g 2 L(Im f;D

n

)

se prolonge en une application lin�eaire ~g 2 L(D

p

;D

n

).

7.1 Prolongement d'applications lin�eaires

Le r�esultat suivant g�en�eralise un r�esultat donn�e par Kim [55] pour B

n

:

7.1.1 Th�eor�eme Soit K un demi-corps idempotent, V un sous-modulo��de de type �ni de K

n

,

f 2 L(V;K

p

). f admet un prolongement lin�eaire �a K

n

.

Preuve On est dans la situation suivante:

-

Z
Z

Z
Z

~

f

V

[

K

n

~

f

K

p

Soit i l'injection canonique de V dans K

n

. On peut voir l'�equation f =

~

f�i comme un probl�eme de

r�esiduation.

7.1.2 Lemme (r�esiduabilit�e de la composition) Soit h 2 L(V;K

n

), et V une partie �nie g�e-

n�eratrice de V . Les deux assertions suivantes sont �equivalentes:

(i) Pour tout j, l'ensemble P (j) = fv 2 V j h(v)

j

6= "g est non vide.

(ii) L'application ' : L(K

n

;K

p

)! L(V;K

p

), g 7! g�h est r�esiduable.

Preuve du Lemme. Supposons (i) et montrons que l'application r�esidu�ee est donn�ee par:

('

"

(f))(e

j

) =

^

v2P (j)

(h(v)

j

)

�1

f(v) ;

o�u e

j

d�esigne le j-i�eme vecteur de la base canonique. Les propositions suivantes sont �equivalentes:

f � g�h

8v 2 V ; f(v) � g�h(v)

8v 2 V ; f(v) � g

0

@

n

M

j=1

h(v)

j

e

j

1

A

8v 2 V ; f(v) �

n

M

j=1

h(v)

j

g(e

j

)

8j 2 f1; : : : ; ng;

^

v2P (j)

(h(v)

j

)

�1

f(v) � g(e

j

)
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ce qui montre que (i))(ii). La r�eciproque est claire. �

On consid�ere maintenant le cas o�u h est l'injection canonique de V dans K

n

. En supprimant

�eventuellement des composantes, on peut supposer la propri�et�e 7.1.2,(i) r�ealis�ee. Il faut voir que

'�'

"

(f) = f . On a ('�'

"

)(f) = '

"

(f)�i. Montrons que ('

"

(f))(v) = f(v) pour tout v 2 V . On a

('

"

(f))(v) =

n

M

j=1

v

j

('

"

(f))(e

j

)

=

n

M

j=1

v

j

0

@

^

w2P (j)

w

�1

j

f(w)

1

A

=

^

�2f1;:::;ng

P (j)

n

M

j=1

v

j

(�(j)

j

)

�1

f(�(j))

=

^

�2f1;:::;ng

P (j)

f

0

@

n

M

j=1

v

j

(�(j)

j

)

�1

�(j)

1

A

:

Or, pour toute application � 2 f1; : : : ; ng

P (j)

,

n

M

j=1

v

j

(�(j)

j

)

�1

�(j) � v

(projeter sur la q-i�eme coordonn�ee et prendre j = q), et donc '�'

"

(f) � f . L'autre sens r�esultant

de la d�e�nition de l'application r�esidu�ee '

"

, le Th�eor�eme est prouv�e. �

7.1.3 Corollaire Toute application lin�eaire d'un sous modulo��de de type �ni de K

p

dans K

n

est

repr�esentable par une matrice.

Preuve Une telle application se prolonge en une application f : K

p

! K

n

, qui s'�ecrit:

f(x) =

n

M

i=1

x

i

:f(e

i

)

laquelle formule n'est autre que le produit du vecteur ligne [x

1

; : : : ; x

p

] par la matrice form�ee des

colonnes f(e

i

) (on remarquera qu'une application lin�eaire �a gauche se repr�esente par un produit de

matrice �a droite). �

7.2 Applications lin�eaires injectives

7.2.1 D�e�nition Le demi-anneau positif P est dit faiblement archim�edien s'il v�eri�e la propri�et�e

suivante:

8x; y 2 (P n f"g)

2

; 9�; �; �

0

; �

0

2 (P n f"g)

2

; �x � �y; �

0

y � �

0

x : (7:2:a)

7.2.2 Remarque D'ordinaire, on appelle archim�edien un mono��de ordonn�e o�u pour tout y, on a

pour x � e un naturel n tel que x

n

� y. Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23] appellent archim�edien

un dio��de D o�u

x 6= ") 9� 2 D; �x � y (7:2:b)



7. Inversibilit�e d'applications lin�eaires 49

La notion 7.2.1 est plus faible. Par exemple, B [X ] est faiblement archim�edien mais n'est pas

archim�edien au sens de [23] ni au sens classique. Soient en e�et P = X et Q = e. Il n'existe

pas de polynôme R tel que PR � Q (consid�erer la valuation de PR) ce qui contredit (7.2.b). En

consid�erant P = e � X

2

� e et Q = X , on constate que l'on n'a pas P

n

� Q, ce qui montre que

B [X ] n'est pas archim�edien au sens usuel.

7.2.3 Hypoth�ese P est un demi-anneau positif faiblement archim�edien v�eri�ant (6.1.b).

L'int�erêt de cette hypoth�ese tient au fait suivant.

7.2.4 Proposition Soit P v�eri�ant l'hypoth�ese 7.2.3, V un sous-modulo��de de P

p

. Pour toute

application lin�eaire f de V dans P

n

, il existe une application lin�eaire F : �(V) ! B

n

telle que le

diagramme suivant commute.

-

? ?

-

�

B

n

F

�

f

P

n

P

p

� V

B

p

� �(V)

7.2.5 Lemme Sous l'hypoth�ese 7.2.3, on a pour tous u; v 2 P

n

:

�(u) � �(v), 9�; � 6= "; �u � �v

Preuve (: Cela r�esulte de �(�v) = �(v) pour � 6= ".

): Si n = 1, c'est la d�e�nition même d'un demi-anneau faiblement archim�edien. Pour n = 2, on

peut supposer toute les composantes de u et v non nulles. On a

�

1

u

1

� �

1

v

1

; �

2

u

2

� �

2

v

2

:

Si P est commutatif, on �ecrit �

1

�

2

u � (�

2

�

1

� �

1

�

2

)v et le r�esultat est acquis. Si P n'est pas

commutatif, c'est �a peine plus compliqu�e. En utilisant (7.2.a), on a �

3

; �

3

6= 0 tels que �

3

�

1

� �

3

�

2

,

et donc

�

3

�

1

u

2

� �

3

�

2

u

2

� �

3

�

2

v

2

�

3

�

1

u

1

� �

3

�

1

v

1

;

d'o�u une in�egalit�e du type �u � �v, avec � = �

3

�

1

et � = �

3

�

2

��

3

�

1

. Le cas g�en�eral r�esulte d'une

r�ecurrence imm�ediate. Le lemme 7.2.5 est prouv�e. �

Preuve de la Proposition 7.2.4. Prenons X = �(u) avec u 2 V . Il faut v�eri�er que F (X) = �(f(u))

ne d�epend pas du choix de u. Si �(u) = �(v), alors par 7.2.5, �u � �v, et donc �(f(u)) = �(f(�u)) �

�(f(�v)) = �(f(v)), et �egalit�e par sym�etrie, ce qui montre que F est bien d�e�ni. On a

F (�(u)� �(v)) = F ��(u� v) = ��f(u� v) = ��f(u)� ��f(v) = f��(u)� f��(v) = F (u)� F (v)

ce qui montre que F est additive. Trivialement, F (�X) = �F (X) (�a ne v�eri�er que pour � = e et

"). �

7.2.6 Lemme Sous l'hypoth�ese 7.2.3, pour qu'une application lin�eaire f : P

p

! P

n

soit injective,

il est n�ecessaire que la matrice de f contienne une sous matrice monomiale de taille p.
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�
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Preuve Soit h 2 L(Im f;P

p

) telle que h�f = Id. On a en passant aux Bool�eiens via la Proposition

7.2.4 des applications F et H telles que ��f = F �� et ��h = H��. On peut �ecrire

h�f = Id

��h�f = �

H���f = �

H�F �� = �

et il r�esulte de la surjectivit�e de � que H�F = Id

B

p

. D'apr�es le Th�eor�eme de prolongement,

l'application lin�eaire H se repr�esente par une matrice. On peut donc appliquer le Th�eor�eme 6.2.1

qui montre que la matrice F

0

associ�ee �a F contient une matrice monomiale de taille p. Notons f

0

la matrice associ�ee �a f . On a F

0

= �(f

0

) ce qui montre le Lemme. �

7.2.7 Th�eor�eme Sous l'hypoth�ese 7.2.3, une application lin�eaire �a gauche f : P

n

! P

n

est in-

jective si et seulement si elle se repr�esente sous la forme X 7! XDP , P �etant une matrice de

permutation et la matrice diagonale D �etant telle que les applications P ! P ; x 7! xD

ii

soient

injective.

Preuve Le Lemme ci-dessus montre que f se repr�esente par une matrice monomiale. Les conditions

d'injectivit�e de l'application X 7! DPX sont claires. �

La proposition suivante r�esulte imm�ediatement du Lemme 7.2.6.

7.2.8 Proposition Soit K un demi-corps idempotent. Une application lin�eaire de D

n

dans D

p

est

injective ssi sa matrice dans la base canonique contient une sous matrice monomiale de taille p.

7.2.9 Corollaire Les seuls �el�ements int�egres de R

max

[X ] sont les monômes.

Preuve Cherchons �a quelle condition l'endomorphisme �

P

: Q 7! PQ, de R

max

[X ] est injectif. En

consid�erant la restriction de �

P

: R

n

[X ]! R

p

[X ], o�u p = n + deg P et R

q

[X ] d�enote le modulo��de

des polynômes de degr�e au plus q, on constate que la matrice de P dans la base canonique contient

une matrice monomiale de taille n, ce qui n'est possible que si P est de la forme aX

k

. �


