Chapitre I

Symeétrisation

Introduction

On introduit ici une notion de symétrisation, valide dans un demi-anneau quelconque. Son intérét
essentiel est d’établir de maniere algébrique des identités utiles pour ’étude des équations linéaires.
On obtiendra en particulier une condition nécessaire de type Cramer pour le systeme Az = b
(Théoreme 2.2.1). L’étude des conditions suffisantes ainsi que des systémes plus généraux de type
Az @b = Cz @ d qui requiert des hypotheses supplémentaires sur le demi-anneau, est traitée dans
le chapitre sur les systemes d’équilibres linéaires. On considere essentiellement dans ce chapitre les
propriétés générales et combinatoires. On verra au chapitre suivant qu’il existe dans certains cas
une symétrisation canonique, jouissant de propriétés supplémentaires, et coincidant avec la notion
classique d’anneau symétrisé lorsque 1’on part d’un demi-anneau D ou ’addition est simplifiable.

1 Structure de demi-anneau symétrisé

1.0.1 Définition On appelle demi-anneau symétrisé un demi-anneau (S,®, ®) muni d’une appli-
cation & : S — S vérifiant:

S(a)) & (e(b)) (additivité)
)=ua (involutivité) (1.0.a)
Sla®b)=(8(a)) ®b=a® (5(b)) (réegle des signes).

On notera comme d’habitude Ga pour S(a) et a © b pour a & (Sa).

1.0.2 Définition Soit D un demi-anneau, on appelle symétrisation de D la donnée d’un demi-
anneau symétrisé S et d’un morphisme injectif de demi-anneau i : D — S, tel que i(D) engendre
S.

On notera (8,17) une telle symétrisation. Par “engendre”, on entend que & = (D) & i(D), ou de
maniére équivalente, que S est le plus petit demi-anneau symétrisé contenant ¢(D). Les éléments

de la forme i(a) seront appelés positifs, et 'on notera S% = i(D).

1.0.3 Exemple (Z,+, x, —) est un demi-anneau symétrisé. C’est une symétrisation de (N, 4+, x)
pour l'injection canonique, et I'on a Z% = N.
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1.0.4 Exemple L’ensemble des parties de R? muni de I'union, du produit défini par:
A® B ={ab]| (a,b) € Ax B}
et de la symétrie de centre (0,0) est un demi-anneau symétrisée.

1.0.5 Exemple Soit D un demi-anneau. En prenant l'identité pour signe moins (Sxz = z), on
obtient un demi-anneau symétrisé (D, P, @, 1d).

1.0.6 Remarque Etant donné un demi-anneau symétrisé (S, d, ®,6), on a la symétrisation triv-

iale (S,1d).

1.1 Demi-anneau symétrisé libre

1.1.1 Définition Soit (D,+,.) un demi-anneau. On appelle demi-anneau symétrisé libre de D
Uensemble D? muni des lois suivantes:

(a,a")® (b,0") =(a+a,b+ V)
(a,a’) @ (b,b") = (ab+ 'V, ab + a'b)
S(a,a’) = (d,a) .

Soit ¢ l'injection D — D2, i(a) = (a,¢). (D?, 1) est clairement une symétrisation de D, et I’on pourra
identifier « € D & (a,¢) € D

Appelons morphisme de demi-anneau symétrisé un morphisme ¢ de demi-anneau vérifiant
Va,  »(0a) = 6p(a) .
On a alors:
1.1.2 Proposition Le couple (D?,i) est solution (unique @ un isomorphisme de demi-anneau
symétrisé prés) du probléme universel suivant: “pour toute symétrisation (S',i') de D, il existe
un unique morphisme surjectif de demi-anneau symétrisé o : D* — S’ tel que i’ = @oi.”
D2
. ¥
i i

D —> &

Preuve On a nécessairement pour un tel ¢:

pl(e,e)) = poile) =i'(e) et wl(c,€)) = p(Si(e)) = Bp(ie)) = Si'(e) . (L.1.a)

Réciproquement, il est clair que ¢ défini par (1.1.a) convient (¢ est surjectif car &’ est engendré
par i'(D)). L’unicité de (D?, ) vient du fait que si (§”,4"”) est une autre solution du probléeme 1.1.2,

alors on a ¢ et ¢ telles que D? 2 8" 2 D2, avec ¢ opoi = Idoi, et "o = Id découle de 'unicité
d’une telle application. On a de méme @op” = Id. Ainsi, D? et §” sont isomorphes. "

Le fait suivant en résulte immédiatement.

1.1.3 Corollaire Pour toute symétrisation (8',1'), on a avec les notations précédentes:

S ~D% .
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1.2 La relation d’équilibre
1.2.1 Définition On note V la relation dite d’équilibre définie par:

aVbeadb=b2a .

V est clairement réflexive et symétrique, mais n’est en général pas transitive, comme le montre
I’exemple suivant:

1.2.2 Exemple Dans le demi-anneau symétrisé libre de (R*, max, x), on a
(1,0) V (1, 1), (1,1) vV (0,1),

mais (1,0) ¥ (0,1).
De maniere plus précise:

1.2.3 Proposition Si @ est simplifiable dans D, alors V est transitive dans D?. La réciproque
est vraie si Papplication D — D, x — x @ x est injective.

Preuve Si & est simplifiable, alors acb=0Saet bSc = cobentrainent aScH(bsSb)= (bob)P
(¢ a), d’ou en simplifiant a G ¢ = ¢S a, ce qui montre que V est transitive. Réciproquement, si 4
n’est pas simplifiable, alors il existe a # 3 et v tels que ady = f&y. Alors, (a, ) V (7,7) V (5, @),
mais (a, ) ¥ (f,a) (ce qui serait a G a =& 5), et donc V n’est pas transitive. "

Les propriétés suivantes sont conséquence immédiate de (1.0.a).

(i) aVb & aobVe
(i) aVb,eVd = a®cVbad (1.2.a)
(iii) aVb = ac 'V be

On notera

a®=aca, S*={a*| acS}

et 'on appellera équilibrés les éléments de cette forme. On a

(i) a*®Bb*=(adbh)*
(ii) a®b® = (ab® ab)* (1.2.h)
(iii) ab® = (ab)® = a®b

(i) et (iii) montrent que &* est un idéal (bilatere) de S. Lorsque S est idempotent, on a par (i) et
(ii) que S°® est un demi-anneau idempotent ayant e® pour unité.

On notera que a € §* entraine a V ¢, la réciproque étant vraie si 'addition est idempotente ou
si § est un demi-anneau symétrisé libre.

1.2.4 Contre exemple Considérons le corps D = Z /(2Z) muni du signe moins défini par Sz = z.
Pour tout @ € Z/(2Z), on a trivialement & V ¢. Cependant, 1 ne s’écrit pas sous la forme t 5 ¢ =

t1d(t) =2t = 0,ie 1 ¢ D



54 CHAPITRE . SYMETRISATION

1.3 Relation d’équilibre dans un demi-anneau symétrisé libre

On notera §© = {Sa | a € 8T}, ensemble des éléments dits négatifs et SP° = S¥ U ST, ensemble
des éléments dits signés. L’intérét principal des éléments signés est d’étre “presque transitifs” pour
la relation d’équilibre:
1.3.1 Proposition Dans un demi-anneau S = D? symétrisé libre, on a:
(i) trivialisation des équilibres: (a,b) € (SP)? eta Vb= a=1>
(ii) Si D est un dioide, alors (a,b) € (§¥°)2 etaVb=a=10
(iii) substitution:

6 Vb
xeS et {chd == cbV d

(iv) transitivité faible: V(a,c) € S, ¥b € 8¥° aVbetbVe = aVe.
Preuve (i) et (ii) sont claires. Pour (iii), supposons par exemple ¢ = (27, ¢). Les équilibres 2 V b
et cx V d s’écrivent avec des notations évidentes 2T @b~ = bt et ¢ttt @ d™ = ¢zt ®dT. En

rajoutant ¢¥b~ @ c¢~b~ & la derniére égalité: et et Qe b Gd =c a2t Detb B b GdT,
d’ol ¢ctbT Bemb™ Bd™ = bt B ctbT B dt, et ¢b V d. (iv) s’obtient en prenant ¢ = e dans (iii). m

1.4 Valeur absolue dans les demi-anneaux symétrisés libres

1.4.1 Définition On appelle valeur absolue de x = (z+,27) € D? le scalaire || = 2+ @ 2~.

L’application D? — D, z + || est un morphisme de demi-anneau. En particulier, on a I'inhabi-
tuelle formule |a @ b| = |a| D |b].

1.4.2 Lemme Dans un dioide symétrisé libre, on a:

(i) a* = [af*

(i) Ja*| = Jal.
Preuve On a (a™,a7)* = (a*@a™,a" ®a™) = |a]*. Le fait que |a®| = |a| résulte de I"idempotence
de ’addition. n
On a donc pour @ € D¥, |a®| = |a| = a, et |a®|* = «*. Ainsi, 'application # — |z| est un

isomorphisme de dioide D* — D%, I'inverse étant donné par a — 2°.

2 Quelques identités algébriques et combinatoires

2.0.1 Définition On dit que a équilibre fortement b s’il existe t tel que a = bDt*, ce que l'on note

a Ve b.

La relation Y est clairement réflexive et transitive. On notera ¢ oV b pour b Ve a. On a
x Ve y = x V y. La réciproque n’est pas toujours vraie:
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2.0.2 Exemple Dans le demi-anneau symétrisé libre de B[X] (demi-anneau des polynémes & coef-

ficients booléiens), on a X* V (X?%)*, mais X°* ¥e (X?)* et X* 0¥ (X?)°.

2.0.3 Exemple Dans le demi-anneau symétrisé libre de Ry, on a 2 V y si et seulement si @ Ve y
ou xz oV gy, comme il résulte d’une vérification élémentaire.

2.1 Déterminants

Dans un demi-anneau symétrisé commutatif S, on définit le déterminant comme d’habitude:
n
det A = @ sgn(o) ® Ui (i)
ou sgn(o) = e si la permutation o est paire et Se sinon.

On note cof;;(A) le cofacteur (i,5) de A et A*Y la transposée de la matrice des cofacteurs.
Certaines propriétés du déterminant qui sont des identités combinatoires s’écrivent sans difficulté
dans un demi-anneau symétrisé (cf. aussi Gondran et Minoux [47], Reutenauer et Straubing [86]).

2.1.1 Propriétés

forme n-linéaire det(ug, ..., \ug, Bpvi, .. uy) = Adet(ug, ... Uiy, ty)
G pdet(u, ..., v, .., up)
anti-symétrique det(tg(1), -+ ) Ug(n)) = sgn(a) det(uy,. .., u,)
alternée det(ug,...,v,...,v,...,u,) Ve
développement par ligne det A = @j_, aircofx(A)
det A = det A" .

2.1.2 Proposition (Reutenauer et Straubing) On a

(Aade)“' =det A
(AiA); Ve (i) (2.12)

Les formules (2.1.a) se réécrivent
A A = det A. 1d @ R® (2.1.h)

ol R est une matrice de diagonale nulle.

On peut donner pour les propriétés du type 2.1.1 et 2.1.2 des démonstrations combinatoires
ou bien l'on peut dans certains cas recopier les démonstrations usuelles (un échantillon de ces
techniques est donné dans les remarques 2.1.10 et 2.1.11). Nous préférons ici, dans Pesprit des
arguments de Reutenauer et Straubing [86], formuler un “principe de transfert” qui permet de
traduire directement une identité classique dans les anneaux en une identité dans les demi-anneaux

symétrisés

2.1.3 Préliminaire Soient Xy,..., X} k indéterminées et considérons le demi-anneau symétrisé
libre (N[X,])®. On définit la wvalewr du monéme P = aX{l...X,ik en (xq,...,2¢) € S par
Play, ... axp) = (29 .. x;f) B ...0 (2l x;f) (a fois) et 'on définit la valeur d’une somme de
monémes par linéarité. L’application ¢ : (N[X;])? — S qui a un couple de polynémes P = (P*, P7)
associe PY(w1,...,2;) & P~ (21,...2%) est clairement un morphisme de demi-anneau symétrisé.

Ainsi, pour montrer une identité du type 2.1.2 ou 2.1.1 dans un demi-anneau symétrisé quelconque,
il suffit de I’6tablir dans le demi-anneau symétrisé libre (N[a;;])*.
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2.1.4 Proposition (Principe de transfert) Soit P = PT — P~ la différence de deux polynémes
a coefficients dans N. L’identité P(X;) = 0 a lieu dans Uanneau Z[X;] si et seulement si l'identité

PYHX,))oP (X)) Ve

a lieu dans le demi-anneau symétrisé libre (N[X,])*.

Preuve On a PT & P~ V e ssi PT V P~ (1.2.a,(i)), lequel équilibre est équivalent & PT = P~
(1.3.1,(1)). "

On peut méme formuler un peu mieux:

2.1.5 Proposition (Principe de transfert fort) Soient P = Pt — P~, Q = QY — Q~, avec
PT,P~.Q", Q™ € N[X|] tels que P = Q dans Z[X}]. (i) Si QT et Q= n'ont aucun monéme en
commun, alors on a P Ve Q dans (N[X;])?. (ii) Si de plus PT et P~ nont aucun monéme en
commun, alors P = Q).

Preuve (i): Si QT et ~ n’ont aucun mondéme en commun, on a en identifiant les parties positives
et négatives de part et d’autre de PT — P~ = QT — Q~:

Pt =Qt+T, P-=Q +T,

pour un certain polynéme 7" € N[X;], d’ou P = Q $ T°, i.e. P Ve (). (ii) se montre de maniére
analogue. m

2.1.6 Proposition Pour toute matrice A € 8"*" partitionnée sous la forme ((n—1)41) X ((n—
1)+ 1), on a la formule du déterminant par blocs:

Apalny A

n|n _ adj
det A = det [ ) Il ] = det A(u ) tnn © Ay Aol ) Anjn)

[aln)  Gnn (rln)

Preuve On vérifie en effet que les termes a gauche et a droite de I’égalité sont somme de n!
monomes tous différents, et 'on applique 2.1.5,(ii). "

Les propriétés qui suivent résultent semblablement des principes de transfert 2.1.5 et 2.1.4:

2.1.7 Proposition
det(AB) Ve det(A) det(B) (2.1.c)

Plus généralement:

2.1.8 Proposition (Formule de Binet-Cauchy) Soient A et B deux matrices de taille respec-
tivesn xr etrxp, I C[l,n], J C[L,p] avec #I = #J =k. On a:

det(AB)mJ] Ve @ det A[I|K]- det B[KU] , (2.1.d)
K
ot la somme est prise sur l'ensemble des parties K C {1,...,r} de cardinal égal a k (cette somme

étant nulle dés que k > r).
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2.1.9 Proposition (Cayley-Hamilton) Soit P4(\) = det(A o Ald). On «a
PA(A) Ve.

2.1.10 Remarque (Preuve combinatoire de 2.1.6) On peut donner une preuve combinatoire
élémentaire de la proposition 2.1.6: il suffit de remarquer que det A, @y, est formé des termes
correspondant aux (n—1)! permutations de {1...n} qui fixent n. D’autre part, un terme quelconque
de A[n|n)A?an)A(n|n] peut s’écrire: an;cof ;i A(n)n)@jn, terme regroupant les (n — 2)! permutations o
telles que o(n) =7 et o(j) = n, chacune affectée de la parité opposée (o présente une inversion de
plus que le terme de cof j;(A) dont elle est issue). En tout, on a compté (n—1)!+(n—1)*(n—2)! = n!
permutations, toutes avec le bon signe. n

2.1.11 Remarque (Preuve coutumiére de 2.1.6) On peut également donner une preuve algé-
brique ordinaire de la méme proposition: développons det A par rapport a la n-ieme ligne:

n n—1
det A = P anrcof kA = ) ank(Se)™ T det A(n|k) & det A () @nn
k=1 k=1

puis développons les n — 1 premiers termes par rapport a la n-ieme colonne:

n—1 n—1

det A = @ ank(@e)n+k @(®€)l+n—laln det A(nl|kn) @ det A(n|n)ann
k=1 =1

n—1

=G @ ankCOflkA(n|n)aln @ det A(n|n)ann .
k=1

2.1.12 Remarque A chaque équilibre dans le demi-anneau symétrisé libre de D, on peut associer
une identité dans D. Par exemple, pour l'identité 2.1.2, on écrit A sous forme de différence de
matrices positives A = AT & A~ idem pour A24 = Aadit o Agadi— et A = detT A S det™ A et l'on
a

ANAY det A.Td & det™ A Td @ A>T AT @ A2V~ 4~ VdetT A Td @ A2V~ A1 @ 42T+ 4~

-via (1.2.a,(i))-, lequel équilibre se trivialise en égalité puisque les termes de part et d’autre de
Iéquilibre sont positifs (cf. 1.3.1,(1)).

2.1.13 Remarque (Preuve combinatoire de la formule de Binet-Cauchy) On peut aussi
donner une preuve combinatoire assez simple de la Proposition 2.1.8. Quitte & considérer des sous-
matrices, on pourra supposer A de taille k xr et B de taille r x k. Le développement du déterminant
s’écrit alors

kor
det AB = @ sgno ® @ @itbys ()
o =1 [=1
et par distributivité:
k
det AB = @ sgno @ ® Wio(i)bo(i)o (i) > (2.1.e)
o @ =1
la seconde somme étant prise sur I’ensemble des applications ¢ : {1,...,k} — {1,...,r}. Supposons
¢ non injective, soit ¢(i1) = @(iz) avec iy # i1. On introduit alors la transposition 7 d’indices #1, i3
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et on constate que, ¢ étant fixée, les termes associés aux permutations o et oot sont de méme
valeur absolue et de signes opposés. Soit R la somme des termes de (2.1.e) associés a des applications
o non injectives et a des permutations ¢ paires. On peut écrire d’apres ce qui précede

k
det AB = @sgna @ ® aw(i)bw(i)g(i) & R* . (2.1.1)

o  injective i=1
Soit K C {1,...,7} une partie de cardinal k. On considére uniquement la somme S des termes de
(2.1.1) tels que ©({1,...,k}) = K (ce qui entraine I'injectivité de ¢). On peut pour fixer les idées
supposer K = {1,...,k}, de sorte que I'on somme maintenant sur les permutations ¢ de {1,...,k},

soit:

k
Sk = @Sgn‘7®aw(i)b@(i)g(i) '
=1

7,¢

En substituant o = 0’0o, et compte tenu de sgno = (sgno’) @ (sgny), on retrouve le produit de
deux déterminants, soit Sk = det A det Bi|. L’équation (2.1.f) se réécrit:

det AB = P Sk @ R* = P det Ay det By @ R*
K K

ce qui n’est autre que la formule de Binet-Cauchy.
2.2 Applications
La condition suivante résulte immédiatement de 2.1.2:

2.2.1 Théoréme (Formules de Cramer) Toute solution x de Ax = b dans un demi-anneau
commutatif D vérifie les “formules de Cramer” dans un demi-anneau symétrisé quelconque de D:

det A.z oV A2dip |

2.2.2 Exemple Soit dans (N* U {e}, ppcm, X) , ’équation:

2.3 01| n 22 %3 12
[5 22]l$2]:[24x3x5]:[240] (2.2.a)

(cf. 0,1.0.9). On a dans le demi-anneau symétrisé libre de (N*U {¢}, ppem, x) det A = 2° 63 x 5, et

: 22 53
adj _
AT = l o5 2 ]

La condition de Cramer s’écrit:
3 T 22 63 22 x 3
(2 @3X5)[x2] v l@5 2 ] [24><3><5
ce qui implique en revenant & (N*U{e}, ppcm, x):

(2.2.b)

ppem(2® X 21,3 x 2* x 3 x 5) = ppem(3 X 5 x 1,4 x 2% x 3)
ppem (2% X 22,5 x 22 X 3) = ppem(3 X 5 X 29,2 x 24 x 3 x 5) .

On vérifie que 21 = 6,29 = 4 solution de (2.2.a) vérifie bien (2.2.b).
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Le caractere suffisant des conditions de Cramer sera examiné dans les chapitres suivants moyennant
des hypotheses plus fortes sur le demi-anneau. Voici une seconde application.

2.2.3 Proposition Pour qu’une matrice A € D"*P ¢ éléments dans un demi-anneau commutatif
soit inversible a gauche, il est nécessaire que n > p.

Preuve On raisonne dans le demi-anneau symétrisé libre de D et ’on applique la formule de Binet
Cauchy a la matrice Id = BA. Sin < p,on a e = detld V ¢, ce qui est absurde. n

On donne enfin une généralisation & certains demi-anneaux de la caractérisation 0,6.2.4 des
matrices inversibles a gauche dans les demi-corps positifs.

2.2.4 Hypothése P est un demi-anneau positif (cf. 0,6.1.1) commutatif vérifiant:

e=adb=>e=aou b, (2.2.¢)

2.2.5 Proposition Sous ’hypothese 2.2.4, une matrice A € P"*P est inversible a gauche ssi elle
contient une sous matrice monomiale inversible de taille p.

Preuve Soit I = BA. Via Binet-Cauchy, on a dans P?:

€= @ det B|K] det A[K| Du’ . (2.2.d)
K

En identifiant les composantes positives et négatives des deux cotés de (2.2.d), on obtient u = ¢.
Quitte a multiplier par une matrice de permutation, on peut supposer les coeflicients diagonaux de
A non nuls. La partie négative de det B det Ajg| est nulle, ce qui implique deés que det Bjgy # ¢
que les coefficients hors diagonaux de A sont nuls (sinon, on aurait un terme négatif dans le
déterminant), et donc que det Ajg| = &, Asi. L'hypothese (2.2.c) entraine qu’il existe K tel que
det B|xydet Ajrc) = e, et donc que les coefficients diagonaux de A sont inversibles. Au passage, on
a donné une variante de la preuve du Théoreme 6.2.1 du Chapitre 0.

2.2.6 Exemple Le dioide R, X] satisfait I’hypotheése du 2.2.5.
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