Chapitre II
Dioide symétrisé

Introduction

Nous avons étudié au chapitre I les propriétés combinatoires des structures symétrisées. Une
symétrisation (S,¢) d’un demi-anneau D fournit une extension de D dans laquelle les formes multi-
linéaires alternées (et donc certains calculs d’élimination) ont du sens. Se pose la question de savoir
si parmi les symétrisations de D, il en est une plus “simple” que les autres. Modulo un raffinement
naturel de la notion de symétrisation (régularité), et moyennant une hypothese sur la structure
additive (2.1.5) vérifiée dans le cas des dioides, nous montrons qu’il en est toujours ainsi (Théoréme
2.2.8), et appelons demi-anneau symétrisé de D cette symétrisation “minimale”. Nous particular-
isons ensuite ’étude aux dioides, et caractérisons le symétrisé d’un dioide en termes d’opérations
résiduées. Quoique la relation d’équilibre ne soit jamais transitive dans un dioide, nous montrons
que certains éléments vérifient des propriétés de transitivité et de substitution affaiblies, qui perme-
ttent de manipuler les équilibres comme ’on manipule les équations usuelles. Nous caractérisons ces
éléments. Nous commencons ce chapitre par un exemple et une construction élémentaire du dioide
symétrisé de Ry, .x. Nous avons fait en sorte que ’essentiel des chapitres suivants relatif au dioide
symétrisé de Rpay puisse étre lu au vu de la seule section de motivation qui suit (et éventuellement

de §3.2 et §3.3).

1 Motivations

1.1 Premier exemple

On considere le systeme suivant de deux équations linéaires a deux inconnues dans Ry,

{ max(z,y —4,1) =max(z — 1,y + 1,2)

max(z + 3,y + 2, -5) = max(y + 2, 7), (1.1.a)

soit sous forme madtricielle:

S RHE RN NN

Commencons par une remarque élémentaire: si ¢ > b, 'équation ¢ = z G b est équivalente a a = z.
Cela suggere la regle suivante:

régle naive:  “acSb=a si a>b". (1.1.b)
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62 CHAPITRE [I. DIOIDE SYMETRISE

Nous tentons maintenant de “résoudre” le systeme (1.1.a) a l’aide de cette regle (les calculs sont
pour le moment formels).

(i) e (-dydl=(-lzalys2
(L1.a) & { (i) 3x@m2y®(—5)=2yd7

= [0o(-Dz=1c(-4yo(2c1)
= ({):e=1yd?2
(i') et (i) = 3(ly®2) D2y @ (=5) =2y D7
= 43202)y=70(-5)6s=> dy=T7= y=3. (1.1.¢)

Par (i)', on obtient # = 1@ 3 & 2 = 4, et l'on vérifie immédiatement que (z,y) = (4, 3) est solution
du systeme (1.1.a). Ces manipulations soulévent les trois questions suivantes:

1.1.1 Question Dans quelle structure algébrique le calcul ci-dessus a t-il un sens?
1.1.2 Question Quel statut a [’élément (2 & 2) qui apparait a la ligne (1.1.¢)?

1.1.3 Question On a introduit de maniere heuristique la régle de simplification (1.1.b). Quel est
plus généralement le systéme “maximal” de regles de simplifications admissibles pour résoudre un
systeme de type Az b= Ca P d?

Ce chapitre répond a ces trois questions. On montre que 'étude de Az § b = Cz @ d se ramene
a ’étude des solutions de (A& C)z V d & b pour certaines “bonnes” symétrisation de D, dites
réguliéres. Nous montrons ensuite que parmi les symétrisations régulieres de D, il en est une mini-
male (c’est-a-dire équipée du maximum de régles de simplifications). Nous étudions ensuite les bons
et mauvais éléments du dioide symétrisé: les bons, étant transitifs et substituables pour la relation
d’équilibre, autorisent les manipulations coutumieres liées a ’élimination des systemes linéaires, les
mauvais généralisent ’élément 2 & 2 qui apparait plus haut, et conduisent & des dégénerescences.

1.2 Construction élémentaire du dioide symétrisé de R, .

Nous donnons ici une construction élémentaire d’une structure algébrique répondant a la question
1.1.1. Cette structure mérite le nom de dioide symétrisé de Ry,.x. Nous examinerons dans la suite
du chapitre de quelle maniére ce dioide procede d’une construction générale. La remarque suivante,
absolument triviale, exprime que la notion classique de symétrisation (et plus généralement, de
monoide des différences, cf. [12]), n’est d’aucun intérét pour un dioide.

1.2.1 Observation Soit (M, $) un monoide idempotent, et (G, +) un groupe, ¢ : (M, %) — (G, +)
un morphisme de monoide. On a ¢(M) = {0}.

Preuve On a pour tout z, ¢(z) = ¢z & ) = ¢(z) + ¢é(z), et en simplifiant, ¢(z) = 0. n

1.2.2 Définition On appelle dioide symétrisé de Rpax, noté Smax, le quotient du dioide des couples

2 . Iy . . .
Rz .« par la relation d’équivalence suivante:

' "o " ' " " '
roon roon x#x,y#y,etx@y =z Dy
(@', &) R (y'y )@{ (e 2" = (g sinon (1.2.a)
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On vérifie que R est une relation d’équivalence, plus fine que la relation V (qui elle n’est pas
d’équivalence), que R est compatible! avec les lois de structure du dioide symétrisé R2 .. On
distingue trois sortes de classes d’équivalence:

{(t,2"); 2" <t} appelées positives
{(2',1); ' <t} appelées négatives
(t,t) ={(t, 1)} appelées équilibrées.
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En associant (f,¢) & ¢ € Riayx, on peut identifier Ryay au sous-dioide S&  des classes positives ou
nulles. L’ensemble des classes négatives ou nulles (i.e. de la forme &z pour z € RZ, ) sera noté

S& . Pensemble des classes équilibrées (de la forme 2*) sera noté S ... On a donc la décomposition
Smax = Sgaax U S?nax U S;nax ? (12b)

¢ étant le seul élément commun a ces trois ensembles. Cette décomposition est a comparer a
Z = ZTUZ ™. On peut représenter cette structure comme sur la Figure I1.1, ott les fleches représentent
I’ordre croissant.

Figure II.1: Le dioide Syax

Ces conventions nous permettent d’écrire 3 & 2 au lieu de (3,¢) @ (¢,2). On a ainsi 362 =
(3,2) = (3,—00) = 3. Plus généralement, on résume les régles de calcul dans Spay de la maniere

suivante:
aCb=a sia>b
bBa=65a sia>b (1.2.¢)
aSa=a’

Cela rend compte de la régle naive initiale (1.1.b) et la généralise.

En raison de son importance ultérieure, nous introduisons la notation Sy, pour I’ensemble
D O ané Al é v .
S USy . On appellera signés les éléments de Sy ... On a:

1.2.3 Proposition SY.\ {¢} = Smax\ Sty st Uensemble des éléments inversibles de Spax.

Preuve Comme t ® (—t) = (5t) @ (6 —t) = e pour tout t € Ryax \ {€}, on a que tout élément
de SY .« \ {¢} est inversible. En outre, le fait que ab® = (ab)* (cf. I, (1.2.b),(iii)) montre que S¢,,.
est absorbant pour le produit. Soit 2 € S? .. On a z = z* et donc 2y = 2*y ne peut étre égal a e,

puisque e € S - n

!dans la mesure ol cette compatibilité sera rendue évidente par la théorie générale qui suit, nous passons les détails
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DO

Comme S, o par la projection canonique, les propriétés de trivialisation

max €8t Iimage de R
des équilibres, de substitution, et de transitivité faible prouvées en 1,1.3.1 restent vraies dans S}/ ..
On en déduit que les calculs formels effectuées en §1.1 pour la résolution du systeme (1.1.a) sont
valides a condition de plonger Ry, dans le dioide Sy, ax, et donnent 'unique solution de ce systeme
d’équilibres dans Spax. Celle ci étant positive, et en notant que la propriété de trivialisation des

équilibres 1.3.1,(i) s’étend au dioide Syyax, on obtient 'unique solution du systéme d’équations dans
Rmax-

2 Le symétrisé d’un demi-anneau

Nous passons maintenant a la théorie générale.

2.1 Symétrisation réguliere
On considere I’équation
ar Bb=cxPd (2.1.a)

dans un demi-anneau commutatif D. Pour toute symétrisation (S, j) de D, (2.1.a) entraine I’équilibre
dans §:
(acc)zVdeb, (2.1.b)

ou l'on a identifié a a j(a), b a j(b), etc. La symétrisation (S, 7) de D est pertinente lorsque 1’étude
1

(
des solutions de (2.1.b) résout (2.1.a). Précisément:

2.1.1 Définition La symétrisation (S, ) est réguliére si

Ja)Vijb)y=a=0 (2.1.c)

2.1.2 Proposition Pour toute symétrisation réguliére, 'ensemble des solutions de (2.1.a) s’iden-
tifie a 'ensemble des solutions positives de (2.1.D).

Preuve (a & c¢)z V d S b entraine az & bV cx @ d, et si x est positif, j(az @ b) V j(ca & d), d’ou

(2.1.a). La réciproque est immédiate. n

La symétrisation libre (D?,¢) de D (I,1.1.1) est réguliere (cela résulte de 1,1.3.1,(i)). Nous car-
actérisons maintenant les symétrisations régulieres générales. Notons

SV={z| xVe}.

2.1.3 Proposition Soit ¢ le morphisme D? — S tel que S ~ D*/p (cf. 1,1.1.2). La symétrisation
(S,7) est réguliére si et seulement si = (SY) C D°.

Preuve Les assertions suivantes sont équivalentes:

j(a) V j(b)
P((a,€)) V p((b, )
p((a,0)) Ve
(a,0) € p~1(SY)

Comme (a,b) € D* si et seulement si @ = b, la conclusion en résulte. n
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2.1.4 Proposition Pour une symétrisation réguliere, la relation d’équivalence R induite par ¢
(t Ry < p(z) = p(y)), est compatible avec V |, i.e.:

pla)=pb)etaVe=bVe . (2.1.d)

Preuve o(a) = ¢(b) et @ V ¢ entrainent ¢(a & ¢) = p(b O ¢) € SV, d’olt pour une symétrisation
réguliere b & ¢ € D* (par 2.1.3), d’olt b V ¢, ce qui montre que R, est compatible avec V. ]

Evidemment, si R, est compatible avec V , on a
pla)=@b)=>aVDb (2.1.e)

(prendre ¢ = a dans la formule (2.1.d)). La réciproque de la Proposition 2.1.4 est vraie moyennant
une hypothese supplémentaire:

2.1.5 Hypotheése L’application D — D,z — x ® x est injective.

2.1.6 Proposition 5i D vérifie Uhypothése 2.1.5, alors toute symétrisation compatible avec V
est réquliere.

Preuve Supposons ¢((z+,27)) € SV. Moyennant la compatibilité et d’apres (2.1.e), p((zF,27))
o((z7,2T)) entraine (zT,27) V (z7,27), e at @2t =2~ ¢ 2~ et lorsque 2.1.5 a lieu, 2t ==
soit (¢T,27) € D*. Par 2.1.3, (S, ) est réguliere.

2.1.7 Contre exemple Soit D le demi-anneau des parties de R% muni de &z = s(x), ot s désigne
la symétrie de centre (0,0) (exemple déja traité en 1,1.0.4). (D,Id) est une symétrisation non
réguliere de D. Notons en effet a le disque de centre 0 et de rayon 1 et b le singleton {0}. On a
a V b avec a et b positifs quoique a # b.

2.2 Symétrisation réguliére minimale

Du point de vue qui nous intéresse, a savoir la résolution de 1’équation (2.1.a) via (2.1.b), on
recherche une symétrisation réguliere de D la plus simple possible. Nous montrons ci-apres ’exis-
tence d’une “plus petite” symétrisation réguliere de D. On part du demi-anneau D? symétrisé libre
de D. 1l est naturel d’étudier ’application suivante.

2.2.1 Notation On définit ’application ¥ : D? — P((D?)?) par:
W(a)={(p,q) € (D*)*| pV qa} .

2.2.2 Proposition La relation d’équivalence Ry associée a W est une congruence plus fine que la
relation V.

Preuve Ry est plus fine que V , carsi ¥(a) = ¥(b), on a (a,e) € ¥(a) donc (a,e) € ¥(b), donc
a V b. Montrons que Ry est compatible avec la structure de demi-anneau symétrisé de D?. Les
propositions suivantes sont équivalentes:

(r,q) € V(a®e)
pV qadqc
pOqeV qa

(PSqe,q) € ¥(a)
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et donc ¥(a) = ¥(b) entraine ¥(a @ ¢) = ¥(b & ¢). Semblablement, il résulte de I’équivalence de

(p,q) € ¥(ac)
pV qac
(p,qc) € ¥(a) (commutativité)

que ¥(a) = ¥(b) entraine ¥(ac) = ¥(bc). On vérifie de méme que ¥(a) = ¥(b) = V(ca) = ¥(D).

Ry est donc une congruence. L]

2.2.3 Notation On note ® I'application D? — P(D?) telle que:

®(a)={z€D*| 2Va} . (2.2.a)

On a évidemment
V(a) = Uep2®(qa) x {q} . (2.2.b)

2.2.4 Proposition Si tout élément de D est somme finie* d’éléments inversibles, alors, pour a,b €
D?, on a ®(a) = ®(b) si et seulement si ¥(a) = V(b).

Preuve a/ Si tout élément de D est somme finie d’éléments inversibles, alors tout élément de D?
est somme finie d’éléments inversibles. Cela résulte de (z,y) = (z,¢) @ (e,y) et du fait que (z,¢)
(resp. (e,y)) est inversible ssi o (resp. y) lest.

b/ Si ¥(a) = ¥(b), trivialement, ®(a) = ®(b) (prendre ¢ = ).

¢/Réciproquement, supposons ®(a) = ®(b). Soit d’apres a/, ¢ = Pr_ | ¢; somme de k éléments
inversibles et p tel que (p,q) € ¥(a). On a alors p & @fﬁ ga V qa, dott ¢;'(p O @fﬁ ga) €
O(a) = d(b),dou ps DY, qia V ¢1b, et Pon obtient la conclusion en réitérant le procédé avec les
autres ¢;. ]

On note les propriétés immédiates, mais utiles:
2.2.5 Lemme On a (i): U(2 @ t*) D V(z) et (ii): ¢(z G t*) D ®(z).

Preuve Soit (p,q) € ¥(x). L’équilibre p V ga se réécrit p & gz = qa S p, d’olt, comme t* = &t°,
poqlz @ 1®) =gz t*) o p, dot p V g(z & 1), donc (p,q) € ¥(z B 1°) et W(x) C U(z & 1°).

L’assertion pour ® s’en déduit en prenant g = e. n

2.2.6 Exemple Dans le demi-anneau symétrisé libre de Nppem (cf. 1.0.9), ® n’est pas compatible
avec le produit, quoique tous les éléments non nuls de Nppem soient simplifiables. On a en effet
(2?2 52) = ®(2%) (vérification élémentaire ou application de 1’étude qui va suivre dans §3.1), alors
que ®((2? x 3) & (2 x 3)) # ®(2% x 3) (par exemple, 2? appartient au premier ensemble mais non
au deuxieme).

On note D?/V¥ le demi-anneau symétrisé quotient. Si a,b € D et a # b, alors (a,e) € ¥(a) mais
(b,e) € ¥(a) ce qui montre que a et b considérés comme des éléments de D? appartiennent & deux
classes d’équivalence différentes, i.e. que ¢ : D — D? induit un morphisme injectif j : D — D?/V¥.
Ainsi, (D?/¥, j) est une symétrisation de D. En outre:

2.2.7 Proposition Sous Uhypothése 2.1.5, (D?/ W, 5) est une symétrisation réguli¢re de D.

2La borne sup de Pensemble vide étant e, on a avec cette convention ¢ somme finie d’éléments inversibles
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Preuve Supposons j(a) V j(b), soit j(a)& j(b) = j(b)o j(a),ie. ¥(aob) = ¥(bc a). On a donc
aobVboaiea®a=bPpbet par 2.1.5,a = b. n

Nous formulons maintenant le résultat central de ce chapitre.
2.2.8 Théoréme Soit (S, k) une symétrisation réguliere de D. Sous Uhypothése 2.1.5, il existe un

unique morphisme surjectif © : S — D? [V tel que j = wok.

D——§

\
D?/w
En ce sens, D?/¥ est la symétrisation réguliere “minimale” de D.

Preuve On note ¢ (resp. ¢’) la projection D? — D?/¥ (resp. D* — §) (cf.1,1.1.2).
D2

/ \LS«Q/
o
J ¥

D2/W

Via la V-compatibilité de ¢’ (cf. 2.1.4), il est clair que ¢'(a) = ¢'(b) entraine ¥(a) = ¥(b). On
définit donc un morphisme © de demi-anneau symétrisé en posant 7(z) = ¢(x¢) pour tout zg tel
que ¢'(29) = . On a mop’ = . L’unicité de 7 résulte de la surjectivité de ¢', le caracteére surjectif
de 7 du caractere surjectif de ¢. m

2.2.9 Définition (Demi-anneau symétrisé) D?/V sera appelé le demi-anneau symétrisé de D,

et on le notera Sp.

2.2.10 Exemple On vérifie que dans le demi-anneau symétrisé libre de (N, 4, X),on a (i): ¥(z) =
U(y)ssi(ii): @ V y. Par 2.2.2, ()= (ii). En outre, si ¢ V y et (p,q) € ¥(2), on déduit les assertions
suivantes (avec des notations évidentes):

V gz

= p B¢ dqtat

P BTt B (¢tyt ©qTyT)

PO (T By )Dg (et Byh)

phg (T Dy )@ gt (et ByT) (carz Vy)
= p B¢y @qtyT (en simplifiant)

r VvV oqy,

proqteT ©g e

progteT 9q et B (¢tyt daTy
progte oy o (et ay
Dy

N—’ e’ +’E

~—
|

Pt ot oy )@ (e @yt
praqty By

+

d’ou ¥(x) C ¥(y). L’égalité en découle par symétrie et 1'on a prouvé (ii)=-(i). Le demi-anneau
symétrisé de N est donc Z ~ N?/V ~ D?/¥, et ’on retrouve la construction classique.

2.2.11 Exemple On observe de méme que tout anneau vérifiant ’hypothese 2.1.5 est égal a son
symétrisé. Le lecteur notera en effet que la preuve de 2.2.10 n’utilise que la simplifiabilité de la
somme, a fortiori vérifiée dans un anneau. En outre, ¥((z*,27)) = ¥((2T — 27,¢)), et a donc
D? /¥ ~ D¥ ~ D,
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2.2.12 Remarque On peut aussi traiter exemple 2.2.10 en notant que tout élément de N est
somme finie d’éléments inversibles. Il est alors immédiat que ®(z) = ®(y) ssi 2 V y.

2.2.13 Contre exemple Lorsque I’hypothése 2.1.5 est en défaut, la symétrisation (D?/V¥, j) peut
étre non réguliere. Considérons en effet D = Z /(2Z), on a

j(1)=a=(1,0)V (0,0) = b= j(0) dans D*/¥

avec 1 # 0, ce qui contredit la V-régularité de D?/¥ (cf. 2.1.1). En effet, on a ¥(a & b) = ¥(1,0),
U(bea)=V(0,1),et ¥(1,0)=¥(0,1). Via 2.2.4, il suffit de vérifier que ®(1,0) = ¢(0,1), or

@(1,0) = {(170)7(071)}
et ®(0,1) = B(0(1,0)) = 0B(1,0) = (1, 0).

2.2.14 Proposition Sous Uhypothése 2.1.5, on a a V b dans Sp si et seulement si ag V by dans
D%, pour tous représentants ag et by de a et b.

Preuve Siag V by, on a ag S by = by & ag et en passant au quotient a5b=5b65ai.e. a V b dans S.
Réciproquement, si @ V b dans D?/¥, on a ¥(ag S by) = ¥(bo & ag), donc (ag & bo, €) € ¥(by & ag),
d’olt ag © by V by © ag dans D?, d’ott ag @ ag V b @ by, ce qui moyennant I’hypothese 2.1.5, donne
ap Vv bo. ]

2.3 Dioide des fractions d’un dioide commutatif

La Proposition 2.2.4 montre que les éléments inversibles jouent un réle particulier. Via la construc-
tion d’un dioide des fractions (calquée sur les anneaux de fractions), on peut rendre inversibles les
éléments integres et d’obtenir des résultats analogues & 2.2.4 pour les éléments integres. Par exem-
ple, dans R . X], les monémes a X * sont integres, tout polynéme est donc somme finie d’éléments
integres, et ’on veut montrer que comme en 2.2.4, les quotients par ® et par ¥ sont identiques.
Comme ®(P) = {Q € (Rmax]X])? | @ V P} se calcule immédiatement & partir des ® des coef-
ficients de P, on caractérisera ainsi le dioide symétrisé de R,ax X].

On rappelle que dans tout ce chapitre, le dioide D est supposé commutatif. Soit S C D une
partie telle que S @ S C 5, et e € 5. On munit ’ensemble D x 5 des deux lois suivantes:

(z,8)® (2!, 8) = (25’ B a's,s8'), (z,8)@ (a/,8) = (wal,s8) .
Le quotient de D x 5 par la relation suivante:
(z,8)R(2',s) & Ir e s, ras =ra's

est un dioide, appelé dioide des fractions de D par S, noté D/S. On notera z/s ou % pour (z,s),
lorsque qu’aucune confusion avec le quotient résidué de z par s ne sera a craindre. On a un mor-
phisme de dioides D — D/S, 2 — (z,e). En particulier, ¢/e et e/e sont respectivement le zéro et
I'unité de D/S. Pour tout s € 5, la classe d’équivalence de s/e est inversible, comme il résulte de

€ S S €

s e s __ €
R

En général, le morphisme 2 — /e n’est pas injectif. Il ne 'est que si tout élément s de S est tel
que sx = sy = & = Y.

On appelle intégre un élément a tel que homothétie © — az soit injective. On notera D!
I’ensemble des éléments integres. L’ensemble D* est clairement stable par produit et contient e.
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2.3.1 Définition (dioide des fractions) On appellera dioide des fractions® de D, noté Fp, le
dioide D/D".

Le morphisme injectif 2 — /e plonge D dans Fp. On pourra donc identifier = et x/e. Tous les
éléments integres de D sont inversibles dans le dioide des fractions.

2.3.2 Exemple Soit D = Ry, [ X]. L’ensemble S des mondémes (i.e. des polynémes de la forme
aX,avec a # ¢) vérifie S @ 5 C S et e € 5. Un élément du dioide des fractions de Ry,a[X] par 9
pourra s’écrire sous la forme P/ X%, ot k € N, ou de maniere équivalente sous la forme &, a; X"
L’écriture P/X* (avec k € Z) est unique si ’on impose P de valuation 0.

On rappelle (cf. 0,7.2.1) qu’un dioide est faiblement archimédien si pour tout y et pour z # ¢, il
existe A et p tels que Az = puy.

2.3.3 Lemme [ ’élément d = (dT,d™) est intégre dans D? ssi: 1/ d~ = ¢ et dT intégre dans D ou
2/ d* = ¢ et d” intégre dans D.

Preuve L’application D? — D2,z — dx se représente par la matrice

&t

dans la base canonique. Via le Théoreme 0,7.2.3, 'injectivité de cette application entraine que
la matrice P est monomiale, ce qui implique d positif non nul ou négatif non nul. La condition
d’intégrité de d* ou d~ selon le cas est claire. m

2.3.4 Proposition Soit D un dioide faiblement-archimédien. On a

(fD)zﬁfD2 .

Preuve Il résulte du Lemme 2.3.3 que tout élément = de Fpo s’écrit sous la forme z = %, avec

p,q,d € D et d integre. On observe que les quotients & et 4 dans Fp ne dépendent que de z. En

effet, si x = p/?,q/, onad(psq)=d(p &q), et en identifiant les parties positives et négatives,

1= ?l—j. On peut donc identifier z & I’élément 5 & £ de (Fp)?, ce qui montre la

I
3 P P

on obtient £ L,
4.

proposition 2.3 L]
2.3.5 Dioide des fractions de D[X] Lorsque D est faiblement-archimédien, on peut caractériser
simplement le dioide des fractions de D[X]. On prétend que les seuls éléments integres de D[ X sont
des monémes de la forme dX*, avec d integre. La condition d’intégrité de d est immédiate. Le fait
qu'un polynéme integre est un monéme résulte de argument du Corollaire 7.2.9 du Chapitre 0.
Un élément du dioide des fractions de D[X] pourra donc s’écrire d=' X ~* P, ot k € N, d est integre
et P € D[X]. On pourra aussi Pécrire @}__, a;X;, ot a; € Fp. En particulier, le dioide construit
dans I’exemple 2.3.2 est le dioide des fractions de Ry .x[X].

2.3.6 Exemple (Dioide Qppem) Comme tout élément non nul de Nppe, est integre, le dioide des
fractions de Nppem est égal a (QF \ {0}) U {¢}, muni des deux lois suivantes:

/ cm -~ / /
PV _vpeem(pdipe) p o p

= ’

q ¢ qq ¢ ¢ q¢

?Ce dioide est ’analogue de “I’anneau total des fractions” en algébre commutative.
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Nous appliquons la construction du dioide des fractions a la caractérisation du dioide symétrisé.
On notera:

Up(z) = {(p,q) € (D)) | pz V ¢}, Vr(z)={(p.q) € (Fp2)*| pz V g} .

2.3.7 Proposition Soient x,y € D%. Les propositions suivantes sont équivalentes:
(i) ¥p(z) = ¥p(y),
(i) Wr(z)=Vr(y).

Preuve Cela résulte de I’équivalence des propositions suivantes:

2.3.8 Corollaire Soit D un dioide tel que tout élément soit somme finie d’éléments intégres. On
aV¥p(x)=Up(y) dans D? ssi Dr(z) = Pr(y).

Preuve Résulte de la proposition 2.3.7, de 2.2.4 et du fait que les éléments integres de D? sont
inversibles dans Fp2. ]

3 Dioides symétrisés
3.1 Solutions de I’équilibre élémentaire x V «

Nous particularisons ici la théorie aux dioides. En raison de 'idempotence, 'application = — = @z
est injective (hypothése 2.1.5), et I'on peut définir le dioide symétrisé de D via 2.2.9: Sp = D?/ V.
Comme ’étude de 'ensemble W(2) se ramene a celle de ®(z), comme 'exprime la formule (2.2.h),
il nous suffit d’obtenir ®(z) = {y | y V 2} pour caractériser le dioide symétrisé. Nous caractérisons
ici cet ensemble, moyennant quelques hypotheses de résiduabilité.

Nous supposerons que D est un dioide inf-complet distributif (0,5.2.2), donc additivement
résidué (0, 5.2.1). D? est alors également inf-complet distributif, et 1’on a:

(at,a”)BOT,07)=(at B0 ,a"807) .
On a par 0,2.1.2 et 0,5.2.5,(vii) puisque Sz = (Se)z et que Se est inversible:

Slanb)=(6a)A (D)
S(aBb)=(6a)B(0h) .

En particulier, si a,b € D*, on aaAb € D®* et aEHb € D*. En effet, a € D® est équivalent a a = Sa,
de méme pour b. On a alors S(aAb) = (6a)A(6b) = aAb, d’olt aNb € D*, et de méme pour ¢ Bb.

Notons [u,v] = {t € D? | u <t < v}.

3.1.1 Théoréme Soit a € D%. On a ®(a) = [a B (5a),a*] & D°.
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Preuve : Soit z tel que @ V a,i.e. 2t @ a™ = 2~ Gat. On part de la décomposition (cf. 0,5.2.5,(x))

r=(xBa®)P (zNa®) .

1/-Montrons que 2 Ba® € D*. Posons e ©a =1* € D*. On a t®* = z = t* B (6a), donc t* B a® =
tBa® > (1*B(6a))Ba®* =t*B(¢*ca)=1t*Ha®. On a donc: e Ha® =t* Ba® =€ D* d’apres la
remarque précédente.

2/-Notons que @’ = x Aa® vérifie également 2’ V a. En effet, D* 5 (¢ 5a)Aa® = (zAa®)S(aNa®) =
(z A a®) S a. 1l suffit donc de rechercher les solutions de z V @ plus petites que a®.

3/-L’équilibre & V a est équivalent & t S a = (S2) P a. Ona z > [(62) § ] B (6a) » aBH(Sa).
Inversement, supposons a5 (Sa) <z < a®. On a:a® < [eB(6a)]d(6e)Xr68a¢<a*"Sa=a" n

3.1.2 Exemple Soit # = (zFt,27) e RZ,  aveczT = 27. OnaztBa~ =27, 2~ Bat = ¢, soit
w(z) = (zt,e)/ Le Théoreme affirme que

{(y"y7) | max(z®,y7) = max(z7,y")} = {(y".y7) | 2" =yTy” 2y e {(t.0) ] 1 € Runaxd

ce que 'on vérifie de maniere élémentaire.

Nous appliquons maintenant ce résultat au calcul de quelques dioides symétrisés.

3.2 Symétrisé du dioide de Boole

Soit B = {e, e} le dioide des booléiens (cf. 0,1.0.2). Il résulte de 2.2.4 que Sp = B?/®. On a par
application de 3.1.1 ou bien par une vérification élémentaire:

d(e) = B*
) = {ee)
®(ce) = {Se, e’}
d(e*) = B .

Ainsi, 'application B? — P(B?), 2 — ®(2) est injective, et donc
Sp ~ B = {c,e,0e, %} . (3.2.a)

On a les tables de Cayley suivantes.

€ e | Ge | e* ® |e€ Se | e*
€ € e | Be | e* e el ¢ e | ¢
€ € e* | e® e | ¢ Oe | e*
Oe | e | e* | Be | e* e | ¢ | Be e | e®
et | e | e* | e* | e et e | e* | e* |e*

3.3 Le dioide symétrisé de R, .«

Nous étudions ici le dioide symétrisé de Ry, Il en vaut la peine, pour aux moins deux raisons:
(i): le symétrisé s’obtiendra de maniére analogue pour tous les demi-corps idempotents totalement
ordonnés, dont Ryyay est un exemple générique, (ii): c’est dans ce cadre que 'on obtiendra une
théorie satisfaisante des systemes linéaires.
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Dans Ryax, on a caractérisé 'opération H en 0,5.2.7. On a donc:

(at,e) siat
aBoa=(atBa ,a"Ba")={ (a",e) siat
(e,e) siat =a",

ANV

d’ou via 3.1.1:

([e,a¥] x [e,a]) U{

®(a) =4 ({a*} x e, a+]) {(
([e;a7]x {a™ ) U{(

On a représenté les diverses allures de ®((a™,a™)) sur la Figure I1.2. Dans ce cas précis, la carac-

térisation ci-dessus de ®(a) = {(z%,27) | max(2*,a”) = max(2~,a")} se retrouve évidemment
de maniere élémentaire.

(z,2)| * € Rpaxy @ > at} (casa® =
2,2)| v € Rypax, @ >at}  (cas a™
)

a
a”) (3.3.a)
z,2) | © € Rypax, @ >a”}  (cas a

2
+
AN

T T T
a- a-
a F
o
at at at a at
cas at > a” cas a” > at
Figure I1.2: ®((2T,27)) dans le dioide R2,

Ainsi, on retrouve le dioide S;,.x construit de maniere élémentaire dans la motivation de ce
chapitre. On retrouve de la sorte qu’il y a dans le dioide symétrisé de Ryax, Sk,.., = R2../ ¥, trois
sortes de classes d’équivalences, positives, négatives, et équilibrées, correspondant respectivement

aux (a,¢), (g,a) et (a,a) (cf. §1.2).

3.3.1 Définition (Signe) On appelle signe Uapplication s, Spmax — B?, @ — sz, défini comme

suit:

e sizeSE\{e}
ce six €SS\ {e}
e sixz eSSy \{e}
3 six =c¢.

Le signe n’est pas un morphisme de dioide. On a par exemple 26(S1) = 2, mais s2 = e # s2hsCe =
e e = e*. On peut voir 'ordre de Syax comme 'ordre lexicographique formé a partir de l'ordre
de Ry ax et de l'ordre du dioide symétrisé des booléiens.

3.3.2 Propriétés Dans Smax, on a les propriétés suivantes:

(i) a = b ssi|a| < |b] ou (la] = |b| et sa < sb),
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(ii) Soient a € St et b€ SEL. Onaa® bV e ssi|b] < |al.

max max’

(iii) @ = b ssisa = sb et |a| = |b|.

Preuve (i): L’application  — |z| est croissante, donc a < b entraine |a| < |b|. La suite se déduit

de 3.1.1.

(ii): résulte immédiatement de la caractérisation de ®(a®) (cf. 3.1.1).

(iii): immédiat. n
Soit maintenant 1’équilibre linéaire:

ax ®bVe (3.3.b)

avec (a,b) € (Smax)?- Si z est solution de (3.3.b), pour tout ¢ € Spax,
=g (3.3.¢c)
est également solution. Afin d’exclure les solutions triviales, nous posons:

3.3.3 Définition Une solution x de I’équation (3.3.b) est dite dégénérée si et seulement si il existe
2’ < x et t € Smax tels que:
r=xz ®t*

L’étude des équilibres linéaires pourra se limiter a la recherche des solutions non dégénérées, étant
entendu que les autres solutions peuvent se recouvrer par (3.3.c).

3.3.4 Lemme Une solution x de (3.3.b) est signée ssi elle est non dégénérée.

Preuve Si z est signé et & = 2’ @ t*, comme st®* = €* £ sz, il résulte de 3.3.2,(i) que 'on ne peut
avoir [t*| = |x|. Ainsi, || < |z|, et donc || = |2/|. En appliquant & nouveau 3.3.2,(i), on trouve
que sz’ < sz, et comme 2’ # ¢, sz’ = sz, d'ou = &’ par 3.3.2,(iii), ce qui montre que x est non
dégénérée.

Réciproquement, supposons & = t* non signé solution de ax V b et montrons que z est solution
dégénérée. Si |al|z| = |b|, on a en choisissant u tel que |z| = |u| = |a|7t]b], au® V b, avec u® < z. Si
la||z] < |b], on a az &b =5bV ¢, et donc u = ¢ est solution. Si |a||z| = [b], de deux choses I'une:
1/ sia €8SY,y on aalz] = a®|z| = az®, et |z| est solution, 2/ si a est inversible, on peut supposer
a = e quitte & multiplier par ¢!, et la conclusion résulte de ce que les points minimaux de ®(b)
sont signés ou nuls (cf. (3.3.a)). n

3.3.5 Théoréme Soit a € ST\ {e} et b € SET.. L’équilibre ax &b V ¢ admet l'unique solution
signée * = Ca~ b,

(C’est un cas particulier du résultat suivant:

3.3.6 Théoreme L’ensemble des solutions signées de 'équilibre (3.3.b) est:

{Oa~1b} sia€SEO N\ {e} et b e SEE
{teS%0 | |t] < |atb|]} siacSET\{c}etbecSt .
{t €Sa% | [t = [al='o} sia €85\ {e} et b €SHIL

SES si (a,b) € (S?

) 2
max max/ °*
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Preuve : les cas @ € Sy, \ {¢} sont une traduction de 2 € ®(Sa=1b) (cf. 11,3.1.1). Supposons
a €S2, et b déséquilibré. Via la Propriété 3.3.2,(ii), ax & b V ¢ est équivalent & |az| = |b], c’est &
dire & |al|z| = |b], soit |z| = |a|71]b]. "

3.3.7 Remarque Le Théoreme 3.3.5 exprime que dans le cas générique, ’équilibre ax ¢ b V ¢
admet une unique solution signée, donnée par la formule habituelle.

Les deux propriétés suivantes, immédiates, seront utiles.

3.3.8 Propriétés On a:
(i) See ®S®6 c S$5

max max max-*
(i) a®be S, = a €SI oube SET.

3.3.9 Proposition S,,.. est additivement résidué.

Preuve Comme I'équation b @ x = a est équivalente a 56 & x = Sa, on a

(6a) B (6b) = &(a B b) (3.3.d)

des que 'une des deux quantités est définie. On vérifie sans difficulté que 'opération B est donnée
par le tableau suivant:

= v O v
Y {u siu> v {u siu > v {u siu = v
€ sinon € sinon € sinon
- -
U siu > .
R i u® siww
U v stu=w .
. ¢  sinon,
€ sinon
ol U, v € Ryax, les autres cas s’en déduisant par (3.3.d). "

3.3.10 Contre exemple Le dioide S, . n’est ni relativement complet?, ni un treillis, ni mul-
tiplicativement résidué. En effet, 'ensemble des minorants de e et Se, égal & {z | |z| < e},
n’admet pas d’élément maximal. Ainsi, ’ensemble {e, Se} n’admet pas de borne-inf. En outre, on
a{z]| e <e}={a] |z| < e}, ce qui montre que 'homothéties z — e®z n’est pas résiduable.

3.3.11 Dioide complété de S, On a vu en 0,85.3 que dans les inf-dioides multiplicativement
résidués, on peut simplement étudier les équations matricielles de type Ax = b et caractériser les
familles faiblement indépendantes. Cela motive la question du plongement d’un dioide donné dans
un inf-dioide multiplicativement résidué. Cette question mériterait une étude complete et générale.
Nous nous contentons ici d’un résultat particulier relatif a Sy,ax.

On notera ID Sy 'ensemble des idéaux non vides de Sy, Etant donné un idéal I, I'image |1|
de I dans R« par le morphisme de demi-treillis  — || est un idéal de R ax.
3.3.12 Lemme Soit I un idéal non vide de Syax. De trois choses l'une:

(i) 1] n'est pas majoré, auquel cas I = Spax,

“un ensemble ordonné est relativement complet si toute partie bornée admet une borne sup
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(ii) on a |I| = |(2) avec & € Ruyay, auquel cas I est principal. De maniére précise, on a 1/
I=|(z)ou?/ |[(cx)oul3/|(a*) selonque 1/ €l etca gl 2/cxecletagl, 3/
x,0 € 1.

(iii) 1| = {t € Rpmax| t < @}, auquel cas I ={u € Spax | v < 2} = [(z) N [ (52).

Preuve Résulte immédiatement de la caractérisation 3.3.2 de l'ordre de S,.x. [

L’ensemble ID Sy,ax est un treillis complet, dont le sup est donnée par 0,2.1.5. L’application
z — |(x) est un morphisme de demi-treillis injectif de Syax dans IDSpax. Définissons le produit
des idéaux par

ToJ={{z2'| vl ' e€J} .

Le produit de deux idéaux est un idéal. En effet, il est immédiat que | (/ @ J) = I®J. Montrons que
(I®J) est stable par borne-sup. Soient x,2" € Tet y,y' € J.Onazyda'y’ < (z®2")(yDdy') € I®J,
ce qui montre la stabilité. De maniere plus précise, on a les regles de calcul suivantes:

I (a)® | (b) = | (ab)
[{a) @ (] (w)n [ (Su)) [ (ulal) N ] (Gulal),
(L(w)n [(©u) @ (L(v)N ] (Sv)) L{uwv)n [(Suv) .

Le Lemme suivant résulte immédiatement de la caractérisation des idéaux de Spax (cf. 3.3.12).

3.3.13 Lemme Soit {I,},ca une famille majorée d’idéaux non vides de Spax. De deux choses
Uune:

(i) B, || est un idéal principal. On a alors deux indices p,v € A (€ventuellement confondus)
tels que @, 1. =1,D1,.

(ii) @, |1a| est de la forme {t| t < z}, auquel cas B, I, = {u € Spax | u < z}.

3.3.14 Proposition I’ensemble des idéaur non vides de Sy, muni de la borne sup naturelle (cf.
0,2.1.5) et du produit, est un dioide complet.

Preuve Le seul point non trivial est la distributivité (infinie). Dans le cas (ii) du Lemme 3.3.13,
on a pour un idéal J majoré,

(U 1)) = JHallJ| = {t € Rmax | t < zsup|J]} .

[}

1l résulte que

(@Ia)J:{u| u=<z})={u] u<xsup|J|}:@IaJ .

Dans le cas (i), on est ramené a une propriété de distributivité finie, qui se vérifie de maniere
élémentaire. m

Le morphisme z — | (z) permet d’identifier Smax au sous-dioide des idéaux principaux de Spax.
On notera @ l'idéal | (u) N |(Bu) = {2 | 2 < u}, Smax U'ensemble des idéaux de la forme @, et oo
I'idéal Snax. On a la décomposition:

IDSmaX = SmaxU gmax U {OO}, Smaxm gmax = {5} .

On a illustré cette décomposition sur la Figure I1.3 (ot les fleches représentent 'ordre croissant).
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Figure 11.3: Le dioide ID Spax (complété de Spax)

3.3.15 Exemple On peut maintenant appliquer les résultats de résiduation a la résolution de
certaines équations dans Spayx. Soit le systeme:

. | e et _|e
AX =0, ou A_[@e 2],()_[1]

En se plongeant dans ID Syax, qui est un inf-dioide multiplicativement résidué, on peut écrire:

e e* e\e N (oe)\l =e 2
I N

ce qui montre que le vecteur A\b = [e, —1]T est solution.

Nous concluons cette section en donnant un résultat de quasi-unicité de familles génératrices min-

imales pour les sous-moduloides de type-fini de S

max*

3.3.16 Proposition Etant données deux familles génératrices minimales {u;};cr et {v;};e; d'un
sous-moduloide de type-fini V C S
oI — J tels que ui = A\ivg(;).

n

N U existe une famille de scalaires {\;}icr et une bijection

En particulier, le cardinal d’une famille génératrice minimale est invariant. On ’appellera dimension

faible de V.

Preuve On adapte la preuve du Théoreme 5.5.3 du Chapitre 0. En reprenant les mémes notations,
on a:

u; = @ ikt (3.3.e)
JjeJ kel

On distingue deux cas:
(i): Il existe une composante non équilibrée u} de u;. De

ul - @/\ijuﬁuﬁ' . (3.3.1)
JeJ



3. Dioides symétrisés 77

on tire alors @jej Aijthgi = uﬁ\uﬁ = e. On a en outre ’égalité (sinon, le terme associé a u; serait
redondant a droite de (3.3.e) et 'on conclut comme en 0,5.5.3.

(ii): w; = u?. On prend alors u} composante non nulle de w;. De (3.3.f), on tire maintenant
| D,y Nijujil = e, et donc il existe j; tel que

|Aijittjiil = € .
On a
wi = ug = Aij vy = Aijapine = A pgilud = ui
d’ot
up = Aij;vj;
Il est clair que I'application ¢ — j; est une bijection de I dans J. ]

3.3.17 Remarque A la différence de Ry,y, les A;; ne sont pas en général inversibles. Par exemple,
{e*} et {2°} sont deux familles génératrice minimales du moduloide S¢,

o axs €6 ’on peut écrire 2° = Ae®
avec A = 2,02 ou 2°.

3.4 Autres dioides symétrisés

3.4.1 Dioide symétrisé de P(R) Dans P(R) muni de I'union et de la somme vectorielle, at Ba~
est la différence ensembliste coutumiére de at et de a= (cf. 0,5.2.6). La connaissance de ®(a)
détermine a™ Ua™ ainsi que les différences ensemblistes a™\ ¢~ et =\ a*. On obtient alors a™ Na~
parat Na~ = (at Ua™)\[(aT \a™)U (a™ \ a™)], ce qui détermine a™ = (aT \ a")U (at Na™) et
montre I'injectivité de ®, donc de ¥. On a donc Spery = (P(R))*

3.4.2 Symétrisé du dioide des compacts convexes On a vu en 0,5.2.8 que le dioide des com-
pacts convexes de R?, convP.(R?), n’est pas additivement résidué. On ne peut donc caractériser
l'application ¥ en termes de résidu. Nous n’entreprendrons pas ici de caractériser le dioide quotient
par ¥, mais indiquons simplement que I'on a la regle de simplification suivante:

3.4.3 Proposition Soit A = (AT, A7) € (convP:(R?))2. On a

intAT 5 A~ = U((AF, A7) = U((A*,¢)) .

(intB désigne I'intérieur de la partie B).

Preuve Soit en effet (P,Q) € ¥(A), avec P = (PT,P7), Q@ = (@*,Q7). Il suffit de montrer que
P(QT(AT, A7) = ®(QT (AT, ¢)) (décomposer @ en QT © @~ et raisonner comme en 2.2.4). On a
que P appartient & ®(QT (AT, A7) ssi Pt & QTA™ = P~ @ QT AT, c’est-a-dire en passant aux
fonctions support (cf. 0,1.0.11)

max(6p4, 05+ + 84— ) = max(6p—, 65+ + 04+)
et comme ¢%_ < &%y, cela équivaut a
0p+ = max(dp—, o+ + 64+),

ie. P € (QT(AT,e)). .
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Dans le dioide symétrisé de convP.(R?), on pourra donc écrire, par exemple,
B2(07 1) S B2(07 2) = @BZ(Ov 2)7

ot Bjy(a,r) désigne la boule de centre a et de rayon r pour la norme euclidienne (et donc B3(0,1) C

int B, (0,2)).

3.4.4 Proposition Pour tout dioide D faiblement-archimédien tel que tout élément de D soit
somme finie d’éléments intégres, on a (Sp)[X] = Siprx))-

Preuve On a l'isomorphisme:

D*[X] o~ (D[X])?
@(PFOoP )X — @ PTX 0@, P XY .

Soient P = @, X', Q = @, Q; X" € D*[X]. 1l faut montrer 1’équivalence des deux conditions
suivantes:

(i) Vi, ¥(P;) = ¥(Q,) dans D?,
(i) ¥(P) = ¥(Q) dans D?[X].

Cela résulte du Corollaire 2.3.8 en passant au dioide des fractions. Soit F; le dioide des fractions de
D?[X] et Fy le dioide des fractions de D2. Soient U, R € F;. D’apres 'exemple 2.3.5, on peut écrire
U=6, UXiet R = P, R; X" ou U, et R; appartiennent & Fy. D’apres le Corollaire 2.3.8, il suffit de
voir que ®(U) = ®(R) dans F; ssi pour tout i, ®(U;) = ®(R;) dans Fy. Comme V = @, V; X' V U;

ssi pour tout ¢, V; V U;, le résultat est acquis. n

3.4.5 Dioide symétrisé de Ny 1l est égal & N2 . Nous montrons que certaines régles de
simplification sont compatibles avec la structure additive de (Nppem)?, mais pas avec le produit.

Soit P l'ensemble des nombres premiers. La décomposition d’un naturel non nul z en produit de

T = H pvp(l’)

nombres premiers:

pEP
se traduit par I'isomorphisme de demi-treillis:
(P)
(N\ {0}7ppcm) - (N 7maX) (34&)
z — {vp(@)}per

ott N(P) désigne I’ensemble des familles de naturels indicés par P avec seulement nombre fini
d’éléments non nuls. Posons pour z = (z¥,27) € (Nppem)?s vp(2) := (vp(at),v,(z7)). On en
déduit que ¢(z) = ®(y) ssi:

Vpe P, &(v,(2)) = ®(v,(y)) dans (N?, max) .
Autrement dit, on a une généralisation en “dimension infinie” de la régle (1.2.a) valable pour Ryax,

vp(2) # vp(a'), vp(y) # vp(y') et
O(z) = ®(y) & Ype P, H(m)((vp(w;’))a vp(y7)) = max(vy(a7), vp(y ")),
ou vy(z) = vp(y) .

l.e.
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Par exemple, on a ®(23,2) = ®(2% ¢). Cependant, I'application 2 — W¥(z) est injective, d’ot il
résulte que Sty = (Nppem)?. Nous montrons seulement ici pourquoi, par exemple, ¥(2?,2) #
(2% ¢), laissant le cas général au lecteur. On a:

(i) (2°62)3)V2el,
(i) 2°3 ¥ 2?61

dolt (3,45 1) € ¥(2°,2),¢ ¥(2% ¢). Les assertions (i) et (i) se réécrivent en effet:

ppem(2® x 3,1) = ppem(22,2 x 3),
ppem(2% x 3,1) #£ 22 .

3.5 Domaine de transitivité de la relation d’équilibre

On a constaté en 1,1.2.3 que la relation V n’est jamais transitive dans un dioide. Cependant, dans
le dioide symétrisé libre de D, on a la propriété de “transitivité faible” déja notée en 1,1.3.1. Il s’agit
ici de généraliser ces propriétés au dioide symétrisé d’un dioide. Nous définissons donc:

3.5.1 Définition [ ’élément z € S est transitif si:

Vy,z€S8, yVe et 2Vz = yVz.

Nous caractérisons ci-apres les éléments transitifs. A cet effet, nous introduisons ’application:
plz)=xzB6x . (3.5.a)
3.5.2 Proposition On a p <1d et pop = p.

Preuve On a par 0,5.2.5,(ii) p(z) = 2 B o2 < 2 He = 2. En outre,

pop(z) = (B ox)B o(e B o)
=(¢*B6ez)B(czBz) (3.1.b)
=zB(Bzd(cxBz)) (0,5.2.5,(iv))

=zBH68z = p(z)

car Oz Hzx < Bz. n

3.5.3 Remarque p n’est cependant pas une fermeture duale, car p n’est pas croissante (par ex-
emple, dans R2,.., (2,¢) = (2,¢) mais u(2,2) = ¢).

3.5.4 Proposition [L’ensemble des éléments transitifs de Sp est Uimage de 'ensemble des éléments
transitifs de D? par la projection canonique.

Preuve Résulte immédiatement de 2.2.14. n
3.5.5 Corollaire Les éléments signés sont transitifs.

Preuve résulte de 3.5.4 et de 1,1.3.1,(iv). n
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3.5.6 Théoréme Soit D un dioide inf-complet distributif. Pour tout x € D?, les propositions
suivantes sont équivalentes:

(i) fe] = [u(2)]

(@) = Nyea) 2(¥)
(v) ={w(x)} & D

Preuve (i)&(ii): résulte de 1,1.4.2,(i) et (ii).
(ii)=(iii): on a ®(z) = [p(z), 2°]BD* et Pop(z) = [p(z), u(x)*]BD* (par 3.5.2), d’ott la conclusion.

(iii)=(ii): On a p(z) < p(z)®|z| < p(e)da® = 2°, et donc par 3.1.1, p(z) B |z| € () = @(p(2)),
done p(x) & la| % p()*, done (u(2) & [2])* = p(a)* & 2* = 2 < (4()*)* = p(z)*, don (i),

(iv)&(vi): On a comme z € ®(z), ®(2) DO Nyea() P(y). (iv) est donc équivalent & ®(z) C
Nyca(z) B(y), i-e. pour tout y € ®(x), ®(z) C ®(y),ie. 2V =2V y.

(iii)=(iv): Il suffit de voir que ®(y) DO ®(z) pour tout y € ®(z). Quitte & remplacer = par p(z),
on pourra supposer © = u(a). D’apres 3.1.1, on a une décomposition de la forme y = y' @ 1*, avec
y' € [z,2%]. Par 2.2.5, ®(y' ¢ t*) D ®(y'). 1l suffit donc de montrer ®(y’) O ®(z). On a en effet:
=<y <t doncpu(y) =y Boy 2 2*Bor=(202)Bor=(2Box)d(CaBox) < a,er
d’autre part y'* = 2*, soit [u(y'),y’*] D [z, 2°], et donc B(y) D D(z).

(iv)=(iii): On a p(z) € ®(z), donc par (iv), ®(z) C ®(u(x)). L’autre inclusion résulte de 3.1.1.

(v)=(iii): S1 ®(2z) = {pu(2)} & D*, ona ®(pu(z)) D {p(z)} & D* = &(2). L’autre inclusion a été vue
dans la preuve de (iv)=-(iii).

(iii)=(v): Il suffit de voir {p(z)} & D* O ®(z), 'autre inclusion étant triviale. Quitte a remplacer
x par pu(z), on peut supposer x = p(x). Soit y € ®(z). On a y > p(z) = z, donc

y=(yBz)da (3.5.b)

(via 0,5.2.5(x)). Onax 8y = y, donc yBz < 6y, donc S(yBa) < y, et en additionnant a (3.5.h),
y=(yBaz)* sz -

3.5.7 Interprétation Lorsque z est transitif, il résulte du Théoréme 3.1.1 et du point (iii) ci-
dessus que p(z) est le plus petit élément dans la classe d’équivalence de z modulo ®. On peut le

voir comme un représentant canonique de z. Par exemple, dans R2, . on a u((3,2)) = (3,¢).

3.5.8 Exemple Considérons le dioide symétrisé libre de (P(R),U,+). Soit = = (z*,27). On a
()] = lo] ssi

(zF\z)u(z" \2T)=2T Uz,
ou \ dénote la différence ensembliste. Cela entraine que les éléments transitifs sont les a tels que
Nz =0.
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3.6 Eléments substituables

3.6.1 Définition Soit S un dioide symétrisé. On dit qu’un élément x est substituable s%l vérifie
la propriété suivante:

Wy c.d€ S, { f;vyd V. (3.6.2)

On notera 8V Uensemble des éléments substituables de S.

En prenant ¢ = e dans (3.6.a), on constate qu'un élément substituable est transitif. Comme en 3.5.4,
les éléments substituables de Sp sont les images des éléments substituables de D? par la projection
canonique, et donc, via 1,1.3.1(iii), les éléments signés sont substituables. Avant de caractériser les
éléments substituables de D?, nous énoncons un lemme technique:

3.6.2 Lemme On a pour tous x,q € D?,
() = plg)

Preuve

plgp(r)) = qu(z) B Squ(z) = q(z B 6x) B oq(x B o)

(qzBoqr)Bog(zHor) (via0,5.2.5,(vil) )
(qz B ogr) B og

= qr B (5qz & 6qx) (via 0,5.2.5,(iv))

p(gz)

>
>

3.6.3 Contre exemple L’inégalité peut étre stricte dans (3.6.2). En effet, dans le dioide symétrisé
libre de Rpax, on a en prenant ¢ = (+o00,¢) et @ = (2,1), p(qz) = (+00, +00) B (+00,+00) = ¢
alors que u{qi(2)) = fu((+60,€).(2,2)) = u((+50,€)) = (+,2).

3.6.4 Corollaire On a pour tous v,q € D*, ¥(u(z)) C ¥(x).

Preuve Résulte immédiatement de 3.6.2 et de la formule (2.2.b). n

3.6.5 Proposition Soit D un dioide inf-complet infiniment distributif. Dans le dioide D?, les
propriétés sutvantes sont équivalentes:

(i) Vg € D?, p(qz) = plqu(z)) et p(z)* = =
(i) (p(z)) = ¥(z)
(iii) ¥(2) = Nyea() Y(y)

)

(iv) a est substituable.

v
v

Preuve (iv)<(iii): La propriété (iii) est équivalente a ¥(y) D W¥(z), pour tout y € ®(z), i.e.
pV qr = pV qy, i.e. x substituable.

(iii)=-(ii): une inclusion de (ii) résulte de 3.6.4. La propriété (iii) entraine que ¥(u(z)) D ¥(z) car
pu(z) € ®(z), ce qui est Pautre inclusion.
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(ii)=-(i): par 3.1.1, on a pour tout ¢, p(qz) = A ®(qz) = A®(qu(z)) = p(qu(z)). D’autre part,
O(z) = d(pu(z)), donc z® = p(z)* (cf. 3.5.6).

(i)=-(iii): Soit y € ®(x). On a par 3.1.1 une décomposition de la forme y =y’ & 1*, avec

y € [u(x), x°] (3.6.b)

et comme par 2.2.5, ¥(y) D ¥(y'), il suffit de montrer ¥(y') D ¥(z) pour avoir (iii). Ici encore,
quitte a remplacer & par p(z), on supposera & = u(x). Via la formule (2.2.b) et la proposition 3.1.1,
il suffit de voir que pour tout ¢ € D%, on a

[1(ay'), (ay')°] O [u(qz), (q2)°] (3.6.¢)

Par (3.6.b), on a y' = p(x), donc (qy")* = ¢(y')* = qu(z)* = (qz)*. D’autre part,

way)=q/Bog' = qu*Bogq
< (¢z ® ©gr)B ogx
< qr B oqx (via 0, 5.2.5,(v))
= pqz),
ce qui montre U'inclusion (3.6.c). n

3.6.6 Corollaire Si tout élément est somme finie d’éléments inversibles, alors les éléments sub-
stituables de D? sont exactement les éléments transitifs.

Preuve Trivialement, substituable entraine transitif. Supposons z transitif, z V b, cx V d, ou
¢ = ¢1 P ¢y est somme de deux éléments inversibles (le cas n s’en déduisant). Par transitivité faible,
bV 2V 7 (dS caz) entraine b V e (d © o). En réitérant avec ¢;(d © ¢1b) V 2 V b, on obtient
le résultat. n

3.6.7 Contre exemple Les éléments transitifs ne sont pas toujours substituables. Dans le dioide
symétrisé libre de Riyax, on a en effet

ce qui montre que (2,1) n’est pas substituable, quoique (2,1) vérifie u(2,1) = (2,¢) et soit donc
transitif (cf. 3.5.6,(1)).

3.6.8 Contre exemple On ne peut relaxer 3.6.6: il est faux que si tout élément est somme finie

d’éléments integres, alors transitif=substituable. Dans le dioide symétrisé de Nppem, 2° & 2 est

transitif (cela résulte par exemple de identification a Nga)x, cf. (3.4.a)). Cependant, 2% & 2 n’est
pas substituable:

(2262)V 23 . 3 3

{ 3% (256 2) V 2%, mais 3 x 2% X 2° .

3.6.9 Proposition Pour tout x € Sp, on a

v = p(e) & (28 p(a)® .
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Preuve Comme p(z) < z il résulte de 0,5.2.5,(x),que = p(z)@(2Bp(z)). En outre, o(zBp(z)) =
SzBH(6zB2) < z (par 0,5.2.5,(viil)), et donc z = p(2)&(2Bpu(z))c(zBu(z)) = plz)d(2Bp(z)).

Comme p(2) € 8%, la Proposition 3.6.9 donne la décomposition:

Sp=8p®S8p . (3.6.d)

3.6.10 Proposition (Trivialisation des équilibres) On a dans le dioide symétrisé de D la pro-
prieté suivante:
a,b substituables et a Vb—a=10 .

Preuve Prenons deux représentants de a et b, ag et by € D?, substituables, tels que ag V by.
De (p,q) € ¥(ag), i.e. p V qag, on déduit en substituant by que p V ¢bg, ce qui montre que
U(ag) C ¥(by). L’autre inclusion s’obtient de méme, et 'on conclut que ag et by représentent le
méme élément modulo ¥, i.e. @ = b. n

3.6.11 Proposition Tout élément inversible de D? est substituable.

Preuve Si 2 V y et cx V z avec z inversible, on a e V 2 y,cz.e V 2, et en observant que e est
toujours substituable (il vérifie le critere 3.6.5,(i)), cx.a™ly = cy V 2. "

3.6.12 Lemme (Substitution vectorielle) Soit @ un vecteur de taille n dont les coefficients
sont substituables. On a pour tous vecteur b et matrice C' de tailles compatibles:

xVb CeVd=CbVd.

Preuve vérifions le pour la i-ieme composante. On a (Cz); = @r_; Cirzr, V d;. La proposition
résulte d’une application répétée du lemme de substitution scalaire & cette équation. n

3.6.13 Exemple (Eléments substituables dans S,,,;) Dans le dioide R2 . les éléments tran-
sitifs (donc par 3.6.6 substituables) sont les éléments de la forme (at,a™) avec at # a~. On a en
effet p((a*,a™)) = (at,e) si at > a™, (e,a7) si a= > at et ¢ si at = a~. On constate que le
critere 3.5.6,(ii) est vérifié dans les deux premiers cas, et pas dans le dernier. Ainsi, par 3.5.4, les
éléments substituables de Syax sont précisément les éléments signés, i.e. Sy = SHO.

3.6.14 Exemple (Polynoémes substituables) Dans le dioide symétrisé de R,o[X], substitu-
able=transitif (i.e les éléments substituables sont les polynémes dont aucun coefficient n’est pointé,

Sﬂ\émax[X] = SY.X]).- On a en effet montré les assertions suivantes:
(i) = transitif ssi ®(p(z)) = ¢(z) (cf. 3.5.6).
(ii) @« substituable ssi U(u(x)) = ¥(z) (cf. 3.6.5).

(iii) ¥(z) = ¥(y) dans (Rpax[X])? ssi @(2) = ®(y) dans le dioide des fractions de Rpax[X] (cf.
2.3.7).

1l suffit donc de voir que (a): ®(z) = ®(y) dans Fr,,, (x2 ssi (b): @(z) = ®(y) dans (Rmax[ X])*.
Le sens (a)=>(b) s’obtient par restriction. Supposons (b). Soit » € F2. On peut écrire z = X ~Fw,
avec W € (Rpax[X1)% On a 2 V 2 ssi w V X*z, et comme d’apreés (b), ®(X*z) = &(X*y) (cf. par
exemple le point (i)<>(ii) de la preuve de la Proposition 3.4.4), on a w V X*y, d’oti la conclusion.
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3.7 Elimination

On dira que z est éliminable si

ar Vb
{chd = ad V bc .

L’éliminabilité entraine clairement la substituabilité.
3.7.1 Proposition Dans Sy, les éléments éliminables sont les éléments signés.

Preuve Si a ou ¢ sont non équilibrés, par exemple a, la premiere équation est équivalente a
x V a='b, et 'on s’est ramené & la propriété de substitution 3.6.1. Si @ et ¢ sont tous deux
équilibrés, on a ad € S, et ¢b € S} .., et la condition ad V be est remplie. Réciproquement, un
élément éliminable est transitif, donc signé. m

L’éliminabilité est un fait plus rare que la substituabilité, pour lequel nous n’avons pas de

caractérisation générale.
3.7.2 Contre exemple [’éliminabilité ne “passe pas” aux polynéomes. On a par exemple:

{ (eoX) e X)Veo X2 (0 X)e Wetleo X2) .

eled X)Ve

Les coefficients de e @ X sont éliminables dans Sy,ax, mais e @ X ne 1’est pas dans Spax[X].



