
Chapitre II

Dio��de sym�etris�e

Introduction

Nous avons �etudi�e au chapitre I les propri�et�es combinatoires des structures sym�etris�ees. Une

sym�etrisation (S; i) d'un demi-anneau D fournit une extension de D dans laquelle les formes multi-

lin�eaires altern�ees (et donc certains calculs d'�elimination) ont du sens. Se pose la question de savoir

si parmi les sym�etrisations de D, il en est une plus \simple" que les autres. Modulo un ra�nement

naturel de la notion de sym�etrisation (r�egularit�e), et moyennant une hypoth�ese sur la structure

additive (2.1.5) v�eri��ee dans le cas des dio��des, nous montrons qu'il en est toujours ainsi (Th�eor�eme

2.2.8), et appelons demi-anneau sym�etris�e de D cette sym�etrisation \minimale". Nous particular-

isons ensuite l'�etude aux dio��des, et caract�erisons le sym�etris�e d'un dio��de en termes d'op�erations

r�esidu�ees. Quoique la relation d'�equilibre ne soit jamais transitive dans un dio��de, nous montrons

que certains �el�ements v�eri�ent des propri�et�es de transitivit�e et de substitution a�aiblies, qui perme-

ttent de manipuler les �equilibres comme l'on manipule les �equations usuelles. Nous caract�erisons ces

�el�ements. Nous commen�cons ce chapitre par un exemple et une construction �el�ementaire du dio��de

sym�etris�e de R

max

. Nous avons fait en sorte que l'essentiel des chapitres suivants relatif au dio��de

sym�etris�e de R

max

puisse être lu au vu de la seule section de motivation qui suit (et �eventuellement

de x3.2 et x3.3).

1 Motivations

1.1 Premier exemple

On consid�ere le syst�eme suivant de deux �equations lin�eaires �a deux inconnues dans R

max

:

(

max(x; y � 4; 1) = max(x� 1; y + 1; 2)

max(x+ 3; y + 2;�5) = max(y + 2; 7);

(1:1:a)

soit sous forme matricielle:
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Commen�cons par une remarque �el�ementaire: si a > b, l'�equation a = x� b est �equivalente �a a = x.

Cela sugg�ere la r�egle suivante:

r�egle na��ve: \a	 b = a si a > b". (1:1:b)
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Nous tentons maintenant de \r�esoudre" le syst�eme (1.1.a) �a l'aide de cette r�egle (les calculs sont

pour le moment formels).

(1:1:a),

(

(i) x� (�4)y � 1 = (�1)x� 1y � 2

(ii) 3x� 2y � (�5) = 2y � 7

(i)) [0	 (�1)]x = [1	 (�4)]y � (2	 1)

) (i

0

) : x = 1y � 2

(i

0

) et (ii) ) 3(1y � 2)� 2y � (�5) = 2y � 7

) (4� 2	 2)y = 7	 (�5)	 5) 4y = 7) y = 3 : (1.1.c)

Par (i)

0

, on obtient x = 1
 3� 2 = 4, et l'on v�eri�e imm�ediatement que (x; y) = (4; 3) est solution

du syst�eme (1.1.a). Ces manipulations soul�event les trois questions suivantes:

1.1.1 Question Dans quelle structure alg�ebrique le calcul ci-dessus a t-il un sens?

1.1.2 Question Quel statut a l'�el�ement (2	 2) qui apparâ�t �a la ligne (1.1.c)?

1.1.3 Question On a introduit de mani�ere heuristique la r�egle de simpli�cation (1.1.b). Quel est

plus g�en�eralement le syst�eme \maximal" de r�egles de simpli�cations admissibles pour r�esoudre un

syst�eme de type Ax� b = Cx� d?

Ce chapitre r�epond �a ces trois questions. On montre que l'�etude de Ax � b = Cx � d se ram�ene

�a l'�etude des solutions de (A 	 C)x r d 	 b pour certaines \bonnes" sym�etrisation de D, dites

r�eguli�eres. Nous montrons ensuite que parmi les sym�etrisations r�eguli�eres de D, il en est une mini-

male (c'est-�a-dire �equip�ee du maximum de r�egles de simpli�cations). Nous �etudions ensuite les bons

et mauvais �el�ements du dio��de sym�etris�e: les bons, �etant transitifs et substituables pour la relation

d'�equilibre, autorisent les manipulations coutumi�eres li�ees �a l'�elimination des syst�emes lin�eaires, les

mauvais g�en�eralisent l'�el�ement 2	 2 qui apparâ�t plus haut, et conduisent �a des d�eg�enerescences.

1.2 Construction �el�ementaire du dio��de sym�etris�e de R

max

Nous donnons ici une construction �el�ementaire d'une structure alg�ebrique r�epondant �a la question

1.1.1. Cette structure m�erite le nom de dio��de sym�etris�e de R

max

. Nous examinerons dans la suite

du chapitre de quelle mani�ere ce dio��de proc�ede d'une construction g�en�erale. La remarque suivante,

absolument triviale, exprime que la notion classique de sym�etrisation (et plus g�en�eralement, de

mono��de des di��erences, cf. [12]), n'est d'aucun int�erêt pour un dio��de.

1.2.1 Observation Soit (M;�) un mono��de idempotent, et (G;+) un groupe, � : (M;�)! (G;+)

un morphisme de mono��de. On a �(M) = f0g.

Preuve On a pour tout x, �(x) = �(x� x) = �(x) + �(x), et en simpli�ant, �(x) = 0. �

1.2.2 D�e�nition On appelle dio��de sym�etris�e de R

max

, not�e S

max

, le quotient du dio��de des couples

R

2

max

par la relation d'�equivalence suivante:

(x

0

; x

00

) R (y

0

; y

00

),

(

x

0

6= x

00

; y

0

6= y

00

; et x

0

� y

00

= x

00

� y

0

(x

0

; x

00

) = (y

0

; y

00

) sinon

(1:2:a)
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On v�eri�e que R est une relation d'�equivalence, plus �ne que la relation r (qui elle n'est pas

d'�equivalence), que R est compatible

1

avec les lois de structure du dio��de sym�etris�e R

2

max

. On

distingue trois sortes de classes d'�equivalence:

(t; ") = f(t; x

00

); x

00

< tg appel�ees positives

("; t) = f(x

0

; t); x

0

< tg appel�ees n�egatives

(t; t) = f(t; t)g appel�ees �equilibr�ees.

En associant (t; ") �a t 2 R

max

, on peut identi�er R

max

au sous-dio��de S

�

max

des classes positives ou

nulles. L'ensemble des classes n�egatives ou nulles (i.e. de la forme 	x pour x 2 R

�

max

) sera not�e

S

	

max

, l'ensemble des classes �equilibr�ees (de la forme x

�

) sera not�e S

�

max

. On a donc la d�ecomposition

S

max

= S

�

max

[S

	

max

[S

�

max

; (1:2:b)

" �etant le seul �el�ement commun �a ces trois ensembles. Cette d�ecomposition est �a comparer �a

Z=Z

+

[Z

�

. On peut repr�esenter cette structure comme sur la Figure II.1, o�u les 
�eches repr�esentent

l'ordre croissant.

S

�

max

S

�

max

S

	

max

e

�

	e

e

"

Figure II.1: Le dio��de S

max

Ces conventions nous permettent d'�ecrire 3 	 2 au lieu de (3; ") � ("; 2). On a ainsi 3 	 2 =

(3; 2) = (3;�1) = 3. Plus g�en�eralement, on r�esume les r�egles de calcul dans S

max

de la mani�ere

suivante:

a	 b = a si a > b

b	 a = 	a si a > b

a	 a = a

�

(1:2:c)

Cela rend compte de la r�egle na��ve initiale (1.1.b) et la g�en�eralise.

En raison de son importance ult�erieure, nous introduisons la notation S

_

max

pour l'ensemble

S

�

max

[S

	

max

. On appellera sign�es les �el�ements de S

_

max

. On a:

1.2.3 Proposition S

_

max

n f"g = S

max

nS

�

max

est l'ensemble des �el�ements inversibles de S

max

.

Preuve Comme t 
 (�t) = (	t) 
 (	 � t) = e pour tout t 2 R

max

n f"g, on a que tout �el�ement

de S

_

max

n f"g est inversible. En outre, le fait que ab

�

= (ab)

�

(cf. I, (1.2.b),(iii)) montre que S

�

max

est absorbant pour le produit. Soit x 2 S

�

max

. On a x = x

�

et donc xy = x

�

y ne peut être �egal �a e,

puisque e 62 S

�

max

�

1

dans la mesure o�u cette compatibilit�e sera rendue �evidente par la th�eorie g�en�erale qui suit, nous passons les d�etails



64 Chapitre II. Dio

�

�de sym

�

etris

�

e

Comme S

_

max

est l'image de R

�	

max

par la projection canonique, les propri�et�es de trivialisation

des �equilibres, de substitution, et de transitivit�e faible prouv�ees en I,1.3.1 restent vraies dans S

_

max

.

On en d�eduit que les calculs formels e�ectu�ees en x1.1 pour la r�esolution du syst�eme (1.1.a) sont

valides �a condition de plonger R

max

dans le dio��de S

max

, et donnent l'unique solution de ce syst�eme

d'�equilibres dans S

max

. Celle ci �etant positive, et en notant que la propri�et�e de trivialisation des

�equilibres 1.3.1,(i) s'�etend au dio��de S

max

, on obtient l'unique solution du syst�eme d'�equations dans

R

max

.

2 Le sym�etris�e d'un demi-anneau

Nous passons maintenant �a la th�eorie g�en�erale.

2.1 Sym�etrisation r�eguli�ere

On consid�ere l'�equation

ax� b = cx� d (2:1:a)

dans un demi-anneau commutatif D. Pour toute sym�etrisation (S; j) deD, (2.1.a) entrâ�ne l'�equilibre

dans S:

(a	 c)x r d	 b; (2:1:b)

o�u l'on a identi��e a �a j(a), b �a j(b), etc. La sym�etrisation (S; j) de D est pertinente lorsque l'�etude

des solutions de (2.1.b) r�esout (2.1.a). Pr�ecis�ement:

2.1.1 D�e�nition La sym�etrisation (S; j) est r�eguli�ere si

j(a)r j(b)) a = b (2:1:c)

2.1.2 Proposition Pour toute sym�etrisation r�eguli�ere, l'ensemble des solutions de (2.1.a) s'iden-

ti�e �a l'ensemble des solutions positives de (2.1.b).

Preuve (a	 c)x r d	 b entrâ�ne ax� b r cx� d, et si x est positif, j(ax� b) r j(cx� d), d'o�u

(2.1.a). La r�eciproque est imm�ediate. �

La sym�etrisation libre (D

2

; i) de D (I,1.1.1) est r�eguli�ere (cela r�esulte de I,1.3.1,(i)). Nous car-

act�erisons maintenant les sym�etrisations r�eguli�eres g�en�erales. Notons

S

r

= fx j x r "g :

2.1.3 Proposition Soit ' le morphisme D

2

! S tel que S ' D

2

=' (cf. I,1.1.2). La sym�etrisation

(S; j) est r�eguli�ere si et seulement si '

�1

(S

r

) � D

�

.

Preuve Les assertions suivantes sont �equivalentes:

j(a) r j(b)

'((a; "))r '((b; "))

'((a; b))r "

(a; b) 2 '

�1

(S

r

)

Comme (a; b) 2 D

�

si et seulement si a = b, la conclusion en r�esulte. �
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2.1.4 Proposition Pour une sym�etrisation r�eguli�ere, la relation d'�equivalence R

'

induite par '

(xR

'

y , '(x) = '(y)), est compatible avec r , i.e.:

'(a) = '(b) et a r c) b r c : (2:1:d)

Preuve '(a) = '(b) et a r c entrâ�nent '(a 	 c) = '(b	 c) 2 S

r

, d'o�u pour une sym�etrisation

r�eguli�ere b	 c 2 D

�

(par 2.1.3), d'o�u b r c, ce qui montre que R

'

est compatible avec r . �

Evidemment, si R

'

est compatible avec r , on a

'(a) = '(b)) a r b (2:1:e)

(prendre c = a dans la formule (2.1.d)). La r�eciproque de la Proposition 2.1.4 est vraie moyennant

une hypoth�ese suppl�ementaire:

2.1.5 Hypoth�ese L'application D ! D; x 7! x � x est injective.

2.1.6 Proposition Si D v�eri�e l'hypoth�ese 2.1.5, alors toute sym�etrisation compatible avec r

est r�eguli�ere.

Preuve Supposons '((x

+

; x

�

)) 2 S

r

. Moyennant la compatibilit�e et d'apr�es (2.1.e),'((x

+

; x

�

)) =

'((x

�

; x

+

)) entrâ�ne (x

+

; x

�

) r (x

�

; x

+

), i.e x

+

� x

+

= x

�

� x

�

et lorsque 2.1.5 a lieu, x

+

= x

�

,

soit (x

+

; x

�

) 2 D

�

. Par 2.1.3, (S; j) est r�eguli�ere. �

2.1.7 Contre exemple Soit D le demi-anneau des parties de R

2

, muni de 	x = s(x), o�u s d�esigne

la sym�etrie de centre (0; 0) (exemple d�ej�a trait�e en I,1.0.4). (D; Id) est une sym�etrisation non

r�eguli�ere de D. Notons en e�et a le disque de centre 0 et de rayon 1 et b le singleton f0g. On a

a r b avec a et b positifs quoique a 6= b.

2.2 Sym�etrisation r�eguli�ere minimale

Du point de vue qui nous int�eresse, �a savoir la r�esolution de l'�equation (2.1.a) via (2.1.b), on

recherche une sym�etrisation r�eguli�ere de D la plus simple possible. Nous montrons ci-apr�es l'exis-

tence d'une \plus petite" sym�etrisation r�eguli�ere de D. On part du demi-anneau D

2

sym�etris�e libre

de D. Il est naturel d'�etudier l'application suivante.

2.2.1 Notation On d�e�nit l'application 	 : D

2

! P((D

2

)

2

) par:

	(a) = f(p; q) 2 (D

2

)

2

j p r qag :

2.2.2 Proposition La relation d'�equivalence R

	

associ�ee �a 	 est une congruence plus �ne que la

relation r.

Preuve R

	

est plus �ne que r , car si 	(a) = 	(b), on a (a; e) 2 	(a) donc (a; e) 2 	(b), donc

a r b. Montrons que R

	

est compatible avec la structure de demi-anneau sym�etris�e de D

2

. Les

propositions suivantes sont �equivalentes:

(p; q) 2 	(a � c)

p r qa� qc

p	 qc r qa

(p	 qc; q) 2 	(a)
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et donc 	(a) = 	(b) entrâ�ne 	(a� c) = 	(b� c). Semblablement, il r�esulte de l'�equivalence de

(p; q) 2 	(ac)

p r qac

(p; qc) 2 	(a) (commutativit�e)

que 	(a) = 	(b) entrâ�ne 	(ac) = 	(bc). On v�eri�e de même que 	(a) = 	(b)) 	(	a) = 	(	b).

R

	

est donc une congruence. �

2.2.3 Notation On note � l'application D

2

! P(D

2

) telle que:

�(a) = fx 2 D

2

j x r ag : (2:2:a)

On a �evidemment

	(a) = [

q2D

2�(qa)� fqg : (2:2:b)

2.2.4 Proposition Si tout �el�ement de D est somme �nie

2

d'�el�ements inversibles, alors, pour a; b 2

D

2

, on a �(a) = �(b) si et seulement si 	(a) = 	(b).

Preuve a/ Si tout �el�ement de D est somme �nie d'�el�ements inversibles, alors tout �el�ement de D

2

est somme �nie d'�el�ements inversibles. Cela r�esulte de (x; y) = (x; ")� ("; y) et du fait que (x; ")

(resp. ("; y)) est inversible ssi x (resp. y) l'est.

b/ Si 	(a) = 	(b), trivialement, �(a) = �(b) (prendre q = e).

c/R�eciproquement, supposons �(a) = �(b). Soit d'apr�es a/, q =

L

k

i=1

q

i

somme de k �el�ements

inversibles et p tel que (p; q) 2 	(a). On a alors p 	

L

k

i=2

q

i

a r q

1

a, d'o�u q

�1

1

(p 	

L

k

i=2

q

i

a) 2

�(a) = �(b), d'o�u p	

L

k

i=2

q

i

a r q

1

b, et l'on obtient la conclusion en r�eit�erant le proc�ed�e avec les

autres q

i

. �

On note les propri�et�es imm�ediates, mais utiles:

2.2.5 Lemme On a (i): 	(x� t

�

) � 	(x) et (ii): �(x� t

�

) � �(x).

Preuve Soit (p; q) 2 	(x). L'�equilibre p r qx se r�e�ecrit p 	 qx = qx 	 p, d'o�u, comme t

�

= 	t

�

,

p 	 q(x � t

�

) = q(x � t

�

) 	 p, d'o�u p r q(x � t

�

), donc (p; q) 2 	(x � t

�

) et 	(x) � 	(x � t

�

).

L'assertion pour � s'en d�eduit en prenant q = e. �

2.2.6 Exemple Dans le demi-anneau sym�etris�e libre de N

ppcm

(cf. 1.0.9), � n'est pas compatible

avec le produit, quoique tous les �el�ements non nuls de N

ppcm

soient simpli�ables. On a en e�et

�(2

2

	 2) = �(2

2

) (v�eri�cation �el�ementaire ou application de l'�etude qui va suivre dans x3.1), alors

que �((2

2

� 3)	 (2� 3)) 6= �(2

2

� 3) (par exemple, 2

2

appartient au premier ensemble mais non

au deuxi�eme).

On note D

2

=	 le demi-anneau sym�etris�e quotient. Si a; b 2 D et a 6= b, alors (a; e) 2 	(a) mais

(b; e) 62 	(a) ce qui montre que a et b consid�er�es comme des �el�ements de D

2

appartiennent �a deux

classes d'�equivalence di��erentes, i.e. que i : D ! D

2

induit un morphisme injectif j : D ! D

2

=	.

Ainsi, (D

2

=	; j) est une sym�etrisation de D. En outre:

2.2.7 Proposition Sous l'hypoth�ese 2.1.5, (D

2

=	; j) est une sym�etrisation r�eguli�ere de D.

2

La borne sup de l'ensemble vide �etant ", on a avec cette convention " somme �nie d'�el�ements inversibles
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Preuve Supposons j(a)r j(b), soit j(a)	 j(b) = j(b)	 j(a), i.e. 	(a	 b) = 	(b	 a). On a donc

a	 b r b	 a i.e a� a = b� b et par 2.1.5, a = b. �

Nous formulons maintenant le r�esultat central de ce chapitre.

2.2.8 Th�eor�eme Soit (S; k) une sym�etrisation r�eguli�ere de D. Sous l'hypoth�ese 2.1.5, il existe un

unique morphisme surjectif � : S ! D

2

=	 tel que j = ��k.

?

.

.

.

H

H

H

H

Hj

-

k

�

j

D

2

=	

SD

En ce sens, D

2

=	 est la sym�etrisation r�eguli�ere \minimale" de D.

Preuve On note ' (resp. '

0

) la projection D

2

! D

2

=	 (resp. D

2

! S) (cf.I,1.1.2).

'

'

0

i

D

2

D

S

D

2

=	

j

�

k

Via la r-compatibilit�e de '

0

(cf. 2.1.4), il est clair que '

0

(a) = '

0

(b) entrâ�ne 	(a) = 	(b). On

d�e�nit donc un morphisme � de demi-anneau sym�etris�e en posant �(x) = '(x

0

) pour tout x

0

tel

que '

0

(x

0

) = x. On a ��'

0

= '. L'unicit�e de � r�esulte de la surjectivit�e de '

0

, le caract�ere surjectif

de � du caract�ere surjectif de '. �

2.2.9 D�e�nition (Demi-anneau sym�etris�e) D

2

=	 sera appel�e le demi-anneau sym�etris�e de D,

et on le notera S

D

.

2.2.10 Exemple On v�eri�e que dans le demi-anneau sym�etris�e libre de (N;+;�), on a (i): 	(x) =

	(y) ssi (ii): x r y. Par 2.2.2, (i)) (ii). En outre, si x r y et (p; q) 2 	(x), on d�eduit les assertions

suivantes (avec des notations �evidentes):

p r qx

p

+

� q

+

x

�

� q

�

x

+

= p

�

� q

�

x

�

� q

+

x

+

p

+

� q

+

x

�

� q

�

x

+

� (q

+

y

+

� q

�

y

�

) = p

�

� q

�

x

�

� q

+

x

+

� (q

+

y

+

� q

�

y

�

)

p

+

� q

+

(x

�

� y

+

)� q

�

(x

+

� y

�

) = p

�

� q

�

(x

�

� y

�

)� q

+

(x

+

� y

+

)

p

+

� q

+

(x

+

� y

�

)� q

�

(x

�

� y

+

) = p

�

� q

�

(x

�

� y

�

)� q

+

(x

+

� y

+

) (car x r y)

p

+

� q

+

y

�

� q

�

y

+

= p

�

� q

�

y

�

� q

+

y

+

(en simpli�ant)

p r qy;

d'o�u 	(x) � 	(y). L'�egalit�e en d�ecoule par sym�etrie et l'on a prouv�e (ii))(i). Le demi-anneau

sym�etris�e de N est donc Z' N

2

=r ' D

2

=	, et l'on retrouve la construction classique.

2.2.11 Exemple On observe de même que tout anneau v�eri�ant l'hypoth�ese 2.1.5 est �egal �a son

sym�etris�e. Le lecteur notera en e�et que la preuve de 2.2.10 n'utilise que la simpli�abilit�e de la

somme, a fortiori v�eri��ee dans un anneau. En outre, 	((x

+

; x

�

)) = 	((x

+

� x

�

; ")), et a donc

D

2

=	 ' D

�

' D.
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2.2.12 Remarque On peut aussi traiter l'exemple 2.2.10 en notant que tout �el�ement de N est

somme �nie d'�el�ements inversibles. Il est alors imm�ediat que �(x) = �(y) ssi x r y.

2.2.13 Contre exemple Lorsque l'hypoth�ese 2.1.5 est en d�efaut, la sym�etrisation (D

2

=	; j) peut

être non r�eguli�ere. Consid�erons en e�et D =Z=(2Z), on a

j(1) = a = (1; 0)r (0; 0) = b = j(0) dans D

2

=	

avec 1 6= 0, ce qui contredit la r-r�egularit�e de D

2

=	 (cf. 2.1.1). En e�et, on a 	(a 	 b) = 	(1; 0),

	(b	 a) = 	(0; 1), et 	(1; 0) = 	(0; 1). Via 2.2.4, il su�t de v�eri�er que �(1; 0) = �(0; 1), or

�(1; 0) = f(1; 0); (0; 1)g

et �(0; 1) = �(	(1; 0)) = 	�(1; 0) = �(1; 0).

2.2.14 Proposition Sous l'hypoth�ese 2.1.5, on a a r b dans S

D

si et seulement si a

0

r b

0

dans

D

2

, pour tous repr�esentants a

0

et b

0

de a et b.

Preuve Si a

0

r b

0

, on a a

0

	 b

0

= b

0

	a

0

et en passant au quotient a	 b = b	a i.e. a r b dans S.

R�eciproquement, si a r b dans D

2

=	, on a 	(a

0

	 b

0

) = 	(b

0

	 a

0

), donc (a

0

	 b

0

; e) 2 	(b

0

	 a

0

),

d'o�u a

0

	 b

0

r b

0

	 a

0

dans D

2

, d'o�u a

0

� a

0

r b

0

� b

0

, ce qui moyennant l'hypoth�ese 2.1.5, donne

a

0

r b

0

. �

2.3 Dio��de des fractions d'un dio��de commutatif

La Proposition 2.2.4 montre que les �el�ements inversibles jouent un rôle particulier. Via la construc-

tion d'un dio��de des fractions (calqu�ee sur les anneaux de fractions), on peut rendre inversibles les

�el�ements int�egres et d'obtenir des r�esultats analogues �a 2.2.4 pour les �el�ements int�egres. Par exem-

ple, dans R

max

[X ], les monômes aX

k

sont int�egres, tout polynôme est donc somme �nie d'�el�ements

int�egres, et l'on veut montrer que comme en 2.2.4, les quotients par � et par 	 sont identiques.

Comme �(P ) = fQ 2 (R

max

[X ])

2

j Q r Pg se calcule imm�ediatement �a partir des � des coef-

�cients de P , on caract�erisera ainsi le dio��de sym�etris�e de R

max

[X ].

On rappelle que dans tout ce chapitre, le dio��de D est suppos�e commutatif. Soit S � D une

partie telle que S 
 S � S, et e 2 S. On munit l'ensemble D � S des deux lois suivantes:

(x; s)� (x

0

; s

0

) = (xs

0

� x

0

s; ss

0

); (x; s)
 (x

0

; s

0

) = (xx

0

; ss

0

) :

Le quotient de D � S par la relation suivante:

(x; s)R(x

0

; s

0

), 9r 2 S; rxs

0

= rx

0

s

est un dio��de, appel�e dio��de des fractions de D par S, not�e D=S. On notera x=s ou

x

s

pour (x; s),

lorsque qu'aucune confusion avec le quotient r�esidu�e de x par s ne sera �a craindre. On a un mor-

phisme de dio��des D ! D=S; x 7! (x; e). En particulier, "=e et e=e sont respectivement le z�ero et

l'unit�e de D=S. Pour tout s 2 S, la classe d'�equivalence de s=e est inversible, comme il r�esulte de

s

e




e

s

=

s

s

R

e

e

:

En g�en�eral, le morphisme x 7! x=e n'est pas injectif. Il ne l'est que si tout �el�ement s de S est tel

que sx = sy ) x = y.

On appelle int�egre un �el�ement a tel que l'homoth�etie x 7! ax soit injective. On notera D

i

l'ensemble des �el�ements int�egres. L'ensemble D

i

est clairement stable par produit et contient e.
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2.3.1 D�e�nition (dio��de des fractions) On appellera dio��de des fractions

3

de D, not�e F

D

, le

dio��de D=D

i

.

Le morphisme injectif x 7! x=e plonge D dans F

D

. On pourra donc identi�er x et x=e. Tous les

�el�ements int�egres de D sont inversibles dans le dio��de des fractions.

2.3.2 Exemple Soit D = R

max

[X ]. L'ensemble S des monômes (i.e. des polynômes de la forme

aX , avec a 6= ") v�eri�e S 
 S � S et e 2 S. Un �el�ement du dio��de des fractions de R

max

[X ] par S

pourra s'�ecrire sous la forme P=X

k

, o�u k 2 N, ou de mani�ere �equivalente sous la forme

L

p

i=�k

a

i

X

i

.

L'�ecriture P=X

k

(avec k 2Z) est unique si l'on impose P de valuation 0.

On rappelle (cf. 0,7.2.1) qu'un dio��de est faiblement archim�edien si pour tout y et pour x 6= ", il

existe � et � tels que �x � �y.

2.3.3 Lemme L'�el�ement d = (d

+

; d

�

) est int�egre dans D

2

ssi: 1/ d

�

= " et d

+

int�egre dans D ou

2/ d

+

= " et d

�

int�egre dans D.

Preuve L'application D

2

! D

2

; x 7! dx se repr�esente par la matrice

P =

"

d

+

d

�

d

�

d

+

#

dans la base canonique. Via le Th�eor�eme 0,7.2.3, l'injectivit�e de cette application entrâ�ne que

la matrice P est monomiale, ce qui implique d positif non nul ou n�egatif non nul. La condition

d'int�egrit�e de d

+

ou d

�

selon le cas est claire. �

2.3.4 Proposition Soit D un dio��de faiblement-archim�edien. On a

(F

D

)

2

' F

D

2 :

Preuve Il r�esulte du Lemme 2.3.3 que tout �el�ement x de F

D

2 s'�ecrit sous la forme x =

p	q

d

, avec

p; q; d 2 D et d int�egre. On observe que les quotients

p

d

et

q

d

dans F

D

ne d�ependent que de x. En

e�et, si x =

p

0

	q

0

d

0

, on a d

0

(p 	 q) = d(p

0

	 q

0

), et en identi�ant les parties positives et n�egatives,

on obtient

p

d

=

p

0

d

0

,

q

d

=

q

0

d

0

. On peut donc identi�er x �a l'�el�ement

p

d

	

q

d

de (F

D

)

2

, ce qui montre la

proposition 2.3.4. �

2.3.5 Dio��de des fractions de D[X ] Lorsque D est faiblement-archim�edien, on peut caract�eriser

simplement le dio��de des fractions de D[X ]. On pr�etend que les seuls �el�ements int�egres de D[X ] sont

des monômes de la forme dX

k

, avec d int�egre. La condition d'int�egrit�e de d est imm�ediate. Le fait

qu'un polynôme int�egre est un monôme r�esulte de l'argument du Corollaire 7.2.9 du Chapitre 0.

Un �el�ement du dio��de des fractions de D[X ] pourra donc s'�ecrire d

�1

X

�k

P , o�u k 2 N, d est int�egre

et P 2 D[X ]. On pourra aussi l'�ecrire

L

l

i=�k

a

i

X

i

, o�u a

i

2 F

D

. En particulier, le dio��de construit

dans l'exemple 2.3.2 est le dio��de des fractions de R

max

[X ].

2.3.6 Exemple (Dio��de Q

ppcm

) Comme tout �el�ement non nul de N

ppcm

est int�egre, le dio��de des

fractions de N

ppcm

est �egal �a (Q

+

n f0g) [ f"g, muni des deux lois suivantes:

p

q

�

p

0

q

0

=

ppcm(pq

0

; p

0

q)

qq

0

;

p

q




p

0

q

0

=

pp

0

qq

0

:

3

Ce dio��de est l'analogue de \l'anneau total des fractions" en alg�ebre commutative.
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Nous appliquons la construction du dio��de des fractions �a la caract�erisation du dio��de sym�etris�e.

On notera:

	

D

(x) = f(p; q) 2 (D

2

)

2

j px r qg; 	

F

(x) = f(p; q) 2 ((F

D

2)

2

j px r qg :

2.3.7 Proposition Soient x; y 2 D

2

. Les propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) 	

D

(x) = 	

D

(y),

(ii) 	

F

(x) = 	

F

(y).

Preuve Cela r�esulte de l'�equivalence des propositions suivantes:

(

p

s

;

q

r

) 2 	

F

D

(x)

p

s

r

q

r

x

rp r sqx

(rp; sq) 2 	

D

(x) :

�

2.3.8 Corollaire Soit D un dio��de tel que tout �el�ement soit somme �nie d'�el�ements int�egres. On

a 	

D

(x) = 	

D

(y) dans D

2

ssi �

F

(x) = �

F

(y).

Preuve R�esulte de la proposition 2.3.7, de 2.2.4 et du fait que les �el�ements int�egres de D

2

sont

inversibles dans F

D

2 . �

3 Dio��des sym�etris�es

3.1 Solutions de l'�equilibre �el�ementaire x r a

Nous particularisons ici la th�eorie aux dio��des. En raison de l'idempotence, l'application x 7! x� x

est injective (hypoth�ese 2.1.5), et l'on peut d�e�nir le dio��de sym�etris�e de D via 2.2.9: S

D

= D

2

=	.

Comme l'�etude de l'ensemble 	(x) se ram�ene �a celle de �(x), comme l'exprime la formule (2.2.b),

il nous su�t d'obtenir �(x) = fy j y r xg pour caract�eriser le dio��de sym�etris�e. Nous caract�erisons

ici cet ensemble, moyennant quelques hypoth�eses de r�esiduabilit�e.

Nous supposerons que D est un dio��de inf-complet distributif (0,5.2.2), donc additivement

r�esidu�e (0, 5.2.1). D

2

est alors �egalement inf-complet distributif, et l'on a:

(a

+

; a

�

)� (b

+

; b

�

) = (a

+

� b

+

; a

�

� b

�

) :

On a par 0,2.1.2 et 0,5.2.5,(vii) puisque 	x = (	e)x et que 	e est inversible:

	(a ^ b) = (	a) ^ (	b) (3.1.a)

	(a� b) = (	a)� (	b) : (3.1.b)

En particulier, si a; b 2 D

�

, on a a^ b 2 D

�

et a� b 2 D

�

. En e�et, a 2 D

�

est �equivalent �a a = 	a,

de même pour b. On a alors 	(a^b) = (	a)^ (	b) = a^b, d'o�u a^b 2 D

�

, et de même pour a�b.

Notons [u; v] = ft 2 D

2

j u � t � vg.

3.1.1 Th�eor�eme Soit a 2 D

2

. On a �(a) = [a� (	a); a

�

] � D

�

.
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Preuve : Soit x tel que x r a, i.e. x

+

�a

�

= x

�

�a

+

. On part de la d�ecomposition (cf. 0,5.2.5,(x))

x = (x� a

�

)� (x ^ a

�

) :

1/-Montrons que x � a

�

2 D

�

. Posons x 	 a = t

�

2 D

�

. On a t

�

� x � t

�

� (	a), donc t

�

� a

�

�

x� a

�

� (t

�

� (	a))� a

�

= t

�

� (a

�

	 a) = t

�

� a

�

. On a donc: x� a

�

= t

�

� a

�

=2 D

�

d'apr�es la

remarque pr�ec�edente.

2/-Notons que x

0

= x^a

�

v�eri�e �egalement x

0

r a. En e�et, D

�

3 (x	a)^a

�

= (x^a

�

)	(a^a

�

) =

(x ^ a

�

)	 a. Il su�t donc de rechercher les solutions de x r a plus petites que a

�

.

3/-L'�equilibre x r a est �equivalent �a x 	 a = (	x) � a. On a x � [(	x)� a]� (	a) � a � (	a).

Inversement, supposons a� (	a) � x � a

�

. On a: a

�

� [a� (	a)]� (	a) � x	 a � a

�

	 a = a

�

�

3.1.2 Exemple Soit x = (x

+

; x

�

) 2 R

2

max

avec x

+

� x

�

. On a x

+

� x

�

= x

+

, x

�

� x

+

= ", soit

�(x) = (x

+

; ")/ Le Th�eor�eme a�rme que

f(y

+

; y

�

) j max(x

+

; y

�

) = max(x

�

; y

+

)g = f(y

+

; y

�

) j x

+

= y

+

; y

�

� y

+

g � f(t; t) j t 2 R

max

g ;

ce que l'on v�eri�e de mani�ere �el�ementaire.

Nous appliquons maintenant ce r�esultat au calcul de quelques dio��des sym�etris�es.

3.2 Sym�etris�e du dio��de de Boole

Soit B = f"; eg le dio��de des bool�eiens (cf. 0,1.0.2). Il r�esulte de 2.2.4 que S

B

= B

2

=�. On a par

application de 3.1.1 ou bien par une v�eri�cation �el�ementaire:

�(") = B

�

�(e) = fe; e

�

g

�(	e) = f	e; e

�

g

�(e

�

) = B

2

:

Ainsi, l'application B

2

! P(B

2

); x 7! �(x) est injective, et donc

S

B

' B

2

= f"; e;	e; e

�

g : (3:2:a)

On a les tables de Cayley suivantes.

� " e 	e e

�

" " e 	e e

�

e e e e

�

e

�

	e 	e e

�

	e e

�

e

�

e

�

e

�

e

�

e

�


 " e 	e e

�

" " " " "

e " e 	e e

�

	e " 	e e e

�

e

�

" e

�

e

�

e

�

3.3 Le dio��de sym�etris�e de R

max

Nous �etudions ici le dio��de sym�etris�e de R

max

. Il en vaut la peine, pour aux moins deux raisons:

(i): le sym�etris�e s'obtiendra de mani�ere analogue pour tous les demi-corps idempotents totalement

ordonn�es, dont R

max

est un exemple g�en�erique, (ii): c'est dans ce cadre que l'on obtiendra une

th�eorie satisfaisante des syst�emes lin�eaires.
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Dans R

max

, on a caract�eris�e l'op�eration � en 0,5.2.7. On a donc:

a�	a = (a

+

� a

�

; a

�

� a

+

) =

8

<

:

(a

+

; ") si a

+

> a

�

(a

�

; ") si a

+

< a

�

("; ") si a

+

= a

�

,

d'o�u via 3.1.1:

�(a) =

8

<

:

(["; a

+

]� ["; a

+

]) [ f(x; x) j x 2 R

max

; x > a

+

g (cas a

+

= a

�

)

(fa

+

g � ["; a

+

])[ f(x; x) j x 2 R

max

; x > a

+

g (cas a

+

> a

�

)

(["; a

�

]� fa

�

g) [ f(x; x) j x 2 R

max

; x > a

�

g (cas a

+

< a

�

).

(3:3:a)

On a repr�esent�e les diverses allures de �((a

+

; a

�

)) sur la Figure II.2. Dans ce cas pr�ecis, la carac-

t�erisation ci-dessus de �(a) = f(x

+

; x

�

) j max(x

+

; a

�

) = max(x

�

; a

+

)g se retrouve �evidemment

de mani�ere �el�ementaire.

cas a

+

= a

�

x

+

x

�

a

+

a

�

x

+

x

�

a

+

a

�

cas a

+

> a

�

a

�

x

�

x

+

a

+

cas a

�

> a

+

Figure II.2: �((x

+

; x

�

)) dans le dio��de R

2

max

Ainsi, on retrouve le dio��de S

max

construit de mani�ere �el�ementaire dans la motivation de ce

chapitre. On retrouve de la sorte qu'il y a dans le dio��de sym�etris�e de R

max

, S

R

max

= R

2

max

=	, trois

sortes de classes d'�equivalences, positives, n�egatives, et �equilibr�ees, correspondant respectivement

aux (a; "), ("; a) et (a; a) (cf. x1.2).

3.3.1 D�e�nition (Signe) On appelle signe l'application s, S

max

! B

2

; x 7! sx, d�e�ni comme

suit:

sx =

8

>

>

<

>

>

:

e si x 2 S

�

max

n f"g

	e si x 2 S

	

max

n f"g

e

�

si x 2 S

�

max

n f"g

" si x = ".

Le signe n'est pas un morphisme de dio��de. On a par exemple 2�(	1) = 2, mais s2 = e 6= s2�s	e =

e 	 e = e

�

. On peut voir l'ordre de S

max

comme l'ordre lexicographique form�e �a partir de l'ordre

de R

max

et de l'ordre du dio��de sym�etris�e des bool�eiens.

3.3.2 Propri�et�es Dans S

max

, on a les propri�et�es suivantes:

(i) a � b ssi jaj � jbj ou (jaj = jbj et sa � sb),
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(ii) Soient a 2 S

�

max

et b 2 S

�	

max

. On a a� b r " ssi jbj � jaj.

(iii) a = b ssi sa = sb et jaj = jbj.

Preuve (i): L'application x 7! jxj est croissante, donc a � b entrâ�ne jaj � jbj. La suite se d�eduit

de 3.1.1.

(ii): r�esulte imm�ediatement de la caract�erisation de �(a

�

) (cf. 3.1.1).

(iii): imm�ediat. �

Soit maintenant l'�equilibre lin�eaire:

ax� b r " (3:3:b)

avec (a; b) 2 (S

max

)

2

. Si x est solution de (3.3.b), pour tout t 2 S

max

,

x

00

= x� t

�

(3:3:c)

est �egalement solution. A�n d'exclure les solutions triviales, nous posons:

3.3.3 D�e�nition Une solution x de l'�equation (3.3.b) est dite d�eg�en�er�ee si et seulement si il existe

x

0

� x et t 2 S

max

tels que:

x = x

0

� t

�

L'�etude des �equilibres lin�eaires pourra se limiter �a la recherche des solutions non d�eg�en�er�ees, �etant

entendu que les autres solutions peuvent se recouvrer par (3.3.c).

3.3.4 Lemme Une solution x de (3.3.b) est sign�ee ssi elle est non d�eg�en�er�ee.

Preuve Si x est sign�e et x = x

0

� t

�

, comme st

�

= e

�

6� sx, il r�esulte de 3.3.2,(i) que l'on ne peut

avoir jt

�

j = jxj. Ainsi, jtj � jxj, et donc jxj = jx

0

j. En appliquant �a nouveau 3.3.2,(i), on trouve

que sx

0

� sx, et comme x

0

6= ", sx

0

= sx, d'o�u x = x

0

par 3.3.2,(iii), ce qui montre que x est non

d�eg�en�er�ee.

R�eciproquement, supposons x = t

�

non sign�e solution de ax r b et montrons que x est solution

d�eg�en�er�ee. Si jajjxj � jbj, on a en choisissant u tel que jxj � juj � jaj

�1

jbj, au

�

r b, avec u

�

� x. Si

jajjxj � jbj, on a ax	 b = 	b r ", et donc u = " est solution. Si jajjxj = jbj, de deux choses l'une:

1/ si a 2 S

�

max

, on a ajxj = a

�

jxj = ax

�

, et jxj est solution, 2/ si a est inversible, on peut supposer

a = e quitte �a multiplier par a

�1

, et la conclusion r�esulte de ce que les points minimaux de �(b)

sont sign�es ou nuls (cf. (3.3.a)). �

3.3.5 Th�eor�eme Soit a 2 S

�	

max

n f"g et b 2 S

�	

max

. L'�equilibre ax� b r " admet l'unique solution

sign�ee x = 	a

�1

b.

C'est un cas particulier du r�esultat suivant:

3.3.6 Th�eor�eme L'ensemble des solutions sign�ees de l'�equilibre (3.3.b) est:

f	a

�1

bg si a 2 S

�	

max

n f"g et b 2 S

�	

max

ft 2 S

�	

max

j jtj � ja

�1

bjg si a 2 S

�	

max

n f"g et b 2 S

�

max

ft 2 S

�	

max

j jtj � jaj

�1

jbjg si a 2 S

�

max

n f"g et b 2 S

�	

max

S

�	

max

si (a; b) 2 (S

�

max

)

2

:
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Preuve : les cas a 2 S

_

max

n f"g sont une traduction de x 2 �(	a

�1

b) (cf. II,3.1.1). Supposons

a 2 S

�

max

et b d�es�equilibr�e. Via la Propri�et�e 3.3.2,(ii), ax� b r " est �equivalent �a jaxj � jbj, c'est �a

dire �a jajjxj � jbj, soit jxj � jaj

�1

jbj. �

3.3.7 Remarque Le Th�eor�eme 3.3.5 exprime que dans le cas g�en�erique, l'�equilibre ax � b r "

admet une unique solution sign�ee, donn�ee par la formule habituelle.

Les deux propri�et�es suivantes, imm�ediates, seront utiles.

3.3.8 Propri�et�es On a:

(i) S

�	

max


S

�	

max

� S

�	

max

.

(ii) a� b 2 S

�	

max

) a 2 S

�	

max

ou b 2 S

�	

max

.

3.3.9 Proposition S

max

est additivement r�esidu�e.

Preuve Comme l'�equation b� x � a est �equivalente �a 	b	 x � 	a, on a

(	a)� (	b) = 	(a� b) (3:3:d)

d�es que l'une des deux quantit�es est d�e�nie. On v�eri�e sans di�cult�e que l'op�eration � est donn�ee

par le tableau suivant:

� v 	v v

�

u

�

u si u � v

" sinon

�

u si u � v

" sinon

�

u si u � v

" sinon

u

�

8

<

:

u

�

si u � v

	v si u = v

" sinon

�

u

�

si u � v

" sinon,

o�u u; v 2 R

max

, les autres cas s'en d�eduisant par (3.3.d). �

3.3.10 Contre exemple Le dio��de S

max

n'est ni relativement complet

4

, ni un treillis, ni mul-

tiplicativement r�esidu�e. En e�et, l'ensemble des minorants de e et 	e, �egal �a fx j jxj � eg,

n'admet pas d'�el�ement maximal. Ainsi, l'ensemble fe;	eg n'admet pas de borne-inf. En outre, on

a fx j e

�

� eg = fx j jxj � eg, ce qui montre que l'homoth�eties x 7! e

�

x n'est pas r�esiduable.

3.3.11 Dio��de compl�et�e de S

max

On a vu en 0,x5.3 que dans les inf-dio��des multiplicativement

r�esidu�es, on peut simplement �etudier les �equations matricielles de type Ax = b et caract�eriser les

familles faiblement ind�ependantes. Cela motive la question du plongement d'un dio��de donn�e dans

un inf-dio��de multiplicativement r�esidu�e. Cette question m�eriterait une �etude compl�ete et g�en�erale.

Nous nous contentons ici d'un r�esultat particulier relatif �a S

max

.

On notera IDS

max

l'ensemble des id�eaux non vides de S

max

. Etant donn�e un id�eal I , l'image jI j

de I dans R

max

par le morphisme de demi-treillis x 7! jxj est un id�eal de R

max

.

3.3.12 Lemme Soit I un id�eal non vide de S

max

. De trois choses l'une:

(i) jI j n'est pas major�e, auquel cas I = S

max

,

4

un ensemble ordonn�e est relativement complet si toute partie born�ee admet une borne sup
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(ii) on a jI j = #(x) avec x 2 R

max

, auquel cas I est principal. De mani�ere pr�ecise, on a 1/

I = #(x) ou 2/ #(	x) ou 3/ #(x

�

) selon que 1/ x 2 I et 	x 62 I, 2/ 	x 2 I et x 62 I, 3/

x;	x 2 I.

(iii) jI j = ft 2 R

max

j t � xg, auquel cas I = fu 2 S

max

j u � xg = #(x) \ #(	x).

Preuve R�esulte imm�ediatement de la caract�erisation 3.3.2 de l'ordre de S

max

. �

L'ensemble IDS

max

est un treillis complet, dont le sup est donn�ee par 0,2.1.5. L'application

x 7! #(x) est un morphisme de demi-treillis injectif de S

max

dans IDS

max

. D�e�nissons le produit

des id�eaux par

I 
 J = fxx

0

j x 2 I; x

0

2 Jg :

Le produit de deux id�eaux est un id�eal. En e�et, il est imm�ediat que #(I 
 J) = I
J . Montrons que

(I
J) est stable par borne-sup. Soient x; x

0

2 I et y; y

0

2 J . On a xy�x

0

y

0

� (x�x

0

)(y�y

0

) 2 I
J ,

ce qui montre la stabilit�e. De mani�ere plus pr�ecise, on a les r�egles de calcul suivantes:

#(a)
 #(b) = #(ab)

#(a)
 (#(u) \ #(	u)) = #(ujaj) \ #(	ujaj);

(#(u) \ #(	u))
 (#(v) \ #(	v)) = #(uv) \ #(	uv) :

Le Lemme suivant r�esulte imm�ediatement de la caract�erisation des id�eaux de S

max

(cf. 3.3.12).

3.3.13 Lemme Soit fI

�

g

�2A

une famille major�ee d'id�eaux non vides de S

max

. De deux choses

l'une:

(i)

L

�

jI

�

j est un id�eal principal. On a alors deux indices �; � 2 A (�eventuellement confondus)

tels que

L

�

I

�

= I

�

� I

�

.

(ii)

L

�

jI

�

j est de la forme ft j t � xg, auquel cas

L

�

I

�

= fu 2 S

max

j u � xg.

3.3.14 Proposition L'ensemble des id�eaux non vides de S

max

, muni de la borne sup naturelle (cf.

0,2.1.5) et du produit, est un dio��de complet.

Preuve Le seul point non trivial est la distributivit�e (in�nie). Dans le cas (ii) du Lemme 3.3.13,

on a pour un id�eal J major�e,

j(

[

�

I

�

)J j =

[

�

jI

�

jjJ j = ft 2 R

max

j t � x sup jJ jg :

Il r�esulte que

(

M

�

I

�

)J = fu j u � xgJ = fu j u � x sup jJ jg =

M

�

I

�

J :

Dans le cas (i), on est ramen�e �a une propri�et�e de distributivit�e �nie, qui se v�eri�e de mani�ere

�el�ementaire. �

Le morphisme x 7! #(x) permet d'identi�er S

max

au sous-dio��de des id�eaux principaux de S

max

.

On notera ~u l'id�eal #(u) \ #(	u) = fx j x � ug,

~

S

max

l'ensemble des id�eaux de la forme ~u, et 1

l'id�eal S

max

. On a la d�ecomposition:

IDS

max

= S

max

[

~

S

max

[ f1g; S

max

\

~

S

max

= f"g :

On a illustr�e cette d�ecomposition sur la Figure II.3 (o�u les 
�eches repr�esentent l'ordre croissant).
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S

�

max

S

�

max

e

�

e

	e

"

~e

~

S

max

S

	

max

Figure II.3: Le dio��de IDS

max

(compl�et�e de S

max

)

3.3.15 Exemple On peut maintenant appliquer les r�esultats de r�esiduation �a la r�esolution de

certaines �equations dans S

max

. Soit le syst�eme:

AX = b; o�u A =

"

e e

�

	e 2

#

; b =

"

e

1

#

:

En se plongeant dans IDS

max

, qui est un inf-dio��de multiplicativement r�esidu�e, on peut �ecrire:

A
 (Anb) =

"

e e

�

	e 2

#




"

ene ^ (	e)n1 = e

e

�

ne ^ 2n1 = �1

#

=

"

e

1

#

;

ce qui montre que le vecteur Anb = [e;�1]

T

est solution.

Nous concluons cette section en donnant un r�esultat de quasi-unicit�e de familles g�en�eratrices min-

imales pour les sous-modulo��des de type-�ni de S

n

max

.

3.3.16 Proposition Etant donn�ees deux familles g�en�eratrices minimales fu

i

g

i2I

et fv

j

g

j2J

d'un

sous-modulo��de de type-�ni V � S

n

max

, il existe une famille de scalaires f�

i

g

i2I

et une bijection

� : I ! J tels que u

i

= �

i

v

�(i)

.

En particulier, le cardinal d'une famille g�en�eratrice minimale est invariant. On l'appellera dimension

faible de V .

Preuve On adapte la preuve du Th�eor�eme 5.5.3 du Chapitre 0. En reprenant les mêmes notations,

on a:

u

i

=

M

j2J; k2I

�

ij

�

jk

u

k

: (3:3:e)

On distingue deux cas:

(i): Il existe une composante non �equilibr�ee u

l

i

de u

i

. De

u

l

i

�

M

j2J

�

ij

�

ji

u

l

i

: (3:3:f)
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on tire alors

L

j2J

�

ij

�

ji

� u

l

i

nu

l

i

= e. On a en outre l'�egalit�e (sinon, le terme associ�e �a u

i

serait

redondant �a droite de (3.3.e) et l'on conclut comme en 0,5.5.3.

(ii): u

i

= u

�

i

. On prend alors u

l

i

composante non nulle de u

i

. De (3.3.f), on tire maintenant

j

L

j2J

�

ij

�

ji

j = e, et donc il existe j

i

tel que

j�

ij

i

�

j

i

i

j = e :

On a

u

i

= u

�

i

� �

ij

i

v

j

� �

ij

i

�

j

i

i

u

i

= j�

ij

i

�

j

i

i

ju

�

i

= u

i

;

d'o�u

u

i

= �

ij

i

v

j

i

:

Il est clair que l'application i 7! j

i

est une bijection de I dans J . �

3.3.17 Remarque A la di��erence de R

max

, les �

j

i

ne sont pas en g�en�eral inversibles. Par exemple,

fe

�

g et f2

�

g sont deux familles g�en�eratriceminimales du modulo��de S

�

max

, et l'on peut �ecrire 2

�

= �e

�

avec � = 2;	2 ou 2

�

.

3.4 Autres dio��des sym�etris�es

3.4.1 Dio��de sym�etris�e de P(R) Dans P(R)muni de l'union et de la somme vectorielle, a

+

�a

�

est la di��erence ensembliste coutumi�ere de a

+

et de a

�

(cf. 0,5.2.6). La connaissance de �(a)

d�etermine a

+

[a

�

ainsi que les di��erences ensemblistes a

+

na

�

et a

�

na

+

. On obtient alors a

+

\a

�

par a

+

\ a

�

= (a

+

[ a

�

) n [(a

+

n a

�

) [ (a

�

n a

+

)], ce qui d�etermine a

+

= (a

+

n a

�

) [ (a

+

\ a

�

) et

montre l'injectivit�e de �, donc de 	. On a donc S

P(R)

= (P(R))

2

.

3.4.2 Sym�etris�e du dio��de des compacts convexes On a vu en 0,5.2.8 que le dio��de des com-

pacts convexes de R

2

, convP

c

(R

2

), n'est pas additivement r�esidu�e. On ne peut donc caract�eriser

l'application 	 en termes de r�esidu. Nous n'entreprendrons pas ici de caract�eriser le dio��de quotient

par 	, mais indiquons simplement que l'on a la r�egle de simpli�cation suivante:

3.4.3 Proposition Soit A = (A

+

; A

�

) 2 (convP

c

(R

2

))

2

. On a

intA

+

� A

�

) 	((A

+

; A

�

)) = 	((A

+

; ")) :

(intB d�esigne l'int�erieur de la partie B).

Preuve Soit en e�et (P;Q) 2 	(A), avec P = (P

+

; P

�

), Q = (Q

+

; Q

�

). Il su�t de montrer que

�(Q

+

(A

+

; A

�

)) = �(Q

+

(A

+

; ")) (d�ecomposer Q en Q

+

	 Q

�

et raisonner comme en 2.2.4). On a

que P appartient �a �(Q

+

(A

+

; A

�

)) ssi P

+

� Q

+

A

�

= P

�

� Q

+

A

+

, c'est-�a-dire en passant aux

fonctions support (cf. 0,1.0.11)

max(�

?

P

+

; �

?

Q

+

+ �

?

A

�

) = max(�

?

P

�

; �

?

Q

+

+ �

?

A

+

)

et comme �

?

A

�

< �

?

A

+

, cela �equivaut �a

�

?

P

+

= max(�

?

P

�

; �

?

Q

+

+ �

?

A

+

);

i.e. P 2 �(Q

+

(A

+

; ")). �
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Dans le dio��de sym�etris�e de convP

c

(R

2

), on pourra donc �ecrire, par exemple,

B

2

(0; 1)	B

2

(0; 2) = 	B

2

(0; 2);

o�u B

2

(a; r) d�esigne la boule de centre a et de rayon r pour la norme euclidienne (et donc B

2

(0; 1) �

intB

2

(0; 2)).

3.4.4 Proposition Pour tout dio��de D faiblement-archim�edien tel que tout �el�ement de D soit

somme �nie d'�el�ements int�egres, on a (S

D

)[X ] ' S

(D[X ])

.

Preuve On a l'isomorphisme:

D

2

[X ] ' (D[X ])

2

L

i

(P

+

i

	 P

�

i

)X

i

7!

L

i

P

+

i

X

i

	 (

L

i

P

�

i

X

i

) :

Soient P =

L

i

P

i

X

i

, Q =

L

i

Q

i

X

i

2 D

2

[X ]. Il faut montrer l'�equivalence des deux conditions

suivantes:

(i) 8i;	(P

i

) = 	(Q

i

) dans D

2

,

(ii) 	(P ) = 	(Q) dans D

2

[X ].

Cela r�esulte du Corollaire 2.3.8 en passant au dio��de des fractions. Soit F

1

le dio��de des fractions de

D

2

[X ] et F

2

le dio��de des fractions de D

2

. Soient U;R 2 F

1

. D'apr�es l'exemple 2.3.5, on peut �ecrire

U =

L

i

U

i

X

i

et R =

L

i

R

i

X

i

o�u U

i

et R

i

appartiennent �a F

2

. D'apr�es le Corollaire 2.3.8, il su�t de

voir que �(U) = �(R) dans F

1

ssi pour tout i, �(U

i

) = �(R

i

) dans F

2

. Comme V =

L

i

V

i

X

i

r U

i

ssi pour tout i, V

i

r U

i

, le r�esultat est acquis. �

3.4.5 Dio��de sym�etris�e de N

ppcm

Il est �egal �a N

2

ppcm

. Nous montrons que certaines r�egles de

simpli�cation sont compatibles avec la structure additive de (N

ppcm

)

2

, mais pas avec le produit.

Soit P l'ensemble des nombres premiers. La d�ecomposition d'un naturel non nul x en produit de

nombres premiers:

x =

Y

p2P

p

v

p

(x)

se traduit par l'isomorphisme de demi-treillis:

(

(N n f0g; ppcm) �! (N

(P)

;max)

x 7�! fv

p

(x)g

p2P

;

(3:4:a)

o�u N

(P)

d�esigne l'ensemble des familles de naturels indic�es par P avec seulement nombre �ni

d'�el�ements non nuls. Posons pour x = (x

+

; x

�

) 2 (N

ppcm

)

2

, v

p

(x) := (v

p

(x

+

); v

p

(x

�

)). On en

d�eduit que �(x) = �(y) ssi:

8p 2 P ; �(v

p

(x)) = �(v

p

(y)) dans (N

2

;max) :

Autrement dit, on a une g�en�eralisation en \dimension in�nie" de la r�egle (1.2.a) valable pour R

max

,

i.e.

�(x) = �(y) , 8p 2 P ;

v

p

(x) 6= v

p

(x

0

); v

p

(y) 6= v

p

(y

0

) et

max(v

p

(x

+

); v

p

(y

�

)) = max(v

p

(x

�

); v

p

(y

+

));

ou v

p

(x) = v

p

(y) :



3. Dio��des sym�etris�es 79

Par exemple, on a �(2

3

; 2) = �(2

3

; "). Cependant, l'application x 7! 	(x) est injective, d'o�u il

r�esulte que S

N

ppcm

= (N

ppcm

)

2

. Nous montrons seulement ici pourquoi, par exemple, 	(2

3

; 2) 6=

	(2

3

; "), laissant le cas g�en�eral au lecteur. On a:

(i) (2

3

	 2)(3)r 2

3

	 1;

(ii) 2

3

3 6r 2

3

	 1

d'o�u (3; 4	 1) 2 	(2

3

; 2); 62 	(2

3

; "). Les assertions (i) et (ii) se r�e�ecrivent en e�et:

ppcm(2

3

� 3; 1) = ppcm(2

3

; 2� 3);

ppcm(2

3

� 3; 1) 6= 2

3

:

3.5 Domaine de transitivit�e de la relation d'�equilibre

On a constat�e en I,1.2.3 que la relation r n'est jamais transitive dans un dio��de. Cependant, dans

le dio��de sym�etris�e libre de D, on a la propri�et�e de \transitivit�e faible" d�ej�a not�ee en I,1.3.1. Il s'agit

ici de g�en�eraliser ces propri�et�es au dio��de sym�etris�e d'un dio��de. Nous d�e�nissons donc:

3.5.1 D�e�nition L'�el�ement x 2 S est transitif si:

8y; z 2 S; y r x et x r z ) y r z :

Nous caract�erisons ci-apr�es les �el�ements transitifs. A cet e�et, nous introduisons l'application:

�(x) = x �	x : (3:5:a)

3.5.2 Proposition On a � � Id et ��� = �.

Preuve On a par 0,5.2.5,(ii) �(x) = x� 	x � x� " = x. En outre,

���(x) = (x�	x)� 	(x�	x)

= (x�	x) � (	x� x) (3.1.b)

= x� (	x � (	x� x)) (0,5.2.5,(iv))

= x� 	x = �(x)

car 	x� x � 	x. �

3.5.3 Remarque � n'est cependant pas une fermeture duale, car � n'est pas croissante (par ex-

emple, dans R

2

max

, �(2; ") = (2; ") mais �(2; 2) = ").

3.5.4 Proposition L'ensemble des �el�ements transitifs de S

D

est l'image de l'ensemble des �el�ements

transitifs de D

2

par la projection canonique.

Preuve R�esulte imm�ediatement de 2.2.14. �

3.5.5 Corollaire Les �el�ements sign�es sont transitifs.

Preuve r�esulte de 3.5.4 et de I,1.3.1,(iv). �
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3.5.6 Th�eor�eme Soit D un dio��de inf-complet distributif. Pour tout x 2 D

2

, les propositions

suivantes sont �equivalentes:

(i) jxj = j�(x)j

(ii) x

�

= �(x)

�

(iii) �(�(x)) = �(x)

(iv) �(x) =

T

y2�(x)

�(y)

(v) �(x) = f�(x)g � D

�

(vi) x est transitif.

Preuve (i),(ii): r�esulte de I,1.4.2,(i) et (ii).

(ii))(iii): on a �(x) = [�(x); x

�

]�D

�

et ���(x) = [�(x); �(x)

�

]�D

�

(par 3.5.2), d'o�u la conclusion.

(iii))(ii): On a �(x) � �(x)�jxj � �(x)�x

�

= x

�

, et donc par 3.1.1, �(x)�jxj 2 �(x) = �(�(x)),

donc �(x)� jxj � �(x)

�

, donc (�(x)� jxj)

�

= �(x)

�

� x

�

= x

�

� (�(x)

�

)

�

= �(x)

�

, d'o�u (ii).

(iv),(vi): On a comme x 2 �(x), �(x) �

T

y2�(x)

�(y). (iv) est donc �equivalent �a �(x) �

T

y2�(x)

�(y), i.e. pour tout y 2 �(x), �(x) � �(y), i.e. z r x) z r y.

(iii))(iv): Il su�t de voir que �(y) � �(x) pour tout y 2 �(x). Quitte �a remplacer x par �(x),

on pourra supposer x = �(x). D'apr�es 3.1.1, on a une d�ecomposition de la forme y = y

0

� t

�

, avec

y

0

2 [x; x

�

]. Par 2.2.5, �(y

0

� t

�

) � �(y

0

). Il su�t donc de montrer �(y

0

) � �(x). On a en e�et:

x � y

0

� x

�

, donc �(y

0

) = y

0

� 	y

0

� x

�

� 	x = (x 	 x)� 	x = (x � 	x) � (	x � 	x) � x, er

d'autre part y

0

�

� x

�

, soit [�(y

0

); y

0

�

] � [x; x

�

], et donc �(y) � �(x).

(iv))(iii): On a �(x) 2 �(x), donc par (iv), �(x) � �(�(x)). L'autre inclusion r�esulte de 3.1.1.

(v))(iii): Si �(x) = f�(x)g�D

�

, on a �(�(x)) � f�(x)g�D

�

= �(x). L'autre inclusion a �et�e vue

dans la preuve de (iv))(iii).

(iii))(v): Il su�t de voir f�(x)g � D

�

� �(x), l'autre inclusion �etant triviale. Quitte �a remplacer

x par �(x), on peut supposer x = �(x). Soit y 2 �(x). On a y � �(x) = x, donc

y = (y � x)� x (3:5:b)

(via 0,5.2.5(x)). On a x	 y � y, donc y� x � 	y, donc 	(y� x) � y, et en additionnant �a (3.5.b),

y = (y � x)

�

� x. �

3.5.7 Interpr�etation Lorsque x est transitif, il r�esulte du Th�eor�eme 3.1.1 et du point (iii) ci-

dessus que �(x) est le plus petit �el�ement dans la classe d'�equivalence de x modulo �. On peut le

voir comme un repr�esentant canonique de x. Par exemple, dans R

2

max

, on a �((3; 2)) = (3; ").

3.5.8 Exemple Consid�erons le dio��de sym�etris�e libre de (P(R);[;+). Soit x = (x

+

; x

�

). On a

j�(x)j = jxj ssi

(x

+

n x

�

) [ (x

�

n x

+

) = x

+

[ x

�

;

o�u n d�enote la di��erence ensembliste. Cela entrâ�ne que les �el�ements transitifs sont les x tels que

x

+

\ x

�

= ;.
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3.6 El�ements substituables

3.6.1 D�e�nition Soit S un dio��de sym�etris�e. On dit qu'un �el�ement x est substituable s'il v�eri�e

la propri�et�e suivante:

8y; c; d 2 S;

(

x r y

cx r d

=) cy r d : (3:6:a)

On notera S

_

l'ensemble des �el�ements substituables de S.

En prenant c = e dans (3.6.a), on constate qu'un �el�ement substituable est transitif. Comme en 3.5.4,

les �el�ements substituables de S

D

sont les images des �el�ements substituables de D

2

par la projection

canonique, et donc, via I,1.3.1(iii), les �el�ements sign�es sont substituables. Avant de caract�eriser les

�el�ements substituables de D

2

, nous �enon�cons un lemme technique:

3.6.2 Lemme On a pour tous x; q 2 D

2

,

�(q�(x)) � �(qx) :

Preuve

�(q�(x)) = q�(x)� 	q�(x) = q(x�	x)� 	q(x�	x)

� (qx�	qx)� 	q(x�	x) (via 0,5.2.5,(vii) )

� (qx�	qx)� 	qx

= qx� (	qx� 	qx) (via 0,5.2.5,(iv))

= �(qx) :

�

3.6.3 Contre exemple L'in�egalit�e peut être stricte dans (3.6.2). En e�et, dans le dio��de sym�etris�e

libre de R

max

, on a en prenant q = (+1; ") et x = (2; 1), �(qx) = (+1;+1) � (+1;+1) = "

alors que �(q�(x)) = �((+1; "):(2; ")) = �((+1; ")) = (+1; ").

3.6.4 Corollaire On a pour tous x; q 2 D

2

, 	(�(x)) � 	(x).

Preuve R�esulte imm�ediatement de 3.6.2 et de la formule (2.2.b). �

3.6.5 Proposition Soit D un dio��de inf-complet in�niment distributif. Dans le dio��de D

2

, les

propri�et�es suivantes sont �equivalentes:

(i) 8q 2 D

2

, �(qx) = �(q�(x)) et �(x)

�

= x

�

(ii) 	(�(x)) = 	(x)

(iii) 	(x) =

T

y2�(x)

	(y)

(iv) x est substituable.

Preuve (iv),(iii): La propri�et�e (iii) est �equivalente �a 	(y) � 	(x), pour tout y 2 �(x), i.e.

p r qx) p r qy, i.e. x substituable.

(iii))(ii): une inclusion de (ii) r�esulte de 3.6.4. La propri�et�e (iii) entrâ�ne que 	(�(x)) � 	(x) car

�(x) 2 �(x), ce qui est l'autre inclusion.
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(ii))(i): par 3.1.1, on a pour tout q, �(qx) =

V

�(qx) =

V

�(q�(x)) = �(q�(x)). D'autre part,

�(x) = �(�(x)), donc x

�

= �(x)

�

(cf. 3.5.6).

(i))(iii): Soit y 2 �(x). On a par 3.1.1 une d�ecomposition de la forme y = y

0

� t

�

, avec

y

0

2 [�(x); x

�

] (3:6:b)

et comme par 2.2.5, 	(y) � 	(y

0

), il su�t de montrer 	(y

0

) � 	(x) pour avoir (iii). Ici encore,

quitte �a remplacer x par �(x), on supposera x = �(x). Via la formule (2.2.b) et la proposition 3.1.1,

il su�t de voir que pour tout q 2 D

2

, on a

[�(qy

0

); (qy

0

)

�

] � [�(qx); (qx)

�

] : (3:6:c)

Par (3.6.b), on a y

0

� �(x), donc (qy

0

)

�

= q(y

0

)

�

� q�(x)

�

= (qx)

�

. D'autre part,

�(qy

0

) = qy

0

� 	qy

0

� qx

�

� 	qx

� (qx� 	qx)�	qx

� qx�	qx (via 0, 5.2.5,(v))

= �(qx);

ce qui montre l'inclusion (3.6.c). �

3.6.6 Corollaire Si tout �el�ement est somme �nie d'�el�ements inversibles, alors les �el�ements sub-

stituables de D

2

sont exactement les �el�ements transitifs.

Preuve Trivialement, substituable entrâ�ne transitif. Supposons x transitif, x r b, cx r d, o�u

c = c

1

� c

2

est somme de deux �el�ements inversibles (le cas n s'en d�eduisant). Par transitivit�e faible,

b r x r c

�1

1

(d	 c

2

x) entrâ�ne b r c

�1

1

(d	 c

2

x). En r�eit�erant avec c

�1

2

(d	 c

1

b)r x r b, on obtient

le r�esultat. �

3.6.7 Contre exemple Les �el�ements transitifs ne sont pas toujours substituables. Dans le dio��de

sym�etris�e libre de R

max

, on a en e�et

(

("; 2)r (+1; ")(2; 1)

(2; 1)r (2; ")

et ("; 2) 6r (+1; ")(2; ") = (+1; ");

ce qui montre que (2; 1) n'est pas substituable, quoique (2; 1) v�eri�e �(2; 1) = (2; ") et soit donc

transitif (cf. 3.5.6,(i)).

3.6.8 Contre exemple On ne peut relaxer 3.6.6: il est faux que si tout �el�ement est somme �nie

d'�el�ements int�egres, alors transitif=substituable. Dans le dio��de sym�etris�e de N

ppcm

, 2

3

	 2 est

transitif (cela r�esulte par exemple de l'identi�cation �a N

(P)

max

, cf. (3.4.a)). Cependant, 2

3

	 2 n'est

pas substituable:

(

(2

3

	 2) r 2

3

3� (2

3

	 2) r 2

3

;

mais 3� 2

3

6r 2

3

:

3.6.9 Proposition Pour tout x 2 S

D

, on a

x = �(x)� (x� �(x))

�

:
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Preuve Comme �(x) � x il r�esulte de 0,5.2.5,(x), que x = �(x)�(x��(x)). En outre,	(x��(x)) =

	x�(	x�x) � x (par 0,5.2.5,(viii)), et donc x = �(x)�(x��(x))	(x��(x)) = �(x)�(x��(x))

�

.

�

Comme �(x) 2 S

_

D

, la Proposition 3.6.9 donne la d�ecomposition:

S

D

= S

_

D

� S

�

D

: (3:6:d)

3.6.10 Proposition (Trivialisation des �equilibres) On a dans le dio��de sym�etris�e de D la pro-

pri�et�e suivante:

a; b substituables et a r b =) a = b :

Preuve Prenons deux repr�esentants de a et b, a

0

et b

0

2 D

2

, substituables, tels que a

0

r b

0

.

De (p; q) 2 	(a

0

), i.e. p r qa

0

, on d�eduit en substituant b

0

que p r qb

0

, ce qui montre que

	(a

0

) � 	(b

0

). L'autre inclusion s'obtient de même, et l'on conclut que a

0

et b

0

repr�esentent le

même �el�ement modulo 	, i.e. a = b. �

3.6.11 Proposition Tout �el�ement inversible de D

2

est substituable.

Preuve Si x r y et cx r z avec x inversible, on a e r x

�1

y,cx:e r z, et en observant que e est

toujours substituable (il v�eri�e le crit�ere 3.6.5,(i)), cx:x

�1

y = cy r z. �

3.6.12 Lemme (Substitution vectorielle) Soit x un vecteur de taille n dont les coe�cients

sont substituables. On a pour tous vecteur b et matrice C de tailles compatibles:

x r b; Cx r d) Cb r d :

Preuve v�eri�ons le pour la i-i�eme composante. On a (Cx)

i

=

L

n

k=1

C

ik

x

k

r d

i

. La proposition

r�esulte d'une application r�ep�et�ee du lemme de substitution scalaire �a cette �equation. �

3.6.13 Exemple (El�ements substituables dans S

max

) Dans le dio��de R

2

max

, les �el�ements tran-

sitifs (donc par 3.6.6 substituables) sont les �el�ements de la forme (a

+

; a

�

) avec a

+

6= a

�

. On a en

e�et �((a

+

; a

�

)) = (a

+

; ") si a

+

> a

�

, ("; a

�

) si a

�

> a

+

et " si a

+

= a

�

. On constate que le

crit�ere 3.5.6,(ii) est v�eri��e dans les deux premiers cas, et pas dans le dernier. Ainsi, par 3.5.4, les

�el�ements substituables de S

max

sont pr�ecis�ement les �el�ements sign�es, i.e. S

_

max

= S

�	

max

.

3.6.14 Exemple (Polynômes substituables) Dans le dio��de sym�etris�e de R

max

[X ], substitu-

able=transitif (i.e les �el�ements substituables sont les polynômes dont aucun coe�cient n'est point�e,

S

_

R

max

[X ]

= S

_

max

[X ]). On a en e�et montr�e les assertions suivantes:

(i) x transitif ssi �(�(x)) = �(x) (cf. 3.5.6).

(ii) x substituable ssi 	(�(x)) = 	(x) (cf. 3.6.5).

(iii) 	(x) = 	(y) dans (R

max

[X ])

2

ssi �(x) = �(y) dans le dio��de des fractions de R

max

[X ] (cf.

2.3.7).

Il su�t donc de voir que (a): �(x) = �(y) dans F

(R

max

[X ])

2 ssi (b): �(x) = �(y) dans (R

max

[X ])

2

.

Le sens (a))(b) s'obtient par restriction. Supposons (b). Soit z 2 F

2

. On peut �ecrire z = X

�k

w,

avec w 2 (R

max

[X ])

2

. On a z r x ssi w r X

k

x, et comme d'apr�es (b), �(X

k

x) = �(X

k

y) (cf. par

exemple le point (i),(ii) de la preuve de la Proposition 3.4.4), on a w r X

k

y, d'o�u la conclusion.
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3.7 Elimination

On dira que x est �eliminable si

(

ax r b

cx r d

) ad r bc :

L'�eliminabilit�e entrâ�ne clairement la substituabilit�e.

3.7.1 Proposition Dans S

max

, les �el�ements �eliminables sont les �el�ements sign�es.

Preuve Si a ou c sont non �equilibr�es, par exemple a, la premi�ere �equation est �equivalente �a

x r a

�1

b, et l'on s'est ramen�e �a la propri�et�e de substitution 3.6.1. Si a et c sont tous deux

�equilibr�es, on a ad 2 S

�

max

et cb 2 S

�

max

, et la condition ad r bc est remplie. R�eciproquement, un

�el�ement �eliminable est transitif, donc sign�e. �

L'�eliminabilit�e est un fait plus rare que la substituabilit�e, pour lequel nous n'avons pas de

caract�erisation g�en�erale.

3.7.2 Contre exemple L'�eliminabilit�e ne \passe pas" aux polynômes. On a par exemple:

(

(e	X)(e�X) r e 	X

2

e

�

(e�X)r e

mais (e	X)e 6r e

�

(e	X

2

) :

Les coe�cients de e �X sont �eliminables dans S

max

, mais e �X ne l'est pas dans S

max

[X ].


