
Chapitre III

Syst�emes d'�equilibres lin�eaires

Nous �etudions dans ce chapitre les syst�emes d'�equilibres lin�eaires. On travaillera essentiellement

dans le dio��de S

max

(sym�etris�e de R

max

). Cette �etude repose sur les trois approches suivantes.

a/ Point de vue g�eom�etrique. On �etudie les questions d'orthogonalit�e dans S

n

max

, ou de mani�ere

�equivalente, les syst�emes homog�enes Ax r ". Le r�esultat central est que l'orthogonal d'un sous-

modulo��de de type �ni de S

n

max

est un sous-modulo��de de type �ni (e�ectivement calculable). En

outre, l'orthogonal d'un sous-modulo��de de type �ni de R

n

max

caract�erise compl�etement ce mod-

ulo��de, ce qui autorise l'emploi de r�esultats de dualit�e pour l'�etude des sous-modulo��des de type

�ni de R

n

max

. De mani�ere pr�ecise, on peut associer �a un sous-modulo��de M de type �ni de R

n

max

l'ensemble M

?

des �equations �(x) =  (x) v�eri��ees pour tout x appartenant �a M (� et  �etant des

formes lin�eaires sur R

n

max

). Les r�esultats d'orthogonalit�e qui pr�ec�edent a�rment que les �equations

de cette forme v�eri��ees par M admettent une famille g�en�eratrice �nie, et caract�erisent M . On

cherche ensuite des conditions n�ecessaires et su�santes pour l'existence de solutions de syst�emes

d'�equilibres homog�enes et non homog�enes. On obtient alors des conditions simples et purement

structurelles.

b/ Point de vue Cramerien. Si l'on se restreint �a la recherche de solutions sign�ees de syst�emes

d'�equilibres lin�eaires homog�enes et non homog�enes, on trouve par des techniques d'�elimination des

conditions n�ecessaires pr�ecis�ement analogues aux conditions de Cramer pour des syst�emes carr�es.

On montre que les syst�emes rectangulaires v�eri�ent de nouvelles conditions de compatibilit�e (qui

sont impliqu�ees par les conditions de compatibilit�e usuelles dans un corps, mais pas dans un dio��de).

On montrera qu'en g�en�eral, les conditions n�ecessaires obtenues en �eliminant ne sont pas su�santes.

c/ Point de vue combinatoire. Pour des syst�emes carr�es non homog�enes, on montre que la

non nullit�e du d�eterminant entrâ�ne l'existence d'une solution sign�ee. Une premi�ere d�emonstration

est fond�ee sur un avatar des algorithmes it�eratifs classiques (Jacobi, Gauss-Seidel). Une seconde

d�emonstration repose sur le Th�eor�eme de Frobenius-K�onig. On �etudie ensuite les syst�emes ho-

mog�enes carr�es. On montre que l'�equilibre du d�eterminant entrâ�ne l'existence d'une solution sign�ee,

ce qui g�en�eralise un r�esultat de Gondran et Minoux [47] dont nous reprenons partiellement les tech-

niques.

L'id�ee d'introduire un signe moins formel dans les dio��des pour r�esoudre les syst�emes d'�equations

est due �a J.P. Quadrat. La partie sur la condition n�ecessaire de Cramer pour les syst�emes carr�es

(Ax r b entrâ�ne detA:x r A

adj

b) est commune avec Max Plus [79, 80]. En particulier, le lemme

d'�elimination (pour x sign�e, ax r b et cx r d entrâ�ne ad r bc), est du �a M. Akian. L'id�ee d'adapter

les algorithmes it�eratifs est due �a M. Akian et R. Nikoukhah.
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1 Dualit�e

1.1 Orthogonalit�e dans S

n

max

Dans S

n

max

, on d�e�nit le produit scalaire de deux vecteurs x et y comme �a l'accoutum�ee:

x:y =

n

M

i=1

x

i

y

i

:

La propri�et�e famili�ere

(Au):(Bv) = (B

T

Au):v (1:1:a)

est encore valide. Etant donn�ee une partie P � S

n

max

, on d�e�nit l'orthogonal de P :

P

?

= fv 2 S

n

max

j 8u 2 P; v:u r "g :

P

?

est clairement un sous-modulo��de de S

n

max

. On a les propri�et�es suivantes.

1.1.1 Propri�et�es

(i) P 7! P

?

est d�ecroissante

(ii) (P

?

)

?

� P

(iii) ((P

?

)

?

)

?

= P

?

(iv) (vecthP i � (S

�

max

)

n

)

?

= P

?

(v) (P [Q)

?

= P

?

\ Q

?

(vi) pour des sous-modulo��des de S

n

max

, (V �W )

?

= V

?

\W

?

.

Les propri�et�es (i) et (ii) expriment que P 7! P

?

est une correspondance de Galois (cf. 0,5.1.9).

L'involutivit�e (iii) est g�en�erale pour les correspondances de Galois (cf. 0,5.1.8,(i)). Les autres pro-

pri�et�es sont imm�ediates. �

Nous consid�erons d'abord le cas o�u P = fvg est r�eduit �a un singleton.

1.1.2 Proposition Soit v 2 S

n

max

. Le modulo��de v

?

est de type �ni.

Il r�esulte de (1.1.a) que pour toute matrice D diagonale �a coe�cients diagonaux dans S

_

max

n f"g,

et pour toute matrice de permutation P , l'on peut �ecrire:

u:v r " , (D

�1

Pu):(DPv) r " : (1:1:b)

On pourra ainsi supposer quitte �a normaliser et �a r�eordonner les indices que

v = [e; : : : ; e

| {z }

p fois

; e

�

; : : : ; e

�

| {z }

q fois

; "; : : : ; "

| {z }

n�q�p fois

] : (1:1:c)

On notera e

1

; : : : ; e

n

les vecteurs de la base canonique de S

n

max

. On a le r�esultat plus pr�ecis suivant:

1.1.3 Lemme La famille F form�ee des vecteurs suivants est une base faible de v

?

:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

e

i

	 e

j

; i < j � p;

e

i

; i � p+ 1;

e

i

� e

j

; i � p; p+ 1 � j � p+ q;

e

i

	 e

j

; i � p; p+ 1 � j � p+ q;

e

�

i

; i � p :

(1:1:d)
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Preuve du Lemme. Quitte �a diviser u par

L

i

ju

i

j, on prendra

L

i

ju

i

j = e.

Cas 1 Il existe i; p+ 1 � i � p+ q, tel que ju

i

j = e. On peut �ecrire:

u = u

i

e

i

�

M

k 6=i;k�p

u

k

(e

k

� e

i

)�

M

k�p+1;k 6=i

u

k

e

k

;

ce qui montre que u 2 vecthFi.

Cas 2 Il existe i; i � p, tel que u

i

= e

�

. On peut �ecrire:

u = u

i

e

�

i

�

M

k�p

u

k

(e

k

	 e

i

)�

M

k�p+1

u

k

e

k

:

En e�et, il est clair que le second membre est sup�erieur ou �egal �a u. L'autre in�egalit�e vient de ce

que ju

k

j � e, et donc u

k

e

i

� u

i

e

�

i

= e

�

i

.

Cas 3 Aucun u

i

, pour 1 � i � p n'est �egal �a e

�

, et il existe i et j � p tels que ju

i

j = ju

j

j = e et

u

i

= 	u

j

, par exemple u

i

= e et u

j

= 	e. Pour k � p et k 6= i; j, on a u

k

� e ou u

k

� 	e. Posons

w

k

= u

k

(e

k

	 e

i

) si u

k

� 	e et w

k

= u

k

(e

k

	 e

j

) si u

k

� e. On a clairement w

k

� u. On v�eri�e que:

u = u

i

(e

i

	 e

j

)�

M

k�p+1

u

k

e

k

�

M

k�p;k 6=i;j

w

k

2 vecthFi

On a montr�e dans tous les cas que F est une famille g�en�eratrice de v

?

. On v�eri�e de mani�ere

�el�ementaire qu'aucun vecteur n'est combinaison lin�eaire des autres, ce qui montre que F est non

redondante. �

1.1.4 Th�eor�eme L'orthogonal d'un modulo��de type �ni V � S

n

max

est un modulo��de type �ni.

Preuve Par induction sur le cardinal d'une famille g�en�eratrice de V . Supposons V = W �S

max

v,

et W

?

sous-modulo��de de type �ni, soit W

?

= vecthw

1

; : : : ; w

k

i. Les assertions suivantes sont

�equivalentes:

x 2 (W �S

max

v)

?

x 2 W

?

\ v

?

9y 2 S

k

max

; x =

L

k

i=1

y

i

w

i

et v:xr "

9y 2 S

k

max

; x =

L

k

i=1

y

i

w

i

et (

L

i

v

i

w

i

):y r "

NotonsW l'application lin�eaireS

k

max

! S

n

max

; e

i

7! w

i

. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, on a (W�S

max

v)

?

=

W(

L

v

k

w

k

)

?

. La Proposition 1.1.2 a�rme que (

L

v

k

w

k

)

?

est un modulo��de type �ni, et donc, V

?

,

image de (

L

v

k

w

k

)

?

par W , est �egalement de type �ni. �

1.1.5 Exemple La preuve ci-dessus est e�ective. Calculons l'orthogonal du modulo��de suivant:

V = vecthv

1

; v

2

i o�u v

1

=

2

6

4

e

e

"

3

7

5

et v

2

=

2

6

4

"

e

e

3

7

5

:

On a d'apr�es (1.1.d):

2

6

4

e

e

"

3

7

5

?

= vecth

2

6

4

"

"

e

3

7

5

;

2

6

4

e

	e

"

3

7

5

;

2

6

4

e

�

"

"

3

7

5

;

2

6

4

"

e

�

"

3

7

5

i :
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On cherche donc x 2 V

?

sous la forme:

x =My =

2

6

4

" e e

�

"

" 	e " e

�

e " " "

3

7

5

2

6

6

6

4

y

1

y

2

y

3

y

4

3

7

7

7

5

: (1:1:e)

L'�equation v

2

:x r " se r�e�ecrit:

h

" e e

i

2

6

4

" e e

�

"

" 	e " e

�

e " " "

3

7

5

2

6

6

6

4

y

1

y

2

y

3

y

4

3

7

7

7

5

=

h

e 	e " e

�

i

2

6

6

6

4

y

1

y

2

y

3

y

4

3

7

7

7

5

r " :

On a donc, en notant vecthAi le modulo��de des colonnes d'une matrice A, et en appliquant �a

nouveau la formule (1.1.d):

y 2 vecth

2

6

6

6

4

e " " e e " " e

�

"

e " " " " e e " e

�

" e " " " " " " "

" " e e 	e e 	e " "

3

7

7

7

5

i = vecthNi

et en reportant dans (1.1.e), x 2 vecthMNi, soit apr�es suppression des vecteurs redondants:

x 2 vecth

2

6

4

e " e e

�

" "

	e e

�

e

�

" e

�

"

e e " " " e

�

3

7

5

i = V

?

: (1:1:f)

De mani�ere �equivalente, on peut a�rmer que les �el�ements de V satisfont les trois �equilibres suivants:

x� z r y; y � z r y; x� y r y

(on a ignor�e les �equilibres triviaux associ�es aux trois derniers vecteurs de (1.1.f)).

1.1.6 Proposition Soit w 2 S

n

max

. On a (w

?

)

?

= S

max

w � (S

�

max

)

n

.

Preuve La Propri�et�e 1.1.1,(iv) donne

(w

?

)

?

� S

max

w � (S

�

max

)

n

: (1:1:g)

R�eciproquement, prenons w sous la forme canonique (1.1.c). On peut supposer n = p+q. Supposons

� 62 S

max

w� (S

�

max

)

n

, et posons � = wn� (bien d�e�ni dans le dio��de compl�et�e de S

max

). On ne peut

avoir � = �w� �(S

�

max

)

n

. Comme trivialement, � � (wn�)w, on a une composante non �equilibr�ee

de �, �

i

, telle que:

�

i

� �w

i

; (1:1:h)

avec

� = �

1

^ : : :^ �

p

^ (�

p+1

=e

�

) ^ : : :^ (�

n

=e

�

) :

Quitte �a multiplier � par un scalaire inversible, on pourra supposer �

i

= e. L'in�egalit�e stricte (1.1.h)

n'est possible que dans les cas suivants.

1/ On a j�

k

j � e pour un certain k. Le vecteur f dont les seules composantes non nulles sont f

i

= e

et f

k

= 	e est dans l'orthogonal de w mais pas de �.
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2/ Pour tout k, j�

k

j � e, et a/ on a �

q

2 S

_

max

avec q � p+1. Le vecteur f dont la seule composante

non nulle est f

q

= e est dans l'orthogonal de w mais pas de �.

2/ b/. On a �

q

= 	�

r

= e avec q; r � p. On conclut de mani�ere analogue.

On a montr�e � 62 S

max

w � (S

�

max

)

n

) � 62 (w

?

)

?

, ce qui montre l'inclusion r�eciproque de (1.1.g)

�

Le contre exemple suivant montre que la propri�et�e 1.1.6 ne s'�etend pas aux sous-modulo��des de

\dimension" plus grande.

1.1.7 Contre exemple Soient v

1

et v

2

comme en 1.1.5. Apr�es quelques calculs, on observe les

faits suivants.

v

?

1

= vecth

2

6

4

"

"

e

3

7

5

;

2

6

4

e

	e

"

3

7

5

i � (S

�

max

)

3

; v

?

2

= vecth

2

6

4

e

"

"

3

7

5

;

2

6

4

"

e

	e

3

7

5

i � (S

�

max

)

3

:

(v

?

1

� v

?

2

)

?

= S

max

2

6

4

e

�

e

e

�

3

7

5

� (S

�

max

)

3

:

Par application imm�ediate de (1.1.d), on obtient:

((v

?

1

� v

?

2

)

?

)

?

= vecth

2

6

4

e " e e " " "

" " e 	e e e e

�

" e " " 	e e "

3

7

5

i :

Posons F

1

= v

?

1

et F

2

= v

?

2

. On a montr�e:

(F

1

� F

2

)

??

% F

1

� F

2

:

Ce contre exemple entrâ�ne en outre que

(G

1

\G

2

)

?

% G

?

1

�G

?

2

; (1:1:i)

o�u G

1

= vecthv

1

i� (S

�

max

)

3

et G

2

= vecthv

2

i� (S

�

max

)

3

. En e�et, comme G

1

et G

2

sont (aux termes

triviaux pr�es) de dimension 1, il r�esulte de la Proposition 1.1.6 que G

1

= (G

?

1

)

?

et de même pour

G

2

. On peut alors �ecrire, d'apr�es la Propri�et�e 1.1.1,

(G

1

\G

2

)

?

= ((G

?

1

)

?

\ (G

?

2

)

?

) = ((G

?

1

� G

?

2

)

?

)

?

= ((F

1

� F

2

)

?

)

?

% F

1

� F

2

= G

?

1

� G

?

2

:

Il r�esulte de ce qui pr�ec�ede que la correspondance V 7! V

?

n'est pas injective, même en faisant

abstraction du sous-modulo��de trivial (S

�

max

)

n

. On a cependant des r�esultats plus simples en se

restreignant au dio��de R

n

max

comme il suit.

1.2 Dualit�e R

n

max

$ S

n

max

Consid�erons la correspondance suivante:

R

n

max

! S

n

max

V 7! V

?

= fu 2 S

n

max

j 8v 2 V; u:v r "g

W

>

= fu 2 R

n

max

j 8w 2 W;u:w r "g  W

(1:2:a)
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Cette correspondance s'interpr�ete de mani�ere bien simple. Soit M un sous-modulo��de de R

n

max

, et

v 2M

?

. On peut �ecrire v 2 S

n

max

comme di��erence:

v = v

1

	 v

2

; v

1

; v

2

2 R

n

max

:

Pour x 2M (et donc x positif), l'�equilibre vx r " se trivialise en

v

1

x = v

2

x : (1:2:b)

Autrement dit, on associe au modulo��de M l'ensemble M

?

des �equations de type (1.2.b) qu'il

satisfait.

1.2.1 Exemple On v�eri�e de mani�ere �el�ementaire que le sous-modulo��de de R

2

max

:

M = vecth

"

e

1

#

;

"

e

3

#

i

est caract�eris�e par les �equations:

3x� y = 3x; 1x� y = y ;

ou de mani�ere �equivalente

3x � y � 1x :

1.2.2 Th�eor�eme (i): Les deux applications (1.2.a) �etablissent une correspondance de Galois entre

les sous-modulo��des de type �ni de R

n

max

et les sous modulo��des de type �ni de S

n

max

. En outre, (ii):

l'application R

n

max

! S

n

max

; V 7! V

?

est injective.

Preuve (i): On a d�ej�a montr�e en 1.1.4 que V

?

�etait un modulo��de de type �ni. R�eciproquement,

on �a l'analogue

1

du Lemme 1.1.3:

1.2.3 Lemme Soit

w = [e; : : : ; e

| {z }

p fois

;	e; : : : ;	e

| {z }

r fois

; e

�

; : : : ; e

�

| {z }

q fois

; "; : : : ; "

| {z }

n�q�p�r fois

] 2 S

n

max

(1:2:c)

La famille F form�ee des vecteurs suivants est une base faible de w

>

:

e

i

� e

j

; i � p; p+ 1 � j � p+ r

e

i

; i � p+ r + 1;

e

i

� e

j

; i � p+ r; p+ r+ 1 � j � p+ q :

(1:2:d)

Le Lemme se prouve de mani�ere analogue au Lemme 1.1.3, et la r�ecurrence donn�ee dans la preuve

de 1.1.4 donne une famille g�en�eratrice �nie de W

>

. Cela ach�eve la preuve de (i).

Preuve de (ii). Le lemme suivant est la cl�e du r�esultat.

1.2.4 Lemme (de s�eparation) Soit V un sous-modulo��de de type �ni de (R

max

)

n

et w 62 V . Il

existe un vecteur p 2 (S

max

)

n

tel que

p:w 6r "; 8v 2 V; p:v r " :

1

la forme du vecteur w est justi��ee par le fait que dans la normalisation (1.1.b), il faut maintenant prendre la

matrice D �a coe�cients diagonaux strictement positifs
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On a�rme de la sorte l'existence d'une forme lin�eaire s�eparant w de V , i.e. �equilibrant tout vecteur

de V mais pas w. Admettons provisoirement le Lemme. Il en r�esulte que

V $ W ) W

?

$ V

?

: (1:2:e)

En e�et, en prenant w 2 W n V , on obtient un vecteur p 2 V

?

tel que p 62 w

?

� W

?

. On

d�eduit de (1.2.e) que l'on ne peut avoir V $ (V

?

)

>

(car alors ((V

?

)

>

)

?

$ V

?

, ce qui contredirait

une propri�et�e g�en�erale des correspondances de Galois). Ainsi, on a (V

?

)

>

= V ce qui montre que

l'application V 7! V

?

est injective. Il reste �a voir le Lemme.

Preuve du Lemme de s�eparation. Comme w 62 V , on a n�ecessairement:

w � A(Anw) ;

(on plonge R

max

dans R

max

pour que cette �ecriture ait un sens). On peut supposer par exemple

w

1

� (A(Anw))

1

, soit:

w

1

�

M

i

A

1i

^

k

A

ki

nw

k

et donc

8i; 9k; w

1

� A

1i

(A

ki

nw

k

) : (1:2:f)

Pour � � e et � assez proche de e, on a donc:

8i; 9k; w

1

� �A

1i

(A

ki

nw

k

) : (1:2:g)

D'abord, une observation imm�ediate:

A

1i

6= ") A

ki

6= " (1:2:h)

(sinon, on aurait +1 �a droite de (1.2.f)). Soit t 2 R

max

un grand param�etre et d�e�nissons le vecteur

p 2 S

n

max

comme suit:

p

k

=

8

<

:

� si k = 1, et sinon:

(

w

1

w

k

)

�

si w

k

6= "

t

�

si w

k

= ".

(1:2:i)

On a p:w 6r ". En e�et, pour k � 2, si w

k

est nul, le terme p

k

w

k

ne contribue pas �a p:w, et sinon,

on a p

k

w

k

= w

�

1

, lequel terme, comme � � e, est strictement major�e par �w

1

, d'o�u p:w = �w

1

6r ".

On montre que p appartient �a V

?

, i.e. que p est orthogonal �a toutes les colonnes de A. Si

A

1i

= ", il est trivial que p:A

�;i

r ". Sinon, il r�esulte de (1.2.h) que A

ki

6= ". Si w

k

6= ", on peut

�ecrire d'apr�es (1.2.g)

p

k

A

ki

= (

w

1

w

k

)

�

A

ki

� �A

1i

= p

1

A

1i

;

et donc p:A

�;i

r ". Si w

k

= ", on a la même conclusion en prenant t assez grand. On a montr�e

p 2 V

?

et p 62 w

?

. Cela ach�eve la preuve du Lemme de s�eparation et du Th�eor�eme. �

1.2.5 Corollaire On a (V

?

)

>

= V pour tout sous-modulo��de de type �ni de R

n

max

.

Preuve On l'a montr�e incidemment dans la preuve du Th�eor�eme 1.2.2,(ii). �

1.2.6 Corollaire L'intersection de deux sous-modulo��des de type �ni de R

n

max

est de type �ni.
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Preuve Soient V;W deux tels modulo��des. On a

V \W = V

?>

\W

?>

(par 1.2.5 )

= (V

?

�W

?

)

>

(par l'analogue de 1.1.1,(vi))

qui est de type �ni d'apr�es 1.2.2. �

1.2.7 Exemple Calculons l'intersection des deux modulo��des des colonnes des deux matrices suiv-

antes:

M

1

=

"

e e

" 3

#

; M

2

=

"

e "

1 e

#

:

On a, en notant vecthUi le modulo��de des colonnes d'une matrice U :

vecthM

1

i

?

= vecth

"

3

�

"

e e

�

#

i :

Un vecteur v appartient �a l'intersection ssi v = M

2

u, et v 2 (vecthM

1

i

?

)

>

, soit, en posant u =

[x; y]

T

:

h

3

�

e

i

"

e "

1 e

# "

x

y

#

r " :

Ainsi,

u =

"

x

y

#

2 vecth

"

e e

" 3

#

i

et en rempla�cant

v =M

2

u 2 vecth

"

e e

1 3

#

i = vecthM

1

i \ vecthM

2

i :

1.2.8 Remarque On peut reformuler l'exemple qui pr�ec�ede de la mani�ere suivante. vecthM

1

i est

le modulo��de d'�equation

M

?

1

: 3x� y = 3x : (1:2:j)

vecthM

2

i est le modulo��de d'�equation:

M

?

2

: 1x� y = y : (1:2:k)

L'intersection de ces deux modulo��des est donn�ee par les deux �equations (1.2.j) et (1.2.k).

1.2.9 Application aux sous-demi-treillis de B

n

Dans le Lemme de s�eparation, on a eu recours

�a un argument de densit�e (usage du �) ainsi que de domination (usage du grand param�etre t). On

notera cependant que ce lemme reste vrai pour une dualit�e B

n

$ (B

2

)

n

. Il su�t de prendre le

vecteur p d�e�ni par

p

k

=

8

<

:

e si k = 1, et sinon:

" si w

k

6= "

e

�

si w

k

= ".

(1:2:l)

au lieu de (1.2.i). Ainsi, un sous-modulo��de de B

n

est caract�eris�e par l'ensemble des �equilibres �a

coe�cients bool�eiens qu'il v�eri�e. Notons qu'un sous modulo��de X de B

n

n'est rien d'autre qu'une

partie X stable par sup et contenant ". On peut donc a�rmer qu'un sous-demi-treillis X de B

n

contenant " est caract�eris�e par l'ensemble des couples (I; J) 2 (P(f1; : : :; ng))

2

tels que

8x 2 X;

M

i2I

x

i

=

M

j2J

x

j

:
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1.2.10 Remarque On aurait pu d�e�nir directement une dualit�e entre (R

max

)

n

et ((R

max

)

2

)

n

sans

faire usage du dio��de sym�etris�e.

2 Solutions g�en�erales d'�equilibres lin�eaires

2.1 Syst�emes homog�enes

On consid�ere une famille �nie fu

i

g

i2I

de vecteurs de S

n

max

.

2.1.1 D�e�nition (famille libre) La famille fu

i

g

i

est libre si pour toutes familles presque nulles

2

de scalaires f�

i

g

i

et f�g

i

, on a

M

i

�

i

u

i

=

M

i

�

i

u

i

) � = � : (2:1:a)

2.1.2 D�e�nition (famille r-libre) La famille fu

i

g est r-libre si pour toutes familles presque

nulles f�

i

g

i

et f�g

i

d'�el�ements de R

max

, on a

M

i

�

i

u

i

r

M

i

�

i

u

i

) � r � :

Cette derni�ere propri�et�e est �equivalente �a l'assertion suivante pour une famille d'�el�ements de S

max

:

M

i

�

i

u

i

r " ) � r " ; (2:1:b)

(car a r b ssi a 	 b r ", cf. I,(1.2.a),(i)). On emploiera les termes \li�ee" et \r-li�ee" avec un sens

�evident.

2.1.3 Th�eor�eme Une famille est libre ssi elle est r -libre.

2.1.4 Lemme Pour tout a; b 2 S

n

max

, on a

a r b) a� b

�

= a

�

� b :

Preuve du Lemme. Si a r b, on a a	 b = b	 a. On obtient le r�esultat en ajoutant a� b des deux

cot�es de l'�egalit�e. �

Preuve du Th�eor�eme.

1/ fu

i

g r-li�ee entrâ�ne fu

i

g li�ee. Supposons d'apr�es (2.1.b)

L

i

�

i

u

i

r " avec � 6 r ", par exemple

�

k

6r ". On a alors

�

k

u

k

r 	

M

i 6=k

�

i

u

i

et d'apr�es 2.1.4,

�

k

u

k

�

M

i 6=k

�

�

i

u

i

= �

�

k

u

k

	

M

i 6=k

�

i

u

i

:

Comme on a suppos�e �

k

62 S

�

max

, on a �

k

6= �

�

k

, et on contredit la propri�et�e (2.1.a).

2

la famille f�

i

g

i

est presque nulle si on a seulement un nombre �ni d'indices i tels que �

i

6= "
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2/ fu

i

g li�ee entrâ�ne fu

i

g r-li�ee. Supposons

M

i

�

i

u

i

=

M

j

�

j

u

j

;

avec � 6= �, par exemple �

1

6= �

1

, et quitte �a permuter � et �, j�

1

j � j�

1

j. On est dans l'une des

deux situations suivantes.

2,a/ Si �

1

62 S

�

max

et j�

1

j � j�

1

j, on a �

1

	 �

1

= �

1

62 S

�

max

, et donc � = �	 � est un vecteur non

�equilibr�e tel que

L

i

�

i

u

i

r ".

2,b/ Il reste �a voir le cas o�u j�

1

j = j�

1

j avec �

1

2 S

�

max

ou �

1

2 S

�

max

. Apr�es permutation �eventuelle,

et compte tenu de �

1

6= �

1

, on peut supposer �

1

= �

�

1

, avec �

1

2 S

_

max

. Le r�esultat provient d'un

lemme de ra�nement des �egalit�es dans S

max

.

2.1.5 Lemme Soient b 2 S

_

max

, a; u 2 S

max

. On a

a� b

�

c = a� bc) a 	 bc r a� bc :

En supposant ce Lemme, on pose c = u

1

, b = �

1

et a =

L

i�2

(�

i

� �

i

)u

i

. On a alors le vecteur �

non �equilibr�e donn�e par �

1

= 	�

1

et �

i

= �

i

� �

i

pour i � 2, tel que

L

j

�

j

u

j

r ", d'o�u il r�esulte

que fug

j

est r-li�ee.

Preuve du Lemme 2.1.5

(o) Cas c 2 S

�

max

. Cela r�esulte de 	bc = 	bc

�

= b

�

c = bc via la Formule (1.2.b) du Chapitre I.

(i) Cas jbcj � jaj. C'est trivial.

(ii) Cas jbcj � jaj. L'identit�e a � b

�

c = a � bc se r�e�ecrit b

�

c = bc, et compte tenu de b 2 S

_

max

,

c 2 S

�

max

, ce qui ram�ene au cas (o).

(iii) Cas jbcj = jaj, c 2 S

_

max

. On a alors b

�

c = a � bc. Si a est �equilibr�e, on a a 	 bc = a

�

= a � bc

est le r�esultat est acquis. Si a est sign�e, le signe de bc est alors l'oppos�e du signe de a, soit a = 	bc,

et donc a	 bc = a r a� bc = a

�

. Cela ach�eve la preuve du Lemme et du Th�eor�eme 2.1.3. �

2.1.6 D�e�nition (rang) On appelle rang d'une matrice A le nombre maximal de colonnes de A

formant une famille libre.

On rappelle (cf. 0,6.1.3) qu'une matrice carr�ee A est dite monomiale si A se factorise sous la forme

A = DP , ou D est une matrice diagonale �a coe�cients diagonaux non nuls et P une matrice de

permutation.

2.1.7 Th�eor�eme Le rang de la matrice A 2 S

n�p

max

est �egal �a la taille de la plus grand matrice

monomiale inversible extraite de A.

Preuve Via le Th�eor�eme 2.1.3, on se ram�ene �a la Proposition suivante, qui �etend au dio��de S

max

la caract�erisation des applications lin�eaires inversibles donn�ee en 0,7.2.8.

2.1.8 Proposition Une application lin�eaire f : S

p

max

! S

n

max

est injective ssi sa matrice contient

une sous matrice monomiale inversible de taille p.
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Preuve de la proposition. D'apr�es le Lemme 7.2.6 du Chapitre 0, la matrice A associ�ee �a f con-

tient une matrice monomiale. On pourra supposer quitte �a multiplier par des matrices monomiales

inversibles convenables que A a la forme suivante:

A =

2

6

6

6

6

6

6

6

4

A

11

" : : : "

"

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

"

" : : : " A

pp

� � � �

3

7

7

7

7

7

7

7

5

;

o�u les A

ii

sont soit �egaux �a e soit �a e

�

. Si tous les A

ii

sont �egaux �a e, le r�esultat est acquis. Supposons

A

ll

= e

�

. On montre qu'il existe une ligne k > p dont le seul coe�cient non nul est A

kl

, qui est

inversible, de sorte qu'en permutant les lignes k et l, on obtient une matrice monomiale inversible.

Si ce n'est pas le cas, on est dans la situation suivante:

8k > p+ 1; (A

kl

inversible ) 9u

k

6= k; A

ku

k

6= ") :

Il est clair qu'en prenant un grand param�etre t et en consid�erant le vecteur

u : u

i

=

�

e si i = l

t

�

sinon,

on a Au = A(	u), ce qui montre que l'application X 7! AX n'est pas injective. Cela ach�eve la

preuve de la Proposition et du Th�eor�eme. �

2.1.9 Corollaire On a rgA = rgA

T

.

Il r�esulte que le rang de la matrice A est aussi bien �egal au nombre maximal de lignes de A formant

une famille libre. On peut r�esumer cette section par l'�enonc�e familier suivant.

2.1.10 Corollaire Soit A 2 S

n�p

max

. Le syst�eme Ax r " admet une solution non triviale (i.e. x 62

(S

�

max

)

n

) ssi rgA < p.

2.2 Solutions des �equilibres non homog�enes

Nous donnons ici un r�esultat rapide sur l'existence de solutions �a l'�equilibre Ax r b. On caract�erise

cette existence �a l'aide de conditions �el�ementaires (purement structurelles). On se restreindra plus

tard �a l'�etude des solutions sign�ees pour obtenir des r�esultats plus �ns. On notera, pour u 2 S

n

max

suppu = fi 2 f1; : : : ; ng j u

i

6= "g ;

supp

_

u = fi 2 f1; : : : ; ng j u

i

6r "g :

Notons le fait imm�ediat suivant.

2.2.1 Lemme Soient u; v 2 S

n

max

. On a:

u r v ) supp

_

u � suppu :

2.2.2 Th�eor�eme Soit A 2 S

n�p

max

et b 2 S

n

max

. Les propositions suivantes sont �equivalentes:
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(i) Il existe x 2 S

p

max

tel que Ax r b,

(ii) supp

_

b � [

i

suppA

�;i

.

Preuve (i))(ii): On a d'apr�es le Lemme 2.2.1:

supp

_

b � suppAx � [

i

suppA

�;i

:

(ii))(i): Il existe x 2 R

n

max

tel que jAxj � jbj. On pourra par exemple choisir,

x

k

=

M

i; A

ik

6=";b

i

6="

jA

ik

jnjb

i

j ;

qui est bien d�e�ni d'apr�es (ii). On a alors Ax

�

r b. �

3 Syst�emes de Cramer

3.1 Solution de Cramer

S d�esigne ici un demi-anneau sym�etris�e commutatif.

3.1.1 Proposition Soit A 2 S

n�n

, de d�eterminant inversible dans S, et b 2 S

n

.

x = (detA)

�1

A

adj

b

v�eri�e Ax r b.

Preuve : on a AA

adj

r (detA)Id, et en multipliant �a gauche par b: AA

adj

b r (detA) b, d'o�u la

conclusion en divisant par detA. �

On appellera x, ainsi d�e�ni, la solution de Cramer de l'�equilibre Ax r b.

3.1.2 Exemple Dans S

max

, soit

"

1 2

0 2

# "

x

1

x

2

#

=

"

3

3

#

:

Le d�eterminant vaut D = 3	 2 = 3. La solution de Cramer est donn�ee par:

x =

�

�

�

�

�

3 2

3 2

�

�

�

�

�

3

= 2

�

; y =

�

�

�

�

�

1 3

0 3

�

�

�

�

�

3

= 1 :

3.2 Syst�emes de Cramer dans S

max

Nous �etudions maintenant l'existence de solutions sign�ees de syst�emes d'�equilibres lin�eaires dans le

cadre du dio��de S

max

. On discutera plus loin les extensions �eventuelles.

3.2.1 Th�eor�eme (Condition de Cramer) Soient A 2 S

n�n

max

et b 2 S

n

max

. Toute solution x 2

(S

_

max

)

n

de l'�equilibre Ax r b v�eri�e:

detAx r A

adj

b
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La preuve repose sur une technique analogue �a l'�elimination de Gauss, rendue possible par le Lemme

suivant:

3.2.2 Lemme (d'�elimination vectorielle) On a:

a 2 S

_

max

; x 2 (S

_

max

)

n

et

(

ax r b

Cx r d

) Cb r da :

Preuve On a Cax r da. Le lemme r�esulte du lemme de substitution vectoriel II,3.6.12 appliqu�e �a

ax qui appartient �a (S

_

max

)

n

. �

3.2.3 Contre exemple L'hypoth�ese a 6r " est n�ecessaire. On a en e�et, avec

a = e

�

; x =

"

e

	e

#

; b =

"

e

e

#

; c =

h

e e

i

; d = "

ax r b et cx r d, mais cb = e 6r ad = ".

Preuve du Th�eor�eme 3.2.1:

1/ Cas detA 2 S

_

max

.

On montre le r�esultat par r�ecurrence sur la taille de la matrice A. Si A 2 S

1�1

max

, le r�esultat est

acquis, avec la convention A

adj

= (e). Supposons le th�eor�eme d�emontr�e pour des matrices de taille

n � 1 et soit A 2 S

n�n

max

avec detA 2 S

_

max

. Comme en d�eveloppant par rapport �a la derni�ere ligne

detA =

L

k

a

nk

detA(njk) 2 S

_

max

, on a par II,3.3.8,ii que l'un au moins des detA(njk) est sign�e.

On peut donc supposer sans restriction de g�en�eralit�e detA(njn) 2 S

_

max

. On a alors:

Ax r b ()

(

A

(njn)

x

(nj

� A

(njn]

x

n

r b

(nj

(1)

A

[njn)

x

(nj

� a

nn

x

n

r b

n

(2)

L'application de l'hypoth�ese de r�ecurrence au syst�eme de n� 1 �equilibres:

(1), (1

0

) : A

(njn)

x

(nj

r b

(nj

	A

(njn]

x

n

donne (detA

(njn)

)x

(nj

r A

adj

(njn)

(b

(nj

	A

(njn]

x

n

). L'application du lemme d'�elimination 3.2.2 donne:

A

[njn)

A

adj

(njn)

(b

(nj

	 A

(njn]

x

n

)� (detA

(njn)

)a

nn

x

n

r (detA

(njn)

)b

n

c'est �a dire:

[(detA

(njn)

)a

n;n

	A

[njn)

A

adj

(njn)

A

(njn]

]x

n

r (detA

(njn)

)b

n

	A

[njn)

A

adj

(njn)

b

(nj

Dans le premier membre de l'�equilibre, on reconnâ�t le d�eveloppement par blocs de detA (cf. I,2.1.6),

et dans le second, le d�eveloppement par blocs du n-i�eme d�eterminant de Cramer:

D

n

= det

"

A

(njn)

b

(nj

A

[njn)

b

n

#

= (A

adj

b)

n

On a ainsi montr�e:

(detA)x

n

r (A

adj

b)

n
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On aurait pu faire la d�emonstration en distinguant la i-i�eme colonne �a la place de la n-i�eme, ce

qui aurait donn�e l'�equilibre correspondant pour x

i

. On a donc (detA)x r A

adj

b, ce qui prouve le

r�esultat �a l'ordre n et ach�eve la d�emonstration dans le cas detA 2 S

_

max

.

2/ Cas detA r "

Si toutes les composantes de A

adj

b sont e�quilibr�ees, les conditions de Cramer sont trivialement

v�eri��ees. On peut donc supposer (A

adj

b)

i

2 S

_

max

. On consid�ere alors le syst�eme

h

A

[1j

: : : A

[n�1j

b

i

2

6

6

6

4

x

1

: : :

x

n�1

	0

3

7

7

7

5

r 	 A

[nj

x

n

;

syst�eme de d�eterminant inversible, pour lequel le r�esultat pr�ec�edent s'applique et donne

	

h

A

[1j

: : : A

[n�1j

b

i

adj

A

[nj

x

n

r

2

6

6

6

4

x

1

: : :

x

n�1

	0

3

7

7

7

5

[A

adj

b]

n

ce qui projet�e sur la derni�ere composante donne:

detAx

n

r [A

adj

b]

n

et montre le Th�eor�eme dans le cas detA 62 S

_

max

. �

3.3 Application aux syst�emes d'�equations lin�eaires �a coe�cients dans R

max

3.3.1 Proposition Soient A;C 2 R

n�n

max

, b; d 2 R

n

max

. On pose:

~

A = A	C et

~

b = b	d L'ensemble

des solutions de

Ax� b = Cx� d (3:3:a)

dans R

max

et l'ensemble des solutions positives de l'�equilibre

~

Ax�

~

b r " (3:3:b)

dans S

max

co��ncident. En particulier, si detA est inversible et x = (detA)

�1

A

adj

b 2 (S

�

max

)

n

, la

solution de Cramer x est l'unique solution de (3.3.a).

Preuve : r�esulte imm�ediatement du fait que S

max

est une sym�etrisation r�eguli�ere de R

max

(cf.

II,2.1.2). �

3.3.2 Exemple Consid�erons le syst�eme d�ej�a trait�e de mani�ere heuristique en II,x1.1, soit:

(

max(x; y� 4; 1) = max(x� 1; y + 1; 2)

max(x+ 3; y + 2;�5) = max(y + 2; 7)

(3:3:c)

L'�equilibre associ�e est:

"

0 	1

3 2

�

# "

x

y

#

r

"

2

7

#

(3:3:d)

de d�eterminant D = 4 (inversible).
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R

	

max 2 R

�

max

L

0

2

: x	 y r 2

R

	

max

	1

L

2

: x	 y r 0

"

	0	1	2

0

1

L

1

: x� 1y r 2

R

�

max

	2

	0

10

Figure III.1: Intersection de droites dans (S

_

max

)

2

D

x

=

�

�

�

�

�

2 	1

7 2

�

�

�

�

�

�

= 8; D

y

=

�

�

�

�

�

0 2

3 7

�

�

�

�

�

= 7

A

adj

b =

"

D

x

D

y

#

=

"

8

7

#

2 (S

�

max

)

2

Ainsi, x =

D

x

D

= 8 � 4 = 4; y =

D

y

D

= 7 � 4 = 3 donne l'unique solution positive de l'�equilibre

(3.3.d). C'est donc l'unique solution de l'�equation (3.3.c) dans R

max

.

3.3.3 Interpr�etation g�eom�etrique Consid�erons les trois droites suivantes dans (S

_

max

)

2

:

L

1

x� 1y r 2

L

2

x	 y r 0

L

0

2

x	 y r 2

Le d�eterminants associ�es au syst�eme L

1

\ L

2

valent

D = 	1; D

x

= 2; D

y

= 	2;

d'o�u l'on conclut �a l'unicit�e de la solution (x; y) = (1;	1) 2 (S

_

max

)

2

. On constate sur la Figure III.1

que L

1

et L

2

se rencontrent en un unique point. Par contre, le d�eterminant D

0

y

associ�e au syst�eme

L

1

\ L

0

2

vaut 2

�

. On constate en e�et que les droites L

1

et L

0

2

ont tout un segment en commun,

quoique L

0

2

soit \parall�ele" �a L

2

. Tout point de la forme (1; t) avec jtj � 1 appartient en e�et �a

L

1

\ L

0

2

.
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3.4 Commentaires

En fait, les formules de Cramer sont seulement des conditions n�ecessaires pour l'existence d'une

solution sign�ee �a Ax r b. Consid�erons le syst�eme dans S

max

:

Ax =

2

6

4

0 0 "

" 0 0

0 " 0

3

7

5

2

6

4

x

y

z

3

7

5

r

2

6

4

0

0

0

3

7

5

On a detA = 0 2 S

�

max

� S

_

max

. Les trois d�eterminants de Cramer valent

D

x

= det

2

6

4

0 0 "

0 0 0

0 " 0

3

7

5

= 0

�

; D

y

= 0

�

; D

z

= 0

�

de sorte que les �equations de Cramer s'�ecrivent

0:x r 0

�

; 0:y r 0

�

; 0:z r 0

�

(3:4:a)

Par exemple, x = y = z = �1 (-1 avec le - usuel) sont solutions de (3.4.a) mais

A

2

6

4

�1

�1

�1

3

7

5

=

2

6

4

�1

�1

�1

3

7

5

6r

2

6

4

0

0

0

3

7

5

Cependant, si A

adj

b est sign�e, la solution de Cramer est l'unique solution sign�ee:

3.4.1 Proposition Supposons detA 2 S

_

max

inversible, et A

adj

b 2 (S

_

max

)

n

. Il existe une unique

solution sign�ee (x 2 (S

_

max

)

n

) �a Ax r b, donn�ee par x = (detA)

�1

A

adj

b

Preuve : Dans ce cas, (detA)

�1

A

adj

est l'unique solution non d�eg�en�er�ee des �equations de Cramer,

qui sont n�ecessaires d'apr�es le th�eor�eme 3.2.1 et su�santes (Proposition 3.1.1). �

Nous montrons maintenant que lorsque l'on ne requiert pas que les solutions soient sign�ees o�u

lorsque l'on prend des dio��des plus g�en�eraux, les conditions de Cramer ne sont plus n�ecessaires.

3.4.2 Contre exemple Dans le dio��de sym�etris�e de R

max

, on consid�ere le syst�eme

(

(2	 1)x� "y r 	 2

(1	 2)x� "y r 10

: (3:4:b)

(x; y) = (1; ") est clairement solution. On a D = ", D

x

= ", et

D

y

=

�

�

�

�

�

2	 1 	2

1	 2 10

�

�

�

�

�

= 12	 11 :

La seconde condition de Cramer Dy r D

y

n'est donc pas satisfaite.

On a vu au chapitre pr�ec�edent que les dio��des ou tout �el�ement �etait somme �nie d'�el�ements int�egres

jouaient un rôle important. On donne un contre exemple analogue pour un dio��de de ce type.
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3.4.3 Contre exemple Dans R

max

[X ], on a

"

e	X "

e

�

e

# "

e�X

"

#

r

"

e 	X

2

e

#

:

Cependant,

D = e 	X; D

y

=

�

�

�

�

�

e 	X e	X

2

e

�

e

�

�

�

�

�

= e

�

	X � (X

2

)

�

;

et donc y = " ne satisfait pas la seconde condition de Cramer.

3.4.4 Contre exemple Les conditions de Cramer peuvent ne pas être v�eri��ees pour une solution

non sign�ee. Soit en e�et le syst�eme dans S

max

:

"

1 e

e 1

# "

1

�

"

#

r

"

1

1

#

(3:4:c)

La condition de Cramer s'�ecrit:

detA

"

x

y

#

= 2

"

1

�

"

#

r

"

2

2

#

;

ce qui est faux.

Les solutions sign�ees sont int�eressantes du point de vue de l'�elimination. Elles ne semblent cependant

pas jouir de propri�et�es de structure, comme le montre la suite de contre exemples suivants. Notons

Sol(A; b) = fx 2 S

n

max

j Ax r bg : (3:4:d)

On a le fait trivial suivant.

3.4.5 Observation On a Sol(A; b) = Sol(A; b)� Sol(A; ").

L'int�erêt de Sol(A; ") est d'être un modulo��de. En consid�erant l'ensemble de �el�ements minimaux

de Sol(A; b), Sol

min

(A; b), on pourrait s'attendre �a un th�eor�eme de d�ecomposition du type

Sol(A; b) = Sol

min

(A; b)� Sol(A; ") ? (3:4:e)

ce qui g�en�eraliserait le classique \solution g�en�erale =solution particuli�ere+solution de l'�equation

sans second membre". Il n'en est rien.

3.4.6 Contre exemple Consid�erons le syst�eme dans S

max

:

Id

"

x

y

#

r

"

e

�

e

�

#

On a:

Sol(A; b) = f(x; y) 2 S

2

max

j jxj � e et jyj � eg � (S

�

max

)

2

:

Sol

min

(A; b) = f("; ")g; Sol(A; ") = (S

�

max

)

2

ce qui contredit (3.4.e). En outre, on v�eri�e que l'on n'a pas de partie �nie P � Sol(A; b) telle que

Sol(A; b) = P � Sol(A; ").
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D�e�nissant Sol

_

= fx 2 (S

_

max

)

n

j Ax r bg, une g�en�eralisation du Lemme II,3.3.4 au cas vectoriel

serait:

Sol(A; b) = Sol

_

(A; b)� (S

�

max

)

n

? (3:4:f)

Il n'en est rien.

3.4.7 Contre exemple Soit le syst�eme

"

e e

e e

# "

x

y

#

r

"

1

2

#

:

On a d'apr�es la premi�ere �equation x r 1	 y, et en reportant dans la seconde, (1	 y)� y r 2, soit

y

�

r 2, d'o�u jyj � 2. De même jxj � 2. On v�eri�e sans di�cult�e que

"

2

	2

#

et

"

	2

2

#

sont les deux solutions sign�ees minimales du syst�eme. Cependant,

"

2

�

"

#

est une autre solution, qui n'est pas minor�ee par un �el�ement de Sol

_

(A; b). On contredit (3.4.f).

Nous donnons un autre contre exemple o�u Sol

_

(A; b) = ; et Sol(A; b) 6= ;.

3.4.8 Contre exemple Soit le syst�eme:

8

>

<

>

:

1x� y r 1

1x� y r 	 1

x� 1y r 1

(3:4:g)

Les deux premi�eres �equations se r�e�ecrivent 1x � y r 1, 	1 	 y r 1, d'o�u comme 1 est transitif,

1x � y r 	 1x 	 y, i.e. 1x � y r ", i.e. y r 	 1x, et en reportant dans la derni�ere �equation,

x 	 2x = 	2x r 1, d'o�u x r 	 �1. En en d�eduit que si x et y sont sign�es, n�ecessairement,

x = 	 � 1 et y = 	1z = e, qui ne sont pas solution de (3.4.g). Ainsi, Sol

_

(A; b) = ;. Cependant,

on obtient en appliquant les r�esultats du x1.1:

Sol(A; b) = f

"

x

�

e

#

j e � jxj � 1g [ f

"

x

�

t

#

j 1 � jxj; jtj � �1jxjg [ f

"

x

y

�

#

j jxj � �1jyjg

Sol(A; ") = vecth

"

e

�

"

#

;

"

"

e

�

#

;

"

e

�

�1

#

;

"

�1

e

�

#

i :

3.4.9 Remarque La preuve du th�eor�eme 3.2.1 repose sur les deux propri�et�es 3.3.8,(i) et (ii).

Semblablement, d�es que l'on aura une partie K � S

_

telle que K 
 K � K et x � y 2 K ) x ou

y 2 K, le syst�eme Ax r b avec detA 2 K entrâ�nera les conditions de Cramer detAx r A

adj

b.

Cela rend di�cile la g�en�eralisation de ce r�esultat �a des dio��des non totalement ordonn�es. En fait, on

aura la n-i�eme condition de Cramer D:x

n

r D

n

lorsque, apr�es permutation �eventuelle des lignes,

la suite des mineurs principaux �

i

:= detA[1::ij1::i] v�eri�era

8i; �

i

inversible et detA =

O

j>i

a

jj

�

i

:
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3.4.10 Exemple On consid�ere dans le dio��de sym�etris�e de convP

c

(R

2

) le syst�eme:

(

B

2

(1)x� B

1

(1)y r B

1

(2)

B

2

(2)x� B

1

(1)y r B

2

(3)

; (3:4:h)

o�u B

1

(r); B

2

(r) et B

1

(r) d�esignent les boules de rayon r pour les normes respectives k k

1

,k k

2

et

k k

1

. On constate que le d�eterminant

D = B

2

(1)B

1

(1)	B

2

(2)B

1

(1) = 	B

2

(2)B

1

(1)

(via II,3.4.2) est sign�e. L'argument du th�eor�eme 3.2.1 s'applique donc. On a

D

x

= 	B

2

(3)B

1

(1); D

y

= 	B

2

(2)B

1

(2);

et donc

D:x r 	 B

2

(3)B

1

(1); D:y r 	 B

2

(2)B

1

(2) :

Comme convP

c

(R

2

) est int�egre (cf. 0,1.0.11), on peut simpli�er par D, et l'on a que

x = B

2

(1); y = B

1

(1)

est l'unique solution de l'�equilibre (3.4.h). En outre, cette solution �etant positive, c'est l'unique

solution de l'�equation

(

B

2

(1)x�B

1

(1)y = B

1

(2)

B

2

(2)x�B

1

(1)y = B

2

(3)

associ�ee �a inconnues dans convP

c

(R

2

).

3.4.11 Remarque Dans l'exemple ci-dessus, compte tenu de l'int�egrit�e du dio��de des compacts

convexes, il est loisible de se plonger dans le dio��de des fractions et de pratiquer une �elimination

usuelle. On �ecrira par exemple �a partir de la seconde �equation:

x r B

2

(1)	

B

1

(1)

B

2

(2)

y

B

2

(1)

�

B

2

(1)	

B

1

(1)

B

2

(2)

y

�

� B

1

(1)y r B

1

(2) :

On notera que B

1

(2) 	 B

2

(2) = B

1

(2) (B

2

(2) est �a 4 points pr�es contenu dans l'int�erieur de

B

1

(2) et l'on �etend facilement la r�egle du II,3.4.2). D'autre part, comme B

1

(1)B

2

(1) 	 B

1

(1) =

B

1

(1)B

2

(1), on obtient

B

1

(1)y r B

1

(2) ;

ce qui redonne le r�esultat pr�ec�edent.

3.4.12 Note Signalons un r�esultat voisin d'Olsder et Roos [77]. On part de l'id�ee que exp(�t) +

exp(�t) ' exp(max(�; �)t), i.e. que certains ph�enom�enes (max;+) s'obtiennent par passage �a la

limite �a partir de l'alg�ebre usuelle. D�e�nissons la matrice e

At

par (e

At

)

ij

= exp(a

ij

t) (exponentielle

coe�cient par coe�cient) et de même (e

bt

)

i

= exp(b

i

t). Olsder et Roos obtiennent des formules de

type Cramer en passant �a la limite sur les formules usuelles. Ces formules peuvent être di��erentes des

conditions obtenues en sym�etrisant (car le passage �a la limite autorise des annulations de termes).
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De mani�ere pr�ecise, Olsder et Roos introduisent le dominant, dont on peut donner la d�e�nition

�equivalente suivante:

domA = lim

t!1

log j det e

At

j

t

; (3:4:i)

o�u det d�esigne le d�eterminant dans l'alg�ebre usuelle. Ils d�e�nissent en outre le signe associ�e au

dominant comme le signe des termes r�ealisant asymptotiquement le max �a droite de (3.4.i). Ils

montrent que les conditions de Cramer pour Ax = b, soit

domAx

i

= dom(A

1

; : : : ; A

i�1

; b; A

i+1

; : : : ; A

n

) (3:4:j)

sont su�santes d�es que dom a > " et que les signes associ�es aux dominants �a gauche et �a droite de

(3.4.j) sont �egaux. Notons que si le dominant �a droite de (3.4.j) est nul, domA �etant toujours non

nul, le r�esultat est encore vrai. On voit bien la di��erence avec les conditions de Cramer obtenues

en sym�etrisant sur l'exemple 3.1.2 trait�e plus haut, soit

"

1 2

0 2

# "

x

1

x

2

#

=

"

3

3

#

:

On a domA = 3, dom (b; A

2

) = ", dom(A

1

; b) = 4, les dominants non nuls �etant de signe positif,

et l'on obtient via (3.4.j) la solution x = " et y = 1. Le caract�ere point�e des conditions de Cramer

sym�etris�ees atteste la non unicit�e de la solution (par exemple, x = 2 et y = 1 convient �egalement).

En l'occurrence, les formules (3.4.j) s�electionnent la plus petite solution.

4 Conditions de compatibilit�e de syst�emes rectangulaires

4.1 Rang mineur

4.1.1 D�e�nition (rang mineur) On appelle rang mineur d'une matrice A, not�e rg

m

(A), la di-

mension maximale d'un mineur non �equilibr�e.

On d�e�nit la matrice des mineurs d'ordre k de A,M

(k)

(A). C'est une matrice C

k

n

�C

k

p

, indic�ee par

des ensembles de lignes de A et de colonnes de A, d�e�nie de la mani�ere suivante:

M

(k)

I;K

(A) = detA

[IjJ ]

avec #I = #J = k.

Les ensembles d'indices sont suppos�es ordonn�es par ordre lexicographique. En particulier, on a

M

(1)

= A.

En termes de matrices des mineurs, le th�eor�eme de Binet-Cauchy I,2.1.8 se r�e�ecrit:

M

(k)

(AB) r� M

(k)

(A)M

(k)

(B) : (4:1:a)

Il en r�esulte que

rg

m

(AB) � min(rg

m

(A); rg

m

(B)) : (4:1:b)

4.2 Conditions suppl�ementaires de compatibilit�e

On consid�ere le syst�eme

Ax r " (4:2:a)

o�u A 2 S

n�p

max

, avec n � p.
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4.2.1 Th�eor�eme Pour que le syst�eme (4.2.a) admette une solution sign�ee non nulle, les conditions

suivantes sont n�ecessaires.

(i) Pour tout ensemble d'indices I de cardinal p, detA

I

r ",

(ii) Pour tous ensembles d'indices I; J de cardinal p� 1 et pour tous k; l 2 f1; : : : ; pg,

�

�

�

�

�

detA

[Ijk)

detA

[Ijl)

detA

[J jk)

detA

[J jl)

�

�

�

�

�

r " : (4:2:b)

Par exemple, pour A 2 S

4�3

max

, I = f1; 2g, J = f3; 4g, k = 2, l = 3, la condition (ii) se r�e�ecrit:

�

�

�

�

�

a

11

a

23

	 a

21

a

13

a

11

a

22

	 a

21

a

12

a

31

a

43

	 a

41

a

33

a

31

a

42

	 a

41

a

32

�

�

�

�

�

r " :

Preuve du Th�eor�eme. La condition (i) n'est autre que la condition de Cramer du syst�emeA

[Ij

Xr".

Montrons (ii). Supposons detA

[Ijk)

non �equilibr�e. On a x

k

6= " (sinon, on contredirait la condition

de Cramer pour le syst�eme A

[Ijk)

x

k

r "). Soit le syst�eme:

A

[Ijk)

X

(kj

r 	 A

[Ijk)

x

k

:

On a

detA

[Ijk)

X

(kj

r 	 A

adj

[Ijk)

A

[Ijk)

x

k

;

d'o�u en projetant sur la l-i�eme coordonn�ee (l 6= k):

detA

[Ijk)

x

l

r 	 detA

[Ijl)

x

k

:

En exprimant de x

l

en fonction de x

k

, en reportant dans le syst�eme A

[J j

X

[J j

r " et en exprimant

la condition de Cramer du nouveau syst�eme qui ne contient plus l'ind�etermin�ee x

l

, on obtient (ii).

�

4.2.2 Remarque La condition (ii) a�rme que le rang mineur deM

(p�1)

est major�e par 1.

D'ordinaire, la condition (ii) est cons�equence de la condition (i) (la preuve ci-dessus marche aussi

dans un corps). Dans S

max

, elle n'est pas automatiquement v�eri��ee comme le montre le contre

exemple suivant.

4.2.3 Exemple Consid�erons la matrice

A =

2

6

6

6

4

e e e

	e e e

e 	e e

e e 	e

3

7

7

7

5

On a:

M

(3)

(A) =

2

6

6

6

4

e

�

e

�

e

�

e

�

3

7

7

7

5
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M

(2)

(A) =

2

6

6

6

6

6

6

6

4

[1; 2] [1; 3] [2; 3]

[1; 2] e e e

�

[1; 3] 	e e

�

e

[1; 4] e

�

	e 	e

[2; 3] e

�

	e e

[2; 4] 	e e

�

	e

[3; 4] e 	e e

�

3

7

7

7

7

7

7

7

5

:

Tous les mineurs d'ordre 3 sont �equilibr�es, et la condition (i) est donc remplie. Cependant, on a

det

�

M

(2)

(A)

[2;5j1;3]

�

=

�

�

�

�

�

detA

[13j12]

detA

[13j23]

detA

[24j12]

detA

[24j23]

�

�

�

�

�

= e

ce qui contredit la seconde condition de compatibilit�e. Le Th�eor�eme a�rme alors que le syst�eme

Ax r " n'a pas de solution. On peut aussi le v�eri�er de mani�ere �el�ementaire comme suit. On a

M

(2)

(A)

11

= detA

[1;2j1;2]

= e, d'o�u l'on d�eduit que le syst�eme A

[1;2j1;2]

x

[1;2j

r 	 A

[1;2j3]

x

[3j

est de

Cramer, et donc que si x

3

est nul, il n'admet que des solutions d�eg�en�er�ees. On peut supposer par

exemple x

3

= 	e. Alors le d�eterminant de Cramer associ�e �a x

2

vaut detA

[1;2j1;3]

=M

(2)

1;2

= e, d'o�u

x

2

r e. Par ailleurs, le d�eterminant de Cramer associ�e �a x

2

du syst�eme A

[3;4j1;2]

x

[1;2j

r A

[3;4j3]

vaut

M

(2)

6;2

= 	e, d'o�u x

2

r 	 e ce qui contredit x

2

sign�e.

On obtient ais�ement des conditions de compatibilit�es analogues �a (ii) pour des mineurs d'ordre plus

petit. De mani�ere pr�ecise.

4.2.4 Proposition Soient 1 � q � p � 1, I

1

; : : : ; I

q+1

q + 1 ensembles de lignes, chaque I

l

�etant

de cardinal p� q, K = fk

1

; : : : ; k

q+1

g un ensemble de colonnes de cardinal q+1. Soit M la matrice

(q + 1)� (q + 1) extraite de la matrice des mineurs d'ordre p� q telle que

M

ij

= detA

[I

i

jKnfk

j

g)

:

Une condition n�ecessaire pour que Ax r " admette une solution sign�ee non nulle est que

detM r " :

Cela r�esulte �evidemment du Lemme suivant.

4.2.5 Lemme Pour tout ensemble de lignes I de cardinal p� q et pour tout ensemble de colonnes

K de cardinal q + 1.

M

l2K

�

K;l

detA

[IjKnflg)

x

l

r " (4:2:c)

o�u �

K;l

= e ou 	e.

Preuve S'obtient de mani�ere analogue �a la condition (ii) du Th�eor�eme 4.2.1. On observe que la

condition de Cramer du syst�eme

A

[IjKnfkg)

:x

(Knfkgj

r 	 A

[IjKnfkg]

:x

[Knfkgj

o�u 	A

[IjKnfkg]

:x

(Knfkgj

est vu comme un second membre constant est:

detA

[IjKnfkg)

x

(Knfkgj

r 	

�

A

[IjKnfkg)

�

adj

A

[IjKnfkg]

x

[Knfkgj

;
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soit

detA

[IjKnfkg)

x

(Knfkgj

r 	

M

l2Knfkg

�

A

[IjKnfkg)

�

adj

A

[Ijl]

x

l

:

En projetant sur la k-i�eme coordonn�ee, on obtient

detA

[IjKnfkg)

:x

k

r

M

l2Knfkg

�

Kl

detA

[IjKnflg)

x

l

(on rappelle que la l-i�eme composante du vecteur B

adj

u est �egale au d�eterminant de la matrice

obtenue en rempla�cant la l-i�eme colonne de B par u). Le Lemme en r�esulte. �

On pourrait chercher d'autres conditions de compatibilit�e. Nous ne le ferons pas ici. Il faut bien

voir que le proc�ed�e d'�elimination qui permet de d�eduire de telles conditions ne fournit en g�en�eral

que des conditions n�ecessaires (le caract�ere su�sant sera obtenu seulement dans certains cas par

des arguments combinatoires). Le contre exemple suivant montre que pour certaines matrices, les

conditions du type ci-dessus sont automatiquement v�eri��ees pour des mineurs de taille su�sante,

ce qui sugg�ere que la compatibilit�e des syst�emes g�en�eraux ne s'exprime pas en termes de mineurs.

4.2.6 Contre exemple Consid�erons le syst�eme suivant:

A =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

e e e e

e e e 	e

e e 	e e

e e 	e 	e

e 	e e e

e 	e e 	e

e 	e 	e e

e 	e e	 	e

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

; Ax r " : (4:2:d)

Le Lemme suivant a�rme que les mineurs de taille su�sante d'une matrice �a coe�cients de module

e sont �equilibr�es.

4.2.7 Lemme Pour toute matrice carr�ee A de taille sup�erieure ou �egale �a 3 telle que jA

i;j

j = e,

on a detA = e

�

.

Moyennant ce Lemme, il est clair que M

(4)

(A) et M

(3)

(A) sont totalement �equilibr�ees, et que

de plus le rang mineur de M

(2)

(A) ne saurait être plus grand que 2. Ainsi, les conditions de la

proposition 4.2.4 sont automatiquement v�eri��ees. Cependant, Ax r " n'a pas de solution. En e�et,

aucun des x

i

ne peut être nul (sinon, on retrouve le syst�eme incompatible de l'exemple 4.2.3). On

a donc x

1

= x

2

ou x

1

= 	x

2

. Dans les deux cas, 4 des 8 �equations (4.2.d) sont automatiquement

v�eri��ees et il reste encore le syst�eme incompatible 4 � 3 de l'exemple 4.2.3. Ceci montre que le

syst�eme (4.2.d) n'admet pas de solution.

Preuve du lemme 4.2.7. D�es qu'une sous matrice de A est de d�eterminant e

�

, comme la sous

matrice compl�ementaire est de d�eterminant non nul, on a detA = e

�

. Si donc l'un des coe�cients

de A est e

�

, c'est �evident. On peut ainsi toujours supposer quitte �a multiplier les deux premi�eres

lignes et la seconde colonne par 	e que

A

[1;2j1;2]

=

"

e e

e 	e

#
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Alors, en supposant de même A

1;3

= e, on a

A

[1;2j3]

=

"

e

e

#

ou

"

e

	e

#

:

Dans le premier cas, detA

[1;2j1;3]

= e

�

, dans le second, detA

[1;2j2;3]

= e

�

, d'o�u la conclusion. �

4.2.8 Contre exemple Consid�erons le syst�eme

(

e

�

x� y r "

x� e

�

y r " :

(4:2:e)

Si on �elimine x ou y, on trouve les conditions triviales e

�

x r " et e

�

r ". Cependant, toute solution

sign�ee de (4.2.e) v�eri�e jxj = jyj. C'est dire que les arguments d'�elimination ne su�sent pas �a

caract�eriser les solutions sign�ees des syst�emes d'�equilibres lin�eaires.

5 Existence de solutions sign�ees d'�equilibres lin�eaires

On a vu ci-dessus que dans S

max

, les conditions de Cramer sont n�ecessaires. Le r�esultat suivant

a�rme que l'on peut r�esoudre Ax r b d�es que detA 6= " (et donc même dans le cas d�eg�en�er�e

detA 2 S

�

max

).

5.0.1 Th�eor�eme Soit A une matrice carr�ee �a coe�cients dans S

max

de d�eterminant non nul (mais

�eventuellement �equilibr�e). Il existe au moins une solution sign�ee �a Ax r b.

Nous donnerons de ce r�esultat deux preuves, une alg�ebrique fond�ee sur des algorithmes it�eratifs, la

seconde un peu plus longue dans l'esprit des techniques de Gondran et Minoux, faisant usage du

th�eor�eme de Frobenius-K�onig.

6 Algorithme de Jacobi

Nous introduisons tout d'abord une nouvelle relation plus �ne que r :

x jrj y , x r y et jxj = jyj;

ce qui se lit \x �equilibre y en valeur absolue" Nous �ecrirons comme dans l'algorithme de Jacobi

classique

A = D � U � L

avec U triangulaire sup�erieure, L triangulaire inf�erieure et D diagonale. La bonne notion de domi-

nance diagonale dans S

max

est la suivante:

6.0.1 D�e�nition (Dominance diagonale) La matrice A est �a diagonale dominante si

j detAj = j

O

i

A

ii

j :

6.0.2 Th�eor�eme (Algorithme de Jacobi) Soit A une matrice carr�ee de d�eterminant non nul

�a diagonale dominante.

1/ On peut choisir une suite fx

p

g de vecteurs sign�es satisfaisant:
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(i) " = x

0

� x

1

� : : : � x

p

� : : :

(ii) Dx

p+1

jrj 	 (U � L)x

p

� b :

2/ La suite x

p

est stationnaire apr�es n it�erations (�a savoir x

n

= x

n+1

= : : :), et x

n

est une solution

de Ax r b

3/ On a jx

n

j = j detAj

�1

jA

adj

bj.

Avant que de d�emontrer le Th�eor�eme 6.0.2, nous donnons un exemple:

6.0.3 Exemple Nous appliquons l'algorithme de Jacobi au syst�eme suivant:

2

6

4

5 	0 3

1 3 	1

3 	2 1

�

3

7

5

2

6

4

x

1

x

2

x

3

3

7

5

r

2

6

4

	1

4

0

3

7

5

avec j detAj

�1

jA

adj

bj =

h

0 1 2

i

t

.

8

>

<

>

:

5x

1

1

jrj 	 1

3x

1

2

jrj 4

1

�

x

1

3

jrj 0

)

8

>

<

>

:

x

1

1

= 	� 4

x

1

2

= 1

x

1

3

= �1 ou 	 �1; choisissons x

1

3

= �1

8

>

<

>

:

5x

2

1

jrj 0x

1

2

	 3x

1

3

	 1 = 	2

3x

2

2

jrj 	 1x

1

1

� 1x

1

3

� 4 = 4

1

�

x

2

3

jrj 	 3x

1

1

� 2x

1

2

� 0 = 3

)

8

>

<

>

:

x

2

1

= 	 � 3

x

2

2

= 1

x

2

3

= 2 ou 	 2; disons x

2

3

= 2

8

>

<

>

:

5x

3

1

jrj 	 5

3x

3

2

jrj 4

1

�

x

3

3

jrj 3

et x

3

3

� x

2

3

)

8

>

<

>

:

x

3

1

= 	0

x

3

2

= 1

x

3

3

= 2

D'autres choix pour x

1

3

and x

2

3

fournissent l'autre solution: x

3

1

= 0; x

3

2

= 1; x

3

3

= 	2.

Nous montrons maintenant le Th�eor�eme 6.0.2.

6.1 Existence de la suite fx

p

g

Nous montrons par r�ecurrence l'existence de la suite fx

p

g.

A/Cas o�u la matrice D est inversible La condition (ii) est alors �equivalente �a:

(ii

0

) x

p+1

jrj 	D

�1

(U � L)x

p

�D

�1

b

Supposons construits " = x

0

� x

1

� : : :� x

p

� x

p+1

v�eri�ant (ii)'. Via le lemme �evident

6.1.1 Lemme a jrj b et a 2 R

_

max

) a � b.

(ii

0

)) x

p+1

� 	D

�1

(U � L)x

p

�D

�1

b (6:1:a)

L'application x 7! D

�1

(U � L)x�D

�1

b est croissante, comme x

p

� x

p+1

, (6.1.a) entrâ�ne

x

p+1

� 	D

�1

(U � L)x

p+1

�D

�1

b : (6:1:b)
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L'on peut donc choisir x

p+2

2 (R

_

max

)

n

tel que

x

p+1

� x

p+2

� 	D

�1

(U � L)x

p+1

�D

�1

b (6:1:c)

et jx

p+2

j = j 	D

�1

(U � L)x

p+1

�D

�1

bj, ce qui ach�eve la r�ecurrence.

B/Cas g�en�eral Maintenant, les �el�ements de la diagonale sont non nuls mais peut-être �equilibr�es.

Une remarque permet de se ramener �a la d�emonstration pr�ec�edente:

6.1.2 Lemme Soit a 6= ". On d�e�nit

~a =

(

a

�1

si a inversible

(jaj

�1

)

�

si a �equilibr�e

Alors, pour tout x 2 S

max

,

ax jrj b() x jrj ~ab

Preuve Imm�ediate en regardant les signes �a gauche et �a droite des �equilibres. �

On d�e�nit la matrice diagonale

~

D (telle que [

~

D]

ii

=

~

D

i;i

), et la preuve de A/ vaut encore �a

condition de remplacer D

�1

par

~

D.

6.2 Stationnarit�e de la suite fx

p

g

Pour voir que x

p

est stationnaire, nous introduisons x̂

p

= jx

p

j. La r�ecurrence (ii) donne

x̂

p+1

=Mx̂

p+1

� jDj

�1

jbj

o�u M = jDj

�1

jU � Lj. Soit

x̂

p+1

= (Id �M � : : :�M

p

)jDj

�1

jbj

On a:

6.2.1 Lemme Si A est �a diagonale dominante, alors M = jDj

�1

jU � Lj n'a pas de circuits de

poids strictement positif.

Preuve On a M

ij

= ja

ii

j

�1

ja

ij

j pour i 6= j. Supposons un circuit de longueur k de poids > 0, pour

�xer les id�ees:

ja

�1

11

a

12

a

�1

22

a

23

: : :a

�1

k�1;k�1

a

k�1;k

a

�1

kk

a

k1

j > 0

alors il est clair que la permutation � d�e�nie par: 1

�

7! 2 7! 3 7! : : : 7! k 7! 1 et �(i) = i ailleurs

v�eri�e

N

n

i=1

ja

i�(i)

j > j detAj, ce qui est contredit le fait que la diagonale principale est dominante.

�

On peut donc appliquer le th�eor�eme de Carre-Gondran-Minoux (cf. [48], p.72, Th�eor�eme 1) �a la

matriceM . La sommeM

�

= Id�M �M

2

� : : :�M

p

� : : : est donc atteinte �a partir du rang n�1.

Comme

jx

p+1

j = (Id �M � : : :�M

p

)jDj

�1

jbj

on a

jx

n

j = jx

n+1

j = : : := jM j

�

jDj

�1

jbj : (6:2:a)

x

n

et x

n+1

�etant sign�es, x

n

� x

n+1

et jx

n

j = jx

n+1

j entrâ�nent x

n

= x

n+1

. En reportant dans (ii),

Dx

n

r 	 (U � L)x

n

� b

soit Ax

n

r b, ce qui ach�eve la preuve de 2/.
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6.3 Etoiles et cofacteurs

L'assertion 3/ est une cons�equence de:

6.3.1 Lemme (jDj

�1

jU � Lj)

�

jDj

�1

= j detAj

�1

jA

adj

j.

Nous d�eduisons ce lemme d'un r�esultat du �a Yoeli ([102], Th�eor�eme 4). Yoeli consid�ere des perma-

nents au lieu des d�eterminants. Le Th�eor�eme 4 de [102] s'�ecrit dans notre formalisme:

6.3.2 Th�eor�eme (Yoeli) Supposons A telle que (i): jAj � Id et (ii): jAj n'aie pas de circuits de

poids � e, alors

jA

adj

j = jAj

�

: (6:3:a)

Notons que les conditions (i) et (ii) entrâ�nent que tous les termes diagonaux de A sont de module

e. Nous aurons besoin d'un Lemme qui interpr�ete les termes du d�eveloppement du d�eterminant

en termes de chemins, le Th�eor�eme de Yoeli �etant un sous-produit de ce Lemme. Etant donn�e un

chemin p = (i

1

; : : : ; i

k

) de i

1

�a i

k

, on note w

A

(p) = A

i

1

i

2

: : :A

i

k�1

i

k

. Si i

k

= i

1

, le chemin sera

quali��e de circuit. On dira que le circuit c passe par l'arc (ij) s'il existe l tel que i = i

l

, j = i

l+1

(avec la convention k + 1 = 1).

6.3.3 Lemme On a pour i 6= j,

ja

ij

cof

ij

Aj =

M

c

w

jAj

(c) (6:3:b)

o�u la somme est prise sur tous les circuits �el�ementaires c passant par l'arc (ij).

Le terme a

ij

cof

ij

A correspond aux termes de detA associ�ees aux permutations � telles que �(i) = j.

En d�ecomposant � en produit de cycles, et compte tenu de jA

ii

j = e, on a imm�ediatement l'�egalit�e

(6.3.b). Comme p est un chemin �el�ementaire de i �a j ssi (p; j) est un circuit �el�ementaire passant

par l'arc (ij), on en d�eduit imm�ediatement l'�egalit�e (6.3.a), du moins pour les coe�cients hors-

diagonaux. On observe que jcof

ii

Aj = e (en d�ecomposant les permutation on produit de cycles, on

trouve jcof

ii

Aj � e, en consid�erant la permutation identit�e, on trouve compte tenu de jA

ii

j = e,

jcof

ii

Aj � e), ce qui montre le Th�eor�eme 6.3.2. �

Preuve de 6.3.1. La matrice jDj

�1

A v�eri�e les conditions du Th�eor�eme 6.3.2. On a donc:

j(jDj

�1

A)

adj

j = (jDj

�1

jAj)

�

Or

(jDj

�1

jAj)

�

= (jDj

�1

jD � U � Lj)

�

=

= (Id� jDj

�1

jU � Lj)

�

=

= (jDj

�1

jU � Lj)

�

La conclusion r�esulte de

j(jDj

�1

jAj)]

adj

j = jA

adj

jj detAj

�1

jDj (6:3:c)

laquelle identit�e est une cons�equence des deux r�esultats suivants:

6.3.4 Lemme Supposons C inversible, alors

(CB)

adj

= B

adj

C

adj

: (6:3:d)
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6.3.5 Lemme Supposons C inversible, alors

(detC)

�1

C

adj

= C

�1

: (6:3:e)

Ces lemmes se v�eri�ent de mani�ere �el�ementaires pour les matrices diagonales et les matrices de

permutation qui, d'apr�es l'�etude des matrices inversibles r�ealis�ee au chapitre 0, engendrent le groupe

lin�eaire de S

n

max

. �

Ici s' ach�eve la preuve de 3/, et celle du Th�eor�eme 6.0.2.

6.3.6 Remarque Si ni C ni B ne sont inversibles, on a en g�en�eral seulement un �equilibre au lieu

de l'identit�e (6.3.d), comme il r�esulte de I,2.1.4.

7 Algorithme de Gauss-Seidel

7.0.1 Th�eor�eme Soit A une matrice carr�ee de d�eterminant non nul �a diagonale dominante.

1/ On peut choisir une suite x

p

telle que

(i) " = x

0

� x

1

� : : : � x

p

� : : :

(ii) (D+ U)x

p

r 	 Lx

p�1

� b

(iii) jx

p

j = j det(A)

�1

(D � U)

adj

jjLx

p�1

� bj

2/ La suite x

p

est stationnaire apr�es n it�erations (x

n

= x

n+1

= : : :) et x

n

est solution de Ax r b.

3/ On a jx

n

j = j detAj

�1

jAadjbj.

7.0.2 Exemple Nous consid�erons �a nouveau le syst�eme trait�e en 6.0.3. On a:

8

>

<

>

:

1

�

x

1

3

jrj 0 par exemple, x

1

3

= �1

3x

1

2

jrj 0� 4 x

1

2

= 1

5x

1

3

jrj 0x

1

2

	 3x

1

3

	 1 = 	2 x

1

1

= 	 � 3

8

>

<

>

:

1

�

x

2

3

jrj 	 3x

1

1

� 2x

1

2

� 0 = 3 par exemple x

2

3

= 2

3x

2

2

jrj 	 1x

1

1

� 1x

2

3

� 4 = 4 x

2

2

= 1

5x

2

1

jrj 0x

2

2

	 3x

2

3

	 1 = 	5 x

2

1

= 	0

8

>

<

>

:

1

�

x

3

3

jrj 	 3x

2

1

� 2x

2

2

� 0 = 3 x

3

3

= 2 = x

2

3

3x

3

2

jrj 	 1x

2

1

� 1x

3

3

� 4 = 4 x

3

2

= 1 = x

2

2

5x

3

1

jrj 0x

3

2

	 3x

3

3

	 1 = 	5 x

3

1

= 	0 = x

2

1

On a retrouv�e la solution (	0; 1; 2)

T

. La solution est atteinte au bout de deux it�erations au lieu de

3.

7.0.3 Lemme Soit N = j det(A)

�1

(D � U)

adj

j. On a

N =

n�1

M

i=0

(jD

�1

jjU j)

i

= (jDj

�1

jU j)

�

: (7:0:a)
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Preuve Il su�t de le v�eri�er pour D = Id et detA = e. On a

j(Id� U)

adj

ij

j = jU

�

j

ij

qui n'est autre que le Th�eor�eme de Yoeli 6.3.2 appliqu�e �a A = Id � U . �

7.0.4 Lemme L'�etoile de la matrice NL est �nie.

Preuve du Lemme 7.0.4. On se ram�ene au cas o�u D = Id et detA = e. La matrice A n'admet alors

aucun circuit de poids strictement positif, donc A

�

est �nie. On a (NL)

�

= (U

�

L)

�

� (A

�

A)

�

�

(A

�

)

�

� A

�

, d'o�u le r�esultat. �

Preuve du Th�eor�eme 7.0.1. On montre par une preuve analogue �a x6.1 qu'il existe x

p

croissant tel

que x

0

= " et

x

p

n

jrj a

�1

nn

(Lx

p�1

� b);

x

p

n�1

jrj a

n�1n�1

(Lx

p�1

� b	 a

n�1n

x

p

n

)

: : :

La stationnarit�e s'obtient comme en x6.2 en faisant usage du Lemme 7.0.4.

8 Preuve directe du Th�eor�eme 5.0.1

8.1 Pr�eliminaires

On appelle diagonales de la matrice A les n-uplets de la forme (a

1�(1)

; a

2�(2)

; : : : ; a

n�(n)

) o�u � est

une permutation de f1; : : : ; ng. On appellera poids de cette diagonale le produit w

�

=

N

i

a

i�(i)

.

Rappelons deux faits bien connus de la th�eorie des matrices �a coe�cients positifs ou nuls et de la

th�eorie des graphes:

8.1.1 Th�eor�eme (Frobenius-K�onig) A a toutes ses diagonales de poids nul si et seulement si il

existe une sous-matrice de A de taille s � t, avec s+ t = n+ 1.

8.1.2 Corollaire (K�onig) Soient A 2 N

n�n

et p 2 N. Les deux assertions suivantes sont �equiva-

lentes:

(i) 8i;

P

j

a

ij

=

P

j

a

ji

= p,

(ii) A est somme de p matrices de permutation.

Nous renvoyons le lecteur �a [66] pour la preuve du Th�eor�eme de Frobenius-K�onig, Le corollaire

8.1.2 s'en d�eduit ais�ement: on montre qu'une matrice v�eri�ant (i) ne peut v�eri�er la condition de

Frobenius-K�onig, d'o�u il r�esulte que l'on peut soustraire �a A une diagonale (c'est �a dire, comme A

est �a coe�cients entiers, une matrice de permutation). La conclusion r�esulte alors d'une r�ecurrence

imm�ediate sur p. Nous renvoyons le lecteur non convaincu �a la preuve du Th�eor�eme de Birkho�

[66], qui est analogue.

De cela, on d�eduit un r�esultat qui nous sera utile.



114 Chapitre III. Syst

�

emes d'

�

equilibres lin

�

eaires

8.1.3 Lemme Soit A = (a

ij

) une matrice n � n dont les coe�cients a

ij

commutent. Pour tout

entier p � 1, consid�erons un produit de np termes:

P =

Y

�2I

a

�

�

�

�

;

chaque ligne et chaque colonne �etant atteintes p fois, i.e.

8i 2 f1; : : : ; ng; #f� j �

�

= ig = p

8j 2 f1; : : : ; ng; #f� j �

�

= jg = p :

Alors, jP j � j detAj

p

.

Preuve : On montre qu'il il existe p permutations �

1

; : : : ; �

p

2 S

n

, telles que:

P = (

n

Y

i=1

a

i�

1

(i)

)
 (

n

Y

i=1

a

i�

2

(i)

)
 : : :
 (

n

Y

i=1

a

i�

p

(i)

)

ce qui donnera imm�ediatement le Lemme. On associe pour cela �a A la matrice B = (b

ij

) 2 (N)

n�n

d�e�nie par:

b

ij

= #f� 2 I j �

�

= i et �

�

= jg :

Il est clair que B v�eri�e la condition (i) du Corollaire 8.1.2. On peut donc �ecrire B comme somme

de p matrices de permutation, soit B = S

1

+ : : :+ S

p

. En r�eordonnant les termes dans le produit

P , on obtient la formule requise. �

8.2 Lemme fondamental

Soit A 2 (S

max

)

n�n

et b 2 (R

max

)

n

. On note D

i

le i-i�eme d�eterminant de Cramer. On appelle poids

de la diagonale associ�ee �a la permutation �, ou plus simplement poids de � le produit w(�) =

a

1�(1)


 : : :
 a

n�(n)

.

8.2.1 D�e�nition On note S

max

(A) l'ensemble des diagonales de poids maximum:

S

max

(A) = f� 2 S

n

j jw

�

(A)j = j det Ajg

Le d�eveloppement de D

�(i)

par rapport �a la �(i)-i�eme colonne donne

D

�(i)

=

n

M

k=1

b

k

cof

k�(i)

(A) (8:2:a)

de sorte qu'on a �evidemment pour toute permutation � et pour tout i 2 f1; : : : ; ng, jD

�(i)

j �

jb

i

cof

i�(i)

(A)j. Comme R

max

est totalement ordonn�e, il existe un indice j(i) tel que jD

�(i)

j =

jb

j(i)

cof

j(i)�(i)

(A)j. Lorsque � est de poids maximal, on montre que la multi-application i 7! j(i)

admet un point �xe.

8.2.2 Lemme Pour toute permutation � 2 S

max

(A), il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que:

jD

�(i)

j = jb

i

cof

i�(i)

(A)j :
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Preuve : Prenons � 2 S

max

(A), et supposons par l'absurde que pour tout i 2 f1; : : : ; ng, on a

jD

�(i)

j � jb

i

cof

i�(i)

(A)j :

Quitte �a permuter les lignes de la matrice A, on peut supposer � = Id 2 S

max

(A). On a donc:

8i; jb

i

cof

ii

(A)j � jD

i

j :

Comme Id 2 S

max

(A), on a j detAj = ja

ii

cof

ii

(A)j 6= ". On peut donc diviser les in�egalit�es

pr�ec�edentes par jcof

ii

(A)j, et alors:

8i; jb

i

j �

ja

ii

D

i

j

j detAj

Comme R

max

est totalement ordonn�e, on a jD

i

j = j

L

n

k=1

b

k

cof

ki

(A)j = jb

'(i)

cof

'(i)i

(A)j, pour un

certain indice '(i) 6= i. En it�erant le proc�ed�e:

jD

'(i)

j = jb

'

2

(i)

cof

'

2

(i)'(i)

(A)j

avec '

2

(i) = '('(i)) 6= '(i), etc. Comme ' n'a qu'un nombre �ni de valeurs, on �nit par cycler:

il existe k; p tels que '

p

(k) = '(k)

On pourra supposer par exemple '(1) = 2; '(2) = 3; : : : ; '(p) = 1.

jb

1

j �

ja

11

cof

21

(A)b

2

j

jdetAj

jb

2

j �

ja

22

cof

32

(A)b

3

j

jdetAj

: : :

jb

p

j �

ja

pp

cof

1p

(A)b

1

j

jdetAj

En �eliminant b

2

; : : : ; b

n

:

jb

1

j �

ja

11

cof

21

(A)a

22

cof

32

(A) : : :a

pp

cof

1p

(A)b

1

j

j detAj

p

et en simpli�ant par jb

1

j 6= ":

e �

ja

11

cof

21

(A)a

22

cof

32

(A) : : :a

pp

cof

1p

(A)j

j detAj

p

:

Il est clair que le num�erateur P du second membre satisfait les hypoth�eses du Lemme 8.1.3, ce qui

conduit �a une absurdit�e. �

8.3 Seconde preuve

Nous donnons une preuve directe d'un r�esultat analogue au Th�eor�eme 6.0.2 (quoique un peu plus

faible).

8.3.1 Th�eor�eme Soit A 2 (S

max

)

n�n

telle que detA 6= ". Pour tout b 2 (S

max

)

n

, il existe x 2

(S

_

max

)

n

, tel que:

(i) Ax r b

(ii) jxj �

jA

adj

bj

jdetAj
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l'�egalit�e �etant r�ealis�ee pour au moins l'une des composantes de (ii).

Preuve : par r�ecurrence sur la taille de la matrice. Le cas scalaire d�ej�a �etudi�e montre le th�eor�eme

�a l'ordre 1. Supposons le th�eor�eme d�emontr�e pour des matrices de taille n � 1. Quitte �a permuter

les lignes de la matrice A, on peut supposer Id 2 S

max

(A). Par application du Lemme de point �xe

8.2.2, il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que jD

i

j = jb

i

N

j 6=i

a

j;j

j, par exemple i = n. On a alors la partition

de A et de b:

A =

"

A

11

A

1n

A

n1

a

1n

#

b =

"

B

1

b

n

#

avec j detAj = ja

nn

detA

11

j et jD

n

j = jb

n

detA

11

j. De

ja

nn

D

n

j

j detAj

= jb

n

j

il ressort que l'on peut prendre x

n

=

jD

n

j

jdetAj

ou x = 	

jD

n

j

jdetAj

tel que a

nn

x

n

r b

n

et ja

nn

x

n

j = jb

n

j [si

b

n

et a

nn

2 S

_

max

prendre x

n

=

b

n

a

nn

, sinon, un signe arbitraire convient]. On applique l'hypoth�ese

de r�ecurrence �a:

A

11

X

1

r B

1

	A

1n

x

n

Il existe donc X

1

2 (S

_

max

)

n�1

tel que:

A

11

X

1

� A

1n

x

n

r B

1

et

jX

1

j �

jA

adj

11

(B

1

	A

1n

x

n

)j

jdetA

11

j

Il reste �a montrer:

(a) jA

n1

X

1

j � ja

nn

x

n

j de sorte que A

n1

X

1

� a

nn

x

n

r b

n

(b) jX

1

j �

jA

adj

bj

jdetAj

restreint aux n� 1 premi�eres coordonn�ees

(a): on a

jA

n1

X

1

j �

jA

n1

A

adj

11

B

1

j

j detA

11

j

�

jA

n1

A

adj

11

A

1n

x

n

)j

j detA

11

j

def

= [1]� [2]

La formule de d�eveloppement par blocs du d�eterminant donne:

j detAj = ja

nn

detA

11

	A

n1

A

adj

11

A

1n

j � jA

n1

A

adj

11

A

1n

j ; ;

d'o�u

[2] �

j(detA)x

n

j

j detA

11

j

= ja

nn

x

n

j = jb

n

j

D'autre part:

j det

"

A

11

B

1

A

n1

b

n

#

j = jb

n

detA

11

j = jb

n

detA

11

	A

n1

A

adj

11

B

1

j

montre que jA

n1

A

adj

11

B

1

j � jb

n

detA

11

j, d'o�u [1] � jb

n

j, ce qui montre (a).

(b): nous le v�eri�ons par exemple pour la premi�ere coordonn�ee de X

1

. On veut montrer

j(X

1

)

1

j

def

= jx

1

j �

j(A

adj

b)

1

j

j detAj

=

j det

"

B

1

A

12

: : : A

1n

b

n

a

n2

: : : a

nn

#

j

j detAj
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avec des notations �evidentes. Or

jx

1

j �

j(A

adj

11

B

1

)

1

j

j detA

11

j

�

j(A

adj

11

A

1n

)

1

x

n

j

j detA

11

j

def

= [3]� [4]

avec

[3] =

ja

nn

j

j detAj


 j det

h

B

1

A

12

: : : A

1n�1

i

j

et

[4] =

jb

n

j

ja

nn

j




ja

nn

j

j detAj


 j det

h

A

1n

A

12

: : : A

1n�1

i

j

[3] et [4] sont donc deux des termes correspondant au d�eveloppement de

j det

"

B

1

A

12

: : : A

1n

b

n

a

n2

: : : a

nn

#

j

par rapport �a la derni�ere ligne. On a donc jX

1

j �

jA

adj

bj

jdetAj

(restreint aux n�1 premi�eres coordonn�ees),

ce qui montre le point (b) et ach�eve la r�ecurrence. �

8.3.2 Exemple Consid�erons

A =

2

6

4

2 0 4

0 2 0

1 2 3

3

7

5

; b =

2

6

4

1

2

3

3

7

5

detA = 2:2:3� 0:2:4� 1:0:0	 1:2:4	 0:0:3	 2:2:0 = 7� 6� 1	 7	 3	 4 = 7	 7 = 7

�

2 S

�

max

. Le

second d�eterminant de Cramer vaut:

D

2

= det

2

6

4

2 1 4

0 2 0

1 3 3

3

7

5

= 7

�

On a donc

jD

2

j

jdetAj

= 0 =

jb

2

j

ja

22

j

=

2

2

. On pose x

2

= 0 tel que a

22

x

2

= b

2

, et l'on r�esout le syst�eme de

taille 2:

"

2 4

1 3

# "

x

1

x

3

#

r

"

1

3

#

	 0:

"

0

2

#

=

"

1

3

#

ce qui donne D

def

= detA(2j2) = 5

�

, D

x

1

= det

"

1 4

3 2

#

= 	7; D

x

3

= det

"

2 1

1 3

#

= 5. On a

D

x

3

jDj

=

5

5

= 0 =

b

3

a

33

. On pose donc x

3

= 0, et en reportant dans la premi�ere �equation: 2x

1

r 1	 4 =

	4. On prend donc x

1

= (2)

�1

(	4) = 	2 et l'on v�eri�e que:

2

6

4

4

�

2

�

3

�

3

7

5

= 	2

2

6

4

2

0

1

3

7

5

� 0

2

6

4

0

2

2

3

7

5

� 0

2

6

4

4

0

3

3

7

5

r

2

6

4

1

2

3

3

7

5

lequel �equilibre donne lieu �a l'�egalit�e dans R

max

:

0

2

6

4

0

2

2

3

7

5

� 0

2

6

4

4

0

3

3

7

5

=

2

6

4

1

2

3

3

7

5

� 2

2

6

4

2

0

1

3

7

5
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9 Syst�emes homog�enes carr�es

On �etudie maintenant l'existence de solutions sign�ees au syst�eme de n �equilibres homog�enes �a n

inconnues

Ax r " :

9.0.1 Th�eor�eme Soit A 2 (S

max

)

n�n

. Les deux propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) detA r "

(ii) Il existe x 2 (S

_

max

)

n

tel que Ax r ".

Preuve : (ii))(i) est une cons�equence des formules de Cramer d�ej�a �etablies. Nous montrons

(i))(ii). Supposons detA r ". Le d�eterminant peut être �equilibr�e pour l'une des trois raisons

suivantes.

9.0.2 Cas d'�equilibre du d�eterminant

Cas 9.1: detA = " (nullit�e)

Cas 9.2: On a une permutation � telle que detA =

N

n

i=1

a

i�(i)

2 S

�

max

(une diagonale maximale est

�equilibr�ee)

Cas 9.3: On a deux permutations �

1

et �

2

telles que detA = sgn�

1

N

n

i=1

a

i�

1

(i)

� sgn�

2

N

n

i=1

a

i�

2

(i)

,

avec

N

n

i=1

a

i�

1

(i)

et

N

n

i=1

a

i�

2

(i)

2 S

_

max

n f"g (les poids de deux permutations distinctes de poids

maximal �

1

et �

2

sont de de signe oppos�e).

9.1 Cas de nullit�e du d�eterminant

D'apr�es le Th�eor�eme de Frobenius-K�onig 8.1.1, on peut mettre A sous la forme

A =

"

"

p�q

B

C D

#

;

o�u p + q = n + 1, C 2 S

(n�p)�q

max

. On cherche des solutions telles que x

q+1::n

= ". On a donc

n � p = q � 1, et il su�t de r�esoudre le syst�eme Cy r " qui a strictement plus d'inconnues que

d'�equations. Si se syst�eme admet un mineur d'ordre n� p non �equilibr�e, on applique le Th�eor�eme

6.0.2 et l'on obtient une solution sign�ee non nulle de Cy r ". Dans le cas contraire, on applique par

r�ecurrence le Th�eor�eme 9.0.1 �a un sous syst�eme carr�e C

0

y

0

r " obtenu en rendant nulles certaines

coordonn�ees de y.

9.2 Cas d'�equilibre d'une permutation de poids maximal

Quitte �a permuter les lignes et colonnes de A, on supposera:

detA =

n

O

i=1

a

ii

6= " avec a

11

2 S

�

max

On partitionne:

A =

"

a

11

A

1n

A

n1

A

n;n

#

avec A

nn

2 (S

max

)

(n�1)�(n�1)

; A

n1

2 (S

max

)

(n�1)�1

; A

1n

2 (S

max

)

1�(n�1)

:
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On pose x

1

= e, et l'on r�esout, A

nn

X

n

r 	A

n1

via le Th�eor�eme 8.3.1, avec X

n

2 (S

_

max

)

n�1

et

jX

n

j �

jA

adj

nn

A

n1

j

j detA

nn

j

On remarque que jA

1n

X

n

j �

jA

1n

A

adj

nn

A

n1

j

jdetA

nn

j

� ja

11

j, car j detAj = j

N

n

i=1

a

ii

j = ja

11

detA

nn

	

A

1n

A

adj

nn

A

n1

j � jA

n1

A

adj

11

A

1n

j, ce qui montre que A

1n

X

n

� a

11

r ". En posant

x =

"

e

X

n

#

;

on obtient une solution sign�ee de Ax r ".

9.3 Cas d'opposition des signes de deux permutations

Nous nous inspirons ici d'une id�ee de Gondran & Minoux [47].

9.3.1 Normalisation On suppose que A

ii

= e, avec detA = e

�

. Cette hypoth�ese entrâ�ne que

la matrice jAj n'a pas de circuits de poids strictement sup�erieur �a e (sinon, on fabriquerait une

permutation de poids sup�erieur �a detA = e

�

). Il est clair qu'on peut toujours ce ramener �a cette

situation, apr�es multiplication �eventuelle de A par des matrices de permutation et des matrices

diagonales inversibles.

Avec les notations de 9.0.2, on a moyennant cette normalisation �

1

= Id. Nous commen�cons par

un Lemme simpli�cateur:

9.3.2 Lemme Soit A 2 (S

max

)

n�n

telle que

(H) : detA = e � sgn�

2

n

O

i=1

a

i�

2

(i)

= e

�

avec �

2

6= Id, et

N

n

i=1

a

i�

2

(i)

6 r ". Alors, parmi les cycles �gurant dans la d�ecomposition de �

2

, il

existe un cycle � d'orbite C � f1; : : : ; ng tel que:

detA = e

�

= e� sgn�

O

j2C

a

j�(j)

: (9:3:a)

Preuve D�ecomposons �

2

en produit de k cycles c

1

; : : : ; c

k

d'orbites respectives C

1

; : : : ; C

k

. On a

sgn�

2

= sgnc

1

� : : : �c

k

= sgnc

1

sgnc

2

: : :sgnc

k

, et donc:

sgn�

2

n

O

i=1

a

i�

2

(i)

=

k

O

l=1

(sgnc

l

O

j2C

l

a

jc

l

(j)

) = 	e

Comme jAj n'a pas de circuit de poids sup�erieur �a e, chaque terme u

l

=

N

j2C

l

a

jc

l

(j)

v�eri�e ju

l

j � e.

On a en fait ju

l

j = e (sinon, comme

N

i

ju

i

j = e, on aurait l'un des ju

i

j tel que ju

i

j � e). Comme le

produit des u

i

est �egal �a 	e, et que d'apr�es ce qui pr�ec�ede, pour tout i, u

i

= e ou u

i

= 	e, l'un au

moins est �egal �a 	e, ce qui montre le Lemme. �
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9.3.3 Plan L'id�ee est maintenant de partitionner la matrice A sous la forme

A =

"

A

11

A

12

A

21

A

22

#

(9:3:b)

o�u la matrice A

11

2 (S

max

)

p�p

correspond �a l'orbite du cycle �, de longueur p, mis en �evidence par le

lemme ci-dessus. (a): on va trouver par un proc�ed�e explicite une solution d�es�equilibr�ee �a A

11

X

1

r ".

(b):X

1

�etant �x�e, on r�esoudra ensuite A

2;1

X

1

� A

22

X

2

par application du th�eor�eme (8.3.1). (c): Il

su�ra pour conclure de v�eri�er que jA

1;2

X

2

j � jA

11

X

1

j, ce qui montrera A

1;2

X

2

� A

11

X

1

r " et

ach�evera la d�emonstration.

Soit B une matrice p� p et c un cycle d'ordre p tels que B

ii

= e et

detB = e � sgnc

p

O

i=1

B

ic(i)

= e

�

; (9:3:c)

tous les B

ic(i)

�etant sign�es non nuls. On peut �ecrire

B = Id � C � B

0

;

o�u

C

ij

=

�

B

ij

si c(i) = j

" sinon,

et o�u la matrice B

0

regroupe les autres termes de B.

9.3.4 Lemme Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, on a jBj

�

= jCj

�

:

Preuve On a C � B, donc jCj

�

� jB

�

j. Supposons jB

�

j

ij

� jCj

�

ij

. Comme C est un cycle, on a

jCj

�

ij

jCj

�

ji

= e (i.e. il existe un circuit passant par i et j de poids e) et donc jBj

�

ij

jCj

�

ji

� e. En

prenant des chemins r�ealisant le max dans cette somme, on trouve un circuit de poids sup�erieur �a

e, ce qui est absurde. �

9.3.5 Lemme (solution explicite) Tous les coe�cients de la matrice

M = Id 	 C � : : :� (	C)

p�1

(9:3:d)

sont sign�es. En outre BM = (C

�

)

�

r ".

Preuve Le coe�cient M

ij

n'est atteint qu'une seule fois dans la somme (9.3.d), il est donc sign�e.

Comme d'apr�es (9.3.c),

O

i

B

ic(i)

= 	sgnc

O

i

B

ii

= 	sgn(c) = (	e)

p

;

on a C

p

= (	e)

p

Id. Cela entrâ�ne imm�ediatement que

(Id� C)M = Id

�

� : : :� (C

p�1

)

�

= (jCj

�

)

�

: (9:3:e)

D'autre part, Le Lemme 9.3.4 montre que

jBM j = jBjjC

�

j = jBjjBj

�

� jCj

�

: (9:3:f)

En additionnant (9.3.e) et (9.3.f), on obtient BM � (jCj

�

)

�

. L'autre in�egalit�e est triviale. �
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9.3.6 Conclusion Revenons au corps de la d�emonstration du Cas 9.3. Il r�esulte du Lemme 9.3.5

que toute colonne u extraite de la matrice M v�eri�e A

11

u r ". Soit u = M

�;i

une telle colonne.

D'apr�es le Th�eor�eme relatif aux syst�emes avec second membre, on peut trouver y tel que A

21

u �

A

22

y r ", avec

jyj = j detA

22

yj � jA

adj

22

A

21

uj : (9:3:g)

Il su�t de montrer que jA

12

yj � jA

11

uj = jA

11

j

�

�;i

(cf. 9.3.5), ce qui, compte tenu de A

11

u =

(jA

11

j

�

�;i

)

�

, garantit que A

11

u�A

12

y r " et donc que x = [u; y] est solution de Ax r ". Moyennant

la normalisation 9.3.1 et le Th�eor�eme de Yoeli, on a jA

adj

22

j = jA

22

j

�

. Supposons par l'absurde un

indice j tel que

jA

12

yj

j

� jA

11

uj = jA

11

j

�

j;i

:

Il r�esulte alors de (9.3.g) que

jA

12

A

�

22

A

21

A

�

11

j

ji

� jA

11

uj = jA

11

j

�

ji

:

C'est absurde car le terme �a gauche est �egal au poids w

jAj

(p) d'un chemin p de i �a j. Compte tenu

de jA

11

j

�

ji

jA

11

j

�

ij

= e, on a w

jAj

(p)jA

11

j

�

ij

� e, et en prenant un chemin p

0

de j �a i r�ealisant le max

dans jA

11

j

�

ij

, on obtient un circuit de poids strictement sup�erieur �a e. �

10 Rangs dans S

max

Nous pensons utile de conclure la partie de cette th�ese consacr�ee �a la sym�etrisation en comparant

les diverses notions de rang pertinentes dans le dio��de S

max

. Dans ce qui suit, nous appellerons rang

�a gauche une application � qui �a une matrice A associe un entier naturel �(A), tel que pour toute

matrice U de taille admissible, on ait:

�(UA) � �(A) : (10:0:a)

Un rang �a droite v�eri�era la propri�et�e duale et si � est �a la fois un rang �a gauche et un rang �a droite,

on le quali�era de rang bilat�ere. L'int�erêt de la propri�et�e (10.0.a) est de faire du rang �a gauche un

invariant de la classe de Green �a gauche

3

de la matrice A. De mani�ere analogue, le rang bilat�ere

est un invariant des classes Green bilat�eres.

10.0.1 D�e�nitions et Th�eor�eme Soit une matrice A �a coe�cients dans S

max

. On d�e�nit:

(i) n, le rang trivial droit: n(A) est �egal au nombre de lignes non nulles de la matrice A. C'est

un rang �a droite.

(ii) p, le rang trivial gauche: p(A) est �egal au nombre de colonnes non nulles de A. C'est un rang

�a gauche.

(iii) rg, le rang, rg(A) est �egal �a la taille de la plus grande matrice inversible extraite de A. Il s'agit

d'un rang bilat�ere.

(iv) rg

Schein

, le rang de Schein: rg

Schein

(A) est �egal au plus petit k 2 N tel que A = BC, avec

B 2 D

n�k

et B 2 D

k�p

. Il s'agit d'un rang bilat�ere.

3

On rappelle que la relation de Green �a gauche, not�ee L, est d�e�nie par ALB s'il existe des matrices U et V telles

que A = UB et B = V A. La relation de Green �a droite, R, est d�e�nie dualement. La relation de Green bilat�ere J

est d�e�nie par AJB s'il existe des matrices U;V; S; T telles que A = UBV et B = SAT . Ces notations sont standard

en th�eorie des demi-groupes, voir par exemple [60].
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(v) rg

C

, le rang faible par colonne: rg

C

(A) est �egal �a la taille d'une famille g�en�eratrice minimale

extraite des colonnes de A. Il s'agit d'un rang �a gauche.

(vi) rg

L

, le rang faible par ligne, d�e�ni dualement.

(vii) rg

m

, le rang mineur: rg

m

(A) est �egal �a la dimension maximale d'un mineur inversible de A.

Il s'agit d'un rang bilat�ere.

(viii) rg

sc

, le rang sym�etris�e par colonne: rg

sc

(A) est �egal au cardinal maximal d'un ensemble de

colonnes fA

�;i

1

; : : : ; A

�;i

k

g tel que

L

�

j

A

�;i

j

r " entrâ�ne que l'un des �

j

n'est pas inversible.

Il s'agit d'un rang �a gauche.

(ix) rg

sl

, le rang sym�etris�e par ligne: d�e�nition et propri�et�e duales.

(x) rg

CG

, le rang de Cuninghame-Green

4

, d�e�ni pour une matrice �a coe�cients dans R

max

. Il

est �egal �a la taille maximale d'une sous matrice carr�ee B extraite de A telle qu'il existe une

unique permutation � telle que j detBj =

N

i

B

i�(i)

6= ". C'est un rang bilat�ere.

En outre, ces rangs v�eri�ent les in�egalit�es port�ees sur la Figure III.2: un arc relie un rang �

0

(en

bas) �a un rang � (en haut) si pour toute

5

matrice A, on a �(A) � �

0

(A).

rg

rg

CG

rg

m

rg

sc

rg

Schein

rg

C

p

n

rg

L

rg

sl

Figure III.2: Rangs dans S

max

Preuve de 10.0.1.

(i),(ii): imm�ediat.

(iii): Supposons (AB)

[IjJ ]

= C, avec C inversible et I; J de cardinal �egal �a rg(AB). Quitte �a ignorer

certaines lignes de A et colonnes de B, on peut supposer A = A

[Ij

et B = B

jJ ]

. On a alors AB = C,

donc A est inversible �a droite, et par 0,2.2.5, il existe une matrice monomiale inversible de taille

rg(AB) extraite de A. On en d�eduit rg(A) � rg(AB) et de même rg(B) � rg(AB) ce qui montre

que rg est un rang bilat�ere.

(iv),(v),(vi): trivial.

(vii): cela r�esulte de la Formule de Binet-Cauchy.

4

Ce rang est induit par la notion de \forte ind�ependance" �etudi�ee dans [24].

5

pour le rang de Cuninghame-Green, on suppose que A est �a coe�cients dans R

max
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(viii): si l'on a une combinaison lin�eaire des colonnes de A �equilibr�ee, soit Ax r ", on a BAx r ",

d'o�u il r�esulte de rg

sc

est un rang �a gauche. Preuve duale pour (ix).

(x): Soit une sous matrice H extraite de AB et v�eri�ant la condition (x). On traite le cas o�u

H = AB, le cas g�en�eral se traitant de mani�ere analogue. La condition (x) entrâ�ne detAB 62 S

�

max

.

Dans Binet-Cauchy,

detAB =

M

K

detA

jK]

detB

[Kj

� T

�

on a n�ecessairement jT j � j detABj, et donc il existe K

0

tel que:

detAB = detA

jK

0

]

detB

[K

0

j

:

Posons A

0

= A

jK

0

]

et B

0

= B

[K

0

j

. Quitte �a multiplier �a droite et �a gauche par des matrices

inversibles, on pourra supposer B

0

ii

= e pour tout i et detB

0

= e =

N

i

B

0

ii

, et de même pour A

0

.

Supposons qu'il existe une permutation � 6= Id telle que detB

0

=

N

i

B

0

i�(i)

. La permutation � est

de poids e = detA

0

B

0

pour la matrice A

0

B

0

, la permutation Id �egalement, ce qui contredirait (x)

pour A

0

B

0

. On a donc rg

CG

(AB) � rg

CG

(B

0

) � rg

CG

(B), et de même rg

CG

(AB) � rg

CG

(A), ce qui

montre que rg

CG

est un rang bilat�ere.

Les in�egalit�es de la Figure III.2 s'obtiennent ais�ement. �

10.0.2 Remarque La notion de rang sym�etris�e (par ligne ou par colonne) d�e�nie ci-dessus revient

�a �etendre �a S

max

la notion suivante de d�ependance lin�eaire introduite par Gondran et Minoux (cf.

[47, 49]):

fu

i

gi 2 I d�ependante, 9J;K � I; � 2 R

n

max

n f"g; J \K = ; et

M

j2J

�

j

u

j

=

M

k2K

�

k

u

k

:
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