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Chapitre V

Syst�emes dynamiques lin�eaires sur

un dio��de

Introduction

Ici commence la partie relative �a la \Th�eorie des Syst�emes" proprement dite. On donne tout d'abord

des exemples de syst�emes simples lin�eaires sur certaines structures de dio��des d�ej�a �etudi�es. On

�etablit ensuite des r�esultats de repr�esentation pour ces syst�emes. On montre qu'un syst�eme lin�eaire

continu se repr�esente par un op�erateur �a noyau. Dans le cas stationnaire, cet op�erateur se r�eduit �a

un op�erateur de convolution par la r�eponse impulsionnelle. On caract�erise la causalit�e de mani�ere

naturelle. On montre que le rôle de la transform�ee de Laplace pour les syst�emes classiques est ici

jou�e par une transform�ee de type Fenchel (ou conjugaison convexe). On met en �evidence une notion

de fonction de transfert, qui repr�esente physiquement le gain du syst�eme. Les d�eveloppements

de ce chapitre correspondent essentiellement aux deux papiers publi�es en commun avec G.Cohen,

R. Nikoukhah, J.P. Quadrat et M. Plus [19, 81]. Le lecteur trouvera des r�esultats analogues de

repr�esentation des endomorphismes continus de modulo��des, �etablis ant�erieurement par Dudnikov

et Samborski��[31, 89]. On trouvera par ailleurs des id�ees analogues chez Maslov [67]. Les r�esultats

de Dudnikov et Samborski�� sont �equivalents �a notre Th�eor�eme 3.1.2.

1 Exemples

1.1 Un syst�eme continu et son analogue discret

Consid�erons le syst�eme mono-entr�ee mono-sortie S : u 7! y repr�esent�e �a gauche de la Figure V.1.

Un 
uide circule �a travers un long tuyau vers un premier r�eservoir (vide �a la date 0). L'entr�ee

u(t) repr�esente la quantit�e cumul�ee de liquide entr�ee dans le tuyau jusqu'�a l'instant t (la fonction

t 7! u(t) est donc croissante, et l'on a u(t) = 0 pour t � 0). Le liquide met un temps t �a parcourir

le tuyau. Le liquide passe du premier au second r�eservoir �a travers une ouverture qui limite le d�ebit

instantan�e �a la valeur maximale de � > 0. On note y(t) le volume de 
uide dans le second r�eservoir

�a l'instant t. On a une quantit�e initiale y(0) = c.
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Figure V.1: Syst�eme continu et analogue discret

1.2 Equations dynamiques

Le d�ebit d'entr�ee dans le second r�eservoir �etant limit�e �a �, on a:

8t; 8� � 0; y(t+ �) � y(t) + �� : (1:2:a)

D'autre part,

8t; y(t) � u(t� d) + c : (1:2:b)

Il en r�esulte imm�ediatement que 8t et 8� � 0,

y(t) � y(t� �) + �� � u(t� d� �) + c+ �� ;

d'o�u pour tout t,

y(t) � inf

��0

[u(t� d� �) + c+ ��] = inf

��d

[u(t� �) + c+ �(� � d)] : (1:2:c)

Posons

k(t) =

�

+1 pour t � d ;

c+ �(t� d) sinon.

(1:2:d)

et d�e�nissons y par:

y(t)

def

= inf

�2R

[u(t� �) + k(�)] : (1:2:e)

Toute sortie y v�eri�e y � y. En outre:

y(t+ �) = inf

�2R

[u(t+ � � �) + k(�)]

= inf

s2R

[u(t� s) + k(s + �)]

� inf

s2R

[u(t� s) + k(s)] + ��

= y(t) + �� :

d'o�u il r�esulte que y est la solution maximale de (1.2.a). C'est cette solution y qui d�ecrira le

comportement physique du syst�eme si l'on suppose que le liquide s'�ecoule aussi rapidement que

possible. On a ainsi montr�e que la sortie au plus tôt du syst�eme est repr�esent�ee par une inf-

convolution de l'entr�ee avec la fonction k. De cela, il r�esulte imm�ediatement que le syst�eme u 7! S(u)

est (min;+) lin�eaire, i.e. v�eri�e les deux propri�et�es suivantes:
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min-superposition 8u; u

0

2 R

R

S(min(u; v)) = min(S(u);S(v))

invariance additive 8� 2 R S(�+ u) = �+ S(u).

1.2.1 Remarque On peut voir le calcul qui pr�ec�ede comme la r�esolution (en fait le calcul de la

solution maximale) de l'�equation fonctionnelle (min;+):

y(t) = min(inf

��0

[y(t� �) + ��]; u(t� d) + c) :

1.3 Analogue discret

On peut voir le syst�eme pr�ec�edent comme la version continue d'un syst�eme �a �ev�enements discrets.

Consid�erons la version discr�etis�ee suivante de S:

S

h

: sup y t.q.

(

y(t+ h)� y(t) � �h ;

y(t) � c+ u(t� d) ;

(1:3:a)

o�u le temps varie dans hZ. La solution maximale de (1.3.a) v�eri�e clairement la r�ecurrence suivante:

y(t) = min(y(t� h) + �h; c+ u(t� d)) : (1:3:b)

Si c et �h sont entiers, (1.3.b) n'est autre que l'�equation dynamique du graphe d'�ev�enements

temporis�e �a droite de la Figure V.1. Un tel graphe correspondrait par exemple au syst�eme de

production suivant: les pi�eces rentrent dans un atelier, au bout d'un temps de pr�eparation de d

unit�es de temps, on les place dans un stock en attente devant un groupe de �h machines identiques

travaillant en parall�ele. Chaque pi�ece reste h unit�es de temps sur une machine.

On montre en raisonnant comme pr�ec�edemment que la sortie est donn�ee par l'inf-convolution

discr�ete:

8t 2 hZ; y(t) = inf

�2hZ

[k(�) + u(t� �)] (1:3:c)

o�u la fonction k est la même que dans le cas continu.

1.4 M�elangeur

Soient maintenant deux syst�emes du type de celui de la Figure V.1, le premier traitant du liquide

de couleur rouge, le second du liquide blanc, et un m�elangeur produisant du rose �a partir de ces

deux liquides en proportions �egales. Soient u

r

la quantit�e cumul�ee de rouge entr�ee jusqu'�a l'instant

t, u

b

idem pour le blanc. Si le m�elange est instantan�e, la quantit�e de rose produit est

y(t) = min(u

r

(t); u

b

(t)) :

Le syst�eme (u

r

; u

b

) 7! y est clairement (min;+)-lin�eaire. L'analogue discret du m�elange est l'op�era-

tion d'assemblage de deux types de pi�eces. Dans le langage des graphes d'�ev�enements temporis�es,

on la repr�esenterait par une transition con
uente, soit le dessin de la Figure V.2:

1.5 Exemple de syst�eme (max;+) lin�eaire

Nous reprenons l'exemple du limitateur de d�ebit, mais au lieu d'introduire les quantit�es cumul�ees

u(t) et y(t), nous d�e�nissons les deux fonctions suivantes, dites fonctions dateur:

u(n) = \premi�ere date o�u la quantit�e cumul�ee de liquide entr�e est au moins �egale �a n" (1:5:a)
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Figure V.2: M�elangeur

La fonction n 7! y(n) est d�e�nie de mani�ere analogue pour les quantit�es sorties. Pour simpli�er

l'expos�e, nous supposons la quantit�e cumul�ee entr�ee croissante (ce qui revient �a interdire de retirer

du liquide dans les r�eservoir d'entr�ee). La fonction u d�e�nie par (1.5.a) est alors croissante. En

raisonnant comme en x1.1, on obtient l'in�equation suivante

y(n) � sup

��0

[�

�1

� + u(t � �)] : (1:5:b)

Si l'on suppose que le liquide s'�ecoule au plus tôt, la sortie du syst�eme est donn�ee par:

y(n) = sup

��0

[�

�1

� + u(t� �)] = sup

�2R

[k(�) + u(t � �)] ; (1:5:c)

o�u la fonction k est donn�ee par

k(�) =

�

�

�1

� si � � 0

�1 si � < 0.

(1:5:d)

La fonction S qui �a la fonction dateur d'entr�ee u associe la fonction dateur au plus tôt de la sortie

v�eri�e les deux propri�et�es suivantes:

max-superposition 8u; u

0

2 R

R

S(max(u; v)) = max(S(u);S(v))

invariance additive 8� 2 R S(�+ u) = �+ S(u).

Le syst�eme S peut donc être quali��e de (max;+)-lin�eaire.

2 Syst�emes lin�eaires

Nous donnons maintenant une th�eorie g�en�erale couvrant en particulier les syst�emes d�ecrits en x1.

2.0.1 D�e�nition (Signaux) Soit D un dio��de. On appelle ensemble de signaux un sous-modulo��de

� de D

R

(cf. 0,3.1.1).

Un signal est donc une application de Rdans D. L'ensemble � est tel que la somme de deux signaux

soit un signal, et le produit d'un signal par un scalaire soit un signal.

2.0.2 Exemple L'ensemble des applications croissantes de R dans R

max

est un ensemble de sig-

naux.

2.0.3 D�e�nition (Syst�eme lin�eaire) On appelle syst�eme lin�eaire une application S 2 L(�) (cf.

0,3.1.4).
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La somme et le produit de syst�emes correspondent respectivement �a la mise en parall�ele et �a la

mise en s�erie. On notera

Su := S(u) (2:0:a)

de sorte que quand on �ecrit Su(t), il faut comprendre la valeur de la sortie �a l'instant t, soit

(S(u))(t). Un syst�eme lin�eaire v�eri�e donc les propri�et�es caract�eristiques suivantes:

(i) Pour toutes entr�ees u; v 2 �, on a S(u� v) = Su� Sv

(ii) Pour toute entr�ee u 2 � et pour tout scalaire � 2 S, on a S�u = �Su.

La propri�et�e (i) n'est autre que le \principe de superposition" classique.

2.0.4 Remarque �, �equip�e de la loi externe L(�)��! �; (S; u) 7! S(u), est un L(�) modulo��de,

ce qui justi�e la notation (2.0.a).

2.0.5 D�e�nition (Continuit�e) Le syst�eme S est dit continu s'il pr�eserve les bornes-sup (cf.

0,2.3.1).

Dans la suite, nous supposerons l'ensemble � des signaux admissibles complet, de sorte qu'un

syst�eme continu est caract�eris�e par la propri�et�e suivante: pour toute famille de signaux admissibles

fu

i

g

i2I

2 �

I

, on a

S	

Z

i2I

u

i

= 	

Z

i2I

Su

i

: (2:0:b)

On notera L(�) le dio��de complet des syst�emes lin�eaires continus sur D, en conformit�e avec 0,3.1.4.

A titre de curiosit�e, nous exhibons un syst�eme lin�eaire non continu.

2.0.6 Contre exemple Soit le syst�eme lin�eaire sur le dio��de R

min

:

R

R

min

! R

R

min

; u 7! Su : Su(t) = lim inf

s!t

u(s) :

Ce syst�eme v�eri�e (i) et (ii), il n'est cependant pas continu. Posons en e�et

u

n

(t) =

8

<

:

0 si t � 0 ;

�nt si 0 < t <

1

n

;

�1 si

1

n

� t .

On a pour tout tout n � 1;Su

n

(0) = 0, et

	

Z

n2Nnf0g

u

n

(t) =

�

0 si t � 0 ;

�1 sinon.

Ainsi, S	

Z

n

u

n

(0) = �1 6= 	

Z

n

Su

n

(0) = 0.

Dans la suite, nous consid�ererons exclusivement des syst�emes continus

2.0.7 Mise en Feedback On consid�ere le syst�eme repr�esent�e sur la Figure V.3,(iii). On peut

�ecrire:

y = S

1

x; x = u� S

2

y (2:0:c)

Dans le cas des graphes d'�ev�enements temporis�es, on a vu qu'�a une certaine entr�ee peuvent corre-

spondre plusieurs comportements du syst�eme, et l'on a consid�er�e uniquement le comportement au
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Figure V.3: Mise en parall�ele, s�erie, feedback

plus tôt. C'est pourquoi nous appelons mise en feedback de S

2

et S

1

le syst�eme associant �a u le

plus petit y v�eri�ant (2.0.c). On a en substituant x

y = S

1

S

2

y � S

1

u

et en appliquant 0,4.1.2, on trouve la solution minimale:

y = (S

1

S

2

)

�

S

1

u :

Le syst�eme r�esultant est donc lin�eaire continu.

2.1 Syst�emes �el�ementaires (min,+) lin�eaires

Nous �etudions maintenant les syst�emes �el�ementaires lin�eaires sur le dio��de R

min

. Nous consid�erons

trois ensembles de signaux:

1/ R

R

min

, modulo��de complet des signaux �a valeurs dans R

min

,

2/ Croiss(R;R

min

), sous-modulo��de complet des signaux croissants.

3/ Croiss:scs(R;R

min

), sous-modulo��de complet

1

des signaux croissants semi-continus sup�erieu-

rement.

2.1.1 Stock 


c

Il s'agit du syst�eme 


c

d�e�ni par:

8t 2 R; 


c

u(t) := c
 u(t) (= c+ u(t)) : (2:1:a)

L'interpr�etation de l'op�erateur 


c

est claire au vu des exemples pr�ec�edents: un stock initial de c

unit�es (m�etres cubes dans un r�eservoir, nombres de places de stocks dans un atelier) induit un

d�ecalage sur les quantit�es en entr�ee et en sortie. La notation 


c

est justi��ee si l'on remarque que




c




c

0

= 


c+c

0

. En particulier, 


0

= Id et on notera 
 := 


1

. On a en outre

(


c

� 


c

0

)u(t) = min(


c

u(t); 


c

0

u(t)) = min(c+ u(t); c

0

+ u(t)) = min(c; c

0

) + u(t) = 


min(c;c

0

)

u(t)

d'o�u la r�egle essentielle:




c

� 


c

0

= 


min(c;c

0

)

dans L(R

R

min

) : (2:1:b)

1

On rappelle que l'inf d'une famille quelconque de fonctions scs est scs
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2.1.2 Op�erateur de retard �

d

Il s'agit du syst�eme �

d

d�e�ni par

8t; �

d

u(t) := u(t� d) :

L'op�erateur �

d

repr�esente un retard pur. Pour les graphes d'�ev�enements temporis�es, �

d

est l'op�e-

rateur associ�e �a une place avec un temps de s�ejour de d. Ici encore, la notation �

d

est justi��ee

par

�

d


 �

d

0

= �

d+d

0

On notera donc � pour �

1

. Pour la somme �

d

� �

d

0

, il n'y a en g�en�eral pas de r�egle de simpli�cation

analogue �a (2.1.b). Cependant, si l'on se restreint aux signaux croissants, on a

(�

d

� �

d

0

)u(t) = min(u(t� d); (t� d

0

)) = u(t�max(d; d

0

));

d'o�u la r�egle

�

d

� �

d

0

= �

max(d;d

0

)

dans L(Croiss(R;R

min

)): (2:1:c)

2.1.3 Limitateur de d�ebit !

�

Le syst�eme repr�esent�e sur la Figure V.1 est constitu�e de trois

blocs �el�ementaires, deux d'entre eux �etant �etant les op�erateurs \stock" 


c

et \retard" �

d

. Nous

reprenons cet exemple avec c = 0 et d = 0. On obtient alors le \limitateur de d�ebit", y = !

�

(u), qui

�a l'entr�ee u(�), associe la solution maximale (au sens usuel) y(�) solution du syst�eme (1.2.a){(1.2.b)

avec c = d = 0 (et � � 0). En x 1.1, on a montr�e que !

�

se repr�esente comme suit:

!

�

u(t) = inf

�

[k(t� �) + u(�)]

o�u k(s) est donn�e par

k(s) =

�

�s si s � 0

+1 sinon

(i.e. (1.2.c) avec c = d = 0). A la di��erence de 


c

et �

d

, nous notons !

�

avec � en indice, parce que

� ne se comporte pas comme un exposant. On a en fait:

!

�


 !

�

0

= !

min(�;�

0

)

; (2:1:d)

comme il r�esulte d'une v�eri�cation �el�ementaire. Physiquement, deux limitateurs de d�ebit plac�es en

s�erie se comportent comme un seul (le plus contraignant des deux). De même, pour la mise en

parall�ele, on a:

!

�

� !

�

0

= !

min(�;�

0

)

: (2:1:e)

Il faut bien voir ici que la mise en parall�ele correspond au m�elange des 
ux en proportion �egale, et

non �a leur l'addition au sens usuel.

2.2 Syst�emes �el�ementaires (max;+) lin�eaires

On consid�ere les trois ensemble de signaux:

1/ R

R

max

, modulo��de complet des fonctions �a valeurs dans R

max

,

2/ Croiss(R;R

max

), sous-modulo��de complet des fonctions dateur croissantes.

3/ Croiss:sci(R;R

max

), sous-modulo��de complet

2

des signaux croissants sci (semi-continus inf�e-

rieurement).

2

On rappelle que l'inf d'une famille quelconque de fonctions scs est scs
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Nous examinons maintenant la version (max;+) lin�eaires des syst�emes trait�es en x2.1

2.2.1 Op�erateur de stock 


c

Nous notons 


c

l'op�erateur qui �a un dateur u 2 R

R

max

associe le

dateur suivant:




c

u(t) = u(t� c) : (2:2:a)

On a toujours 


c




c

0

= 


c+c

0

. Cependant, la r�egle 


c

� 


c

0

= 


min(c;c

0

)

est fausse dans L(R

R

min

). Si

l'on suppose u croissante, on a

(


c

� 


c

0

)u(n) = max(u(n� c); u(n� c

0

)) = u(n �min(c; c

0

)) = 


min(c;c

0

)

u(n);

d'o�u:




c

� 


c

0

= 


min(c;c

0

)

dans L(Croiss(R;R

max

)). (2:2:b)

2.2.2 Remarque Il peut sembler d�esinvolte d'utiliser la même notation 


c

pour l'op�erateur ap-

partenant �a L(R

R

min

) d�e�ni en 2.1.1 et pour l'op�erateur appartenant �a L(R

R

max

) d�e�ni ci dessus.

Nous montrerons dans la suite que (2.2.a) est duale en un sens pr�ecis de (2.1.a), et repr�esente

physiquement le même syst�eme.

2.2.3 Op�erateur de retard �

d

Il s'agit de l'op�erateur qui �a u 2 R

R

max

associe le dateur:

�

d

u(n) = d+ u(n) : (2:2:c)

On a toujours �

d

�

d

0

= �

d+d

0

. Mais maintenant:

�

d

� �

d

0

= �

max(d;d

0

)

dans L(R

R

max

). (2:2:d)

Le lecteur aura not�e l'inversion entre (2.1.b),(2.1.c) et (2.2.b),(2.2.d) quant aux domaines o�u les

sommes d'op�erateurs 
 et les sommes d'op�erateurs � se simpli�ent.

3 Repr�esentation des syst�emes lin�eaires

3.1 Syst�emes lin�eaires sur D

R

Dans cette section, nous �etendons les r�esultats classiques de repr�esentation des syst�emes lin�eaires

au syst�emes lin�eaires continus sur un dio��de complet D. Nous commen�cons par traiter le cas o�u le

modulo��de des signaux admissibles � est de la forme D

R

, puis �etendrons simplement les r�esultats �a

des signaux plus g�en�eraux. On d�e�nit la fonction e, qui jouera le rôle du Dirac usuel.

3.1.1 D�e�nition (Impulsion) On appelle impulsion le signal e d�e�ni par

e(t)

def

=

�

e

D

si t = 0 ;

"

D

sinon.

(3:1:a)

On a trivialement

8u; 8t; u(t) = 	

Z

s

u(s)e(t� s) ; (3:1:b)

i.e.

u = 	

Z

s

u(s)�

s

e (3:1:c)
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ce qui est la d�ecomposition d'un signal sur la \base canonique" f�

s

eg

s2R

. Une telle d�ecomposition

est unique, puisque si u =

	

R

s

v

s

�

s

e, on applique (3.1.b) �a s 7! v

s

, d'o�u v

t

= u(t) pour tout t. Le

th�eor�eme suivant montre que les syst�emes lin�eaires continus sur D

R

se repr�esentent par un op�erateur

�a noyau:

3.1.2 Th�eor�eme Le syst�eme S est lin�eaire continu sur D

R

ssi il existe une application k, R

2

! D,

appel�ee r�eponse impulsionnelle telle que:

8u 2 D

R

; 8t; Su(t) = 	

Z

s

u(s)k(t; s) : (3:1:d)

En outre, un tel k est unique.

Preuve Le sens \si" est imm�ediat. R�eciproquement, on a

y(t) = Su(t) = S	

Z

s

u(s)�

s

e(t) ;

ce qui en raison des hypoth�eses de lin�earit�e et continuit�e, entrâ�ne,

y(t) = 	

Z

s

u(s)S�

s

(t) = 	

Z

s

u(s)k(t; s) ;

o�u l'on a pos�e

k(t; s)

def

= S�

s

e(t) :

Pour l'unicit�e, supposons une autre fonction � v�eri�ant (3.1.d). En prenant u = �

s

e, on obtient

k(t; s) = S�

s

e(t)

= 	

Z

�

�

s

e(�)�(t; �)

= �(t; s) :

�

3.1.3 D�e�nition (stationnarit�e) Le syst�eme lin�eaire S est dit stationnaire s'il commute avec

l'op�erateur retard, i.e.

pour tout d 2 R, S�

d

= �

d

S :

On notera L

stat

(D

R

) le sous-dio��de de L(D

R

), form�e des syst�emes continus stationnaires.

3.1.4 Th�eor�eme Le syst�eme continu S est stationnaire ssi sa r�eponse impulsionnelle k(t; s) d�epend

seulement de la di��erence t� s, i.e., avec l'abus de notation coutumier:

k(t; s) = k(t� s) ;

et k = Se:

Preuve Si S est stationnaire, on a

k(t; s) = S�

s

e(t) = �

s

Se(t) = Se(t� s) :
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R�eciproquement, soit S : Su(t) = 	

Z

u(s)k(t� s). On a

S�

�

u(t) = 	

Z

�

�

u(s)k(t� s);

et en posant s

0

= s� � ,

S�

�

u(t) = 	

Z

u(s

0

)�

�

k(t� s

0

) = �

�

Su(t) :

�

3.1.5 D�e�nition (Produit de convolution) On appelle convol�ee de u et v 2 D

R

l'application

u � v 2 D

R

d�e�nie comme suit:

u � v(t) = 	

Z

�2R

u(�)v(t� �) :

D

R

, muni de la somme point par point et du produit de convolution est un dio��de complet. L'unit�e

de D

R

est l'impulsion e, ce qui l�egitime a posteriori la notation \e". On a montr�e que dans le cas

stationnaire, la relation entr�ee-sortie s'exprime par

y(t) = 	

Z

s

u(s)k(t� s) :

Autrement dit, la sortie n'est autre que la convol�ee de l'entr�ee par la r�eponse impulsionnelle k du

syst�eme. Dans le cas de D = R

min

, la D-convolution co��ncide avec le produit d'inf-convolution bien

connu en analyse convexe [87].

3.1.6 Corollaire L'application qui �a un syst�eme associe sa r�eponse impulsionnelle est un isomor-

phisme continu du dio��de des syst�emes lin�eaires continus stationnaires sur D

R

, muni de la somme

point par point et du produit de convolution, i.e.

(L

stat

(D

R

);�; �) ' (D

R

;�; �) :

3.1.7 Corollaire Si D est commutatif, les syst�emes lin�eaires continus stationnaires mono-entr�ee

mono-sortie forment un dio��de commutatif.

3.1.8 D�e�nition (Causalit�e) Le syst�eme lin�eaire S est dit causal si pour toutes entr�ees u

1

et u

2

,

u

1

(t) = u

2

(t) pour t � � ) Su

1

(t) = Su

2

(t) pour t � � :

3.1.9 Th�eor�eme Le syst�eme S est causal ssi sa r�eponse impulsionnelle est telle que k(t; s) = "

pour s > t.

Preuve On a k(t; s) = S�

s

e(t). Pour t < s, �

s

e co��ncide avec la fonction nulle " sur ]�1; t]. �

3.1.10 Corollaire Un syst�eme stationnaire de r�eponse impulsionnelle k est causal ssi k(t) = "

pour t < 0.
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3.1.11 Exemple Consid�erons les trois syst�emes �el�ementaires introduits en x 2.1: ce sont des

syst�emes lin�eaires stationnaires continus sur R

min

dont les r�eponses impulsionnelles sont respec-

tivement




c

e(t) =

�

c si t = 0 ;

" sinon.

(3:1:e)

�

d

e(t) =

�

e si t = d ;

" sinon.

(3:1:f)

!

�

e(t) =

�

" si t < 0 ;

� � t sinon.

(3:1:g)

3.2 Syst�eme lin�eaires continus sur des bons ensembles de signaux

3.2.1 D�e�nition On dit que � est un bon ensemble de signaux si

(i) � est un sous modulo��de complet de D

R

,

(ii) 8s 2 R; �

s

� � �,

(iii) Il existe e

0

2 � telle que 8u 2 �; e

0

� u = u � e

0

= u.

La condition (ii) exige que si � contient un signal u, alors il contient tous les translat�es de u. La

derni�ere exprime que � admet un �el�ement unit�e e

0

pour le produit de convolution. (�;�; �) est

alors un dio��de complet, qui n'est cependant pas un sous-dio��de de D

R

dans la mesure o�u l'�el�ement

neutre e

0

ne co��ncide pas en g�en�eral avec e.

3.2.2 Proposition Si � v�eri�e 3.2.1,(i) et (ii), alors D

R

� � � � et � � D

R

� �.

Preuve Soit u 2 D

R

et v 2 �, montrons que u � v 2 �. On a

u � v = 	

Z

�

u(�)�

�

v

qui via (ii) et le fait que � est complet, appartient �a �. �

La proposition exprime que � est l'analogue d'un id�eal dans (D

R

;�; �). On a ici l'analogue des

propri�et�es de r�egularisation de la convolution usuelle.

3.2.3 Prolongement �a D

R

Il r�esulte de l'existence d'un op�erateur lin�eaire de projection sur �

qu'un syst�eme S lin�eaire d�e�ni a priori sur � se prolonge trivialement �a D

R

, en l'occurrence par le

syst�eme

~

S suivant:

~

Su = S(u � e

0

) ; (3:2:a)

ce qui se repr�esente par le diagramme commutatif:

D

R

~

S

�! D

R

" i i "

�

S

�! �

o�u i d�enote l'injection canonique.

Appelons �� l'ensemble des u 2 D

R

tels que t 7! u(�t) appartienne �a �. On a le r�esultat d'unicit�e

suivant.
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3.2.4 Th�eor�eme Pour tout syst�eme S lin�eaire sur �, il existe une unique application k : R

2

! D,

telle que:

(i) 8s 2 R, t 7! k(t; s) 2 �

(ii) 8t 2 R, s 7! k(t; s) 2 ��

(iii) Le syst�eme de noyau k prolonge S �a D

R

.

Preuve Soit

~

k le noyau associ�e au prolongement (3.2.a). On a:

~

k(t; s) := S�

s

e

0

(t) : (3:2:b)

En outre, pour tout u 2 �:

Su(t) = S(u � e

0

)(t) = 	

Z

s2R

	

Z

�2R

u(�)e

0

(s� �)

~

k(t; s):

Il r�esulte de cette derni�ere formule et de (3.2.b) que le noyau

k(t; �) := 	

Z

s2R

e

0

(s� �)

~

k(t; s)

r�epond �a la question. R�eciproquement soit k une application v�eri�ant les conditions du Th�eor�eme.

Posons

^

k(t; s) := k(t;�s). On a, pour tous t; � 2 R,

S�

�

e

0

(t) = 	

Z

s2R

�

�

e

0

(s)k(t; s) = 	

Z

s2R

e

0

(s� �)k(t; s)

= 	

Z

s

0

2R

e

0

(�s

0

� �)

^

k(t; s

0

) =

^

k(t;��) = k(t; �) ;

ce qui montre l'unicit�e d'une telle application. �

On en d�eduit sans di�cult�e les deux corollaires suivants:

3.2.5 Corollaire Soit S un syst�eme lin�eaire stationnaire sur un bon ensemble de signaux �. Il

existe un unique k 2 � tel que

8u 2 �; Su = u � k :

3.2.6 Corollaire On a l'isomorphisme de dio��des:

(L

stat

(�);�; �) ' (�;�; �) :

Nous appliquons maintenant ce r�esultat aux fonctions croissantes, qui seront d'un usage constant

dans la suite.

3.3 Application aux fonctions croissantes

Soit � = Croiss(R;R

min

), sous-modulo��de de R

R

min

form�e des applications croissantes pour l'ordre

usuel, i.e. d�ecroissantes pour l'ordre �. On va montrer que � est un bon ensemble de signaux, et

en particulier que l'unit�e de � pour le produit de convolution est la fonction suivante:

e

cr

(t) =

�

0 si t � 0

+1 sinon

; (3:3:a)

ou de mani�ere �equivalente

e

cr

= 	

Z

��0

�

��

e :
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3.3.1 Proposition Un signal s 2 R

R

min

est d�ecroissant (pour l'ordre naturel �), i.e. croissant au

sens usuel, ssi e

cr

� s = s.

Preuve Les propositions suivantes sont �equivalentes:

u croissante

8� � 0; u(t � �) � u(t)

8� � 0; u(t � �) � u(t)

	

Z

��0

�

�

u(t) � u(t)

e

cr

� u � u

e

cr

� u = u ;

la derni�ere �equivalence r�esultant de e

cr

� e. �

On r�e�ecrit e

cr

� s = s comme suit:

u(t) = inf

��0

u(�) :

Sous cette forme, la proposition 3.3.1 devient imm�ediate.

On avait a priori via le lemme de projection 0,5.1.15 l'existence d'une application pr

Croiss(R;R)

.

Ce qui est non banal, c'est la r�ealisation de pr

Croiss(R;R)

par une convolution, i.e. pr

Croiss(R;R)

(x) =

e

cr

� x. On a en traduisant l'idempotence de pr

Croiss(R;R)

:

e

cr

� e

cr

= e

cr

(3:3:b)

(on peut aussi appliquer 3.3.1 �a s = e

cr

). Cela montre que le modulo��de complet Croiss(R;R

min

)

v�eri�e les propri�et�es 3.2.1,(ii) et (iii), et est donc un bon ensemble de signaux. Les syst�emes 


c

,

�

d

et !

�

admettent des restrictions �a Croiss(R;R

min

). Les r�eponses impulsionnelles de ces syst�emes

sont les suivantes:




c

e

cr

: 


c

e

cr

(t) =

�

c si t � 0

+1 sinon

�

d

e

cr

: �

d

e

cr

(t) =

�

0 si t � d

+1 sinon

!

�

e

cr

: !

�

e

cr

(t) =

�

0 si t � 0

� � t sinon.

(3:3:c)

On constate que la r�eponse impulsionnelle 


c

e d�e�nit le même syst�eme sur Croiss(R;R

min

) que

la r�eponse impulsionnelle 


c

e

cr

, �a savoir le syst�eme 


c

. En d'autres termes, quant on restreint

l'ensemble des signaux, la correspondance syst�eme! r�eponse impulsionnelle cesse d'être injective.

3.3.2 Corollaire Soit S 2 L(Croiss(R;R

min

)). Il existe une unique fonction k 2 Croiss(R;R

min

)

(r�eponse impulsionnelle) telle que

S = 	

Z

t2R




k(t)

�

t

: (3:3:d)

R�esultat dual pour L(Croiss(R;R

max

)).

3.3.3 Corollaire (Causalit�e pour les fonctions croissantes)

Le syst�eme S 2 L(Croiss(R;R

min

)) est causal ssi sa r�eponse impulsionnelle k v�eri�e

8t < 0; k(t) = k(0) :
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Preuve Le rel�evement canonique de

~

S �a R

R

min

est causal. On a donc via 3.1.10

~

Su = k

0

� u avec

k

0

(t) = +1 pour t < 0. On a k = k

0

� e

cr

, d'o�u

k(t) = inf

��0

[k

0

(�) + e

cr

(t � �)] = inf

��0

[k

0

(�) + 0] = k

0

(0) :

On a la version duale de 3.3.3 suivante:

3.3.4 Corollaire Le syst�eme S 2 L(Croiss(R;R

max

)) est causal ssi sa r�eponse impulsionnelle k

v�eri�e

8t < 0; k(t) = �1 :

3.3.5 Proposition On a la r�egle de simpli�cation suivante:

pour n; t; � � 0; n � t� ) 


n

�

t

� !

�

= !

�

dans L(Croiss(R;R

min

)) :

Preuve On obtient la somme des op�erateurs en prenant l'enveloppe inf�erieure des r�eponses impul-

sionnelles donn�ees en (3.3.c). �

3.3.6 Exemple (Fonctions croissantes scs) L'ensemble des fonctions croissantes scs R! R

min

semi-continues sup�erieurement est complet (un inf de fonctions scs est scs). Il admet l'unit�e suivante:

e

scs

: e

scs

(t) =

�

0 si t < 0

+1 si t � 0,

(3:3:e)

qui ne di��ere de l'unit�e e

cr

des fonctions croissantes d�e�nie en (3.3.a) que par la valeur 0. On

notera en e�et qu'une fonction croissante est scs si et seulement si elle est continue �a droite. On a

donc n�ecessairement e

scs

(0) = lim

t!0

+
e

scs

(t), ce qui est bien le cas pour (3.3.e). On v�eri�e qu'une

fonction est scs croissante (au sens usuel) ssi e

scs

� u = u.

3.3.7 Contre exemple L'ensemble des fonctions concaves scs de R dans R

min

n'est pas un bon

ensemble de signaux. Il est en e�et stable par somme et produit d'inf-convolution, mais n'admet

pas d'unit�e.

3.3.8 Syst�emes en temps discret Pour la simplicit�e de l'expos�e, nous avons pris le temps �a

valeur r�eelle et on a pris des signaux d�e�nis sur tout R. La th�eorie est identique pour des signaux

d�e�nis pour un temps discret, ce qui revient �a consid�erer des sous-modulo��des de D

Z

. au lieu de D

R

.

Nous donnons �a titre d'exemple un �enonc�e utile pour les op�erateurs lin�eaires dans Croiss(Z;R

min

):

3.3.9 Proposition Soit S 2 L(Croiss(Z;R

min

)). Il existe une unique fonction k 2 Croiss(Z;R

min

),

dite r�eponse impulsionnelle de S, telle que

S =

M

t2Z




k(t)

�

t

: (3:3:f)

3.4 Syst�emes vectoriels sur les bons ensembles de signaux

Soit � un bon ensemble de signaux. On a pour les matrices �a coe�cients dans � le produit induit

par la structure de dio��de (�;�; �):

(AB)

ij

=

M

k

A

ik

�B

kj

: (3:4:a)

Le r�esultat suivant est une g�en�eralisation imm�ediate de 3.2.5.
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3.4.1 Proposition Soit S 2 L(�

p

;�

n

) stationnaire. Il existe une unique matrice K 2 �

p�n

, dite

r�eponse impulsionnelle, telle que:

Su = Ku ;

o�u le produit de matrice du second membre s'entend au sens de (3.4.a).

Un syst�eme g�en�eral obtenu par mise en s�erie, parall�ele et feedback d'op�erateurs lin�eaires station-

naires s'�ecrira comme la plus petite solution d'un syst�eme du type:

X = AX �BU; Y = CX : (3:4:b)

On solution minimale s'obtient imm�ediatement par:

Y = CA

�

Bu =: HU

o�u l'�etoile de la matrice A peut être calcul�ee �a l'aide de l'algorithme de Gauss-Jordan 0,4.2.1. H

est appel�ee matrice de transfert.

3.4.2 Exemple Soit le syst�eme lin�eaire sur Croiss(R;R

min

) repr�esent�e sur la Figure V.4,(i). On

f
---- -

�

?

6

- --

�

!

1




7

�

yu

(ii)

u y

x

1

x

2

(i)

!

1




5

� 


7




6

�

Figure V.4: Un syst�eme lin�eaire sur Croiss(R;R

min

) et son �equivalent simpli��e

peut �ecrire:

"

x

1

x

2

#

=

"




6

� 


5

!

1

"

# "

x

1

x

2

#

�

"

�

"

#

u = Ax �B

y =

h

" 


7

i

"

x

1

x

2

#

u = Cu :

(3:4:c)

Au lieu de calculer y = CA

�

Bu, l'�etoile de A s'obtenant par exemple par 0, 4.2.1, nous pr�ef�erons

�eliminer �a la main x

1

et x

2

. En �eliminant x

2

, il vient:

x

1

= 


6

�x

1

� 


5

!

1

x

1

� �u : (3:4:d)

On a par 3.3.5 


6

� � 


5

!

1

. En outre, via (2.1.d), on a !

�

1

= !

1

, et par 0,4.1.6,(vii)

(


5

!

1

)

�

= (


5

!

�

1

)

�

= e� 


5

(


5

� !

1

)

�

= e� 


5

!

1

:

La plus petite solution de (3.4.d) est donc

x

1

= (e� 


5

!

1

)�u;
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d'o�u

x

2

= !

1

x

1

= (!

1

� 


5

!

1

)�u = !

1

�u :

On a �nalement la relation entr�ee sortie fort simple:

y = hu = 


7

�!

1

u :

Cela montre en particulier que le syst�eme plus simple repr�esent�e �a droite sur la �gure V.4,(ii), est

�equivalent du point de vue de la relation entr�ee-sortie au syst�eme V.4,(i).

4 Fonction de transfert des syst�emes (min;+) lin�eaires station-

naires

4.1 Transformation de Fenchel

Nous introduisons ici la notion de fonction num�erique de transfert. On obtient ces fonctions par

une op�eration analogue �a la transformation de Laplace en th�eorie classique. Dans notre cas, ce rôle

sera jou�e par une transformation de type Fenchel [87].

Il r�esulte de 3.2.5 qu'un syst�eme lin�eaire stationnaire sur D

R

de r�eponse impulsionnelle k admet

la repr�esentation suivante (unique):

S = 	

Z

s2R

k(s)�

s

; (4:1:a)

laquelle somme s'entend dans L(D

R

). On a aussi la forme �equivalente:

S = 	

Z

s2R




k(s)

�

s

:

4.1.1 D�e�nition (Fonction de transfert) On appelle fonction de transfert associ�ee �a la r�eponse

impulsionnelle k la fonction Fk; R! R d�e�nie par

Fk(p) = 	

Z

x2R

k(x)p

�x

= inf

x2R

[k(x)� px] :

4.1.2 Remarque Fk(p) peut s'interpr�eter comme l'�evaluation de l'expression formelle (4.1.a) dans

le dio��de R

min

, obtenue en donnant �a la lettre � la valeur �p. On notera en e�et que p

�x

= �p

x

(en

fait, les expressions x

p

, p

x

et 1

p
x

dans le dio��de R

min

d�esignent le même �el�ement, �a savoir p � x

dans l'alg�ebre usuelle).

4.1.3 Proposition L'application F est un morphisme continu de (�;�; �) dans (R

R

min

;min;+).

3

Preuve La seul point non trivial est le suivant, qui est bien classique:

4.1.4 Lemme (Trivialisation du produit d'inf-convolution) On a pour tout (u; v) 2 R

R

min

:

F(u � v) = Fu+ Fv :

3

+ d�esigne la somme point par point.
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Preuve du lemme:

F(u � v)(p) = 	

Z

t2R

	

Z

�2R

u(t� �)v(�)p

�t

= 	

Z

t2R

	

Z

�2R

u(t� �)v(�)p

�(t��)

p

��

=

�

	

Z

t

0

2R

u(t

0

)p

�t

0

��

	

Z

�2R

u(�)p

��

�

= (Fu(p))(Fv(p)) :

o�u l'on a fait le changement de variables t

0

= t � � . �

4.1.5 Exemple on v�eri�e imm�ediatement les formules suivantes, pour les op�erateurs 


c

, �

d

et !

�

d�e�nis sur R

R

min

:

F


c

e(p) = c; 8p ;

F�

d

e(p) = �d � p; 8p ;

F!

�

e(p) =

�

0 si p � � ;

�1 sinon.

(4:1:b)

4.1.6 Remarque (Lien avec la transform�ee de Fenchel classique) On a:

Fk(p) = inf

x2R

[f(x)� px] = � sup

x2R

[px� fx] = �F

e

k(p) ; (4:1:c)

o�u l'on a not�e F

e

la transform�ee de Fenchel classique[87]. Autrement dit, F n'est autre que la

transformation de Fenchel chang�ee de signe.

4.1.7 Remarque (Cas des syst�emes d�e�nis sur Croiss(R;R

min

)) Soit S 2 L(Croiss(R;R

min

)),

de r�eponse impulsionnelle croissante k. On a

p < 0 ) Fk(p) = �1 ;

comme il r�esulte de lim

x!�1

(k(x)� px) =1.

4.1.8 Exemple L'op�erateur � � �

2

a la même fonction de transfert que

	

R

2

1

�

t

, �a savoir la fonction

num�erique x 7! x� x

2

.

La transformation F n'est donc pas un isomorphisme. On a cependant le r�esultat suivant:

4.1.9 Proposition L'application F : R

R

min

! R

R

min

est r�esiduable. Les ferm�es (cf. 0,5.1.13) sont

les fonctions convexes sci ne valant jamais �1 ou le valant identiquement. Les ferm�es duaux sont

les fonctions concaves scs ne valant jamais +1 ou le valant identiquement. En outre, l'application

r�esidu�ee de F est donn�ee par la formule suivante:

[F

"

(g)](t) =

^

p2R

g(p)t

p

= sup

p2R

[g(p) + pt] : (4:1:d)

Le lecteur aura not�e l'analogie avec la transformation de Fourier inverse.

Preuve La formule pour la r�esidu�ee de F est cons�equence imm�ediate de 0,5.4.7. La caract�erisation

des ferm�es n'est autre que la traduction des propri�et�es classiques de la transform�ee de Fenchel [87].

�

On consid�ere la fonction lin�eaire de pente p, `

p

2 R

R

min

, i.e.

`

p

(x) = px :
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4.1.10 Th�eor�eme Soit S un syst�eme lin�eaire continu stationnaire sur R

R

min

, de r�eponse impul-

sionnelle k. La droite `

p

est un vecteur propre du syst�eme S pour la valeur propre �

p

= Fk(p),

i.e.

S`

p

= �

p

`

p

:

Preuve

k � `

p

(t) = 	

Z

�2R

k(�)p

t��

= 	

Z

�2R

k(�)p

��

p

t

=

�

	

Z

�2R

k(�)p

��

�

p

t

= (Fk(p)) `

p

(t) :

�

4.1.11 Interpr�etation: fonction de gain De même que d'ordinaire, la valeur du transfert au

point j! s'interpr�ete comme le gain du syst�eme pour la fr�equence !, de même ici, Fk(p) apparâ�t

comme le d�ecalage (additif) du syst�eme associ�e �a la pente p.

4.1.12 Remarque (D�ecomposition spectrale de S) Les fonctions concaves scs appara

^

issent

comme les sommes in�nies de droites. Ce sont pr�ecis�ement les signaux qui se d�ecomposent sur la

base f`

p

g

p2R

. Soit

u = 	

Z

p2R

u

p

`

p

(4:1:e)

une telle d�ecomposition. On a

Su = 	

Z

p2R

Fk(p)u

p

`

p

; (4:1:f)

laquelle fonction est clairement concave scs. La formule (4.1.f) est l'�equivalent d'une d�ecomposition

spectrale de l'op�erateur S restreint au sous modulo��de complet des fonctions concaves. On observe

que les coordonn�ees u

p

s'obtiennent au moyen de la formule de r�esiduation suivante:

u

p

=

^

t

u(t)
 p

�t

:

4.1.13 Diagramme de Bode La graphe de l'application p 7! Fk(p) est l'analogue du diagramme

de Bode. Soit par exemple le syst�eme

S = 
�

2

� !

2

:

On a repr�esent�e la r�eponse impulsionnelle, donn�ee par:

h(t) = min(
�

2

e

cr

(t); !

2

e

cr

(t))

(les r�eponses impulsionnelles �el�ementaires 
�

2

e

cr

et !

2

e

cr

sont donn�ees par les formules (3.3.c)). On

a en appliquant (4.1.5), pour p � 0:

Fh(p) = min(1� 2p; �

]�1;2]

(p));

o�u la fonction indicatrice � est donn�ee par

�

A

(p) =

�

0 si p 2 A

�1 si p 62 A.

On a repr�esent�e Fh sur la Figure V.5, ainsi que l'entr�ee `

1

(droite de pente 1 passant par l'origine).

La sortie h � `

1

est �egale �a (�1)
 `

1

= �1 + `

1

, o�u le gain �1 est �egal �a Fh(1) en accord avec le

Th�eor�eme 4.1.10.
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h � `

1

2

t

R�eponse impulsionnelle

Fh(p)

1

�1

2

Fonction de transfert

p

1

0

0

1

1 3

�3

�1

`

1
h(t) = Se

cr

(t)

Figure V.5: Diagramme de Bode de S = 
�

2

� !

2

4.2 R�esum�e

Nous concluons cette section par un tableau faisant le parall�ele entre les syst�emes classiques et les

syst�emes (min;+) lin�eaires.

Syst�emes (min;+) lin�eaires Syst�emes lin�eaires usuels.

min; + +; �

inf-convolution

k � k

0

(t) = 	

Z

�2R

k(�)k

0

(t � �) = inf

�2R

[k(�) + k

0

(t� �)]

convolution

k � k

0

(t) =

R

�2R

k(�)k

0

(t � �)

Syst�emes min-lin�eaires continus

y(t) = 	

Z

�2R

k(t; �)u(�) = inf

�2R

[k(t; �) + u(�)]

Op�erateurs �a noyau

y(t) =

R

�2R

k(t; �)u(�)

Syst�emes stationnaires

y(t) = 	

Z

�2R

k(�)u(t� �) = inf

�2R

[k(�) + u(t � �)]

Syst�emes stationnaires

y(t) =

R

R

h(t� �)u(�) d�

Transform�ee de type Fenchel

Fk(p) = 	

Z

x2R

k(x)p

�x

= inf

x2R

[k(x)� px]

Transform�ee de Fourier

Fk(!) =

R

R

h(t)e

�j!t

dt

Trivialisation de l'inf-convolution

F(k � k

0

) = (Fk)
 (Fk

0

) = (Fk) + (Fk

0

)

Trivialisation de la convolution

F(k � k

0

) = (Fk)(Fk

0

)

Droites

`

p

(x) = p

x

= p� x

Fonctions exponentielles

e

!

(t) = e

j!t

k � `

p

= (Fk(p))`

p

k � e

!

= (Fk(!))e

!
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