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Chapitre V

Systemes dynamiques linéaires sur
un dioide

Introduction

Ici commence la partie relative ala “Théorie des Systemes” proprement dite. On donne tout d’abord
des exemples de systéemes simples linéaires sur certaines structures de dioides déja étudiés. On
établit ensuite des résultats de représentation pour ces systéemes. On montre qu’un systeme linéaire
continu se représente par un opérateur a noyau. Dans le cas stationnaire, cet opérateur se réduit a
un opérateur de convolution par la réponse impulsionnelle. On caractérise la causalité de maniere
naturelle. On montre que le réle de la transformée de Laplace pour les systemes classiques est ici
joué par une transformée de type Fenchel (ou conjugaison convexe). On met en évidence une notion
de fonction de transfert, qui représente physiquement le gain du systéeme. Les développements
de ce chapitre correspondent essentiellement aux deux papiers publiés en commun avec G.Cohen,
R. Nikoukhah, J.P. Quadrat et M. Plus [19, 81]. Le lecteur trouvera des résultats analogues de
représentation des endomorphismes continus de moduloides, établis antérieurement par Dudnikov
et Samborskii[31, 89]. On trouvera par ailleurs des idées analogues chez Maslov [67]. Les résultats
de Dudnikov et Samborskii sont équivalents a notre Théoreme 3.1.2.

1 Exemples

1.1 Un systéme continu et son analogue discret

Considérons le systeme mono-entrée mono-sortie § : u — y représenté a gauche de la Figure V.1.
Un fluide circule a travers un long tuyau vers un premier réservoir (vide a la date 0). L’entrée
u(t) représente la quantité cumulée de liquide entrée dans le tuyau jusqu’a I'instant ¢ (la fonction
t — u(t) est donc croissante, et 'on a u(¢) = 0 pour ¢ < 0). Le liquide met un temps ¢ & parcourir
le tuyau. Le liquide passe du premier au second réservoir a travers une ouverture qui limite le débit
instantané a la valeur maximale de 3 > 0. On note y(t) le volume de fluide dans le second réservoir
a l'instant ¢. On a une quantité initiale y(0) = c.
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Figure V.1: Systeme continu et analogue discret

1.2 Equations dynamiques

Le débit d’entrée dans le second réservoir étant limité a 3, on a:

Vi, V0 >0, y(t+6) <y(t)+ 30 .

D’autre part,

Vi, y(t) <u(t—d)+c .

Il en résulte immédiatement que Vt et ¥ > 0,

Y(1) < y(t—0)+ PO < ult—d—0) + c+ 30 .

d’ou pour tout ¢,

y(t) < influ(t —d—0)+ c+ 0] =

= 6>0

Posons

Mﬂ:{

et définissons 7 par:

+00
¢+ B(t - d)

pour t <d ;
sinon.

mn%ﬁﬁ[u—ﬂ+kwﬂ.

Toute sortie y vérifie y < ¥. En outre:

y(t+9)

<

eRrR

mf[u(t +6—7)+ k(7)]

infu(t — ) + k(s + 0)

influ(t - s) + k(s)] + 66
QRS

igf;l[u(t—r)—l—c—l—ﬁ(r—d)] .

(1.2.a)

(1.2.b)

(1.2.¢)

(1.2.d)

(1.2.e)

d’ou il résulte que ¥ est la solution maximale de (1.2.a). C’est cette solution ¥ qui décrira le
comportement physique du systeme si I'on suppose que le liquide s’écoule aussi rapidement que

possible.

On a ainsi montré que la sortie au plus to6t du systeme est représentée par une inf-

convolution de I’entrée avec la fonction k. De cela, il résulte immédiatement que le systeme u — S(u)

est (min, +) linéaire, i.e. vérifie les deux propriétés suivantes:
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min-superposition  Yu,u' € R S(min(u,v)) = min(S(u), S(v))
invariance additive VA eR S(A+u)= A+ S(u).

1.2.1 Remarque On peut voir le calcul qui précéde comme la résolution (en fait le calcul de la
solution maximale) de ’équation fonctionnelle (min, +):

y(t) = min(uf [y(t — 6) + 56), u(t — d) + ) .

1.3 Analogue discret

On peut voir le systeme précédent comme la version continue d’un systéeme a événements discrets.
Considérons la version discrétisée suivante de S:

y(t+h) —y(t) < ?h : (13.0)

Sy isupy t.q. { (1) < e+ u(t—d

ot le temps varie dans hZ. La solution maximale de (1.3.a) vérifie clairement la récurrence suivante:
y(t) = min(y(t — h) + ph,c+ u(t — d)) . (1.3.b)

Si ¢ et Sh sont entiers, (1.3.b) n’est autre que I’équation dynamique du graphe d’événements
temporisé a droite de la Figure V.1. Un tel graphe correspondrait par exemple au systéeme de
production suivant: les pieces rentrent dans un atelier, au bout d’un temps de préparation de d
unités de temps, on les place dans un stock en attente devant un groupe de Sh machines identiques
travaillant en parallele. Chaque piece reste h unités de temps sur une machine.

On montre en raisonnant comme précédemment que la sortie est donnée par I'inf-convolution
discrete:

Vi€ hZ, TF(t)= Tiélgz[k(r) + u(t — 7)] (1.3.c)

ou la fonction k est la méme que dans le cas continu.

1.4 Meélangeur

Soient maintenant deux systemes du type de celui de la Figure V.1, le premier traitant du liquide
de couleur rouge, le second du liquide blanc, et un mélangeur produisant du rose a partir de ces
deux liquides en proportions égales. Soient u, la quantité cumulée de rouge entrée jusqu’a 'instant
t, uy, idem pour le blanc. Si le mélange est instantané, la quantité de rose produit est

y(t) = min(uy(t), up(t)) .

Le systeme (uy, up) — y est clairement (min, 4 )-linéaire. I.’analogue discret du mélange est I'opéra-
tion d’assemblage de deux types de pieces. Dans le langage des graphes d’événements temporisés,
on la représenterait par une transition confluente, soit le dessin de la Figure V.2:

1.5 Exemple de systéeme (max, +) linéaire

Nous reprenons 'exemple du limitateur de débit, mais au lieu d’introduire les quantités cumulées
u(t) et y(t), nous définissons les deux fonctions suivantes, dites fonctions dateur:

u(n) = “premiere date ot la quantité cumulée de liquide entré est au moins égale a n” (1.5.a)
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Uy Up

Figure V.2: Mélangeur

La fonction n — y(n) est définie de maniére analogue pour les quantités sorties. Pour simplifier
I’exposé, nous supposons la quantité cumulée entrée croissante (ce qui revient & interdire de retirer
du liquide dans les réservoir d’entrée). La fonction u définie par (1.5.a) est alors croissante. En
raisonnant comme en §1.1, on obtient 'inéquation suivante

y(n) > sg;o)[ﬁ_ll/ +u(t—v) . (1.5.b)

Si I'on suppose que le liquide s’écoule au plus t6t, la sortie du systéme est donnée par:

7(n) = sup[B~'v 4+ u(t — v)] = sup[k(v) + u(t —v)] , (1.5.c)
v>0 veER

ou la fonction k est donnée par

k) = {ﬁ_ly sty >0 (1.5.d)

-0 siv<O0.
La fonction § qui a la fonction dateur d’entrée u associe la fonction dateur au plus t6t de la sortie
vérifie les deux propriétés suivantes:

max-superposition  Vu,u' € R S(max(u,v)) = max(S(u),S(v))
invariance additive VA eR S(A+u)= A+ S(u).

Le systeme S peut donc étre qualifié de (max, +)-linéaire.

2 Systemes linéaires

Nous donnons maintenant une théorie générale couvrant en particulier les systemes décrits en §1.

2.0.1 Définition (Signaux) Soit D un dioide. On appelle ensemble de signaux un sous-moduloide
Y de DX (cf. 0,3.1.1).

Un signal est donc une application de R dans D. L’ensemble Y. est tel que la somme de deux signaux
soit un signal, et le produit d’un signal par un scalaire soit un signal.

2.0.2 Exemple L’ensemble des applications croissantes de R dans Ry, est un ensemble de sig-
naux.

2.0.3 Définition (Systéme linéaire) On appelle systeme linéaire une application S € L(X) (cf.
0,3.1.4).
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La somme et le produit de systemes correspondent respectivement a la mise en parallele et a la
mise en série. On notera

Su = 8(u) (2.0.a)

de sorte que quand on écrit Su(?), il faut comprendre la valeur de la sortie & l'instant ¢, soit
(S(u))(t). Un systeéme linéaire vérifie donc les propriétés caractéristiques suivantes:
(i

i) Pour toutes entrées u,v € ¥,ona S(udv)=SudSv
)

(ii

La propriété (i) n’est autre que le “principe de superposition” classique.

Pour toute entrée u € X et pour tout scalaire A € S, on a SAu = ASu.

2.0.4 Remarque X, équipé de la loi externe L(X)x ¥ — X, (S, u) — S(u), est un L(X) moduloide,
ce qui justifie la notation (2.0.a).

2.0.5 Définition (Continuité) Le systéme S est dit continu s’il préserve les bornes-sup (cf.

0,2.3.1).

Dans la suite, nous supposerons ’ensemble Y. des signaux admissibles complet, de sorte qu’un
systeme continu est caractérisé par la propriété suivante: pour toute famille de signaux admissibles
{u;}ier € ¥, on a

St u; = Su; . (2.0.h)
el el

On notera £(X) le dioide complet des systémes linéaires continus sur D, en conformité avec 0,3.1.4.

A titre de curiosité, nous exhibons un systeéme linéaire non continu.

2.0.6 Contre exemple Soit le systéme linéaire sur le dioide Rpin:

Rﬂriin - Riim w— Su: Su(t)=liminfu(s) .

s—1

Ce systeme vérifie (i) et (ii), il n’est cependant pas continu. Posons en effet

0 sit <0 ;
U (t)y=+{ —nt si0<t<2;
-1 si%ﬁt.

On a pour tout tout n > 1,Su,(0) =0, et

Unp(l) =
igzeN\{O} ()

Ainsi, Sﬂgun(O) =-1 #ﬂgSun(O) = 0.

{0 sit<0 ;

—1 sinon.

Dans la suite, nous considérerons exclusivement des systemes continus

2.0.7 Mise en Feedback On considere le systéme représenté sur la Figure V.3,(iii). On peut
écrire:

y=81x, x=ud Sy (2.0.c)

Dans le cas des graphes d’événements temporisés, on a vu qu’a une certaine entrée peuvent corre-
spondre plusieurs comportements du systeme, et 'on a considéré uniquement le comportement au
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(i) N (ii) (iii) u N y
— 5 R
Sy Sy
S8 S 8181 S1(8281)"

Figure V.3: Mise en parallele, série, feedback

plus tot. C’est pourquoi nous appelons mise en feedback de S; et &1 le systeme associant a u le
plus petit y vérifiant (2.0.c). On a en substituant

y = 518529 & S1u
et en appliquant 0,4.1.2, on trouve la solution minimale:
Yy = (8182)*81u .

Le systeme résultant est donc linéaire continu.

2.1 Systémes élémentaires (min,+) linéaires

Nous étudions maintenant les systemes élémentaires linéaires sur le dioide Ryjn. Nous considérons
trois ensembles de signaux:

1/ Rﬂim, moduloide complet des signaux & valeurs dans Ryy,
2/ Croiss(R, Ryin), sous-moduloide complet des signaux croissants.

3/ Croiss.scs(R, Ryin ), sous-moduloide complet! des signaux croissants semi-continus supérieu-
rement.

2.1.1 Stock ~¢ 1l s’agit du systeme v¢ défini par:
VieR, ~u(t):=c@u(t) (=c+u(t)) . (2.1.a)

L’interprétation de l'opérateur v¢ est claire au vu des exemples précédents: un stock initial de ¢
unités (metres cubes dans un réservoir, nombres de places de stocks dans un atelier) induit un
décalage sur les quantités en entrée et en sortie. La notation ¢ est justifiée si I’on remarque que
yey¢ = y¢+¢' En particulier, ¥° = Id et on notera v := 1. On a en outre

(7 @7 Yu(t) = min(y°u(t),7"u(t)) = mine + u(t), ¢’ + u(t)) = min(e, ) + u(t) = ™" (1)

d’ot la regle essentielle:
V@ ’}/CI _ ,ymin(c,c') dans )C(Riin) ] (2.1.b)

1On rappelle que linf d’une famille quelconque de fonctions scs est scs
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2.1.2 Opérateur de retard 6% 1l s’agit du systeme ¢ défini par
Ve, u(t) := u(t —d) .

L’opérateur 6% représente un retard pur. Pour les graphes d’événements temporisés, §¢ est I'opé-
rateur associé & une place avec un temps de séjour de d. Ici encore, la notation §7 est justifiée
par

(Sd ® (Sd/ — 6d-|—d/
On notera donc § pour 8'. Pour la somme 6¢ @ 6%, il n’y a en général pas de regle de simplification
analogue a (2.1.b). Cependant, si l'on se restreint aux signaux croissants, on a

(6% @ 67 Yu(t) = min(u(t — d), (t — d')) = u(t — max(d, ")),

d’ot la regle

8 @ 6% = max(@4)  dans £(Croiss(R, Ruin))- (2.1.c)

2.1.3 Limitateur de débit wg Le systeme représenté sur la Figure V.1 est constitué de trois
blocs élémentaires, deux d’entre eux étant étant les opérateurs “stock” v et “retard” 6%. Nous
reprenons cet exemple avec ¢ = 0 et d = 0. On obtient alors le “limitateur de débit”, y = wg(u), qui
a ’entrée u(-), associe la solution maximale (au sens usuel) y(-) solution du systeme (1.2.a)-(1.2.b)
avecc=d =0 (et 3>0). En § 1.1, on a montré que wg se représente comme suit:

wgu(t) = il;f[k(t —7)+ u(r)]

ou k(s) est donné par

k(s):{ﬂs sis>0

400  sinon

(i.e. (1.2.c) avec ¢ = d = 0). A la différence de v¢ et ¢, nous notons ws avec 3 en indice, parce que
[ ne se comporte pas comme un exposant. On a en fait:

wp B wgr = “min(3,6') > (21d)

comme il résulte d’une vérification élémentaire. Physiquement, deux limitateurs de débit placés en
série se comportent comme un seul (le plus contraignant des deux). De méme, pour la mise en
parallele, on a:

wg D wpr = Whin(g,87) - (2.1.6)
Il faut bien voir ici que la mise en parallele correspond au mélange des flux en proportion égale, et
non a leur I'addition au sens usuel.

2.2 Systémes élémentaires (max, +) linéaires
On considere les trois ensemble de signaux:

1/ Rﬂiax, moduloide complet des fonctions & valeurs dans Ryay,
2/ Croiss(R,RnaX), sous-moduloide complet des fonctions dateur croissantes.

3/ Croiss.sci(R, Ryay), sous-moduloide complet? des signaux croissants sci (semi-continus infé-
rieurement).

20n rappelle que Uinf d’une famille quelconque de fonctions scs est scs
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Nous examinons maintenant la version (max, 4 ) linéaires des systémes traités en §2.1

2.2.1 Opérateur de stock v° Nous notons ¢ l'opérateur qui a un dateur u € Rﬂiax associe le
dateur suivant:

Yeu(t) = u(t —c) . (2.2.a)

On a toujours 7°9¢ = v°t¢. Cependant, la régle v¢ @ ¢ = y™ine) est fausse dans ,C(Riin). Si
I’on suppose u croissante, on a

(7P ’ycl)u(n) = max(u(n — ¢),u(n — ) = uw(n — min(c, ') = ’ymin(c’c/)u(n),

d’ou:
I

~o @ ¢ = ymin(ed) dans £(Croiss(R, Ryax))- (2.2.h)

2.2.2 Remarque Il peut sembler désinvolte d’utiliser la méme notation ¢ pour 'opérateur ap-

partenant a ,C(Rﬁn) défini en 2.1.1 et pour l'opérateur appartenant a ,C(Rﬂiax) défini ci dessus.
Nous montrerons dans la suite que (2.2.a) est duale en un sens précis de (2.1.a), et représente
physiquement le méme systeme.

2.2.3 Opérateur de retard 6% 1l s’agit de I'opérateur qui & u € Rﬂiax associe le dateur:
6tu(n) = d+ u(n) . (2.2.¢)
On a toujours §%6%" = §9+4" Mais maintenant:
8 6 = gmax(dd)  gans L(R.,.). (2.2.d)

Le lecteur aura noté I'inversion entre (2.1.b),(2.1.c) et (2.2.b),(2.2.d) quant aux domaines ou les
sommes d’opérateurs v et les sommes d’opérateurs 6 se simplifient.

3 Représentation des systemes linéaires

3.1 Systemes linéaires sur D

Dans cette section, nous étendons les résultats classiques de représentation des systemes linéaires
au systemes linéaires continus sur un dioide complet D. Nous commencons par traiter le cas ot le
moduloide des signaux admissibles ¥ est de la forme D¥, puis étendrons simplement les résultats &
des signaux plus généraux. On définit la fonction e, qui jouera le roéle du Dirac usuel.

3.1.1 Définition (Impulsion) On appelle impulsion le signal e défini par

def [ep sit =0 ;
e(t) & {gD = (3.1.)

On a trivialement
Vu, Ve, ult) :ﬂgu(s)e(t _ ), (3.1b)

l.e.

u :ﬂéu(s)ése (3.1.c)
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ce qui est la décomposition d’un signal sur la “base canonique” {é°¢}scr. Une telle décomposition
est unique, puisque si v = f,v,6%¢, on applique (3.1.b) & s — v,, d’ott v, = u(t) pour tout . Le
théoreme suivant montre que les systemes linéaires continus sur DX se représentent par un opérateur
a noyau:

3.1.2 Théoréme Le systéme S est lin€aire continu sur D¥ ssi il existe une application k, R* — D,
appelée réponse impulsionnelle telle que:

u € DF, Vi, Su(t) :ﬂgu(s)k(t,s) . (3.1.d)

S

En outre, un tel k est unique.

Preuve Le sens “si” est immédiat. Réciproquement, on a

y(1) = Su(l) = Sﬂéu(s)ése(t) :

ce qui en raison des hypotheses de linéarité et continuité, entraine,

u(t) = fuls)se°(0) = fulor(t.s) .

S

ou l'on a posé

k(t,s) < S6%e(1) |

Pour "unicité, supposons une autre fonction x vérifiant (3.1.d). En prenant u = ¢, on obtient

k(t,s) = Sé%e(t)

= s
HT(t

fe(T)k(t,T)
s) .

b

3.1.3 Définition (stationnarité) Le systéme linéaire S est dit stationnaire s’il commute avec
Uopérateur retard, i.e.
pour tout d € R, S6t = 618 .

On notera Lggat (D) le sous-dioide de £(D¥), formé des systemes continus stationnaires.

3.1.4 Théoréme Le systéme continu S est stationnaire ssi sa réponse impulsionnelle k(t, s) dépend
seulement de la différence t — s, i.e., avec 'abus de notation coutumier:

k(t,s)=k(t—s) ,

et k = Se.

Preuve Si S est stationnaire, on a

k(t,s) = S6%e(t) = 6°Se(t) = Se(t —s) .
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Réciproquement, soit S : Su(t) :ﬂgu(s)k(t —5).Ona

S67u(t) = ﬂéé%(s)k(t _ o),

et en posant s’ = s — T,

S67u(t) = ﬂéu(s’)éTk(t _ )= 67Su(l) .

3.1.5 Définition (Produit de convolution) On appelle convolée de u et v € DX Uapplication
w*v € DR définie comme suit:

u*v(t) = %—GRU(T)U(t -7T) .

PR, muni de la somme point par point et du produit de convolution est un dioide complet. L'unité
de DF est 'impulsion e, ce qui légitime a posteriori la notation “e”. On a montré que dans le cas
stationnaire, la relation entrée-sortie s’exprime par

W(1) :ﬂgu(s)k(t _9) .

S

Autrement dit, la sortie n’est autre que la convolée de I'entrée par la réponse impulsionnelle £ du
systeme. Dans le cas de D = Ryin, la D-convolution coincide avec le produit d’inf-convolution bien
connu en analyse convexe [87].

3.1.6 Corollaire L’application qui a un systéme associe sa réponse impulsionnelle est un isomor-

phisme continu du dioide des systémes linéaires continus stationnaires sur DX, muni de la somme
point par point et du produit de convolution, i.e.

(ﬁstat(DR)v @7 O) = (DR7 @7 *) .

3.1.7 Corollaire Si D est commutatif, les systémes linéaires continus stationnaires mono-entrée
mono-sortie forment un dioide commutatif.

3.1.8 Définition (Causalité) Le systéme linéaire S est dit causal si pour toutes entrées uy et us,

ui(t) = ua(t) pour t <1 = Sui(t) = Sug(t) pour t <7 .

3.1.9 Théoréme Le systéme S est causal ssi sa réponse impulsionnelle est telle que k(t,s) = ¢
pour s > t.

Preuve On a k(t,s) = Sé%e(t). Pour t < s, 6°e coincide avec la fonction nulle € sur | —o0o,t]. =

3.1.10 Corollaire Un systéme stationnaire de réponse impulsionnelle k est causal ssi k(t) = ¢
pour t < 0.
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3.1.11 Exemple Considérons les trois systeémes élémentaires introduits en § 2.1: ce sont des
systemes linéaires stationnaires continus sur Ry, dont les réponses impulsionnelles sont respec-

tivement
c sit=0;
‘e(t) = ' 3.1.
rlt) {8 sinon. (3-1)
§le(t) = {6 sit=d; (3.1.f)
¢ sinon.
3 sit <0 ;
wpelt) = {ﬂ X t sinon. (3.1g)

3.2 Systéme linéaires continus sur des bons ensembles de signaux

3.2.1 Définition On dit que X est un bon ensemble de signaux si
(i) ¥ est un sous moduloide complet de D¥,
(ii)) Vs e R, 6°Y C X,

(iii) Il existe € € X telle que Vu € ¥, € +u=uxe' = u.

La condition (ii) exige que si ¥ contient un signal u, alors il contient tous les translatés de u. La
derniére exprime que ¥ admet un élément unité e’ pour le produit de convolution. (X, @, *) est
alors un dioide complet, qui n’est cependant pas un sous-dioide de P® dans la mesure ot 1’élément
neutre €’ ne coincide pas en général avec e.

3.2.2 Proposition 5i ¥ vérifie 3.2.1,(i) et (ii), alors DX x ¥ C X et ¥+ DF C 3.

Preuve Soit u € DX et v € X, montrons que u+ v € ¥. On a

Uk v = ﬂgu(r)éﬁj

qui via (ii) et le fait que ¥ est complet, appartient & X. "

La proposition exprime que ¥ est I’analogue d’un idéal dans (D, @, *). On a ici 'analogue des
propriétés de régularisation de la convolution usuelle.

3.2.3 Prolongement & D¥ Il résulte de l'existence d'un opérateur linéaire de projection sur ¥
qu'un systéme S linéaire défini a priori sur ¥ se prolonge trivialement 3 DP¥, en 'occurrence par le
systeme § suivant:

Su=3S8(uxe) , (3.2.a)

ce qui se représente par le diagramme commutatif:

DE S, pEk
T e ¢ ]
D N ¥

ou 7 dénote l'injection canonique.

Appelons —Y. I’ensemble des u € D¥ tels que t — u(—t) appartienne & ¥. On a le résultat d’unicité
suivant.
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3.2.4 Théoréme Pour tout systéme S linéaire sur X, il existe une unique application k : R? — D,
telle que:

(i) Vs e R, t— k(t,s) € X
(ii)) Vt € R, s +— k(t,s) € =X
(iii) Le systéme de noyau k prolonge S a D¥.
Preuve Soit k le noyau associé au prolongement (3.2.a). On a:
k(t,s) := S6%¢'(t) . (3.2.b)

En outre, pour tout u € X:
smn:sm*axn:¢ % w(r)e(s — TY(t, 5)
seRJTER

Il résulte de cette derniere formule et de (3.2.b) que le noyau

k(t,7):= ﬂéeRe’(s — 7)k(t,s)

répond a la question. Réciproquement soit k& une application vérifiant les conditions du Théoreme.
Posons k(t,s) := k(t,—s). On a, pour tous t,7 € R,

swauy5émwa@muﬁ):¢ ¢ (s — TYk(t, )

seER
:é%gﬂ—y_TMQﬁqzéu,¢):k@7)7

ce qui montre 'unicité d’une telle application. n

On en déduit sans difficulté les deux corollaires suivants:

3.2.5 Corollaire Soit S un systéme linéaire stationnaire sur un bon ensemble de signaux %. Il
existe un unique k € Y. tel que

Yued, Su=ux*xk .

3.2.6 Corollaire On a lisomorphisme de dioides:
(ﬁstat(E)y @, o) ~ (E, @, *) .

Nous appliquons maintenant ce résultat aux fonctions croissantes, qui seront d’un usage constant
dans la suite.

3.3 Application aux fonctions croissantes

Soit 3 = Croiss(R, Ruin ), sous-moduloide de Rﬂim formé des applications croissantes pour ’ordre
usuel, i.e. décroissantes pour l'ordre <. On va montrer que X est un bon ensemble de signaux, et
en particulier que 'unité de ¥ pour le produit de convolution est la fonction suivante:

ecr(t):{o sit <0

400  sinon

) (3.3.a)

ou de maniere équivalente

Cor = 67 Te .
7>0
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" . =R , . . .
3.3.1 Proposition Un signal s € R;, est décroissant (pour Uordre naturel <), i.e. croissant au
sens usuel, ssi e * s = s.

Preuve Les propositions suivantes sont équivalentes:

u croissante
Vr <0, wu(t—r1)>u(t)
Vr <0, wu(t—r1)=<ut)

ﬂésoéw(t) < ()

€cr * U S U

¥ U= U ,
la derniere équivalence résultant de e = e. n

On réécrit e, * $ = s comme suit:

u(t) = 71_%% u(T) .

Sous cette forme, la proposition 3.3.1 devient immédiate.

On avait a priori via le lemme de projection 0,5.1.15 ’existence d’une application pr Croiss(R B’
Ce qui est non banal, c’est la réalisation de pr Croiss(l [f) Par une convolution, i.e. pr Croiss(R K)(QU) =
ecr ¥ 2. On a en traduisant 'idempotence de pr Croiss(R,B)*

Eor * €cr = €op (3.3.b)

(on peut aussi appliquer 3.3.1 & s = e.;). Cela montre que le moduloide complet Croiss(R,Ryin)
vérifie les propriétés 3.2.1,(ii) et (iii), et est donc un bon ensemble de signaux. Les systémes ¢,
6% et ws admettent des restrictions & Croiss(R,Ruin). Les réponses impulsionnelles de ces systémes
sont les suivantes:

c sit <0
[ : [ t — —

T Cer 7 6cr( ) {—I—oo sinon

it <
dlecr 0leq(t) = {0 o t<d (3.3.¢)

+00  sinon

) (1) = 0 sit <0

WhCer = WHCarlt) = 3 xt sinon.

On constate que la réponse impulsionnelle ¢ définit le méme systeme sur Croiss(R,Rpin) que
la réponse impulsionnelle .., a savoir le systéme ~v°. En d’autres termes, quant on restreint
I’ensemble des signaux, la correspondance systéme — réponse impulsionnelle cesse d’étre injective.

3.3.2 Corollaire Soit S € L(Croiss(R,Ruin)). Il existe une unique fonction k € Croiss(R, Ryin)
(réponse impulsionnelle) telle que

s zjéekyk(%f . (3.3.d)

Résultat dual pour £(Croiss(R,Ruax))-

3.3.3 Corollaire (Causalité pour les fonctions croissantes)
Le systéme S € L(Croiss(R,Ruin)) est causal ssi sa réponse impulsionnelle k vérifie

Vit <0, k(t)=k(0) .
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Preuve Le relevement canonique de § a Rﬂim est causal. On a donc via 3.1.10 Su = ko * u avec
ko(t) = 400 pour t < 0. On a k = ko * ecy, d’ou

(1) = inf [ko(r) + eat — 7)) = inf [ko(7) + 0] = ko(0) .
On a la version duale de 3.3.3 suivante:

3.3.4 Corollaire Le systéme S € L(Croiss(R,Ruax)) est causal ssi sa réponse impulsionnelle k
vérifie

Vi< 0, k(t)=—o00 .

3.3.5 Proposition On a la régle de simplification suivante:

pour n,t,3 >0, n> 1= "6 @ ws = ws dans L(Croiss(R,Rnin)) -

Preuve On obtient la somme des opérateurs en prenant I’enveloppe inférieure des réponses impul-
sionnelles données en (3.3.c). n

3.3.6 Exemple (Fonctions croissantes scs) I’ensemble des fonctions croissantes scs R — Ry
semi-continues supérieurement est complet (un inf de fonctions scs est scs). Il admet 'unité suivante:

0 sit<0

€scs * escs(t) = {—|—OO gi ¢ > 07 (336)

qui ne differe de I'unité e, des fonctions croissantes définie en (3.3.a) que par la valeur 0. On
notera en effet qu’une fonction croissante est scs si et seulement si elle est continue & droite. On a
donc nécessairement eg4(0) = lim;__ g+ eges(?), ce qui est bien le cas pour (3.3.e). On vérifie qu’une
fonction est scs croissante (au sens usuel) ssi eges * u = u.

3.3.7 Contre exemple L’ensemble des fonctions concaves scs de R dans Ry n’est pas un bon
ensemble de signaux. Il est en effet stable par somme et produit d’inf-convolution, mais n’admet
pas d’unité.

3.3.8 Systémes en temps discret Pour la simplicité de 'exposé, nous avons pris le temps a
valeur réelle et on a pris des signaux définis sur tout R. La théorie est identique pour des signaux
définis pour un temps discret, ce qui revient & considérer des sous-moduloides de D%, au lieu de DE.
Nous donnons a titre d’exemple un énoncé utile pour les opérateurs linéaires dans Croiss(Z, Ryin):

3.3.9 Proposition Soit S € L(Croiss(Z,Ruin)). Il existe une unique fonction k € Croiss(Z, Ryin),
dite réponse impulsionnelle de S, telle que

S =Pt . (3.3.)
tEL

3.4 Systémes vectoriels sur les bons ensembles de signaux

Soit X un bon ensemble de signaux. On a pour les matrices a coefficients dans ¥ le produit induit
par la structure de dioide (X, &, *):

(AB)Z']‘ = @Azk * Bk]‘ . (3.4.&)
k

Le résultat suivant est une généralisation immédiate de 3.2.5.
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3.4.1 Proposition Soit § € L(XP,X") stationnaire. Il existe une unique matrice K € XP*"  dite
réponse impulsionnelle, telle que:

Su=Ku ,

ot le produit de matrice du second membre s’entend au sens de (3.4.a).

Un systeme général obtenu par mise en série, parallele et feedback d’opérateurs linéaires station-
naires s’écrira comme la plus petite solution d’un systeme du type:

X=AXa¢BUY =CX . (3.4.b)
On solution minimale s’obtient immédiatement par:
Y =CA"Bu=: HU

ou ’étoile de la matrice A peut é&tre calculée a I’aide de I'algorithme de Gauss-Jordan 0,4.2.1. H
est appelée matrice de transfert.

3.4.2 Exemple Soit le systéme linéaire sur Croiss(R,Ryin) représenté sur la Figure V.4,(i). On

(i)

_— ’)/6(54“
Ul s Ky . L2 7

{$1 > W > ’}/

(i)

»Pe

a
l
=,
g
l

Figure V.4: Un systéme linéaire sur Croiss(R,Ryin) et son équivalent simplifié

li;{l ERIBEREE

7 ! _
e v ][wzlu_Cu.
Au lieu de calculer y = C'A* Bu, I'étoile de A s’obtenant par exemple par 0, 4.2.1, nous préférons
éliminer a la main xq et x5. En éliminant x4, il vient:

peut écrire:

(3.4.c)

z1 = %2 @& YPwrz B bu . (3.4.d)
On a par 3.3.5 76 < 7°w;. En outre, via (2.1.d), on a wi = wy, et par 0,4.1.6,(vii)
(V1) = (Vi) =e® (1" Bw) = edyiwr
La plus petite solution de (3.4.d) est donc

r1=(ed ’ySwl)éu,
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d’ot
T = wizy = (w1 B 75w1)6u =wbu .
On a finalement la relation entrée sortie fort simple:

y=hu=+"0wu .

Cela montre en particulier que le systéme plus simple représenté & droite sur la figure V.4,(ii), est
équivalent du point de vue de la relation entrée-sortie au systeme V.4,(i).

4 Fonction de transfert des systémes (min,+) linéaires station-
naires

4.1 Transformation de Fenchel

Nous introduisons ici la notion de fonction numérique de transfert. On obtient ces fonctions par
une opération analogue a la transformation de Laplace en théorie classique. Dans notre cas, ce role
sera joué par une transformation de type Fenchel [87].

Il résulte de 3.2.5 qu’un systeéme linéaire stationnaire sur D¥ de réponse impulsionnelle k admet
la représentation suivante (unique):

S = ﬂéeRk(s)és : (4.1.a)

laquelle somme s’entend dans £(D¥). On a aussi la forme équivalente:

S=f 4.
seR

4.1.1 Définition (Fonction de transfert) On appelle fonction de transfert associée a la réponse
impulsionnelle k la fonction Fk, R — R définie par

()= k(@)™ = inf{k(z) = o]

4.1.2 Remarque Fk(p) peut s’interpréter comme ’évaluation de I’expression formelle (4.1.a) dans
le dioide Ryin, obtenue en donnant i la lettre & la valeur —p. On notera en effet que p=® = —p” (en
fait, les expressions z?, p® et 1797 dans le dioide Ry, désignent le méme élément, & savoir p X z
dans I'algebre usuelle).

4.1.3 Proposition L’application F est un morphisme continu de (X, &, %) dans (Rﬂim,min, +).?

Preuve La seul point non trivial est le suivant, qui est bien classique:

4.1.4 Lemme (Trivialisation du produit d’inf-convolution) On a pour tout (u,v) € Rﬂim:

Fluxv)=Fu+Fv .

74 désigne la somme point par point.



4. Fonction de transfert des systémes (min, +) linéaires stationnaires 159

Preuve du lemme:

Flusolp) = f_f_ut=riew =t =ry(mp
= (0™ ) (f_ w0 ) = (Fup)(Fem)
reeren™) (f )

ot 'on a fait le changement de variables ¢ =t — 7. m

4.1.5 Exemple on vérifie immédiatement les formules suivantes, pour les opérateurs v¢, §¢ et wg
définis sur RFmin:
Fye(p)=c, Vp;

Féle(p) = —d x p, p ;

Fuselp) = {‘100 sip< i (4.1.b)

sinon.

4.1.6 Remarque (Lien avec la transformée de Fenchel classique) On a:

Fip) = mf[(w) = pa] = —suplpz — fa] = —Fek(p) . (4.1.c)

ou l'on a noté F. la transformée de Fenchel classique[87]. Autrement dit, F n’est autre que la
transformation de Fenchel changée de signe.

4.1.7 Remarque (Cas des systémes définis sur Croiss(R,Ryy,)) Soit S € L(Croiss(R, Runin))»
de réponse impulsionnelle croissante k. On a

p<0 = Fk(p)=—o0 ,

comme il résulte de lim,_._ .. (k(z) — pz) = cc.

4.1.8 Exemple L’opérateur § @ 6% a la méme fonction de transfert que ﬁQ(ﬁt, a savoir la fonction
numérique z +— z P z2.

La transformation F n’est donc pas un isomorphisme. On a cependant le résultat suivant:

4.1.9 Proposition L’application F : Rﬂim — Rﬂim est résiduable. Les fermés (cf. 0,5.1.13) sont
les fonctions convexes sci ne valant jamais —oo ou le valant identiquement. Les fermés duaux sont
les fonctions concaves scs ne valant jamais +00 ou le valant identiquement. En outre, Uapplication
résiduée de F est donnée par la formule suivante:

[Flglt) = N\ g(p)t* = suplg(p) + pi] - (4.1.d)
PER pe

Le lecteur aura noté I’analogie avec la transformation de Fourier inverse.

Preuve La formule pour la résiduée de F est conséquence immédiate de 0,5.4.7. La caractérisation
des fermés n’est autre que la traduction des propriétés classiques de la transformée de Fenchel [87].
|

On considere la fonction linéaire de pente p, {, € Rﬂim, i.e.

ly(z) =px .
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4.1.10 Théoréme Soit S un systéme linéaire continu stationnaire sur Rﬂrﬁin, de réponse impul-

sionnelle k. La droite (, est un vecteur propre du systéme S pour la valeur propre A\, = Fk(p),
i.€e.

Sty = Al .
Preuve

ko l(t) = ;‘;_ekapf-f = ;éekap-fpf - (;éekap-f) P = (FE(p)) (1) -

4.1.11 Interprétation: fonction de gain De méme que d’ordinaire, la valeur du transfert au
point jw s’interprete comme le gain du systéme pour la fréquence w, de méme ici, Fk(p) apparait
comme le décalage (additif) du systéme associé a la pente p.

4.1.12 Remarque (Décomposition spectrale de §) Les fonctions concaves scs apparaissent
comme les sommes infinies de droites. Ce sont précisément les signaux qui se décomposent sur la
base {{,},er. Soit

u :ﬂg uply, (4.1.e)
pER

une telle décomposition. On a

Su= ﬁé Fh(p)uyl, , (4.1.0)
peER

laquelle fonction est clairement concave scs. La formule (4.1.f) est I’équivalent d’une décomposition
spectrale de 'opérateur S restreint au sous moduloide complet des fonctions concaves. On observe
que les coordonnées u, s’obtiennent au moyen de la formule de résiduation suivante:

Uy = /\u(t) Qp .

t

4.1.13 Diagramme de Bode La graphe de ’application p — Fk(p) est 'analogue du diagramme
de Bode. Soit par exemple le systeme

S=7v8Dw, .
On a représenté la réponse impulsionnelle, donnée par:
h(t) = min(762ecr(t)7w2€cr(t))

(les réponses impulsionnelles élémentaires v 6%eqr et woee sont données par les formules (3.3.¢)). On
a en appliquant (4.1.5), pour p > 0:

fh(p) = mln(l - 2p7X]—oo,2](p))7
ou la fonction indicatrice y est donnée par

0 sipe A
XA(p)_{—oo sipd A

On a représenté Fh sur la Figure V.5, ainsi que 'entrée (1 (droite de pente 1 passant par 'origine).
La sortie h x (1 est égale a (—=1) @ {41 = —1 4 {41, ou le gain —1 est égal & Fh(1) en accord avec le
Théoreme 4.1.10.
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Réponse impulsionnelle
h(t) = Sec(t) b

h*ﬁl

Il
~

Fonction de transfert

Fh(p)

Figure V.5: Diagramme de Bode de S = 6% @ wy

4.2 Résumé

Nous concluons cette section par un tableau faisant le parallele entre les systemes classiques et les

systémes (min

,+) linéaires.

Systemes (min, +) linéaires

Systemes linéaires usuels.

min, +

kx k(1) =

inf-convolution

%eRk(r)k’(t — ) = inferlk(r) + K(t = )]

convolution

kExk(t) = [ cpk(T)E'(t—T)

y(t) =

Systemes min-linéaires continus

yéng(t, u(r) = infreplk(t, 7) + u(T)]

Opérateurs a noyau

y(t) = Jrer k{1, m)u(T)

Systeémes stationnaires

W) = ﬂéekk(r)u(t — 1) = inf erlk(r) + u(t — 7)]

Systemes stationnaires

y(t) = Jp b(t = T)u(r) dr

Transformée de type Fenchel

Fh(p) = ﬂéeRk(aE)p_l’ — inf,crlk(z) — pe]

Transformée de Fourier

Fh(w) = Jp h(t)e 7+ dt

Trivialisation de l'inf-convolution

Fk+ k)= (Fk)© (FK') = (Fk) + (FK)

Trivialisation de la convolution

Flk k)= (Fk)FK)

Droites

l(z)=p" =pXu

Fonctions exponentielles

e (t) = et

k+lp = (Fk(p))y

k*e, = (Fk(w))e,
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