
Chapitre VI

Quelques remarques sur la r�ealisation

minimale

Introduction

On �etudie ici les s�eries rationnelles (ou r�ealisables) en une ind�etermin�ee et �a coe�cients dans R

max

.

On caract�erise tout d'abord les s�eries rationnelles par une certaine propri�et�e de p�eriodicit�e: les

s�eries obtenues en ne prenant qu'un terme tous les c, o�u c est la p�eriode, se comportent comme

des s�eries \g�eom�etriques" �a partir d'un certain rang. Lorsque la s�erie se r�ealise �a l'aide d'une

matrice irr�eductible, la situation est fort simple: tous les s�eries g�eom�etriques ainsi extraites ont

alors même raison. On applique ensuite les notions de rang �etudi�ees pr�ec�edemment au probl�eme de

r�ealisation minimale. Le rang faible (i.e. la taille minimale d'une famille g�en�eratrice du modulo��de

des colonnes) de la matrice de Hankel est �ni ssi toutes les s�eries \g�eom�etriques" extraites ont même

raison, auquel cas on peut appliquer les algorithmes standards de r�ealisation. Ce dernier r�esultat

a �et�e obtenu ant�erieurement par Cuninghame-Green [26] (avec un algorithme un peu di��erent et �a

l'omission pr�es de la condition d'irr�eductibilit�e). Nous donnons un exemple o�u le rang faible donne

des r�ealisations arbitrairement grossi�eres. Nous montrons que la dimension minimale de r�ealisation

est minor�ee par le rang mineur de la matrice de Hankel (taille du plus grand mineur inversible dans

le dio��de sym�etris�e). Cette minoration peut être stricte: nous exhibons un syst�eme non r�ealisable de

rang mineur �ni. La situation est assez analogue au probl�eme classique de r�ealisation positive d'une

s�erie rationnelle �a coe�cients dans R

+

[7, 37]. Signalons par ailleurs l'approche d'Olsder [73], qui

obtient dans certains cas des r�ealisations minimales en r�ealisant dans l'alg�ebre habituelle la matrice

H

ij

= exp(h

ij

t) et en passant �a la limite.

1 S�eries (max;+) rationnelles

1.1 R�ealisabilit�e, rationalit�e, p�eriodicit�e

On �etudie ici les s�eries s 2 R

max

[[
]] �a coe�cients dans R

max

et en une unique ind�etermin�ee 
. Les

deux notions suivantes sont classiques.

1.1.1 D�e�nition (rationalit�e) Une s�erie s 2 R

max

[[
]] est dite rationnelle si elle s'obtient par

un nombre �ni de sommes, produits, �etoiles de polynômes.
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1.1.2 D�e�nition (r�ealisabilit�e) La s�erie s 2 R

max

[[
]] est r�ealisable ssi il existe un entier n, des

matrices A 2 R

n�n

max

, B 2 R

n�1

max

, C 2 R

1�n

max

, telles que

s =

M

k2N

CA

k

B 


k

:

Un tel triplet (A;B;C) sera dit r�ealisation de s. Un triplet tel que n = dimA soit minimal sera

quali��ee de r�ealisation minimale. La d�e�nition 1.1.2 est motiv�ee comme suit. Consid�erons le syst�eme

r�ecurrent dans R

max

:

x

k+1

= Ax

k

�Bu

k+1

; y

k

= Cx

k

; (1:1:a)

avec A 2 R

n�n

max

; B 2 R

n�1

max

; C 2 R

1�n

max

. L'�equation (1.1.a) se r�e�ecrit �a l'aide de l'op�erateur de

d�ecalage 
, tel que x

k

= 
x

k+1

:

x = A
x� Bu ;

d'o�u

y = C(A
)

�

Bu =

M

k2N

CA

k

B


k

u : (1:1:b)

Autrement dit, une s�erie r�ealisable n'est autre que la s�erie de transfert d'un syst�eme lin�eaire

r�ecurrent. D'apr�es le Th�eor�eme de Kleene [7], une s�erie est rationnelle ssi elle est r�ealisable. A�n de

caract�eriser les s�eries rationnelles, nous introduisons une nouvelle notion de p�eriodicit�e. Cette notion

apparâ�t naturellement lors de l'�etude des puissances des matrices (cf. remarque 1.1.10 supra).

1.1.3 D�e�nition (p�eriodicit�e) Soit c un naturel non nul, � une application Z=cZ! R

max

; u 7!

�

u

. La suite s 2 R

N

max

est dite c; �-p�eriodique (ou plus simplement p�eriodique) s'il existe un naturel

N tel que

1

:

n � N ) s

n+c

= (�

n

)

c

s

n

: (1:1:c)

La plus petite valeur de c sera quali��ee de p�eriode. L'application � sera quali��ee de taux. Dans la

suite, on notera plus simplement �

n

au lieu de �

n

. Introduisons la suite extraite s

i

= fs

kc+i

g

k2N

.

La d�e�nition est �equivalente �a a�rmer que pour i = 0; : : : ; c� 1,

kc+ i � N ) s

i

k+1

= �s

i

k

: (1:1:d)

o�u � = (�

i

)

c

, i.e. que les suites extraites co��ncident �a partir d'un certain rang avec des suites

g�eom�etriques (c'est �a dire arithm�etiques dans l'alg�ebre usuelle).

1.1.4 Exemple La suite

s

n

=

�

2� n si n pair

3� n+ 1 si b impair

est 2; �-p�eriodique, avec �

0

= 2 et �

1

= 3.

La s�erie s =

L

n

s

n




n

sera dite p�eriodique lorsque la suite fs

n

g l'est.

1.1.5 Th�eor�eme Une s�erie s 2 R

max

[[
]] est rationnelle ssi elle est p�eriodique.

1

n d�esigne la classe de n dans Z=cZ
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Preuve P�eriodique ) rationnel. D'apr�es (1.1.c):

s =

N�1

M

n=0

s

n




n

� s

N




N

((�

N


)

c

)

�

� : : :� s

N+c�1




N+c�1

((�

N+c�1


)

c

)

�

: (1:1:e)

La rationalit�e de s en r�esulte.

Rationnel ) p�eriodique. Soient P (resp. R) l'ensemble des s�eries p�eriodiques (resp. rationnel-

les). R est par d�e�nition le plus petit ensemble rationnellement clos tel que R � R

max

[
]. Comme

trivialement, P � R

max

[
], il su�t de montrer que P est rationnellement clos. On �etablit pour cela

quelques lemmes.

1.1.6 Propri�et�es Soit s (resp. s

0

) une s�erie c; �(resp. c

0

; �

0

)-p�eriodique.

(i) Si c divise c

00

, alors s est c

00

; � p�eriodique.

(ii) s� s

0

est p�eriodique et sa p�eriode divise ppcm(c; c

0

).

1.1.7 Lemme Une s�erie est p�eriodique ssi elle est somme �nie de s�eries de la forme

p((a
)

n

)

�

;

o�u p est un polynôme,a un scalaire et n 2 N.

1.1.8 Lemme Soient s = ((a
)

�

)

�

et s

0

= ((b
)

�

)

�

, a et b �etant des scalaires. Si a > b, on a une

�ecriture de la forme:

ss

0

= q((a
)

�

)

�

; (1:1:f)

o�u q est un polynôme. Si a = b, on a

ss

0

= p� q((a
)

gcd(�;�)

)

�

; (1:1:g)

o�u p et q sont des polynômes.

Les deux Lemmes 1.1.8 et 1.1.7 entrâ�nent que le produit de deux s�eries p�eriodiques est p�eriodique.

En outre, moyennant les deux r�egles

(

k

M

i=1

s

i

)

�

=

k

O

i=1

s

�

i

; (p((a
)

n

)

�

)

�

= e � p(p� (a
)

n

)

�

;

on a que l'�etoile d'une s�erie p�eriodique est p�eriodique, donc que P est rationnellement clos, et donc

d'apr�es ce qui pr�ec�ede, P = R. Il reste �a v�eri�er les Lemmes.

Preuve des propri�et�es 1.1.6. (i) est imm�ediate. Montrons (ii). D'apr�es (i), quitte �a remplacer c

et c

0

par leur ppcm, on peut supposer c = c

0

= ppcm(c; c

0

). D'apr�es une remarque pr�ec�edente, il

su�t de v�eri�er que les suites extraites fs

n+kc

g

k

; : : : ; fs

n+c�1+kc

g

k

sont p�eriodiques de p�eriode 1.

On peut donc supposer c = c

0

= 1. On a alors pour n assez grand:

s

n+1

= �s

n

; s

0

n+1

= �

0

s

0

n

: (1:1:h)

Si � = �

0

, la p�eriodicit�e de s � s

0

est claire. Dans le cas contraire, on a par exemple s

n

6= " et

� > �

0

. La suite s

n

croissant plus vite que s

0

n

, on a �a partir d'un certain rang (s� s

0

)

n

= s

0

n

et la

p�eriodicit�e de s � s

0

en r�esulte. �
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Preuve du Lemme 1.1.7. D'apr�es (1.1.e), une s�erie p�eriodique s'�ecrit comme somme de s�eries de

la forme p((a
)

n

)

�

. R�eciproquement, la somme de s�eries p�eriodiques �etant p�eriodique, il su�t de

voir que m((a
)

n

)

�

, m �etant un monôme, est p�eriodique, ce qui est imm�ediat. �

Preuve du Lemme 1.1.8. 1/ Cas a > b. On a

ss

0

= ((a
)

�

)

�

((b
)

�

)

�

=

M

x;y2N

(a
)

x��

(b
)

y��

: (1:1:i)

Le coe�cient de 


n

est �egal �a:

(ss

0

)

n

=

M

�x+�y=n

a

x��

b

y��

= sup

�x+�y=n

a�x+ b�y : (1:1:j)

Si �x + �y = n et y � �, on a �x

0

+ �y

0

= n, avec x

0

= (x+ �), y

0

= (y � �). Comme a > b, on a

a�x

0

+ b�y

0

> a�x+ b�y, ce qui montre que le sup �a droite de (1.1.j) est atteint pour y < �. On a

donc:

ss

0

= (e� (b
)

�

� : : :� (b
)

(��1)��

)((a
)

�

)

�

ce qui est bien de la forme (1.1.f).

2/ Cas a = b. On a

ss

0

= ((a
)

�

)

�

((a
)

�

)

�

=

M

n2�N+�N

(a
)

n

et la p�eriodicit�e de cette s�erie r�esulte du Lemme diophantien 3.3.6 du Chapitre VII. �

1.1.9 Corollaire Soit A 2 R

p�p

max

. Pour tous i; j 2 f1; : : : ; pg, la suite fA

n

ij

g

n2N

est p�eriodique.

Preuve Cela r�esulte de la rationalit�e de (
A)

�

=

L

n2N




n

A

n

et du fait que les coe�cients d'une

matrice rationnelle sont rationnels. �

1.1.10 Remarque Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17] ont montr�e que lorsque A est irr�eductible,

on a �a partir d'un certain rang A

n+c

= �

c

A

n

, ce qui est un cas particulier de p�eriodicit�e o�u �

n

est

constant (i.e. ne d�epend pas du reste de n modulo c). � est �egal aux rayon spectral de la matrice A

et la p�eriode c est caract�eris�ee de mani�ere tr�es analogue �a la th�eorie de Perron-Frobenius (voir �a ce

propos la section 6.4 du chapitre VII). Lorsque la matrice A n'est plus irr�eductible, la situation est

plus d�elicate. Il est possible, mais fastidieux, de borner la p�eriode c et de caract�eriser l'application

� �a partir du graphe de la matrice. Nous ne le ferons pas ici, et consid�erons simplement l'exemple

suivant. Soient les matrices

A =

2

6

6

6

6

6

4

" e " e "

" " 1 " "

" 1 " " e

" " " �2 e

" " " " "

3

7

7

7

7

7

5

; B =

2

6

6

6

6

6

4

"

"

"

"

e

3

7

7

7

7

7

5

; C =

h

e " " " "

i

(1:1:k)

Soit s

n

= CA

n

B. On trouve

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 : : :

s

n

" " e 1 �4 3 �8 5 �12 7 �16 : : :
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soit une s�erie 2; � p�eriodique, d'o�u �

0

= �2 et �

1

= 1. Graphiquement, s

n

est �egal au chemin de

poids maximal de 5 �a 1 dans le graphe de la Figure VI.1. Il est clair que si n est pair, un tel chemin

passe n�ecessairement par la composante connexe f4g de rayon spectral �egal �a �2 et pas par la

composante connexe f2; 3g de rayons spectral �egal �a 1, et donc que le comportement de A

2n

15

sera

analogue �a celui de A

2n

44

. Au contraire, les chemins de longueur impaire passent par la composante

connexe de rayon spectral 1, ce qui rend compte de �

1

= 1.

1

2

3 4

1

�2

e

5

e e

1

e

Figure VI.1: Graphe associ�e �a (1.1.k): le comportement de A

n

15

d�epend de la parit�e de n

1.2 R�ealisation faible

Classiquement, on forme la matrice de Hankel associ�ee �a s =

L

k

s

k




k

, soit la matrice in�nie

suivante:

H =

2

6

6

6

6

4

s

0

s

1

s

2

: : :

s

1

s

2

s

3

: : :

s

2

s

3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

3

7

7

7

7

5

On a d�e�ni en III,x10 le rang faible par colonne d'une matrice comme le cardinal d'une famille

g�en�eratrice minimale du modulo��de engendr�e par les colonnes. La matrice de Hankel �etant sym�e-

trique, on appellera rang faible de H son rang faible par colonnes (�egal �a son rang faible par ligne).

1.2.1 Proposition Si le rang faible de la matrice de Hankel d'une s�erie est �ni, alors il existe une

r�ealisation de dimension ce rang faible.

La preuve est classique (cf. par exemple [53]). En identi�ant une colonne in�nie �a une suite, �etant

donn�e une N� p matrice A, on d�e�nit naturellement:




�1

2

6

4

a

00

a

01

: : :

a

10

a

11

: : :

.

.

.

.

.

. : : :

3

7

5

=

2

6

4

a

10

a

11

: : :

a

20

a

21

: : :

.

.

.

.

.

. : : :

3

7

5

:

On note les deux propri�et�es:




�1

H

�;i

= H

�;i+1

(1:2:a)

8U 2 R

N�k

max

; V 2 R

k�l

max

; (


�1

U)V = 


�1

(UV ) : (1:2:b)

La premi�ere r�esulte de la structure de la matrice de Hankel, la seconde est triviale. En num�erotant

�a partir de 0 les lignes et les colonnes de la matrice de Hankel, on peut �ecrire:

8i 2 N; s

i

= CA

i

B = H

0i

= H

i0

:
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Soitfi

1

; : : : ; i

r

g une famille g�en�eratrice minimale du modulo��de engendr�e par les colonnes de H

(d'apr�es la remarque 5.5.7 du Chapitre 0, on peut toujours supposer une telle famille form�ee de

colonnes de H). On a pour toute colonne H

�;q

un relation de d�ependance de la forme

H

�;q

=

r

M

l=1

H

�;i

l

�

lq

;

laquelle se r�e�ecrit matriciellement

H = H

ji

1

:::i

r

]

L

avec L = (�

lq

) 2 R

r�N

max

. On peut �ecrire




�1

H

�;i

l

= H

�;i

l

+1

= H

ji

1

:::i

r

]

L

ji

l

+1]

;

d'o�u en posant A = L

ji

1

+1;:::;i

r

+1]

2 R

r�r

max

:




�1

H

ji

1

:::i

r

]

= H

ji

1

:::i

r

]

A :

Via (1.2.b), on induit:




�i

H

ji

1

:::i

r

]

= H

ji

1

:::i

r

]

A

i

:

On a alors

s

i

= (


�i

H

�;0

)

0

= (


�i

H

ji

1

:::i

r

]

L

[1;:::;rj0]

)

0

= (H

ji

1

:::i

r

]

A

i

L

[1;:::;rj0]

)

0

= H

[0ji

1

:::i

r

]

A

i

L

[1;:::;rj0]

:

En posant B �egal �a la colonne d'indice 0 de L et C = H

[0ji

1

:::i

r

]

, on obtient une r�ealisation de

dimension r. �

1.2.2 Exemple Soit le syst�eme:

a =

2

6

4

4 " "

" 5 "

" 0 "

3

7

5

; b =

2

6

4

0

0

"

3

7

5

; c =

h

0 " 0

i

On a la matrice de Hankel tronqu�ee:

h

[0::6j0::6]

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

0 4 8 12 16 20 25

4 8 12 16 20 25 30

8 12 16 20 25 30 35

12 16 20 25 30 35 40

16 20 25 30 35 40 45

20 25 30 35 40 45 50

25 30 35 40 45 50 55

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

:

On constate que les colonnes de la matrice de Hankel sont �egales (�a une constante pr�es) �a partir

de la colonne num�erot�ee 5. En appliquant l'algorithme donn�e en 0,5.5.5, on d�etermine ais�ement

une famille g�en�eratrice minimale de la matrice de Hankel tronqu�ee, soit la famille form�ee des deux

colonnes 0 et 5. On appliquant l'algorithme donn�e dans la preuve de la Proposition ci-dessus, on a

H

�;1

= 4H

�;0

� (�20)H

�;5

; H

�;6

= 4H

�;0

� 25H

�;5

;H

�;0

= 0H

�;0

� (")H

�;5

; ;

d'o�u la r�ealisation de dimension 2:

a

0

=

"

4 25

�20 5

#
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b

0

=

"

0

"

#

c

0

=

h

0 20

i

Comme on a aussi la d�ependance lin�eaire H

�;0

= 0H

�;0

� (�25)H

�;5

, on aurait pu prendre b

00

=

"

0

�25

#

.

1.2.3 Remarque Les r�ealisations ci-dessus ne se d�eduisent pas les unes des autres par des change-

ments de base. D'apr�es 0,6.2.2, les matrice inversibles sont de la forme DP (D diagonale, P matrice

de permutation). On n'aura jamais b

00

= DPb

0

dans l'exemple ci-dessus. Nous montrons dans la

section suivante que les r�ealisations faibles de dimension 2 ci-dessus sont des r�ealisations minimales.

La r�eciproque de la Proposition 1.2.1 est fausse: la matrice de Hankel d'une s�erie rationnelle

n'est pas en g�en�eral de rang faible �ni.

1.2.4 Contre exemple Soit la s�erie rationnelle

s = (


2

)

�

� 1
((1
)

2

)

�

;

soit en identi�ant le coe�cient de 


i

s

i

=

�

e si i pair

1

i

si i impair.

Le modulo��de engendr�e par les colonnes de la matrice de Hankel de s n'est pas de type �ni. Sup-

posons par l'absurde ce modulo��de de type �ni. D'apr�es la remarque 5.5.7 du chapitre 0, il existe

une famille �nie fH

�;i

1

; : : : ;H

�;i

k

g de colonnes de H engendrant le modulo��de des colonnes, soit pour

tout i 2 N, une combinaison lin�eaire de la forme

H

�;i

=

k

M

l=1

�

il

H

�;i

l

: (1:2:c)

(i) Si i et i

l

n'ont pas même parit�e, alors �

il

= ". Sous cette hypoth�ese, on a en e�et:

�

il

�

^

j2N

H

j;i

H

j;i

l

=

0

@

^

j2N\(i+2Z)

e

1

j+i

l

1

A

^

0

@

^

j2N\(i+2Z+1)

1

j+i

e

1

A

= " :

(ii) On a �

il

� e. Via (i), on peut supposer i et i

l

de même parit�e. On a alors:

�

il

�

H

ii

H

ii

k

=

e

e

= e :

(iii) Il n'y a pas de famille g�en�eratrice �nie form�ee de colonnes de H. Sinon, compte tenu de (ii),

le premier coe�cient de toute colonne de H serait major�e: contradiction.

Ce contre exemple contredit le r�esultat de Cuninghame-Green ([26], Proposition 4 et assertion

suivante), qui ne tient pas compte de la condition de co��ncidence des taux des suites extraites. De

mani�ere plus pr�ecise, on peut caract�eriser les s�eries dont la matrice de Hankel est de rang faible �ni.

On dira que la s�erie p�eriodique s admet un seul taux s'il existe un scalaire � tel que s

n+c

= �

c

s

n

(ou

de mani�ere �equivalente, si l'application � ne prend que les valeurs " et � dans la d�e�nition g�en�erale

de la p�eriodicit�e 1.1.3). En particulier, d'apr�es le th�eor�eme de cyclicit�e des puissances de A, lorsque

A est irr�eductible, la suite s

n

= CA

n

B admet un seul taux (avec � = �(A)).
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1.2.5 Proposition La matrice de Hankel de s est de rang faible �ni ssi s admet un seul taux.

Si s admet un seul taux, la matrice de Hankel n'a qu'un nombre �ni de colonnes distinctes (�a la

multiplication par un scalaire pr�es), et est a fortiori de rang faible �ni. R�eciproquement, on montre

que si l'application � prend plusieurs valeurs non nulles dans 1.1.3, il n'existe pas de sous famille

g�en�eratrice �nie extraite de l'ensemble des colonnes de la matrice de Hankel. Quitte �a tronquer les

premiers termes, on pourra supposer une s�erie de terme g�en�eral

s

i+kc

= a

i

�

k

i

o�u tous les a

i

sont non nuls et les scalaires �

i

prennent au moins deux valeurs non nulles distinctes.

On est alors ramen�e �a une version g�en�erale du contre exemple 1.2.4, qui se traite par un argument

(un peu plus technique) analogue laiss�e au lecteur.

1.2.6 Remarque Lorsque la s�erie p�eriodique s n'a pas un unique taux, on peut cependant adapter

l'algorithme de la Proposition 1.2.1. Soit pour n grand s

n+c

= �

c

n

s

n

. On consid�ere les c s�eries

s

0

; : : : ; s

c�1

d�e�nies par:

s

i

n

=

�

s

n

si n 2 i+ cN

" sinon.

Chacune de ces s�eries admet un unique taux, et l'on a s = s

0

� : : :� s

c�1

. On peut alors r�ealiser

chaque s

i

�a l'aide de l'algorithme de l'algorithme de la Proposition 1.2.1 soit une r�ealisation

(C

i

; A

i

; B

i

). Il est clair que

C = [C

0

; : : : ; C

c�1

]; A = diag(A

0

; : : : ; A

c�1

); B =

2

6

4

B

0

.

.

.

B

c�1

3

7

5

est une r�ealisation de s.

1.2.7 Interpr�etation en termes de r�eseau de Petri On a repr�esent�e �a gauche de la Figure

VI.2 le graphe d'�ev�enements temporis�es associ�e �a (a; b; c). La r�ealisation (a

0

; b

0

; c

0

) ci-dessus n'a

u

x

1

4

5

y

x

2

x

1

u

x

3

y

5

x

2

5

4

Figure VI.2: Graphe d'�ev�enements et graphe d'�ev�enements minimal

pas de sens en termes de graphes d'�ev�enements temporis�es dans la mesure o�u les temporisations
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sont n�egatives. En consid�erant le changement de base a

0

= Da

0

A

�1

; b

0

= Db

0

; c

0

= c

0

D

�1

o�u

D = diag(25; 20), on a la r�ealisation �equivalente

a

0

=

"

4 5

0 5

#

; b

0

=

"

0

"

#

; c

0

=

h

0 0

i

:

On obtient ainsi un syst�eme �a coe�cients positifs correspondant au r�eseau de Petri dessin�e �a droite

de la Figure VI.2. Trouver une r�ealisation minimale est �equivalent �a trouver un r�eseau de Petri

avec un nombre minimal de transitions internes, tel qu'on ait exactement un jeton sur chaque place

entre des transitions internes et aucun jeton entre les transitions internes et les entr�ees (resp. les

sorties).

1.2.8 Remarque On a des r�esultats duaux faisant intervenir le dio��de R

min

en consid�erant des

s�eries dans R

min

[[�]], ce qui revient �a minimiser le nombre de transitions internes du r�eseau de

Petri, avec la contrainte d'un retard d'une unit�e de temps entre ces transitions. Il parâ�t plus

di�cile de traiter des contraintes mixtes (un jeton ou un retard entre deux transitions internes) ce

qui se traduirait par un probl�eme de r�ealisation minimale pour des s�eries rationnelles �a coe�cients

bool�eiens en les variables commutatives 
 et �.

1.2.9 Contre exemple Nous montrons que la r�ealisation faible peut être arbitrairement \mau-

vaise". On consid�ere le syst�eme suivant:

a =

2

6

4

5 " 0

" 4 0

" " 3

3

7

5

; b =

2

6

4

0

0

0

3

7

5

; c =

h

0 4 6

i

On a la matrice de Hankel tronqu�ee:

h

[0::5j0::5]

=

2

6

6

6

6

6

6

6

4

6 9 12 16 20 25

9 12 16 20 25 30

12 16 20 25 30 35

16 20 25 30 35 40

20 25 30 35 40 45

25 30 35 40 45 50

3

7

7

7

7

7

7

7

5

On trouve en appliquant 0,x5.5 une base faible form�ee des colonnes d'indices 0,1,2,4. On a donc

une r�ealisation faible de dimension 4 sup�erieure �a la dimension initiale. Plus g�en�eralement, prenons

la nouvelle matrice �a coe�cients dans R

max

.

c =

h

0 r s

i

:

On obtient apr�es un calcul simple l'expression suivante de la s�erie de transfert du syst�eme (a; b; c):

h = (
�

5

)

�

� �

r

(
�

4

)

�

� �

s

(
�

3

)

�

:

La fonction dat h est la suivante (pour des valeurs enti�eres de N)

dat h(N) = max(5�N; r+4�N; s+2�N) = N

5

�rN

4

�sN

3

= N

3

(N �r�

p

s)(N� (

s

r

^

p

s)) ;

qui n'est autre que la max de trois fonctions a�nes. La premi�ere colonne de la matrice de Hankel

est donn�ee par H

n0

= dat h(n), et l'on a plus g�en�eralement H

ni

= dat h(n+ i). Supposons r

2

> s,

on a alors deux coins distincts positifs pour la fonction a�ne par morceaux dat h

n

1

= r > n

2

=

s

r

:
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On suppose en outre s; r 2 N et s > r de sorte que

s

r

= s� r 2 N. On a donc:

H

ni

= (ni)

3

(ni� r)(ni�

s

r

) : (1:2:d)

1.2.10 Lemme Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, et si 1 


s

r

� r, les colonnes H

�;0

; : : : ;H

�;

s

r

sont

faiblement ind�ependantes dans le modulo��de des colonnes de H.

Il en r�esulte que la dimension de la r�ealisation faible de H est sup�erieure �a 1


s

r

= s� r+1 et peut

donc être arbitrairement grande devant la dimension minimale de r�ealisation (major�ee par 3).

On peut voir sur la Figure VI.3 que les colonnes H

�;i

pour 0 � i � s � r sont faiblement

ind�ependantes, i.e. que l'on n'a pas une combinaison:

H

�;i

=

M

j2J

�

j

H

�;j

; (1:2:e)

o�u J est une partie �nie de N ne contenant pas i. Le coe�cient �

j

est en e�et tel que la fonction

associ�ee �a �

j

H

�;j

soit en dessous de H

�;i

. Comme on passe du graphe de la colonne 0 au graphe de la

colonne i par une translation de i unit�es vers la gauche, il est g�eom�etriquement clair que la partie

du graphe de H

�;i

entre

s

r

et r ne sera pas atteinte par le max �a droite de (1.2.e). Cet argument

motive la preuve alg�ebrique suivante.

dates

H

�;i

H

N0

= N

5

� rN

4

� sN

3

H

�;0

N

s

r

r

Figure VI.3: Transfert d'un syst�eme de rang faible �elev�e

Preuve de 1.2.10. Supposons une combinaison lin�eaire de type (1.2.e).

a/ Si j � i, alors �

j

� (

i

j

)

3

. En e�et, on a en rempla�cant dans (1.2.d),

H

0i

= i

3

s � �

j

H

0j

= �

j

j

3

s;

d'o�u a/.

b/ Si j � i, alors �

j

� (

i

j

)

5

. En e�et, on a pour n assez grand:

H

ni

= (ni)

5

� �

j

H

nj

= �

j

(nj)

5

;

d'o�u b/.
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c/ Choisissons k tel que

s

r

� ki � r. On a

L

j2J

�

j

H

kj

� H

ki

.

Dans le cas o�u j < i, via a/, on a

�

j

H

kj

� (

i

j

)

3

H

kj

= (

i

j

)

3

(kj)

3

(kj � r)(kj �

s

r

)

= i

3

k

3

r(kj �

s

r

) = r(ki)

4

(kj �

s

r

)

ki

� r(ki)

4

= H

ki

:

Dans le cas o�u j > i, via b/, on a:

�

j

H

kj

� (

i

j

)

5

H

kj

= (

i

j

)

5

(kj)

3

(kj � r)(kj �

s

r

)

=

i

5

j

2

k

3

(kj �

s

r

)kj = r(ki)

4

(

ki

r

�

i

j

) � r(ki)

4

= H

ki

:

Cela ach�eve la preuve de c/ et du Lemme. �

1.2.11 Remarque Dans le cas ci-dessus,

s

r

= 6� 4 = 2. On a trouv�e les colonnes 0,1,2 faiblement

ind�ependantes ce qui est en accord avec le Lemme 1.2.10.

2 Crit�eres de minimalit�e

2.1 Crit�ere de rang mineur

2.1.1 Proposition Le rang mineur de la matrice de Hankel est au plus �egal �a la dimension de la

matrice A.

Preuve Cela r�esulte de H = OC, o�u O = [C;CA;CA

2

; : : :]

T

et C = [B;AB;A

2

B; : : :] sont les

matrices d'observabilit�e et de commandabilit�e usuelles. Soit un mineur extrait de H, detH

[IjJ ]

. Il

r�esulte de la formule de Binet-Cauchy sym�etris�ee (cf. I,2.1.8) que

detH

[IjJ ]

r

M

K

detO

[IjK]

det C

[KjJ ]

laquelle somme est nulle d�es que l'ordre du mineur est plus grand que n. �

Le corollaire suivant en r�esulte imm�ediatement.

2.1.2 Corollaire La dimension minimale de r�ealisation est sup�erieure ou �egale au rang mineur

de la matrice de Hankel.

2.1.3 Application au syst�eme �etudi�e en 1.2.2 On a

detH

[12j56]

= det

"

16 20

20 25

#

= 41 6r " ;

d'o�u il r�esulte que le rang mineur de la matrice de Hankel est au moins �egal �a 2, et donc que les

r�ealisations faibles de dimension 2 exhib�ees plus haut sont des r�ealisations minimales.

2.1.4 Remarque Le crit�ere 2.1.2 est valable dans un demi-anneau commutatif quelconque.
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2.2 Un contre exemple

2.2.1 Proposition On consid�ere la suite suivante

s

k

=

�

" si 9p 2 N; k = 3

p

e sinon

La suite s

k

n'est pas r�ealisable, cependant, la matrice de Hankel H associ�ee est de rang mineur �ni.

Comme la suite s

k

n'est pas p�eriodique, elle n'est pas r�ealisable. Le fait que les d�eterminants extraits

de H d'ordre assez grand sont �egaux �a e

�

r�esulte des petits r�esultats combinatoires suivants.

2.2.2 Proposition Soit A 2 B

n�n

. Si detA 6r ", alors A a au moins

n(n�1)

2

coe�cients nuls.

Preuve Pour une matrice 2 � 2, c'est imm�ediat. Quitte �a multiplier A par une matrice de per-

mutation, on peut supposer

N

i

A

ii

= e. Si le coe�cient A

ij

est non nul, le coe�cient A

ji

est

n�ecessairement nul (sinon, via le r�esultat en dimension 2, detA = detA[ijjij]e� : : := e

�

� : : : = e

�

).

Ainsi, la moiti�e seulement des coe�cients hors diagonaux peut être non nul. On observe que la borne

est atteinte pour les matrices triangulaires. �

Il est intuitivement assez clair que si s

k

a asymptotiquement peu de z�eros, les mineurs d'ordre

�elev�e de H auront beaucoup de e, et seront donc �equilibr�es. Pour montrer cela, �etant donn�ee la

structure de la matrice de Hankel, il n'est pas �etonnant de faire appel �a la notion suivante de

triangle.

2.2.3 D�e�nition La matrice A est dite sans triangle inf�erieur si on n'a pas

A

ij

= "; A

lk

= "; A

max(i;l);max(j;k)

= " pour i 6= l et j 6= k.

Cette d�e�nition correspond au dessin de la Figure VI.4:

�

�

�

�

A

ij

= "

A

lk

= "

A

max(i;l);max(j;k)

= "

Figure VI.4: Triangle inf�erieur

2.2.4 Lemme La matrice H est sans triangles inf�erieurs.

Preuve Si i+ j = 3

p

, l+k = 3

q

, on a max(i; l)+max(j; k) � 2� 3

max(p;q)

. Si H admet un triangle

inf�erieur, on a max(i; l)+max(j; k) = 3

r

avec n�ecessairement r > max(p; q), d'o�u 3

r

� 2�3

max(p;q)

:

contradiction. �

On montre maintenant qu'une grande matrice sans triangles inf�erieurs n'a pas trop de ", ce qui

d'apr�es 2.2.1, entrâ�ne la �nitude du rang mineur de H . Cela r�esulte de la proposition suivante.
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2.2.5 Proposition Soit C(n; p) le nombre maximal de z�eros d'une matrice de taille n � p sans

triangles inf�erieurs. On a:

C(n; p) = n+ p� 1 :

Preuve Tout d'abord, C(n; 1) = n, C(p; q) = C(q; p). Soit r le nombre de z�eros dans la derni�ere

colonne de A. On a l'�equation de type programmation dynamique suivante:

C(n; p) = max

1�r�n

[C(n� r + 1; p� 1) + r] : (2:2:a)

Supposons en e�et des z�eros sur la derni�ere colonne en position (i

1

; p); (i

2

; p); : : : ; (i

r

; p) avec i

1

<

i

2

< : : : < i

r

.

A =

2

6

6

6

6

6

6

6

4

1 : : : p� 1 p

i

1

"

i

2

+ : : : + "

i

r

+ : : : + "

3

7

7

7

7

7

7

7

5

:

Les coe�cients des p � 1 premi�eres colonnes sur les lignes i

2

; : : : i

r

sont n�ecessairement non-nuls

(coe�cients marqu�es d'un signe +). Moyennant le choix de r, on se ram�ene �a maximiser le nombre

de coe�cients non nuls sur la sous-matrice de taille (n�r+1)� (p�1), A(i

2

: : : i

r

jp) (soit A priv�ee

des lignes avec des + et de la derni�ere colonne), ce qui donne la r�ecurrence ci-dessus. On obtient

les premi�eres valeurs de C(n; p):

n; p 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5

2 2 3 4 5 : : :

3 3 4 5 : : :

4 4 : : :

d'o�u l'on induit imm�ediatement la formule 2.2.5. �

Ainsi, le nombre de z�eros d'un mineur d'ordre n extrait de H est au maximum C(n; n) = 2n�1.

Comme

n(n�1)

2

> 2n � 1 pour n � 5, on a par la proposition 2.2.2 que tous les mineurs de H de

taille sup�erieure �a 5 sont �equilibr�es. Cela ach�eve la preuve du contre exemple 2.2.1. �

2.3 Crit�ere classique

Un modulo��de M de R

N

max

sera dit stable si 


�1

M �M . On a de mani�ere analogue au cas des s�eries

\posi-rationnelles" [37]:

2.3.1 Proposition La dimension minimale de r�ealisation d'une s�erie rationnelle est �egal �a la plus

petite dimension faible (cf. 0,5.5.3) d'un modulo��de stable contenant les colonnes de H.

Preuve Si H = OC, o�u les matrices O et C ont �et�e d�e�nies plus haut, on a 


�1

O = OA, et donc

le modulo��de engendr�ee par les colonnes de O est stable. R�eciproquement, soit u

1

; : : : ; u

r

une base

faible de ce modulo��de. On obtient une r�ealisation de dimension r en adaptant la preuve de 1.2.1.

�
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La caract�erisation ci-dessus n'est pas e�ective, et la r�ealisation minimale d'une s�erie rationnelle

reste un probl�eme ouvert. La condition dans 2.3.1 est �equivalente �a trouver une factorisation H =

UV , avec U stable. On notera que le probl�eme plus g�en�eral que 2.3.1, qui consiste �a trouver le

rang de Schein de la matrice H, i.e. une factorisation UV sans la condition de stabilit�e est lui

même ouvert. Même dans le cas des matrices de Boole, il semble qu'il n'y ait pas d'algorithmes

polynômiaux connus pour trouver le rang de Schein [50].


