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Chapitre VII

Alg�ebre rationnelle des graphes

d'�ev�enements temporis�es

Introduction

On a vu au cours du Chapitre V que les graphes d'�ev�enements temporis�es se mod�elisent naturel-

lement par des op�erateurs lin�eaires stationnaires continus sur le modulo��de des compteurs, ou duale-

ment, sur le modulo��de des dateurs. D'ordinaire, les �equations stationnaires faisant intervenir des

op�erateurs lin�eaires du type d�erivation, di��erence �nie ou retard, se r�esolvent par un calcul sur

les transform�ees de Fourier, transform�ees en z,: : : , ce qui a pour e�et de ramener un probl�eme

d'int�egration d'�equations di��erentielles ou d'�equations r�ecurrentes �a un probl�eme d'alg�ebre sur

les fractions rationnelles. Ici, on ne peut raisonner sur les transform�ees de Fenchel, ou \fonctions

de transfert" introduites en V,x4. Il y a en e�et une \perte d'information" par transform�ee de

Fenchel (celle ci n'est pas injective). Il est cependant pertinent d'�etudier les op�erateurs continus

stationnaires d'un point de vue purement alg�ebrique. Le dio��de de ces op�erateurs est isomorphe

�a un dio��de de s�eries formelles convenablement quotient�e. Ce dio��de de s�eries rationnelles joue en

quelque sorte le même rôle que le corps des fractions rationnelles dans le calcul de Heaviside. Cette

approche est due �a Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23]. Notre contribution consiste �a avoir pr�ecis�e

(et impl�ement�e) l'alg�ebre e�ective de ces op�erateurs. Ce chapitre d�eveloppe les r�esultats publi�es

dans un papier ant�erieur en collaboration avec C. Klimann [42] et y ajoute la caract�erisation des

p�eriodes des s�eries rationnelles (c'est l'analogue pour les s�eries formelles de l'�etude des cyclicit�es des

matrices dans la th�eorie de Perron-Frobenius). Signalons la contribution de X. Xinhe, Y. Haibin,

L. Changyou et W. Liming [101], l�eg�erement post�erieure �a la notre [42]. Ces auteurs obtiennent

par des techniques de nature \g�eom�etrique" des r�esultats analogues sur les sommes et produits de

s�eries rationnelles (sans les questions de p�eriodicit�e).

Les algorithmes que nous avons obtenus ont �et�e impl�ement�es, et constituent le \package" MAX,

�ecrit en MAPLE, qui fait l'objet du Chapitre suivant. Les probl�emes algorithmiques les plus tech-

niques sont trait�es en d�etail dans l'Appendice B.

1 Un exemple de graphe d'�ev�enements temporis�e

On consid�ere le graphe d'�ev�enements temporis�e repr�esent�e sur la Figure VII.1. Nous renvoyons le

lecteur �a [23] pour les questions de mod�elisation des graphes d'�ev�enements, et rappelons seulement
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les faits suivants. Un graphe d'�ev�enements est un graphe biparti avec deux sortes de sommets: les

places (cercles) et les transitions (rectangles). Dans le graphe circulent des jetons (cercles noirs)

selon la r�egle illustr�ee sur la Figure VII.2: on dit qu'une transition est tirable s'il y a au moins

1 jeton dans chaque place amont. Lorsque la transition est tir�ee, on retire un jeton dans chaque

place amont et l'on rajoute un jeton dans chaque place aval. Ici, le graphe est temporis�e: les jetons

doivent s�ejourner au moins un temps donn�e dans une place avant de devenir disponible pour le

tir d'une transition aval. Les temps sont repr�esent�es par des bâtonnets sur la Figure VII.1. Par

exemple, un jeton doit s�ejourner au moins 3 unit�es de temps dans la place entre u

1

et x

1

avant de

permettre le tir de x

1

. On va donner deux points de vue sur ce syst�eme.

u

2

y

u

1

x

3

x

1

x

2

= temps de s�ejour dans la place

(unit�e de temps)

=marquage initial

(jetons)

Figure VII.1: Un graphe d'�ev�enements temporis�e

Figure VII.2: Tir d'une transition

1.1 Repr�esentation par des syst�emes lin�eaires r�ecurrents

En associant �a chaque transition x

i

(u

i

; y: : :) le compteur x

i

t

(nombre de tirs de la transition i

jusqu'�a l'instant t), on peut �ecrire le syst�eme d'�equations (min;+)-lin�eaires suivant:

8

>

<

>

:

x

1

t

= min(1 + x

2

t

; u

1

t�3

)

x

2

t

= min(x

1

t�1

; 1 + u

2

t�1

)

x

3

t

= min(x

1

t

; x

2

t�1

; 1 + x

3

t�2

)

y

t

= min(1 + x

2

t

; x

3

t�3

) ; (1:1:a)
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Avec les notations du dio��de R

min

, on peut �ecrire:

8

>

<

>

:

x

1

t

= 1x

2

t

� u

1

t�3

x

2

t

= x

1

t�1

� 1u

2

t�1

x

3

t

= x

1

t

� x

2

t�1

� 1x

3

t�2

y

t

= 1x

2

t

� x

3

t�3

; (1:1:b)

Matriciellement, il s'agit d'un syst�eme r�ecurrent avec une partie implicite, soit x

t

= A

0

x

t

�A

1

x

t�1

�

A

2

x

t�2

�B

1

u

t�1

� B

3

u

t�3

. La solution au plus tôt est donn�e par

x

t

= A

�

0

(A

1

x

t�1

� A

2

x

t�2

� B

1

u

t�1

�B

3

u

t�3

) : (1:1:c)

Le calcul de (1.1.c) revient �a �eliminer la partie implicite dans (1.1.b) (par exemple, on substitue

x

2

t

= x

1

t�1

� 1u

2

t�1

dans la premi�ere �equation). On obtient alors:

8

>

<

>

:

x

1

t

= 1x

1

t�1

� 2u

2

t�1

� u

1

t�3

x

2

t

= x

1

t�1

� 1u

2

t�1

x

3

t

= 1x

1

t�1

� 2u

2

t�1

� u

1

t�3

� x

2

t�1

� 1x

3

t�2

y

t

= 1x

2

t

� x

3

t�3

:

En prenant les vecteurs x

t

= [x

1

t

; x

2

t

; x

3

t

; x

3

t�1

; x

3

t�2

; x

3

t�3

]

T

et u

t

= [u

1

t�3

; u

2

t�1

], on se ram�ene �a la

forme standard

x

t

= Ax

t�1

� Bu

t

; y

t

= Cx

t

(1:1:d)

avec

A =

2

6

6

6

6

6

6

6

4

1 " " " " "

e " " " " "

1 e " 1 " "

" " e " " "

" " " e " "

" " " " e "

3

7

7

7

7

7

7

7

5

; B =

2

6

6

6

6

6

6

6

4

e 2

" 1

e 2

" "

" "

" "

3

7

7

7

7

7

7

7

5

; C =

h

" 1 " " " e

i

: (1:1:e)

Plus g�en�eralement, l'�etude des graphes d'�ev�enements temporis�es se ram�ene �a celle des syst�emes

lin�eaires r�ecurrents (1.1.d). Un cas particulier int�eressant est celui d'une entr�ee non contraignante

(u = "). On obtient alors x

t

= A

t

x

0

, de sorte que l'�etude du comportement du graphe en r�egime

autonome se ram�ene au l'�etude des puissances de A. Lorsque A est irr�eductible, on a le r�esultat de

cyclicit�e suivant, du �a Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17]:

9N 2 N; 9c 2 N n f0g 8n � N; A

n+c

= �(A)

c

A

n

; (1:1:f)

o�u �(A) d�enote la moyenne arithm�etique minimale (pour l'ordre naturel) des circuits de la matrice

A (cf. Chapitre IV). Autrement dit, le syst�eme atteint un r�egime p�eriodique en un temps �ni, au

bout duquel on a

x

t+c

= �(A)

c

x

t

= c� �(A) + x

t

; (1:1:g)

i.e. c � �(A) �ev�enements arrivent toutes les c unit�es de temps. Au vu de (1.1.g), le rayon spectral

�(A) s'interpr�ete comme le taux de production du syst�eme. En l'occurrence, �(A) est �egal au poids

moyen du circuit a

34

a

43

, soit

�(A) =

A

34

+ A

43

2

=

1

2

:
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1.2 Approche op�eratorielle

On introduit deux op�erateurs de d�ecalage 
 et � sur les compteurs, soient:

(
x)(t) = x(t) + 1

(�x)(t) = x(t� 1) :

On rappelle (cf. V,x2.1) que 
 et � v�eri�ent les r�egles de simpli�cation suivantes:

8c; c

0

; d; d

0

2Z;

(i) 


c

� 


c

0

= 


min(c;c

0

)

(ii) �

d

� �

d

0

= �

max(d;d

0

)

:

(1:2:a)

Le syst�eme (1.1.b) se r�e�ecrit comme suit �a l'aide de ces op�erateurs:

x = ax� bu; y = cx; o�u a =

2

6

4

" 
 "

� " "

e � 
�

2

3

7

5

; b =

2

6

4

�

3

"

" 
�

" "

3

7

5

; c =

h

" 
 �

3

i

: (1:2:b)

Il s'agit l�a d'un syst�eme matriciel implicite en les op�erateurs 
 et �, que l'on r�esout formellement

par y = ca

�

bu. L'op�erateur h = ca

�

b m�erite le nom de transfert. En l'occurrence, on calcule

y = hu = h

1

u

1

� h

1

u

2

= �

8

(
�

2

)

�

u

1

� 
�

5

(
�

2

)

�

u

2

: (1:2:c)

Le coe�cient h

1

repr�esente le transfert de la premi�ere entr�ee �a la sortie. On constate que les coef-

�cients de h sont des s�eries rationnelles en 
 et � s'exprimant �a l'aide d'une seule �etoile. On verra plus

loin que l'�etoile (
�

2

)

�

commune �a h

1

et h

2

repr�esente la cyclicit�e du syst�eme en r�egime autonome:

ultimement, les transitions x

i

et y seront tir�ees une fois (exposant de 
) toute les deux (exposant de

�) unit�es de temps. En particulier, le taux de production s'obtient en divisant l'exposant de 
 par

celui de � dans (
�

2

)

�

, soit

1

2

, en conformit�e avec x1.1. On voit sur cet exemple le gain (en compacit�e

des notations) de la repr�esentation par transfert (1.2.c) par rapport �a la repr�esentation r�ecurrente.

D'autres probl�emes se posent par ailleurs en termes de transfert. Par exemple, on voit facilement

que le graphe d'�ev�enements de la Figure VII.3 a même s�erie de transfert. La caract�erisation des

graphes d'�ev�enements \minimaux" est un probl�eme (ouvert) de r�ealisation minimale qui soul�eve

les mêmes di�cult�es qu'en VI,1.2.8. Ce Chapitre �etudie l'alg�ebre des op�erateurs 
 et �, et montre

u

1

u

2

x

y

Figure VII.3: Graphe d'�ev�enements simpli��e

en particulier comment calculer les s�eries de transfert de type (1.2.c)
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2 Etude de l'alg�ebre des op�erateurs 
 et �

2.1 Le dio��deM

in

ax

[[
; �]]

Les op�erateurs qui interviennent dans les graphes d'�ev�enements temporis�es s'exprimeront comme

somme d'op�erateurs �el�ementaires 


n

�

t

(on rappelle que 
 et � commutent). Il est donc commode

s'introduire le dio��de B [[
; �]] des s�eries formelles commutatives �a coe�cients bool�eiens en deux

ind�etermin�ees 
 et � et �a exposants dans Z (contrairement �a 0,1.0.8, o�u les exposants �etaient

positifs ou nuls). 
 et � d�esignent donc dans l'�ecriture B [[
; �]] deux ind�etermin�ees, et non plus les

op�erateurs de d�ecalage. Une s�erie formelle de B [[
; �]] s'�ecrira de mani�ere unique

s =

M

n;t2Z

s(n; t)


n

�

t

; (2:1:a)

avec s(n; t) = e ou ". On note que B [[
; �]] est un dio��de complet. Le support d'une s�erie s est la

partie de Z

2

suivante:

supps := f(n; t) 2Z

2

j s(n; t) 6= "g :

On a l'�ecriture creuse

s =

M

(n;t)2supps




n

�

t

;

et l'on notera parfois s =

L

i2I




n

i

�

t

i

. On traduit ensuite les r�egles de simpli�cation (1.2.a). On

noteraM

in

ax

[[
; �]] le \quotient"

1

de B [[
; �]] par les r�egles (1.2.a). On peut caract�eriser simplement

le dio��deM

in

ax

[[
; �]]. Introduisons l'application ' suivante (ce qui sera justi��e de mani�ere heuristique

dans un instant):

' : B [[
; �]]! B [[
; �]]; '(s) = s


�

(�

�1

)

�

(2:1:b)

Le r�esultat central est que deux s�eries bool�eiennes s et s

0

donnent la même classe d'�equivalence

dans M

in

ax

[[
; �]] ssi on a '(s) = '(s

0

).

2.1.1 Th�eor�eme On a les �egalit�es et isomorphismes de dio��des:

M

in

ax

[[
; �]] = B [[
; �]]=' ' L

stat

(Croiss(Z;Z

min

)) ' L

stat

(Croiss(Z;Z

max

)) :

2.1.2 Argument heuristique On constate que la r�egle (1.2.a),(i) entrâ�ne

e = e� 
 � 


2

� : : := 


�

:

De même (1.2.a),(ii) entrâ�ne

e = e� �

�1

� �

�2

� : : := (�

�1

)

�

:

On a donc e = 


�

= (�

�1

)

�

= 


�

(�

�1

)

�

, et donc g�en�eralement pour tout op�erateur s, l'identit�e

s


�

(�

�1

)

�

= s. Cela sugg�ere d'introduire l'application ' d�e�nie plus haut. Il r�esulte alors de

(


�

(�

�1

)

�

)

2

= 


�

(�

�1

)

�

(cf. 0,4.1.6,(v)) que

'(s) = '(s


�

(�

�1

)

�

)

i.e. que s et s


�

(�

�1

)

�

repr�esentent bien le même �el�ement dans le dio��de B [[
; �]] quotient�e par '.

1

De mani�ere pr�ecise, le quotient par la plus �ne des congruences R v�eri�ant la r�egle (1.2.a). C'est l'analogue d'une

pr�esentation pour un groupe [65].
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2.2 Preuve du th�eor�eme 2.1.1

2.2.1 Lemme La relation R

'

est une congruence v�eri�ant (1.2.a).

Preuve Le fait que R

'

est compatible avec la structure de dio��de complet de B [[
; �]] r�esulte de

ce que '(

L

i2I

a

i

) =

L

i2I

'(a

i

) et '(ab) = '(a)b = a'(b). Le fait que

'(


c

� 


c

0

) = '(


min(c;c

0

)

); '(�

d

� �

d

0

) = '(�

max(d;d

0

)

)

r�esulte d'un calcul imm�ediat. �

2.2.2 Lemme Toute congruence R

0

v�eri�ant (1.2.a) est plus grossi�ere que R

'

.

Preuve Il r�esulte de l'argument heuristique ci-dessus que toute s�erie x est �egale �a x


�

(�

�1

)

�

= '(x)

modulo R

0

. On a donc

'(x) = '(y)) xR

0

'(x) = '(y)R

0

y

i.e. xR

'

y ) xR

0

y. �

L'�egalit�e des deux premiers dio��des dans le Th�eor�eme 2.1.1 r�esulte imm�ediatement des deux

lemmes ci-dessus. �

2.2.3 Proposition (Isomorphisme s�eries-compteurs) On a l'isomorphisme suivant:

ser

c

:

(

Croiss(Z;Z

min

) �! M

in

ax

[[
; �]]

k 7�! ser

c

k =

L

t2Z




k(t)

�

t

(avec la convention 


�1

= (


�1

)

�

et 


+1

= "). L'isomorphisme compt inverse de ser

c

est d�e�ni

par

compt := ser

"

c

; [ser

"

c

(s)](t) = inffn 2Zj 


n

�

t

� sg : (2:2:a)

Preuve de la proposition 2.2.3.

(i): Il est imm�ediat que ser

c

est r�esiduable, de r�esidu�ee compt donn�ee par (2.2.a).

(ii): ser

c

est inversible �a droite. Soit en e�et

s =

M

i2I




n

i

�

t

i

:

On a pour tout i 2 I , (ser

"

c

(s))(t

i

) � n

i

, d'o�u (ser

c

�ser

"

c

(s)) � 


n

i

�

t

i

et en sommant sur les

i ser

c

�ser

"

c

(s) � s, i.e. ser

c

�ser

"

c

� Id. L'autre in�egalit�e r�esultant de la d�e�nition même d'une

application r�esidu�ee (cf. 0,5.1.1), on a que ser

"

c

est un inverse �a droite de ser

c

.

(iii) ser

c

est injective (i.e. inversible �a gauche). Cela r�esulte du lemme suivant:

2.2.4 Lemme ser

c

k � ser

c

k

0

entrâ�ne k � k

0
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Preuve de 2.2.4. Si

M

t2Z




k(t)

�

t

�

M

t

0

2Z




k

0

(t

0

)

�

t

0

on a pour tout t




k(t)

�

t

�

M

t

0

2Z




k

0

(t

0

)

�

t

0

i.e.

9t

0

2Z; 


k(t)

�

t

� 


k

0

(t

0

)

�

t

0

ce qui entrâ�ne t

0

� t et k(t) � k

0

(t

0

). Comme k

0

est d�ecroissante pour l'ordre �, on a k

0

(t) �

k

0

(t

0

) � k(t), d'o�u k � k

0

ce qui est bien 2.2.4.

(iii) il est imm�ediat que ser

c

transforme le min point par point en somme de s�eries et l'inf-convolution

en produit. �

De mani�ere analogue:

2.2.5 Proposition (Isomorphisme s�eries-dateurs) On a l'isomorphisme

ser

d

:

(

(Croiss(Z;Z

max

);max; �) �! M

in

ax

[[
; �]]

k 7�! ser

d

k =

L

n2Z




n

�

k(n)

:

avec la convention �

+1

:= �

�

et �

�1

:= ". L'isomorphisme dat inverse de ser

d

est d�e�ni par

dat = ser

"

d

; dat s(n) = supft 2Zj 


n

�

t

� sg : (2:2:b)

Le th�eor�eme r�esulte de 2.2.3 et du fait que le dio��de des syst�emes lin�eaires stationnaires sur

Croiss(Z;Z

min

) est isomorphe �a (Croiss(Z;Z

min

);�; �) (cf. V,3.2.6). �

L'application compt s (resp. dat s) d�e�nie ci dessus sera quali��ee de \fonction compteur associ�ee

�a s" (resp. \fonction dateur associ�ee �a s").

2.2.6 Lemme L'application ' : s 7! '(s) = s


�

(�

�1

)

�

. est un isomorphisme continu deM

in

ax

[[
; �]]

sur '(B [[
; �]]).

Preuve le seul point non trivial est '(ab) = '(a)'(b). Posons z = (
 � �

�1

). Par 0,4.1.6,(iv), on

a z

�

z

�

= z

�

, d'o�u '(a)'(b) = az

�

bz

�

= abz

�

= '(ab). �

Ce r�esultat autorise une repr�esentation g�eom�etrique simple de M

in

ax

[[
; �]]. L'application s 7!

supp'(s) permet em e�et de repr�esenter une s�erie formelle de M

in

ax

[[
; �]] par une partie de Z

2

.

Par exemple, on repr�esente la classe d'�equivalence de 


2

�

2

par le cône de Z

2

de type \sud-est"

f(2 + n

0

; 2� t

0

); (n

0

; t

0

) 2 N

2

g. Plus g�en�eralement, on associe au monôme 


n

�

t

l'ensemble

supp'(


n

�

t

) = [n;+1[�]�1; t] = (n; t) +N� (�N) ; (2:2:c)

et l'on repr�esente une somme de tels monômes par l'union des cônes de type (2.2.c) associ�es. La

Figure VII.4 repr�esente le polynôme p = e � 


2

� 


2

�

2

� 


3

�

3

. On observe que le monôme 


2

(repr�esent�e par le cône issu du carr�e noir) est innessentiel (i.e. peut être retir�e du repr�esentant sans

en changer la classe d'�equivalence modulo '), car dans l'\ombre" de 


2

�

2

.

Nous donnons maintenant deux formules utiles exprimant compt s et dat s en fonction d'un

repr�esentant quelconque de s.
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t (temps)

e

n (quantit�es)




3

�

3




2

�

2




2

Figure VII.4: Repr�esentation graphique du polynôme p = e� 


2

�

2

� 


2

� 


3

�

3

2.2.7 Proposition Soit s =

L

i2I




n

i

�

t

i

. Les fonctions compteur et dateur associ�ees �a s sont

donn�ees par

compt s(t) = inf

t

i

�t

n

i

; dat s(n) = sup

n

i

�n

t

i

:

Preuve Les propositions suivantes sont �equivalentes:




n

�

t

� s dans M

in

ax

[[
; �]]

'(


n

�

t

) � '(s) dans B [[
; �]]




n

�

t

� '(s) (car ' � Id et '

2

= ')

f(n; t)g � supp'(s) (par 2.2.6)

f(n; t)g � [

i

supp'(


n

i

�

t

i

)

f(n; t)g � [

i

[n

i

;+1[�]�1; t

i

] (cf (2.2.c))

9i 2 I; n � n

i

et t � t

i

Compte tenu de la derni�ere condition, l'expression de compt s donn�ee en (2.2.a) se r�e�ecrit:

compt s(t) = inffn 2Zj 9i 2 I; n � n

i

et t � t

i

g = inffn

i

j t

i

� tg :

Preuve analogue pour dat s. �

Signalons en�n que l'on passe de dat s �a compt s par une formule de type r�esiduation (cf. Caspi

et Halbwachs [15]). On a

dat s(n) = supft 2Zj compt s(t) � ng : (2:2:d)

Soit en e�et s =

L

l2Z




k(l)

�

l

o�u k = compt s. On a

dat s(n) = h(n) = supft 2Zj 


n

�

t

�

L

l2Z




k(l)

�

l

g

= supft 2Zj 9� � t; n � k(�)g

= supft 2Zj n � k(t)g car k est croissante.

�

2.3 Calcul dans le dio��deM

in

ax

[
; �]

2.3.1 Test d'in�egalit�e Le test d'in�egalit�e (et donc d'�egalit�e) de deux s�eries est simple. Comme

on a

M

i2I

a

i

� p, 8i 2 I; a

i

� p (2:3:a)
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il su�t de savoir v�eri�er si un monôme est inf�erieur �a une s�erie s. On a 


n

�

t

� s =

L

i2I




n

i

�

t

i

dans le dio��de M

in

ax

[[
; �]] ssi on a dans B [[
; �]]




n

�

t

� '(s) = s


�

(�

�1

)

�

soit en d�eveloppant les �etoiles:

9i 2 I; 9(n; t) 2 N

2




n

�

t

� 


n

i

+n

�

t

i

�t

soit pour conclure




n

�

t

�

M

i2I




n

i

�

t

i

, 9i 2 I; n � n

i

et t � t

i

: (2:3:b)

Graphiquement, (n; t) appartient �a l'un des \cônes sud-est" (n

i

; t

i

) + N� (�N), cf. Figure VII.4.

2.3.2 Repr�esentant minimal des polynômes

Il est \clair" sur le dessin VII.4 que le repr�esentant minimal

2

du polynôme repr�esent�e par une

partie de Z

2

modulo ' est donn�e par \l'ensemble des points extr�emaux en haut �a gauche" de cette

partie, en l'occurrence p

0

= e� 


2

�

2

� 


3

�

3

. De mani�ere pr�ecise, on dira que le monôme 


n

i

�

t

i

est

redondant dans la somme p =

L

j2J




n

j

�

t

j

si p =

L

j2Jnfig




n

j

�

t

j

, ou d'apr�es (2.3.b):




n

i

�

t

j

redondant , 9j 2 J; n

i

� n

j

et t

i

� t

j

:

Il est clair qu'en enlevant �eventuellement des monômes redondants, on obtient un repr�esentant

minimal. L'unicit�e r�esulte de ce que les monômes 


n

k

�

t

k

du repr�esentant minimal sont \ext�emaux

en haut �a gauche", i.e. v�eri�ent:




�1




n

k

�

t

k

6� p et �


n

k

�

t

k

6� p :

Nous laissons le lecteur pr�eciser ce dernier point. On pourra aussi se reporter �a l'annexe B o�u

un r�esultat de repr�esentant minimal est donn�e pour une classe g�en�erale dio��des quotient�es par de

\bonnes congruences", dont M

in

ax

[[
; �]] est un cas particulier.

En r�esum�e, on peut �enoncer:

2.3.3 Proposition (Forme canonique) Un polynôme a 2 M

in

ax

[
; �] s'�ecrit de mani�ere unique

sous la forme:

a = 


n

1

�

t

1

� 


n

2

�

t

2

� : : :� 


n

k

�

t

k

: (2:3:c)

o�u n

1

< n

2

< : : : < n

k

et t

1

< t

2

< : : : < t

k

. Le terme �a droite de (2.3.c) est le repr�esentant

minimal de a.

Pour le polynôme de la Figure VII.4, la forme canonique de p est p = e�


2

�

2

�


3

�

3

. Nous renvoyons

le lecteur �a l'annexe B o�u les questions d'algorithmique des repr�esentants minimaux (r�eduction de

la somme, du produit,: : : ) sont pr�ecis�ement trait�ees.

2

i.e. la plus petite s�erie bool�eienne dans la classe d'�equivalence
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3 S�eries rationnelles

3.1 G�en�eralit�es

On rappelle que la clôture rationnelle d'un sous ensemble E d'un dio��de est d�e�nie comme le plus

petit dio��de rationnellement clos (i.e. stable par l'op�eration �etoile) contenant E . On le note E

�

. On

le caract�erise comme l'ensemble form�e sommes, produits et �etoiles d'un nombre �ni d'�el�ements de

E , ainsi que de " et e. On a (E

�

)

�

= E

�

.

3.1.1 D�e�nition (S�eries rationnelles de M

in

ax

[[
; �]]) On appelle s�eries rationnelles les s�eries

de M

in

ax

[[
; �]] appartenant �a la clôture rationnelle de l'ensemble f
; �g.

Le dio��de des s�eries rationnelles co��ncide �evidemment avec la clôture rationnelle du dio��de des

polynômes causaux. Les s�eries qui interviendront dans le calcul des transferts de graphes d'�ev�ene-

ments temporis�es seront donc rationnelles.

3.2 Repr�esentation des rationnels

On a montr�e en 2.2.6 que le dio��deM

in

ax

[[
; �]] se repr�esentait comme l'ensemble des parties deZ

2

de

la forme X + C, o�u C est le cône \sud-est" (1; 0)N+ (0;�1)N. L'�etude des rationnels deM

in

ax

[[
; �]]

apparâ�t donc comme une sp�ecialisation de la th�eorie des parties rationnelles de Z

2

(l'ensemble

des rationnels de Z

2

est obtenu par clôture rationnelle de l'ensemble des singletons dans le dio��de

(P(Z

2

);[;+)). On peut donc appliquer certains r�esultats classiques [32]. Rappelons qu'une partie

lin�eaire de Z

k

est un ensemble de la forme:

a + V

�

o�u a est un point et V une partie �nie de Z

k

. Une union �nie de parties lin�eaires, [

i

(a

i

+ V

�

i

),

est dite semi-lin�eaire. Par application imm�ediate des propri�et�es 0,4.1.6, on obtient des formules

donnant les sommes, produits, �etoiles d'expressions de type (3.2.a), ce qui au passage prouve que

l'ensemble des parties semi-lin�eaires co��ncide avec l'ensemble des rationnels. En revenant au dio��de

M

in

ax

[[
; �]], on obtient imm�ediatement qu'une s�erie s est rationnelle ssi elle s'�ecrit sous la forme:

s =

M

i

a

i

V

�

i

; (3:2:a)

o�u les a

i

(resp. V

i

) sont des monômes (resp. polynômes) causaux.

Cette repr�esentation est cependant insu�sante pour notre propos. Un rationnel s admet en

e�et des repr�esentations di��erentes, et la d�etermination de l'�egalit�e de deux de ces repr�esentations

requiert en g�en�eral la r�esolution d'�equations lin�eaires diophantiennes dont le nombre d'inconnues

est de l'ordre du nombre maximal de monômes des V

i

: par exemple, d�ecider si le point b 2 Z

k

appartient �a a

i

V

�

i

avec V

i

= fu

1

; : : : ; u

r

g revient �a trouver x 2 N

r

tel que b = a

i

+

P

k

l=1

x

l

u

l

. De

même, le calcul de l'inf de telles expressions, de leurs di��erences et quotients r�esidu�es, ainsi que la

d�etermination du dateur ou du compteur (et donc du sens physique) associ�e �a la s�erie s donn�ee par

(3.2.a) n'est pas clair.

Il est cependant un cas o�u l'on a une repr�esentation plus simple que (3.2.a). Nous allons con-

sid�erer d'abord les parties rationnelles de N, et nous donnerons un r�esultat de p�eriodicit�e pour les

parties rationnelles de N (que nous n'avons pas trouv�e sous cette forme dans la litt�erature, mais qui

est cons�equence imm�ediate de r�esultats classiques). Nous montrerons ensuite comment ce r�esultat

s'�etend naturellement au dio��de M

in

ax

[[
; �]].
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3.3 Analogie avec les parties rationnelles de N

3.3.1 D�e�nition La partie X � N est dite ultimement p�eriodique (ou plus simplement p�eriodique)

s'il existe un entier n, deux parties �nies P et Q telles que (i) le plus petit �el�ement de Q majore

strictement P , (ii) Q soit de diam�etre au plus n� 1, et

X = P [ (Q+ fng

�

) = P [ Q [ (Q+ n) [ (Q+ 2n) [ (Q+ 3n) : : : : (3:3:a)

Les conditions (i) et (ii) ne sont l�a que pour que cette union soit disjointe et puisse s'interpr�eter

g�eom�etriquement: nous laissons au lecteur le soin de v�eri�er que l'on d�e�nit le même ensemble de

parties en supprimant les conditions (i) et (ii). L'interpr�etation de (3.3.a) est claire: soit K = minQ,

la partie tronqu�ee X \ [K;+1[ est form�ee de l'ensemble de points Q r�ep�et�e avec les translations

successives n; 2n; 3n; : : : L'entier n m�erite le nom de p�eriode.

3.3.2 Exemple La partie X = f0; 4; 5; 8; 9; 12; 13; 16; 17; : : :g est p�eriodique de p�eriode n = 4.

Prendre P = f0g et Q = f4; 5g.

On a alors le r�esultat �el�ementaire suivant:

3.3.3 Th�eor�eme Une partie de N est rationnelle ssi elle est p�eriodique.

Esquisse de preuve Soit P l'ensemble des parties p�eriodiques, et S l'ensemble des singletons.

L'ensemble des parties rationnelles est �egal �a S

�

. Comme trivialement (o): S � P � S

�

, il su�t

pour montrer 3.3.3 de v�eri�er que l'ensemble des s�eries p�eriodiques est rationnellement clos: on

aura alors en prenant l'�etoile de (o): S

�

� P

�

= P � (S

�

)

�

= S

�

. Plutôt que de donner une preuve

pr�ecise de ce fait (le lecteur pourra se reporter aux deux sections suivantes o�u l'on g�en�eralise ce

r�esultat), nous pr�ef�erons ici expliquer pourquoi l'union et la somme vectorielle de certaines parties

p�eriodiques simples sont p�eriodiques.

3.3.4 Lemme Soient a; b 2 N. Ecrivons ppcm(a; b) = ka = k

0

b. On a

fag

�

[ fbg

�

= f0; a; 2a; : : :; (k� 1)a; b; 2b; : : : ; (k

0

� 1)bg+ fppcm(a; b)g

�

:

Preuve trivial. �

3.3.5 Lemme Il existe K 2 N et P major�ee par K � 1 telle que

fag

�

+ fbg

�

= P [ (K + fpgcd(a; b)g

�

) :

Ce lemme est �equivalent au fait �el�ementaire suivant sur les �equations lin�eaires diophantiennes, qui

r�esulte imm�ediatement du th�eor�eme de Bezout.

3.3.6 Lemme Soient a et b deux entiers positifs. Il existe un entier K tel que pour tout c � K et

multiple de pgcd(a; b), l'�equation

ax+ by = c (3:3:b)

admette une solution (x; y) 2 N

2

.

Il r�esulte de 3.3.3 qu'une partie p�eriodique de N s'�ecrit �a l'aide de l'�etoile d'un seul singleton. De

mani�ere analogue, nous d�e�nissons les s�eries p�eriodiques dans M

in

ax

[[
; �]].
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3.3.7 D�e�nition (S�erie p�eriodique) La s�erie s 2 M

in

ax

[[
; �]] est p�eriodique ssi il existe deux

polynômes causaux p et q ainsi qu'un monôme causal r, tels que:

s = p� qr

�

:

Le r�esultat principal sur les s�eries rationnelles de M

in

ax

[[
; �]] est le suivant.

3.3.8 Th�eor�eme (Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23]) DansM

in

ax

[[
; �]], une s�erie est rationnelle

ssi elle est p�eriodique.

De mani�ere analogue �a 3.3.3, il su�t de v�eri�er que l'ensemble des s�eries p�eriodiques est rationnelle-

ment clos. Nous renvoyons �a [23] pour la preuve originale de ce r�esultat. Nous donnons ici une preuve

analogue, mais plus pr�ecise quant �a la caract�erisation des p�eriodicit�es. Nous donnerons d'abord les

r�egles de calculs sur certaines s�eries rationnelles simples, faisant en particulier le lien avec certaines

�equations diophantiennes lin�eaires. Nous renvoyons par ailleurs �a l'annexe B o�u l'on donne quelques

ra�nements de ces algorithmes, ceux-l�a mêmes que nous avons impl�ement�e en MAPLE.

4 R�egles de calcul sur les �el�ements simples

4.0.1 D�e�nition (El�ement simple) Nous appellerons �el�ement simple une s�erie de la forme mr

�

o�u m et r sont des monômes causaux.

L'�el�ement simple g�en�eral s'�ecrira donc:

s = 


n

�

t

(


�

�

�

)

�

;

o�u n; t; �; � 2 N. Si � = 0, on a r

�

= (


�

)

�

= e,mr

�

= 


n

�

t

et l'�el�ement simple mr

�

sera dit d�eg�en�er�e

de type monomial. Si � = 0 et � > 0, on a mr

�

= 


n

�

�

et l'�el�ement simple sera dit d�eg�en�er�e de type

in�ni.

4.1 Somme de deux �el�ements simples

4.1.1 D�e�nition (Pente) On appelle pente du monôme m = 


n

�

t

2 M

in

ax

[[
; �]] ou du point

(n; t) 2 N

2

, not�ee �(m) ou �(n; t) le quotient

n

t

(conventionnellement �egal �a +1 si t = 0).

On d�e�nit la loi suivante sur N

2

:

(�; �)t(�

0

; �

0

) =

8

<

:

(�; �) si �(�; �) < �(�

0

; �

0

)

(�

0

; �

0

) si �(�; �) > �(�

0

; �

0

)

(ppcm(�; �

0

); ppcm(�; �

0

)) si �(�; �) = �(�

0

; �

0

)

La loi t (lire \sup") est clairement associative, commutative, et idempotente. Comme (n; t) 7! 


n

�

t

est une bijection de N

2

sur l'ensemble des monômes causaux, on s'autorisera la notation suivante:




�

�

�

t


�

0

�

�

0

= 


N

�

T

o�u (N; T ) = (�; �)t(�

0

; �

0

) : (4:1:a)

D'abord, une remarque �el�ementaire:

4.1.2 Propri�et�e On a �((�; �)t(�

0

; �

0

)) = min(�(�; �); �(�

0

; �

0

)).
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Preuve C'est �evident si les pentes sont distinctes. Dans le cas o�u �(�; �) = �(�

0

; �

0

), c'est une pro-

pri�et�e d'homog�en�eit�e du ppcm. On a en e�et en posant ppcm(�; �

0

) = k� = k

0

�

0

et � = (�(�; �))

�1

:

k� = �k� = �k

0

�

0

= k

0

�

0

. Comme k et k

0

sont premiers entre eux, on a k� = ppcm(�; �

0

) =

�ppcm(�; �

0

), d'o�u

�(ppcm(�; �

0

); ppcm(�; �

0

)) = �

�1

= �(�; �) = �(�

0

; �

0

) : (4:1:b)

�

4.1.3 Th�eor�eme Soient mr

�

et m

0

r

0

�

deux �el�ements simples. On a:

mr

�

�m

0

r

0

�

= p� q(r t r

0

)

�

; (4:1:c)

o�u p et q sont des polynômes causaux.

Preuve de 4.1.3. Nous laissons au lecteur les cas d�eg�en�er�es � = 0 ou � = 0, qui sont triviaux.

1/ Cas �(r) = �(r

0

). Soient k et k

0

tels que ppcm(�; �

0

) = k� = k

0

�

0

. D'apr�es (4.1.b), on a �egalement

ppcm(�; �

0

) = k� = k

0

�

0

, de sorte que:

r

�

= (e� r � : : :� r

k�1

)(rtr

0

)

�

:

En �ecrivant une identit�e analogue pour r

0

�

, on obtient ainsi,

mr

�

�m

0

r

0

�

= [m(e� r � : : :� r

k�1

)�m

0

(e� r

0

� : : :� r

0

k�1

)](rtr

0

)

�

:

ce qui est de la forme (4.1.c).

2/ Cas �(r) < �(r

0

).

4.1.4 Lemme (de domination) Supposons �(�; �) < �(�

0

; �

0

), et n; n

0

; t; t

0

2 N . Il existe alors

K 2 N tel que




n

0

�

t

0




K�

0

�

K�

0

(


�

0

�

�

0

)

�

� 


n

�

t

(


�

�

�

)

�

: (4:1:d)

Preuve du Lemme 4.1.4. On a en d�eveloppant 


n

0

�

t

0




K�

0

�

K�

0

(


�

0

�

�

0

)

�

=

L

x�K




n

0

+x�

0

�

t

0

+x�

0

, et

de même 


n

�

t

(


�

�

�

)

�

=

L

y�0




n+y�

�

t+y�

. Compte tenu de (2.3.a) et (2.3.b), (4.1.d) est �equivalente

�a l'assertion suivante:

8x � K; 9y 2 N

(

n

0

+ x�

0

� n+ �y

t

0

+ x�

0

� t+ �y

(4:1:e)

Notons [y] la partie enti�ere de y. Comme y � [y] � y � 1, la condition suivante entrâ�ne (4.1.e).

8x � K; 9y 2 R

+

(

n

0

+ x�

0

� n + �y

t

0

+ x�

0

� t + �(y � 1)

(4:1:f)

En �eliminant y entre ces deux in�egalit�es, on trouve la condition de compatibilit�e de (4.1.f):

�(n

0

� n) + x(��

0

� ��

0

) � �(t

0

� t + �) : (4:1:g)

Comme �(�; �) < �(�

0

; �

0

), on a (��

0

� ��

0

) > 0, et il est clair que (4.1.g) sera v�eri��e pour x assez

grand. On pourra prendre x � K avec

K = max([

�(t

0

� t + �) + �(n� n

0

)

(��

0

� ��

0

)

]; 0) :

Cela ach�eve la preuve du Lemme 4.1.4. �
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4.1.5 Remarque On peut voir le calcul de la plus petite valeur de K v�eri�ant (4.1.d) comme

une g�en�eralisation pour une sous-classe d'�equations lin�eaires diophantiennes �a deux inconnues de

la notion de conducteur. Cela m�erite une �etude compl�ete, que nous n'entreprendrons pas ici.

Nous revenons �a la preuve de 4.1.3. Comme, si �(r) < �(r

0

), on a r t r

0

= r, on obtient par

application imm�ediate du Lemme de domination:

mr

�

�m

0

r

0

�

= m

0

(e� r

0

� : : :� r

0

K�1

)�m(r t r

0

)

�

;

qui est bien de la forme (4.1.c). Le Th�eor�eme 4.1.3 est prouv�e. �

4.1.6 Exemple On a

(
�)

�

� �

2

(


2

�)

�

= �

2

� 


2

�

3

� (


3

�

3

)

�

:

(


2

�

2

)

�

� 
�(


3

�

3

)

�

= (e� 


2

�

2

� 


4

�

4

� 
�)(


6

�

6

)

�

:

4.2 Produit de deux �el�ements simples

On introduit une seconde op�eration sur N

2

, u (lire \inf") d�e�nie comme suit:

(�; �)u(�

0

; �

0

) =

8

<

:

(�; �) si �(�; �) < �(�

0

; �

0

)

(�

0

; �

0

) si �(�; �) > �(�

0

; �

0

)

(pgcd(�; �

0

); pgcd(�; �

0

)) si �(�; �) = �(�

0

; �

0

)

L'op�eration u est associative et idempotente. On observe que N

2

�equip�e de t et de u n'est pas un

treillis (par exemple, la propri�et�e d'absorption r t (rur

0

) = r est en d�efaut, prendre r = (1; 1) et

r

0

= (1; 2)). Cependant, on a la propri�et�e plus faible:

(r t r

0

) t (rur

0

) = (r t r

0

) : (4:2:a)

Comme pour t, on s'autorisera la notation 


�

�

�

u


�

0

�

�

0

avec un sens �evident.

4.2.1 Th�eor�eme Soient mr

�

et m

0

r

0

�

deux �el�ements simples. On a:

mr

�


m

0

r

0

�

= p� q(rur

0

)

�

; (4:2:b)

o�u p et q sont des polynômes causaux.

Preuve de 4.2.1. Ici encore, nous ne traitons pas les cas triviaux � = 0 ou � = 0. Quitte �a multiplier

p et q par mm

0

, on pourra supposer m = m

0

= e.

1/ Cas �(s) < �(s

0

). Soit K comme dans le Lemme 4.1.4 tel que:

r

0

K

(r

0

)

�

� r

�

: (4:2:c)

En multipliant cette identit�e par r

�

, on obtient r

0

K

(r

0

)

�

r

�

� r

�

r

�

= r

�

. Ainsi:

r

�

r

0

�

= r

�

(e� r

0

� : : :� r

0

K�1

)� r

�

r

0

K

(r

0

)

�

= r

�

(e� r

0

� : : :� r

0

K�1

) ; (4.2.d)

qui, compte tenu de r = rur

0

, est bien de la forme (4.2.b).
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2/ Cas �(r) = �(r

0

). On a:

(


�

�

�

)

�

(


�

0

�

�

0

)

�

=

M

i;j�0




i�+j�

0

�

i�+j�

0

: (4:2:e)

Posons

S(�; �

0

) = �N+ �

0

N :

On pr�etend que

f(i� + j�

0

; i� + j�

0

) j (i; j) 2 N

2

g = f(�(r)�; �) j � 2 �N+ �

0

Ng :

En e�et, si � = i� + j�

0

, on a �(r)� = i�(r)� + j�(r

0

)�

0

= i� + j�

0

2 N, ce qui montre l'�egalit�e des

deux ensembles. On est donc ramen�e �a caract�eriser la partie rationnelle S(�; �

0

) de N. Le naturel u

appartient �a S(a; b) ssi l'equation lin�eaire diophantienne

ax+ by = u (4:2:f)

admet une solution sur les entiers positifs ou nuls. Cette �equation lin�eaire diophantienne intervenait

d�ej�a en 3.3.6, o�u l'on a montr�e S(�; �

0

) = P [ (K + pgcd(a; b)N), o�u P est une partie �nie. Nous

aurons besoin dans la suite d'un r�esultat un peu plus pr�ecis. On appelle usuellement conducteur

(ou pour certains, indice de Frobenius-Schur, cf. [14]) de l'�equation lin�eaire diophantienne (4.2.f) le

plus petit entier K v�eri�ant 3.3.6. On le notera cond(a; b). On a le r�esultat, g�en�eralement attribu�e

�a Sylvester:

4.2.2 Lemme ([13]) On a

cond(a; b) =

(a� pgcd(a; b))(b� pgcd(a; b))

pgcd(a; b)

: (4:2:g)

4.2.3 Exemple On observe que l'on peut r�esoudre l'�equation 2i + 3j = c en entiers positifs ou

nuls pour les valeurs suivantes de c: 0,2,3,4,5,: : :. On a donc cond(2; 3) = 2 = (2� 1)� (3� 1), en

conformit�e avec (4.2.g).

On a la propri�et�e d'homog�en�eit�e suivante:

4.2.4 Lemme Si a; a

0

; b; b

0

2 N sont tels que a

0

= �a; b

0

= �b alors

cond(�a; �b) = �cond(a; b) : (4:2:h)

Preuve Si n = ia + jb avec i; j 2 N, alors �n = ia

0

+ jb

0

2 N, d'o�u cond(a

0

; b

0

) � �cond(a; b). De

mani�ere sym�etrique, cond(a; b) � �

�1

cond(a

0

; b

0

), d'o�u l'�egalit�e (4.2.h). �

On pourra donc �ecrire:

S(�; �

0

) = S

0

(�; �

0

) [ (cond(�; �

0

) + pgcd(�; �

0

)N) ; (4:2:i)

o�u S

0

(�; �

0

) d�esigne le sous ensemble �ni de S(�; �

0

) form�e des entiers strictement plus petit que

cond(�; �

0

). Il r�esulte imm�ediatement de (4.2.e), 4.2.4 et de (4.2.i) que

r

�

r

0

�

=

0

@

M

�2S

0

(�;�

0

)




�(r)�

�

�

1

A

� 


cond(�;�

0

)

�

cond(�;�

0

)

�

rur

0

�

�

; (4:2:j)

qui est bien de la forme (4.2.b). Cela ach�eve la preuve du Th�eor�eme 4.2.1. �

4.2.5 Exemple On a cond(2; 3) = 2 d'o�u:

(


2

�

6

)

�

(


3

�

9

)

�

= e� 


2

�

6

(
�

3

)

�

:
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4.3 Une d�ecomposition en �el�ements simples et ses cons�equences

4.3.1 Th�eor�eme Une s�erie est rationnelle ssi elle s'�ecrit comme somme �nie d'�el�ements simples.

Preuve Soit R l'ensemble des sommes �nies d'�el�ements simples. On copiant le d�ebut de la preuve

du du Th�eor�eme 3.3.3, il su�t de montrer que R est rationnellement clos. Trivialement, R�R � R.

L'inclusion R
R � R r�esulte imm�ediatement de 4.2.1. Il reste �a voir que si s 2 R, alors s

�

2 R.

En observant que (

L

i

m

i

r

�

i

)

�

=

N

i

(m

i

r

i

)

�

, on peut se limiter au cas o�u s = mr

�

est un �el�ement

simple. On a alors par 0,4.1.6,(vii) s

�

= e�m(m� r)

�

= e�mm

�

r

�

qui d'apr�es 4.2.1 appartient �a

R. Le Th�eor�eme est d�emontr�e. �

4.3.2 Remarque Les questions d'unicit�e ou de canonicit�e des d�ecompositions en �el�ements simples

ne seront pas abord�ees ici. Notons par exemple qu'on a les deux d�ecompositions distinctes d'une

même s�erie:

(
�)

�

= (


2

�

2

)

�

� 
�(


2

�

2

)

�

:

4.3.3 Preuve du Th�eor�eme 3.3.8 D'apr�es 4.3.1, une s�erie rationnelle s'�ecrit comme une somme

�nie

L

i

m

i

r

�

i

, qui d'apr�es 4.1.3, se r�eduit �a la forme p� q(t

i

r

i

)

�

, qui est bien une s�erie p�eriodique.

R�eciproquement, en d�ecomposant p et q en somme de monômes, on ram�ene trivialement une �ecriture

p�eriodique �a une d�ecomposition en �el�ements simples. �

5 Alg�ebre des s�eries p�eriodiques

On rappelle qu'une s�erie s 2 M

in

ax

[[
; �]] est p�eriodique ou plus pr�ecis�ement (�; �)-p�eriodique ssi elle

s'�ecrit sous la forme

s = p� q(


�

�

�

)

�

; (5:0:a)

o�u p et q sont des polynômes �a exposants positifs ou nuls et �; � � 0. Nous laissons provisoirement

de cot�e les cas d�eg�en�er�es � = 0 ou � = 0, qui sont triviaux.

5.0.1 Proposition La s�erie s est (�; �)-p�eriodique avec �; � > 0 ssi

(i) dat s(n) = �1 pour n < 0

(ii) 9N 2 N (n � N ) dat s(n+ �) = � + dat s(n)) :

(5:0:b)

5.0.2 D�e�nition Le dateur dat s sera dit (�; �)-p�eriodique s'il v�eri�e la propri�et�e (5.0.b).

Cette notion est illustr�ee sur la Figure VII.5, o�u l'on a fait abstraction du caract�ere discret.

Preuve de la Proposition 5.0.1. Sens (: Si l'on a (5.0.b), on peut �ecrire d'apr�es la Proposition

2.2.5:

s =

M

n2N




n

�

dat s(n)

=

M

n�N�1




n

�

dat s(n)

� (

M

N�n�N+��1




n

�

dat s(n)

)(


�

�

�

)

�

ce qui est bien de la forme (5.0.a).

Sens ). (a): cas o�u p = " et o�u q = 


k

�

l

. On rappelle que dat s est donn�e par

dat s(n) = supft 2Zj 


n

�

t

� sg : (5:0:c)
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transitoire

N

n

�

�

t

T

0

motif

dat s

Figure VII.5: Un dateur p�eriodique

On a 


n

�

t

� 


k

�

l

(


�

�

�

)

�

ssi 


n

�

t

� 


k+i�

�

l+i�

pour un certain i 2 N, soit

n � k + i�

t � l + i� :

(5:0:d)

dat s(n) s'obtient en prenant le plus grand entier t dans (5.0.d), ce qui revient �a maximiser i:

i = [

n� k

�

]; dat s(n) = l + � [

n� k

�

] (5:0:e)

pour n � k � 0 (on a not�e [x] la partie enti�ere de x). Au vu de (5.0.e), il est clair que dat s v�eri�e

la Proposition.

(b) Cas p = " et q polynôme. En d�ecomposant q =

L

i

q

i

comme somme �nie de monômes, on a

dat s = max

i

dat (q

i

(


�

�

�

)

�

). Comme la propri�et�e (5.0.b) est stable par passage au max, le r�esultat

est acquis.

(c) Cas p 6= ". On a dat s = max(dat p; dat (q(


�

�

�

)

�

)). En raisonnant comme en (i), on voit que

dat p est constant �a partir d'un certain rang (alors que lim dat (q(


�

�

�

)

�

) =1) et donc ne contribue

pas ultimement �a dat s.

En�n, on note que si n < 0, 


n

�

t

ne peut être domin�e par les monômes �a exposants positifs ou nuls

de s, et donc d'apr�es 2.2.5, dat s(n) = �1 pour n < 0. �

On dira que le couple (�; �) est une p�eriode de la s�erie s. La p�eriode n'est pas unique. Par

exemple, on a les deux �ecriture de type (5.0.a):

s = (
�)

�

= "� e:(
�)

�

= "� (e� 
�)(


2

�

2

)

�

: (5:0:f)

Cependant, il r�esulte de (5.0.b) que

�

�

= lim

n!1

n

dat s(n)

et donc que le rapport

�

�

ne d�epend pas de l'�ecriture (5.0.a). Cela motive les d�e�nitions suivantes.

5.0.3 D�e�nition (Pente ultime, divisibilit�e, p�eriode ultime) Soit s une s�erie p�eriodique.

(i) On appelle pente ultime de s, not�e �

1

(s), le quotient:

�

1

(s) =

�

�

:

Si s = ", on convient que �

1

(s) = +1. Si � = � = 0, on convient que �

1

(s) = +1.
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(ii) Soient (�; �) et (�

0

; �

0

) deux p�eriodes d'une même s�erie s. On dit que (�; �) divise (�

0

; �

0

), ce

que l'on note (�; �) j (�

0

; �

0

), si

�

0

= k�; �

0

= k�; avec k 2 N n f0g:

(iii) On notera $

1

(s) (p�eriode ultime) la plus petite p�eriode de s pour la divisibilit�e.

Par exemple, pour la s�erie s donn�ee en (5.0.f), on a $

1

(s) = (1; 1), �

1

(s) =

1

1

= 1. Si (�; �) divise

(�

0

; �

0

) et (�; �) est p�eriode, alors (�

0

; �

0

) est �egalement p�eriode, comme il r�esulte de

(


�

�

�

)

�

= (e� 


�

�

�

� : : :� 


(k�1)�

�

(k�1)�

)(


k�

�

k�

)

�

:

5.0.4 Cas d�eg�en�er�es Si � = 0, on a (


�

�

�

)

�

= e et s est un polynôme. Comme d�ej�a not�e dans la

preuve de 5.0.1, on a dat s(n) = cte �a partir d'un certain rang, disons pour n � N , ce qui signi�e

qu'une in�nit�e d'�ev�enements arrivent en un temps �ni. Si � = 0 et � > 0, on a (


�

�

�

)

�

= �

�

. On

montre en raisonnant comme en 5.0.1 que dat s(n) = +1 �a partir d'un certain rang. Il s'agit alors

d'un syst�eme bloqu�e.

5.1 Caract�eristiques de la somme de s�eries p�eriodiques

5.1.1 Th�eor�eme La somme de deux s�eries p�eriodiques est p�eriodique. En outre

$

1

(s� s

0

) j $

1

(s) t$

1

(s

0

) : (5:1:a)

(et �egalit�e si les pentes ultimes de s et s

0

sont di��erentes).

Preuve Si �

1

(s) < �

1

(s

0

), la fonction dat s est ultimement au dessus de dat s

0

, d'o�u il r�esulte que

max(dat s; dat s

0

) = dat (s � s

0

) est de p�eriode exactement �egale �a la p�eriode de s, soit $

1

(s) =

$

1

(s)t$

1

(s

0

). Si �

1

(s) = �

1

(s

0

), $

1

(s) et $

1

(s

0

) divisent $

1

(s)t$

1

(s

0

), et donc dat s

et dat s

0

sont deux dateurs $

1

(s)t$

1

(s

0

)-p�eriodiques. L'ensemble des dateurs $

1

(s)t$

1

(s

0

)-

p�eriodiques �etant stable par borne sup, max(dat s; dat s

0

) admet la p�eriode (peut être non minimale)

$

1

(s)t$

1

(s

0

). �

On a le corollaire imm�ediat:

5.1.2 Corollaire On a �

1

(s� s

0

) = min(�

1

(s); �

1

(s

0

)).

5.2 Produit de s�eries p�eriodiques g�en�erales

5.2.1 Th�eor�eme Le produit de deux s�eries p�eriodiques est p�eriodique. En outre

$

1

(ss

0

) j $

1

(s) t$

1

(s

0

) :

5.2.2 Corollaire Soient s et s

0

deux s�eries p�eriodiques non nulles. On a

�

1

(ss

0

) = min(�

1

(s); �

1

(s

0

)) :

Preuve du Th�eor�eme 5.2.1. Soit s = p�qr

�

, s

0

= p

0

�q

0

r

0

�

. On a ss

0

= pp

0

�pq

0

r

0

�

�p

0

qr

�

�qq

0

r

�

r

0

�

.

Via 4.2.1, on a qq

0

r

�

r

0

�

= p

00

� q

00

(rur

0

)

�

. Le Th�eor�eme 5.1.1 et la formule (4.2.a) montrent que ss

0

admet la p�eriode r t r

0

t (rur

0

) = (r t r

0

). �

Moyennant les algorithmes 2.4.5 et 4.2.1 de l'annexe B, la preuve ci-dessus permet de calculer

ss

0

.
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5.2.3 Exemple Soient

s = e� 
�

8

� 


9

�

9

�




3

�

3

�

�

; s

0

= e� 


2

�

10

� 


11

�

11

�




4

�

4

�

�

On a

ss

0

= e� 
�

8

� 


2

�

10

� 


3

�

18

� 


11

�

19

�

e� 


3

�

3

� 


5

�

4

� 


6

�

6

� 


9

�

9

��




12

�

12

�

�

:

Dans ce cas, on obtient e�ectivement le ppcm comme p�eriode du produit.

5.3 Etoile de polynômes et probl�eme diophantien de Frobenius

On appellera pente du monôme causal 


n

�

t

le rapport

n

t

(convention

n

0

= +1). Nous traitons ici

le cas d'un polynôme dont tous les monômes ont la même pente. Soit p = 


�

�

�

�


�

0

�

�

0

. Le r�esultat

suivant est une cons�equence imm�ediate de (4.2.e) et 4.2.2.

5.3.1 Th�eor�eme La plus simple repr�esentation p�eriodique de p

�

est donn�ee par:

p

�

= (

M

i�+j�

0

�cond(�;�

0

)�1




i�+j�

0

�

i�+j�

0

)� 


cond(�;�

0

)

�

cond(�;�

0

)

(


pgcd(�;�

0

)

�

pgcd(�;�

0

)

)

�

: (5.3.a)

5.3.2 G�en�eralisation �a une somme de l monômes de même pente.

Soit le produit p = 


�

1

�

�

1

� : : :�


�

l

�

�

l

somme de l monômes de même pente. On a par un argument

analogue �a 4.2.1, 2/ que que p

�

=

L

c2C




�(p)c

�

c

o�u C est l'ensemble des entiers c positifs ou nuls

tels que l'�equation diophantienne lin�eaire suivante:

�

1

x

1

+ �

2

x

2

+ � � �+ �

l

x

l

= c avec x 2 N

l

(5.3.b)

admette une solution. On montre sans di�cult�e, ce qui g�en�eralise 4.2.2, qu'il existe un K tel

que pour tout c � K multiple de pgcd(�

1

; �

2

; : : : ; �

l

), l'�equation (5.3.b) admette une solution.

Cependant, la plus petite valeur de K, appel�ee encore conducteur de l'�equation (5.3.b) n'est en

g�en�eral pas exactement connue (on appelle parfois \probl�eme diophantien de Frobenius" la recherche

de cond(�

i

)). Brauer (cf. [13]) donne pour l > 2 et �

1

< �

2

< � � � < �

l

premiers entre eux la borne

sup�erieure suivante:

cond(�

i

) � (�

1

� 1)(�

l

� 1) : (5:3:c)

Voir aussi Vitek[96] pour des r�ef�erences plus r�ecentes. On a donc un moyen d'obtenir directement

une repr�esentation p�eriodique de p

�

par une formule analogue �a (5.3.a).

De ces d�eveloppements, nous retiendrons ceci:

5.3.3 Proposition Soit p =

L

k

i=1




�

i

�

�

i

une somme de monômes de même pente. On a

$

1

(p

�

) = (pgcd(�

i

); pgcd(�

i

)) :

5.3.4 Exemple Soit a = 


6

�

6

�


10

�

10

�


15

�

15

. Comme 6,10,15 sont premiers entre eux, la p�eriode

de a

�

est (1; 1). On obtient apr�es calculs cond(6; 10; 15) = 30 et a

�

= e� 


6

�

6

� 


10

�

10

� 


12

�

12

�




16

�

16

� 


18

�

18

� 


20

�

20

� 


22

�

22

� 


24

�

24

� 


26

�

26

� 


28

�

28

� 


30

�

30

(
�)

�

.

5.3.5 Exemple Sur la plan�ete Mars, il y a deux math�ematiciens qui collaborent de la mani�ere

suivante: le premier produit trois conjectures simultan�ees tous les trois ans �a partir de l'ann�ee z�ero.

Le second travaille exclusivement sur les conjectures du premier, met deux ans pour �elucider une

conjecture, et peut travailler sur au plus deux conjectures en même temps. Le th�eor�eme 5.3.1 a�rme

qu'�a partir de l' ann�ee 4, une conjecture sera �elucid�ee tous les ans (consid�erer la s�erie de transfert

(


3

�

3

)

�

�

2

(


2

�

2

)

�

= �

2

(


2

�

2

� 


3

�

3

)

�

).



198 Chapitre VII. Alg

�

ebre rationnelle des graphes d'

�

ev

�

enements temporis

�

es

5.4 Pentes et �etoiles dans M

in

ax

[[
; �]]

Pour une s�erie p�eriodique g�en�erale, on se ram�ene par application de 0,4.1.6 aux op�erations d�ej�a

�etudi�ees:

(p� qr

�

)

�

= p

�

(e� q(q � r)

�

) : (5:4:a)

Nous caract�erisons maintenant la pente ultime de l'�etoile de la s�erie s = p� qr

�

. Nous faisons pour

cela appel �a la notion de pente minimale d'une s�erie bool�eienne, qui jouera un rôle important dans

la suite (en particulier pour l'optimisation des ressources).

5.4.1 D�e�nition (Pente minimale) Soit une s�erie s =

L

i




n

i

�

t

i

2 B [[
; �]]. On d�e�nit la pente

minimale de s, �(s), comme suit:

�(s) = inf

n

i

�0;t

i

>0

n

i

t

i

: (5:4:b)

5.4.2 Exemple Soit a = 


�1

�

�3

� 
 � 


2

� � 


7

�

2

. On a �(a) = min(2;

7

2

) = 2.

5.4.3 Propri�et�es On a:

(i) Pour toute famille fa

i

g

i2I

de s�eries: �(

L

i2I

a

i

) = inf �(a

i

) (I �eventuellement in�nie)

(ii) Pour toutes s�eries a et b causales, �(a
 b) � min(�(a); �(b)) (avec �egalit�e ssi �(a) = �(b) ou

a = e ou b = e).

Preuve (i) est imm�ediate. (ii) r�esulte de

n; n

0

; t; t

0

� 0;

n+ n

0

t + t

0

� min(

n

t

;

n

0

t

0

)

(avec la convention

n

0

= +1), ce qui s'illustre par le petit dessin suivant:

t

t + t

0

b

a a
 b

n n+ n

0

En e�et, les monômes du produit a 
 b, o�u a =

L

i




n

i

�

t

i

et b =

L

j




n

0

j

�

t

0

j

sont de la forme




n

i

+n

0

j

�

t

i

+t

0

j

. �

On v�eri�e ais�ement que la pente minimale �(s) ne d�epend que de la classe d'�equivalence de s

dans M

in

ax

[[
; �]]. Les propri�et�es 5.4.3 passent donc au quotient.

5.4.4 Propri�et�es On a pour toute s�erie rationnelle a:

(i) �

1

(a) � �(a),

(ii) �

1

(a

�

) = �(a).

Preuve (i): R�esulte de

a =

M

t2N




compta(t)

�

t

o�u la fonction compteur compt a associ�ee �a a est �equivalente �a �

1

(a)t.

(ii): via (i), on a �

1

(a

�

) � �(a

�

) � �(a) (par 5.4.3,(ii) et (i) appliqu�ees �a

L

i

a

i

). On supposera

�(a) �ni. Soit alorsm un monôme de a tel que �(m) � �(a)+� (� petit). On a �

1

(a

�

) � �

1

(m

�

) =

�(m) � �(a) + � d'o�u le r�esultat. �
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5.4.5 Remarque La propri�et�e 5.4.4, (ii) pouvait tout aussi bien se prouver �a l'aide de la formule

(5.4.a) et des propri�et�es 5.1.2, 5.2.2. La preuve ci-dessus est cependant plus g�en�erale. On pourrait

en e�et relaxer l'hypoth�ese de rationalit�e dans 5.4.4 en d�e�nissant:

�

1

(a) = lim inf

t!1

n

dat s(n)

pour une s�erie causale non rationnelle.

De même que l'on a caract�eris�e plus haut �

1

(a

�

), nous caract�erisons ici la p�eriode de a

�

. Etant

donn�e un polynôme p =

L

n

i=1

m

i

s'�ecrivant comme somme de n monômes, on notera

u p = m

1

u : : : um

n

: (5:4:c)

On observe que si le monôme m

i

n'appartient pas �a l'�ecriture canonique de p, il est de pente

inf�erieure �a celle de p, et donc que la d�e�nition 5.4.c ne d�epend pas du choix des m

i

.

5.4.6 Proposition Soit s = p� qr

�

. On a

$

1

(s

�

) j (up) t (u(q � r)) : (5:4:d)

Preuve R�esulte de la formule (5.4.a) et des propri�et�es 5.3.3,5.2.1. �

5.4.7 Exemple La borne �a droite de (5.4.d) est atteinte par exemple pour la s�erie suivante:

s = 


3

�

3

� 


5

�

4

(
�)

�

;

s

�

= e� 


3

�

3

�

e� 


2

�

��




3

�

3

�

�

; $

1

(s

�

) = 


3

�

3

:

6 Alg�ebre rationnelle des matrices

6.1 Pente des matrices rationnelles

Le calcul des matrices de transfert fait intervenir le calcul des �etoiles de matrices �a coe�cients

rationnels ou polynômiaux. Nous caract�erisons ici la pente des coe�cients de l'�etoile d'une matrice

A �a coe�cients rationnels. Dans ce qui suit, nous noterons � le min des pentes. L'application �

1

qui �a une s�erie associe sa pente ultime est ainsi croissante de (M

in

ax

[[
; �]];�) dans (R

+

[f+1g;�).

Nous commen�cons par une remarque simple:

6.1.1 Lemme �

1

(A

�

ij

) ne d�epend que de la composante fortement connexe de i et de la composante

fortement connexe de j dans le graphe associ�e �a A.

Preuve Soient i et i

0

dans la même composante connexe, i.e. A

+

ii

0

6= " et A

+

i

0

i

6= ". On a en prenant

la composante (ij) de A

�

� A

+

A

�

,

A

�

ij

� A

+

ii

0

A

�

i

0

j

et par 5.2.2,

�

1

(A

�

ij

) � �

1

(A

�

i

0

j

) :

Par sym�etrie, on a l'�egalit�e. On montrerait de même que �

1

(A

�

ij

) = �

1

(A

�

ij

0

) si j et j

0

appartiennent

�a la même composante connexe. �

Soient C

1

; : : : ; C

k

les k composantes connexes du graphe de A. Il r�esulte de ce qui pr�ec�ede que

�

1

(A

�

ij

) est constant pour (i; j) 2 C

r

� C

s

. Si A est irr�eductible, il y a une seule composante

connexe, et donc tous les coe�cients de A

�

ont la même pente ultime.
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6.1.2 Notation (P

ij

, C

ij

, circuits entre j et i)

Nous noterons P

ij

l'ensemble des chemins �el�ementaires de j �a i (ou des circuits �el�ementaires si

i = j). Nous dirons que le circuit �el�ementaire c est entre j et i s'il rencontre un chemin p de j �a i

(peut être non �el�ementaire). Nous noterons C

ij

l'ensemble ces circuits �el�ementaires entre j et i. P

ij

et C

ij

sont �evidemment �nis. On a illustr�e cette d�e�nition sur la Figure VII.6.

1

2

3 4

5

6

Figure VII.6: P

14

= fa

12

a

23

a

34

g; C

14

= fa

11

; a

23

a

32

; a

12

a

23

a

34

a

41

g

Rappelons que le poids w

A

(p) (ou plus simplement w(p)) du chemin p = (i

1

; : : : ; i

k

) est d�e�ni

par w

A

(p) = A

i

1

i

2

: : :A

i

k�1

i

k

. Si p est de poids non nul, il r�esulte de 5.2.2 que

�

1

(w(p)) = �

1

(A

i

1

i

2

)� : : :� �

1

(A

i

k�1

i

k

) :

On caract�erise alors simplement les pentes ultimes des coe�cients de A

�

ij

.

6.1.3 Th�eor�eme (pente ultime des matrices rationnelles) On a

8i; j; �

1

(A

�

ij

) =

M

c2C

ij

�(w(c)) �

M

p2P

ij

�

1

(w(p)) : (6:1:a)

Le premier terme de la somme exprime que la pente minimale (cf. 5.4.1) des circuits intervient.

C'est une g�en�eralisation au cas matriciel de la formule scalaire �

1

(a

�

) = �(a) (cf. 5.4.4).

6.1.4 Corollaire Si la matrice A est �a coe�cients polynômiaux, on a

�

1

(A

�

ij

) =

M

c2C

ij

�(w(c)) : (6:1:b)

Preuve de 6.1.4. On a en e�et �

1

(A

ij

) = +1 et donc �

1

(w(p)) = +1 pour tout chemin p 2 P

ij

:

le second terme de (6.1.a) disparâ�t. �

6.1.5 Remarque Si A est irr�eductible, la sommation (6.1.b) est prise sur l'ensemble des circuits

�el�ementaires du graphe. �

1

(A

�

ij

) ne d�epend alors pas de (ij), en conformit�e avec 6.1.1.

6.1.6 Corollaire Soient C

r

une composante irr�eductible et i; j 2 C

r

. On a

�

1

(A

�

ij

) = �

1

((A

[C

r

jC

r

]

)

�

) :

Preuve C

ij

est alors �egal �a l'ensemble des circuits �el�ementaires de C

r

. En outre, un chemin p 2 P

ij

reste dans la composante connexe C

r

. Ainsi, on peut pour calculer (6.1.a) se restreindre au bloc

irr�eductible A

[C

r

jC

r

]

. �

Nous illustrons d'abord le Th�eor�eme 6.1.3 sur quelques exemples.
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6.1.7 Exemple

A =

2

6

6

6

4

" 


3

" "

� " e e

" " 
�

2




" " " 
�

3

7

7

7

5

A

�

=

2

6

6

6

4

�




3

�

�

�




3

�




3

�

�

�




3

�


�

2

�

�




3

� 


4

� � 


5

�

2

�


�

2

�

�

�

�




3

�

�

�

�




3

�

�

�

�


�

2

�

�

e� 
� � 


2

�

2

�


�

2

�

�

" "

�


�

2

�

�




�


�

2

�

�

" " " (
�)

�

3

7

7

7

5

On a trois composantes connexes C

1

= f1; 2g; C

2

= f3g; C

3

= f4g. On a repr�esent�e sur la Figure

VII.7 le graphe associ�e �a A:

C

3

C

2

C

1

1

2

3

4

Figure VII.7:

Le circuit de pente minimale (i.e. la boucle 3! 3) est entre C

3

et C

1

(car par exemple A

34

6= "

et A

23

6= "), et donc la pente est constante sur le bloc C

1

�C

3

, �egale �a �(
�

2

) =

1

2

. De même pour

le bloc C

2

� C

1

.

6.1.8 Exemple Pour la matrice �a coe�cients rationnels

A =

2

6

4


�

4

�




2

�

12

�

�

"

" " 
�

6

" 
�

5

"

3

7

5

on trouve

A

�

=

2

6

4

�


�

4

�

�

�

e� 
�

4

� �




2

�

12

�

�


�

6

�

e� 
�

4

� �




2

�

12

�

�

"

�




2

�

11

�

�


�

6

�




2

�

11

�

�

" 
�

5

�




2

�

11

�

�

�




2

�

11

�

�

3

7

5

(6:1:c)

On a d'autre part P

13

= fa

13

; a

12

a

23

g, d'o�u �

1

(w(a

13

� a

12

a

23

)) = +1 �

2

12

=

2

12

. Ainsi, la

contribution des chemins domine (i.e. �) celle des circuits �(w(a

11

� a

23

a

32

)) =

1

4

�

2

11

=

2

11

. On a

donc �

1

(A

�

13

) =

2

12

en conformit�e avec le r�esultat du calcul (6.1.c).

6.2 Preuve du Th�eor�eme 6.1.3

La preuve repose sur une formule combinatoire exprimant l'ensemble des chemins commutatifs (cf.

0,4.2.7) en fonction des circuits et chemins �el�ementaires. Nous nous pla�cons pour cela dans le dio��de

B [[a

ij

]] et consid�erons la matrice g�en�erique A = (a

ij

).
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6.2.1 Notation (ensemble accessible de circuits, A(p))

Soit C un ensemble de circuits �el�ementaires. Nous dirons que C est accessible depuis le chemin p si

fpg [ C est un sous graphe connexe. Nous noterons A(p) l'ensemble des C accessibles depuis p.

6.2.2 Exemple Pour le graphe de l'exemple VII.6 pour p = a

34

, on a

A(p) = ffa

23

a

32

g; fa

12

a

23

a

34

a

41

g; fa

12

a

23

a

34

a

41

; a

23

a

32

g; (6.2.a)

fa

12

a

23

a

34

a

41

; a

11

g; fa

12

a

23

a

34

a

41

; a

11

; a

23

a

32

gg : (6.2.b)

6.2.3 Lemme Dans B [[a

ij

]], on a pour la matrice g�en�erique A = (a

ij

):

A

�

ij

=

M

p2P

ij

p


0

@

e�

M

C2A(p)

O

c2C

c

+

1

A

: (6:2:c)

Preuve du lemme. D�esignons par B le second membre de (6.2.c). Nous montrons par r�ecurrence

sur k la propri�et�e suivante: (H

k

) pour tout chemin p de j �a i (peut être non �el�ementaire) , pour

tout ensemble de k circuits C = fc

1

; : : : ; c

k

g 2 A(p) et pour tous n

1

; : : : ; n

k

� 1, pc

n

1

1

: : : c

n

k

k

est

un chemin commutatif (cf. 0,4.2.7) de j �a i. Si k = 1, il r�esulte de l'hypoth�ese de connexit�e que c

1

rencontre p, disons au sommet r. En �ecrivant p = p

ir

p

rj

, o�u p

rj

est un chemin de j �a r et p

ir

de r �a

i, on a le chemin pc

n

1

1

= p

ir

c

n

1

1

p

rj

. Supposons k � 2, l'un au moins des circuits c

1

; : : : ; c

k

rencontre

p, disons c

1

. D'apr�es le cas k = 1, p

0

= pc

n

1

1

est un chemin de j �a i. En outre, fc

2

; : : : ; c

k

g 2 A(p

0

)

et l'on peut appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence, ce qui montre la propri�et�e H

k

. Ainsi, chacun des

termes de B est un chemin de j �a i, et donc B � A

�

ij

. Inversement, un monôme de A

�

ij

se factorise

comme produit d'un chemin �el�ementaire et de puissances de circuits �el�ementaires (cf. 0,4.2.7) pour

lesquels la propri�et�e d'accessibilit�e est �evidemment v�eri��ee, soit pc

n

1

1

: : : c

n

1

k

� pc

+

1

: : : c

+

k

� B. On a

donc A

�

ij

� B, ce qui ach�eve la preuve du Lemme 6.2.3. �

Le Th�eor�eme 6.1.3 r�esulte imm�ediatement de ce Lemme. On a, en revenant �a M

in

ax

[[
; �]] et en

prenant la pente ultime de (6.2.c):

�

1

(A

�

ij

) =

M

p2P

ij

�

1

(w(p))�

M

C2A(p)

M

c2C

�(w(c)) :

En remarquant que c 2 C avec C 2 A(p) ssi c 2 C

ij

, on obtient (6.1.a). �

6.2.4 Exemple On illustre ce lemme en calculant (A

�

)

11

pour la matrice g�en�erique en dimension

2. Il y a un seul chemin �el�ementaire de 1 �a 1. C'est le chemin trivial p = e. On a

A(p) = ffa

11

g; fa

12

a

21

g; fa

11

; a

12

a

21

g; fa

12

a

21

; a

22

g; fa

11

; a

12

a

21

; a

22

gg :

La Formule (6.2.c) a�rme que

(A

�

)

11

= e � a

+

11

� (a

12

a

21

)

+

� a

+

11

(a

12

a

21

)

+

� (a

12

a

21

)

+

a

+

22

� a

+

11

(a

12

a

21

)

+

a

+

22

: (6:2:d)

En regroupant les termes successifs deux par deux, il vient:

(A

�

)

11

= a

�

11

� a

�

11

(a

12

a

21

)

+

� a

�

11

(a

12

a

21

)

+

a

+

22

= a

�

11

(e� (a

12

a

21

)

+

a

�

22

) : (6.2.e)

Par ailleurs, en inversant les rôles de 2 et 1 dans la Formule (4.2.b) du Chapitre 0, on obtient

(A

11

)

�

= (a

11

� a

12

a

�

22

a

21

)

�

: (6:2:f)
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En utilisant les propri�et�es 0,4.1.6,(vii) et (viii), il vient

(A

11

)

�

= a

�

11

(e� a

12

a

22

(a

12

a

12

)

�

a

�

22

)

ce qui n'est autre que la Formule (6.2.e) obtenue par application du lemme. On comprend mieux

l'int�erêt de la Formule (6.2.d) sur cette exemple. Elle permet d'exprimer de mani�ere �nie un en-

semble de chemins en fonction uniquement des chemins et circuits �el�ementaires, et ce, avec un seul

niveau d'�etoile, �a la di��erence de (6.2.f) obtenue par application de l'algorithme de Gauss.

6.3 Cyclicit�e des matrices �a coe�cients dans P(N)

On a caract�eris�e ci-dessus la pente ultime de l'�etoile d'une matrice A rationnelle dans M

in

ax

[[
; �]].

On �etudie maintenant la p�eriode $

1

de A

�

ij

. On a d�ej�a not�e que les r�esultats de p�eriodicit�e valables

dans le dio��de M

in

ax

[[
; �]] �etaient des g�en�eralisations de r�esultats relatifs aux parties rationnelles de

N. Pour cette raison, nous donnons d'abord un r�esultat pour des matrices �a coe�cients dans P(N)

et nous l'�etendrons ensuite �a M

in

ax

[[
; �]].

On consid�ere ici une matrice carr�ee A dont les coe�cients sont des parties �nies de N. Le

coe�cient A

�

ij

est une partie rationnelle de P(N), qui s'�ecrit en cons�equence (cf. 3.3.3):

A

�

ij

= P

ij

[ (Q

ij

+ f�

ij

g

�

) ;

P

ij

et Q

ij

�etant des parties �nies de N. On appellera p�eriode de cet ensemble la plus petite valeur

de �

ij

dans une telle �ecriture. On la notera $

1

(A

�

ij

) par analogie avecM

in

ax

[[
; �]]. Le probl�eme du

calcul de cette p�eriode se formule simplement en termes de graphe.

6.3.1 Notation (multigraphe associ�e �a une matrice de parties de N) Soit A 2 (P(N))

n�n

.

On d�e�nit le multigraphe associ�e �a A, MG(A), comme le multigraphe form�e de n sommets et d'un

arc de j �a i pour chaque �el�ement m 2 A

ij

, cet arc �etant valu�e par m. Cette d�e�nition est illustr�ee

sur la Figure VII.8.

2

A =

"

f2; 4g f3g

f2; 3g ;

#

2

1

3

3

2

4

Figure VII.8: Une matrice et son multigraphe

Le coe�cient A

�

ij

s'interpr�ete comme l'ensemble des poids de chemins de j �a i dans le multigraphe

MG(A). Le calcul de $

1

(A

�

ij

) est donc �equivalent au probl�eme suivant: \trouver le plus petit � tel

que pour n assez grand, l'existence d'un chemin de j �a i de poids n dansMG(A) entrâ�ne l'existence

d'un chemin de j �a i de poids n + �".
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6.3.2 Notation (Cyclicit�es) On d�e�nit la cyclicit�e d'une composante fortement connexe C

k

de

MG(A) comme le pgcd des poids des circuits �el�ementaires de cette composante. On appellera

cyclicit�e du multigraphe le ppcm des cyclicit�es des composantes fortement connexes, et on la notera

c(A). Etant donn�e un chemin �el�ementaire p, on d�e�nit c(p), cyclicit�e de p, comme le pgcd des

cyclicit�es des composantes fortement connexes travers�ee.

6.3.3 Th�eor�eme La p�eriode de A

�

ii

est �egale �a la cyclicit�e de la composante fortement connexe

associ�ee. La p�eriode de A

�

ij

divise le ppcm des cyclicit�es des chemins �el�ementaires de j �a i.

On pourra retenir le corollaire simple suivant, qui en r�esulte imm�ediatement.

6.3.4 Corollaire La p�eriode d'un coe�cient de A

�

divise la cyclicit�e c(A).

6.3.5 Exemple Dans l'exemple de la Figure VII.8, il y a une seule composante fortement connexe,

et le pgcd des poids de circuits est �egal �a 1. La cyclicit�e c(A) est donc �egale �a 1. On trouve en e�et:

A

�

=

"

f0; 2g [ (f4g+ f1g

�

) f3; 5g [ (f7g+ f1g

�

)

f2g+ f1g

�

f0g [ (f5g+ f1g

�

)

#

Preuve du Th�eor�eme.

(i): Cas o�u i = j. Le poids d'un circuit passant par i est divis�e par la cyclicit�e c de la composante

fortement connexe associ�ee �a i, donc A

�

ii

� cN. Soient c

1

; : : : ; c

k

k circuits tels que

pgcd(w

A

(c

1

); : : : ; w

A

(c

k

)) = c : (6:3:a)

D'apr�es l'hypoth�ese d'irr�eductibilit�e, il existe un circuit p non n�ecessairement �el�ementaire passant

par i rencontrant tous ces circuits. On note que pour � 2 N

k

, pc

�

1

1

: : : c

�

k

k

est encore un circuit

passant par i. Il r�esulte du lemme diophantien 3.3.6, que pour K assez grand multiple de c, disons

K = kc avec k � k

0

, il existe � 2 N

k

tel que

K = w

A

(pc

�

1

1

: : : c

�

k

k

) = w

A

(p) + �

1

w

A

(c

1

) + : : :+ �

k

w

A

(c

k

) :

On a donc c(k

0

+N) � A

�

ii

� cN, d'o�u il r�esulte que la (plus petite) p�eriode de A

�

ii

est c.

(ii): Cas o�u i 6= j. Soit fp

1

; : : : ; p

r

g l'ensemble des chemins �el�ementaires de j �a i, de supports

respectifs S

1

; : : : ; S

r

. On a:

A

�

ij

= w(p

1

)

O

i2S

1

A

�

ii

� : : :� w(p

r

)

O

i2S

r

A

�

ii

(ce qui n'est autre que l'expression de la d�ecomposition d'un chemin quelconque en un chemin

�el�ementaire et un certain nombre de circuits). On montre en raisonnant comme en (i) que la p�eriode

de w(p

l

)

N

i2S

l

A

�

ii

est �egale �a c(p

l

). On conclut en observant que la p�eriode d'une somme divise le

ppcm des p�eriodes. �

6.4 Cyclicit�e des matrices rationnelles dans M

in

ax

[[
; �]]

On rappelle tout d'abord le r�esultat de cyclicit�e suivant de type Perron-Frobenius pour les matrices

�a coe�cients dans R

min

:



6. Alg�ebre rationnelle des matrices 205

6.4.1 Th�eor�eme (Cohen, Dubois, Quadrat, Viot [17]) Soit A 2 (R

min

)

n�n

irr�eductible. Il existe

N � 0 et c 2 N n f0g (cyclicit�e) tels que

8n � N; A

n+c

= �(A)

c

A

n

:

La cyclicit�e est caract�eris�ee de la mani�ere suivante. On d�e�nit le graphe critique comme le graphe

form�e des sommets et arêtes appartenant �a un circuit critique. En appelant cyclicit�e d'une com-

posante connexe du graphe critique le pgcd des longueurs des circuits de cette composante, on

caract�erise la cyclicit�e de A comme le ppcm des cyclicit�es des composantes connexes du graphe

critique. C'est ce genre de r�esultat qu'il s'agit de g�en�eraliser au dio��de M

in

ax

[
; �].

Nous donnons ici un r�esultat de p�eriodicit�e analogue pour des matrices �a coe�cients polynô-

miaux dansM

in

ax

[[
; �]]. On rappelle que la (plus petite) p�eriode $

1

(s) d'une s�erie rationnelle s est

d�e�nie comme le plus petit monôme r (au sens de la divisibilit�e) tel que s admette la repr�esentation

p�eriodique s = p� qr

�

(cf. 2.3.4). Etant donn�e un polynôme p =

L

n

i=1

m

i

(somme de n monômes),

on pose

tp = m

1

tm

2

t : : :tm

n

; up = m

1

um

2

u : : :um

n

:

On a not�e en x5.4 que ces quantit�es ne d�ependaient pas du choix des m

i

.

6.4.2 Notation (Multigraphe dans M

in

ax

[
; �]) Soit A une n � n matrice �a coe�cients dans

M

in

ax

[
; �] et

A

ij

=

r

M

k=1

m

ijk

(6:4:a)

l'�ecriture canonique de A

ij

. On d�e�nit le multigraphe associ�e �a A, MG(A) comme le graphe form�e

de n sommets et d'un arc allant du sommet j au sommet i par monôme m

ijk

, cet arc �etant valu�e

par m

ijk

. Cette d�e�nition est illustr�ee sur la Figure VII.9.




2

�

2


�




A =

"

e� 


3

�

4


 � 


2

�

2


�

2

� 


10

�

3


�

#

e




3

�

4

2


�

2

1




10

�

3

Figure VII.9: Multigraphe dans M

in

ax

[
; �]

6.4.3 Notation (multigraphe critique) On suppose la matrice A irr�eductible. On pose alors

�(A) = �

1

(A

�

ij

) qui ne d�epend pas du couple i; j. On quali�era de critique un circuit � de MG(A)

tel que �(w(�)) = �(A). Le multigraphe critique est form�e des arcs et des sommets appartenant �a

un circuit critique. Le monôme m

ijk

sera quali��e de critique s'il value un arc critique. On notera

A

c

(matrice critique) la matrice obtenue en se restreignant aux monômes critiques dans la somme

(6.4.a). On notera A

0

ij

= A

ij

�A

c

ij

(matrice sous critique) la somme des monômes n'appartenant pas
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�a A

ij

. On a donc A = A

c

�A

0

. Pour la matrice A de la Figure VII.9, on a par (6.1.b) �

1

(A) =

3

4

.

Les matrices critique et sous-critique sont donn�ees respectivement par

A

c

=

"




3

�

4




2

�

2


�

2

"

#

; A

0

=

"

e 





10

�

3


�

#

:

6.4.4 Notation (Cyclicit�es dans M

in

ax

[
; �]) Soient C

1

; : : : ; C

r

les composantes fortement con-

nexes du graphe critique. On d�e�nit c(C

l

), cyclicit�e de la composante C

L

comme l'u des poids des

circuits du multigraphe critique. On pose

c(A) = c(C

1

) t : : :t (C

r

) :

On a alors le r�esultat de cyclicit�e suivant qui g�en�eralise le Th�eor�eme 6.3.3.

6.4.5 Th�eor�eme Soit A une matrice irr�eductible �a coe�cients polynômiaux. La p�eriode de A

�

ij

divise la cyclicit�e c(A).

Nous illustrons ce r�esultat sur quelques exemples avant de passer �a la preuve.

6.4.6 Exemple Soit la matrice

A =

"




3

�

3




2

�

2




6

�

6

#

Le graphe critique de A se confond avec le graphe de A, et a une seule composante connexe. En

outre c(A) = w(1) u w(2) u (w(1; 2)) = 


3

�

3

u 


6

�

6

u 


2

�

2

= 
� , soit une cyclicit�e de (1; 1). On

trouve apr�es calculs

A

�

=

"

e� 


2

�

2

(
�)

�




2

� 


4

�

2

(
�)

�

�

2

� 


2

�

4

(
�)

�

e� 


2

�

2

� 


4

�

4

(
�)

�

#

:

6.4.7 Exemple Soit la matrice

A =

2

6

4




4

�

4

� 


6

�

6




10

�

2




7

�




5

�

2

" 


3




8

� �

3




9

�

9

3

7

5

Le graphe critique associ�e �a A a deux composantes connexes: C

1

= f1g, C

2

= f2; 3g. La premi�ere

composante connexe a pour cyclicit�e 


2

�

2

= 


4

�

4

u 


6

�

6

, la seconde 


3

�

3

.

A

�

=

2

4

e� 


4

�

4

�




2

�

2

�

�




7

�

4

� 


10

�

7

� 


11

�

8

� 


13

�

10

(
�)

�




7

� � 


10

�

4

� 


11

�

5

� 


13

�

7

(
�)

�




5

�

2

� 


8

�

5

� 


9

�

6

� 


11

�

8

(
�)

�

�




3

�

3

�

�




3

�




3

�

3

�

�




5

�

5

� 


8

�

8

� 


9

�

9

� 


11

�

11

(
�)

�

�

3

�




3

�

3

�

�

�




3

�

3

�

�

3

5

6.5 Preuve du Th�eor�eme 6.4.5

On part de la d�ecomposition critique/sous-critique d�ecrite en 6.4.3:

A = A

c

� A

0

:

On a

A

�

= ((A

c

)

�

A

0

)

�

(A

c

)

�

: (6:5:a)
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On va (i) donner une formule exprimant la p�eriode de A

�

a partir de celle des composantes fortement

connexes de A

c

, (ii) montrer que les composantes fortement connexes de la matrice A

c

v�eri�ent le

r�esultat de cyclicit�e.

Le point (i) repose sur la majoration suivante assez grossi�ere de la p�eriode des coe�cients de

l'�etoile d'une matrice rationnelle (et non plus polynomiale).

6.5.1 Proposition Soit A une matrice dont les coe�cients sont des s�eries p�eriodiques:

A

ij

= p

ij

� q

ij

r

�

ij

:

On a, en introduisant la matrice B telle que B

ij

= p

ij

� q

ij

:

$

1

(A

�

ij

) j (t

c2C

ij

t w

B

(c))t (t

(lm) dans p avec p2P

ij

r

lm

) : (6:5:b)

Le second t est �a prendre sur tous les arc (lm) faisant partie d'un chemin p 2 P

ij

.

Preuve On montre que la p�eriode associ�ee au terme

p

O

c2C

c

+

de la formule du Lemme 6.2.3 divise la borne ci-dessus. Pour �xer les id�ees, nous faisons la preuve

dans le cas particulier ou p = a

12

et C = fa

23

a

32

g. Le lecteur g�en�eralisera facilement. On a

w

A

(c) = (p

23

� q

23

r

�

23

)(p

32

� q

32

r

�

32

)

= p

23

p

32

� q

23

p

32

r

�

23

� q

32

p

23

r

�

32

� q

23

q

32

r

�

23

r

�

32

= u� v � w � t

avec des notations �evidentes. La p�eriode de (w

A

(c))

+

est la même que celle de (w

A

(c))

�

, or

(w

A

(c))

�

= (u � v � w � t)

�

= u

�

v

�

w

�

t

�

. D'apr�es la Proposition 5.4.6, la p�eriode de w

�

divise

le t de tq

32

p

23

et de r

32

. On voit de la sorte apparâ�tre les circuits de la matrice B = P �Q. Avec

des consid�erations analogues pour u; v; t, et comme la p�eriode du produit divise le t des p�eriodes,

on obtient le r�esultat. �

Les deux faits suivants r�esultent imm�ediatement de la d�e�nition de la matrice critique.

6.5.2 Lemme La pente de tout circuit de la matrice sous critique est inf�erieure (i.e. �) �a la pente

critique �

1

(A

�

).

6.5.3 Lemme La matrice critique est bloc-diagonale. Les blocs correspondant aux composantes

fortement connexes du graphe critique.

6.5.4 Lemme Pour tout circuit � = (i

1

; : : : ; i

l

; i

1

) de la matrice critique et tout choix de monômes

m

i

1

i

2

k

1

; : : : ; m

i

l

i

1

k

l

appartenant respectivement aux �ecritures canoniques de A

i

1

i

2

; : : : ; A

i

l

i

1

, la pente

�(m

i

1

i

2

: : :m

i

l

i

1

) est �egale �a la pente critique �(A).

Autrement dit, tout circuit du multigraphe critique est de pente critique.

Preuve L'id�ee est la même que dans [17], Lemme 4.7. Trivialement,

�(m

i

1

i

2

: : :m

i

l

i

1

) � �(A

i

1

i

2

: : :A

i

l

i

1

) = �(w

A

(c)) � �(A) :
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Supposons par l'absurde �(m

i

1

i

2

: : :m

i

l

i

1

) � �(A). On peut compl�eter l'arc i

1

i

2

en un circuit critique

�

1

= (i

1

i

2

) [ p

i

2

i

1

, o�u p

i

2

i

1

est un chemin de i

2

�a i

1

. On proc�ede de même pour les autres arcs du

circuit. On a alors

�(A) = �(w(�

1

: : :�

l

)) = �((m

i

1

i

2

: : :m

i

l

i

1

)
 w(p

i

2

i

1

: : :p

i

1

i

l

)) :

Si �(m

i

1

i

2

: : :m

i

l

i

1

) � �(A), on a n�ecessairement �(w(p

i

2

i

1

: : : p

i

1

i

l

)) � �(A) (cf. 5.4.3,(ii)), soit un

circuit de pente sup�erieure �a la pente critique: absurde. �

6.5.5 Corollaire Tous les monômes de l'�ecriture canonique de (A

c

)

�

ii

sont de la forme 


�(A)t

�

t

,

o�u t est un entier positif ou nul.

Preuve Un tel monôme est �egal au poids d'un circuit du multigraphe critique de A. La conclusion

r�esulte de 6.5.4. �

Le Corollaire suivant ach�eve le point (ii) de la preuve.

6.5.6 Corollaire Si i et j appartiennent �a la même composante connexe du graphe critique, La

p�eriode de (A

c

)

�

ij

est �egale �a la cyclicit�e de cette composante.

Preuve Soit l'�ecriture canonique

(A

c

)

ij

=

M

l2L

ij




n

l

�

t

l

:

On d�e�nit la matrice B �a coe�cients dans P(N) par

B

ij

= ft

l

j l 2 L

ij

g :

On a d'apr�es 6.5.5

(A

c

)

�

ii

=

M

t2B

�

ii




�(A)t

�

t

; (6:5:c)

d'o�u il r�esulte que la p�eriode de (A

c

)

�

ij

est �egale �a (�(A)C;C), o�u C est la p�eriode de B

�

ij

caract�eris�ee

par le Th�eor�eme 6.3.3. �

Pour conclure, nous reprenons la Formule 6.5.a. Par application du Corollaire 6.5.6, et compte

tenu que la p�eriode de la somme divise le t des p�eriodes, la p�eriode de tous les coe�cients de

(A

c

)

�

A

0

divise c(A). On peut donc �ecrire

(A

c

)

�

A

0

= P �Q(c(A))

�

o�u P et Q sont des matrices polynomiales. On observe que les circuits du multigraphe associ�e �a la

matrice P �Q sont de pente � �a �(A) (un tel circuit, associ�e �a la matrice (A

c

)

�

A

0

, s'interpr�ete en

e�et comme un circuit du multigraphe associ�e �a A passant au moins une fois par un arc de A

0

, et

n'est donc pas critique). Le Lemme 6.5.1 montre que la p�eriode des coe�cients de ((A

c

)

�

A

0

)

�

divise

c(A). En multipliant cette matrice par (A

c

)

�

d'apr�es la Formule (6.5.a), on obtient le Th�eor�eme. �

6.5.7 Remarque On pourrait penser au vu de l'exemple 6.4.7 que la p�eriode de A

�

ij

est en fait �egale

au pgcd des p�eriodes des composantes irr�eductibles du graphe critique reli�ees. Pour des matrices

moins simples, ce ph�enom�ene disparâ�t. On a trait�e avec MAX la matrice suivante.

A =

2

6

6

6

4




6

�

6




2


 



 


15

�

15




3




2




2

� 
� 


10

�

10







5




3

�

2


� 


2

�

3

7

7

7

5
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Les p�eriodes de A

�

sont donn�ees dans la matrice:

2

6

6

6

4




6

�

6


� 
� 


6

�

6




3

�

3




15

�

15


� 


3

�

3


� 
� 


10

�

10




10

�

10


� 
� 


10

�

10




10

�

10

3

7

7

7

5

6.6 Application au calcul du taux de production d'un syst�eme autonome

Nous appliquons maintenant ces r�esultats au calcul du taux de production d'un syst�eme en r�egime

autonome. On a les deux repr�esentations �equivalentes:

Compteurs M

in

ax

[[
; �]]

x(n+ 1) = Ax(n)�Bu(n); u(n) = " x � A

0

x�B

0

u; u = "

x(0) = x

0

x � � o�u �

i

= 


(x

0

)

i

�

0

Solution au plus tôt:

x

n

= A

n

x

0

x = (A

0

)

�

�:

Dans le premier cas, les matrices A et B sont �a coe�cients dans R

min

. Dans le second cas, elles sont

�a coe�cients dans M

in

ax

[[
; �]]. Le lien entre ces deux repr�esentations est donn�e par A

0

ij

= 
�

A

ij

.

La condition u = " traduit le caract�ere non contraignant de l'entr�ee. La condition x

i

� 


(x

0

)

i

�

0

entrâ�ne comptx

i

(0) � (x

0

)

i

, ce qui, en prenant la solution maximale, revient �a la condition initiale

x(0) = x

0

pour les compteurs. Les conditions x � � et x � A

0

x sont �equivalentes �a x � A

0

x � �.

La plus petite solution repr�esentant le r�egime autonome est donc x = (A

0

)

�

�, ce qui justi�e la

derni�ere ligne du tableau. D�e�nissons le taux de production comme la plus petite pente ultime des

composantes de x. On a alors comme cons�equence de 6.1.4:

6.6.1 Corollaire Le taux d'un production en r�egime autonome d'un syst�eme repr�esent�e par la

matrice A

0

�a coe�cients polynômiaux est donn�e par

� = �(tr((A

0

)

�

)) = min

c

�(w

A

0
(c)) :

En termes du multigraphe MG(A

0

), en notant w

N

A

0

(c) le nombre total de jetons du circuit c (�egal

�a l'exposant en 
 du poids du circuit) et w

T

A

0

la somme des temporisations des places du circuit

(�egale �a l'exposant en �), on retrouve la formule bien connue:

� = min

c

w

N

A

0

(c)

w

T

A

0

(6:6:a)

Cette formule est �a comparer �a � = �(A) en repr�esentation compteur, ce qui pour A irr�eductible

r�esulte imm�ediatement de 6.4.1.

6.6.2 Exemple Pour le graphe d'�ev�enements trait�e initialement (x1), le min dans (6.6.a) est atteint

pour le circuit 3 7! 3 de la matrice a (cf. (1.2.b)), soit un taux de production � =

1

2

.
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