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Chapitre VII

Algebre rationnelle des graphes
d’événements temporisés

Introduction

On a vu au cours du Chapitre V que les graphes d’événements temporisés se modélisent naturel-
lement par des opérateurs linéaires stationnaires continus sur le moduloide des compteurs, ou duale-
ment, sur le moduloide des dateurs. D’ordinaire, les équations stationnaires faisant intervenir des
opérateurs linéaires du type dérivation, différence finie ou retard, se résolvent par un calcul sur
les transformées de Fourier, transformées en z,..., ce qui a pour effet de ramener un probleme
d’intégration d’équations différentielles ou d’équations récurrentes & un probleme d’algebre sur
les fractions rationnelles. Ici, on ne peut raisonner sur les transformées de Fenchel, ou “fonctions
de transfert” introduites en V.,§4. Il y a en effet une “perte d’information” par transformée de
Fenchel (celle ci n’est pas injective). Il est cependant pertinent d’étudier les opérateurs continus
stationnaires d’un point de vue purement algébrique. Le dioide de ces opérateurs est isomorphe
a un dioide de séries formelles convenablement quotienté. Ce dioide de séries rationnelles joue en
quelque sorte le méme réle que le corps des fractions rationnelles dans le calcul de Heaviside. Cette
approche est due a Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23]. Notre contribution consiste a avoir précisé
(et implémenté) 'algebre effective de ces opérateurs. Ce chapitre développe les résultats publiés
dans un papier antérieur en collaboration avec C. Klimann [42] et y ajoute la caractérisation des
périodes des séries rationnelles (c’est I’analogue pour les séries formelles de I’étude des cyclicités des
matrices dans la théorie de Perron-Frobenius). Signalons la contribution de X. Xinhe, Y. Haibin,
L. Changyou et W. Liming [101], légérement postérieure a la notre [42]. Ces auteurs obtiennent
par des techniques de nature “géométrique” des résultats analogues sur les sommes et produits de
séries rationnelles (sans les questions de périodicité).

Les algorithmes que nous avons obtenus ont été implémentés, et constituent le “package” MAX,
écrit en MAPLE, qui fait 'objet du Chapitre suivant. Les problémes algorithmiques les plus tech-
niques sont traités en détail dans I’Appendice B.

1 Un exemple de graphe d’événements temporisé

On considere le graphe d’événements temporisé représenté sur la Figure VII.1. Nous renvoyons le
lecteur a [23] pour les questions de modélisation des graphes d’événements, et rappelons seulement
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180 CHAPITRE VII. ALGEBRE RATIONNELLE DES GRAPHES D’EVENEMENTS TEMPORISES

les faits suivants. Un graphe d’événements est un graphe biparti avec deux sortes de sommets: les
places (cercles) et les transitions (rectangles). Dans le graphe circulent des jetons (cercles noirs)
selon la regle illustrée sur la Figure VIL.2: on dit qu’une transition est tirable s’il y a au moins
1 jeton dans chaque place amont. Lorsque la transition est tirée, on retire un jeton dans chaque
place amont et 'on rajoute un jeton dans chaque place aval. Ici, le graphe est temporisé: les jetons
doivent séjourner au moins un temps donné dans une place avant de devenir disponible pour le
tir d’une transition aval. Les temps sont représentés par des batonnets sur la Figure VII.1. Par
exemple, un jeton doit séjourner au moins 3 unités de temps dans la place entre u' et 2! avant de
permettre le tir de z'. On va donner deux points de vue sur ce systéme.

| = temps de séjour dans la place
(unité de temps)

e =marquage initial
(jetons)

Figure VII.1: Un graphe d’événements temporisé

TR

Figure VII.2: Tir d’une transition

1.1 Représentation par des systémes linéaires récurrents

En associant & chaque transition z° (ui,y. ..) le compteur w% (nombre de tirs de la transition @
jusqu’a l'instant t), on peut écrire le systéme d’équations (min, 4 )-linéaires suivant:

o} = min(1 + 2%, ul_,)
o = min(el_y, 1+ ui_y) ye = min(1 4 23,23_3) . (1.1.)
Ty = min(w%, 95%—17 1+ 95?—2)
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Avec les notations du dioide Ryin, on peut écrire:

o) = 1a? G ul,
of = xi_y @ lujy g = laf aj_s (1.1.b)
a) = ap Qapy ©lag,

Matriciellement, il s’agit d’un systéme récurrent avec une partie implicite, soit z; = Agz: B A1z:_1 B
Aoxi_o B Bius_1 & Bsus_s3. La solution au plus tot est donné par

ry = Ag(A12e—1 @ Asxy_o @ Brug—1 @ Baug_3) . (L.1.c)

Le calcul de (1.1.c) revient & éliminer la partie implicite dans (1.1.b) (par exemple, on substitue
2 = x}_; @ lu?_, dans la premiére équation). On obtient alors:

11,1 2 1
vy = Loy @20y D ug_g
2 _ .1 2 — 142 23
ri =g D lui_y Yo = lay D ay_s
3 q,1 2 1 2 3
v =12y O 20y O up_3 Oy © Loy
— [yl 42 23 .3 .3 .3 1T — [yl 2 She
En prenant les vecteurs a, = [z}, 27, 27,27 1, %5_9, %7 5]" €t ug = [uj_s,us 4], on se ramene a la
forme standard
Ty = A$t_1 © But, Y = C$t (11d)

avec

,ngleege]. (1.1.e)

GO Y ¢ SO, N
M MmN = N

M & & o ™ ™
M & o ™ 0 ™
M o M = 0ot O
™ ™ ™ &, O, O™
M & & ™ ™ ™
M & & o 0 o

Plus généralement, ’étude des graphes d’événements temporisés se ramene a celle des systémes
linéaires récurrents (1.1.d). Un cas particulier intéressant est celui d’une entrée non contraignante
(u = €). On obtient alors ; = A'xzg, de sorte que 1’étude du comportement du graphe en régime
autonome se ramene au 1’étude des puissances de A. Lorsque A est irréductible, on a le résultat de
cyclicité suivant, du a Cohen, Dubois, Quadrat et Viot [17]:

IN €N, Jce N\ {0} Vn>N, A" =p(A)A" (1.1.1)

ot p(A) dénote la moyenne arithmétique minimale (pour I'ordre naturel) des circuits de la matrice
A (cf. Chapitre IV). Autrement dit, le systéme atteint un régime périodique en un temps fini, au
bout duquel on a

Tipe = p(A) e = e X p(A) + 2y (1.1g)

i.e. ¢ x p(A) événements arrivent toutes les ¢ unités de temps. Au vu de (1.1.g), le rayon spectral
p(A) s’interpréte comme le tauz de production du systeme. En I'occurrence, p(A) est égal au poids
moyen du circuit az4a43, soit

A+ Az 1

p(A) 5 —3-
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1.2 Approche opératorielle

On introduit deux opérateurs de décalage v et § sur les compteurs, soient:

(ya)(t) = (1) + 1
(62)(t) = (1 — 1) .

On rappelle (cf. V,§2.1) que v et ¢ vérifient les régles de simplification suivantes:

(1) ,yc @ ,yc' — ,ymin(c,c')

/ !
Ve, o, d,d € 7, (i) st — gmax(dd’) (1.2.a)
Le systeme (1.1.b) se réécrit comme suit a ’aide de ces opérateurs:
e v € 6 e
r=arHbu, y=cx, on a=| 6 ¢ ¢ ,b=1 ¢ ¢ ,c:[e ~ 63] . (1.2.p)
e & v6? e €

1l s’agit 1a d’un systeéme matriciel implicite en les opérateurs v et 6, que ’on résout formellement
par y = ca*bu. L’opérateur h = ca*b mérite le nom de transfert. En 'occurrence, on calcule

y = hu = hyuy ® hyug = 65(76%) uy & v6°(76*) usy . (1.2.¢)

Le coefficient hq représente le transfert de la premiere entrée a la sortie. On constate que les coef-
ficients de h sont des séries rationnelles en v et § s’exprimant a ’aide d’une seule étoile. On verra plus
loin que 1’étoile (v6%)* commune & hq et hy représente la cyclicité du systéme en régime autonome:
ultimement, les transitions z' et y seront tirées une fois (exposant de ) toute les deux (exposant de
) unités de temps. En particulier, le taux de production s’obtient en divisant I’exposant de v par
celui de & dans (76%)*, soit %, en conformité avec §1.1. On voit sur cet exemple le gain (en compacité
des notations) de la représentation par transfert (1.2.c) par rapport a la représentation récurrente.
D’autres problemes se posent par ailleurs en termes de transfert. Par exemple, on voit facilement
que le graphe d’événements de la Figure VII.3 a méme série de transfert. La caractérisation des
graphes d’événements “minimaux” est un probleme (ouvert) de réalisation minimale qui souleve
les mémes difficultés qu’en VI,1.2.8. Ce Chapitre étudie 'algebre des opérateurs v et ¢, et montre

Y o

Figure VII.3: Graphe d’événements simplifié

en particulier comment calculer les séries de transfert de type (1.2.c)
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2 Etude de l’algebre des opérateurs v et 6

2.1 Le dioide M1 [[v,d]]

Les opérateurs qui interviennent dans les graphes d’événements temporisés s’exprimeront comme
somme d’opérateurs élémentaires "' (on rappelle que v et § commutent). Il est donc commode
s’introduire le dioide B[y, d]] des séries formelles commutatives a coefficients booléiens en deux
indéterminées v et & et a exposants dans Z (contrairement a 0,1.0.8, ol les exposants étaient
positifs ou nuls). v et § désignent donc dans I’écriture B[y, ¢]] deux indéterminées, et non plus les
opérateurs de décalage. Une série formelle de B[[y, é]] s’écrira de maniére unique

s = @ s(n,t)y"e, (2.1.a)
n, €%

avec s(n,t) = e ou €. On note que B[y, ]] est un dioide complet. Le support d’une série s est la
partie de Z? suivante:

supps := {(n,t) € Z*| s(n,t) #¢} .

s = @ "6,

(n,t)Esupps

On a l'écriture creuse

et l'on notera parfois s = @;c;7™6". On traduit ensuite les régles de simplification (1.2.a). On
notera M [[v, §]] le “quotient” de B[[v, §]] par les régles (1.2.a). On peut caractériser simplement
le dioide M2 [[v, 6]]. Introduisons I’application ¢ suivante (ce qui sera justifié de maniere heuristique
dans un instant):

¢ B[y, 6] = Bl[v. 0], @(s)=sy"(671)" (2.1.b)
Le résultat central est que deux séries booléiennes s et s’ donnent la méme classe d’équivalence
dans Mn[[v, 8]] ssi on a p(s) = @(s).

2.1.1 Théoréme On a les égalités et isomorphismes de dioides:

./\/lg([[’y, 811 = B[, 8]/ =~ Letat(Croiss(Z, Zinin)) ~ Lstar(Croiss(Z, Znayx)) -

2.1.2 Argument heuristique On constate que la régle (1.2.a),(i) entraine
e:e@’y@’yz®...:’y* .
De méme (1.2.a),(ii) entraine
e=ed@é TR .= (7).

On a donc e = v* = (671)* = 4*(671)*, et donc généralement pour tout opérateur s, I'identité
sy* (671 = s. Cela suggére d’introduire 'application ¢ définie plus haut. 1l résulte alors de
(Y (671)*)2 = (671" (cf. 0,4.1.6,(v)) que

e(s) = p(s7*(671)")

i.e. que s et sy*(671)* représentent bien le méme élément dans le dioide B{[7, §]] quotienté par ¢.

'De maniére précise, le quotient par la plus fine des congruences R vérifiant la régle (1.2.a). C’est I’analogue d’une
présentation pour un groupe [653].
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2.2 Preuve du théoreme 2.1.1

2.2.1 Lemme La relation R, est une congruence vérifiant (1.2.a).

Preuve Le fait que R, est compatible avec la structure de dioide complet de B[, 6]] résulte de
ce que p(Picrai) = Bier plai) et p(ab) = o(a)b = ap(b). Le fait que

99(70 @ '}/C/) _ S0(,}/min(c,c’))7 S0(65[ @ (Sd/) _ S0(6max(d,d’))

résulte d’un calcul immédiat. m
2.2.2 Lemme Toute congruence R’ vérifiant (1.2.a) est plus grossiére que R.,.

Preuve Il résulte de 'argument heuristique ci-dessus que toute série x est égale & 2v*(671)* = ()
modulo R’. On a donc

o(z) = o(y) = 2R'o(x) = p(y)Ry
ie. 2R,y = aR'y. "

L’égalité des deux premiers dioides dans le Théoreme 2.1.1 résulte immédiatement des deux
lemmes ci-dessus. "

2.2.3 Proposition (Isomorphisme séries-compteurs) On a l'isomorphisme suivant:

wer. - Croiss(Z, Znin) — M, 6])
c- k‘ [ — Serck - @teZ ’}/k(t)(st

o0

(avec la convention v~ = (y~1)* et v+°° = ¢). L’isomorphisme compt inverse de serc est défini

par
compt :=serl, [serl(s)](t)=inf{n € Z| 7"6' < s} . (2.2.a)
Preuve de la proposition 2.2.3.

(i): Il est immédiat que serc est résiduable, de résiduée compt donnée par (2.2.a).

(ii): serc est inversible a droite. Soit en effet

s = @’y”"ét" .

el

On a pour tout i € I, (serl(s))(t;) < ni, d’oi (sercoserl(s)) = 46" et en sommant sur les

) sercoserl(s) = s, ie. sercoserl = Id. L’autre inégalité résultant de la définition méme d’une

application résiduée (cf. 0,5.1.1), on a que serl est un inverse a droite de serc.

(i) serc¢ est injective (i.e. inversible a gauche). Cela résulte du lemme suivant:

2.2.4 Lemme serck < serck’ entraine k < k'
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Preuve de 2.2.4. Si

@,}/k(t)ét <P AR gt

tEZL t'eZ
on a pour tout ¢
,yk(t)(st < @ 7k (¢ )625
t'eZ

i.e.

3¢ ¢ 7, ,yk(t)(st < ,yk’(t’)ét’
ce qui entraine ¢ > ¢ et k(¢) < K'(¢'). Comme k" est décroissante pour l'ordre <, on a k'(t) >
E'(t') = k(t), dou k < k' ce qui est bien 2.2.4.
(iii) il est immédiat que ser¢ transforme le min point par point en somme de séries et I'inf-convolution
en produit. n

De maniere analogue:

2.2.5 Proposition (Isomorphisme séries-dateurs) On a ['isomorphisme

.| (Croiss(Z, Zinax), max, x) — Ml 6]]
Serd - k — serdk:@nez’ynék(”).

avec la convention §7°° := §* et §°° := ¢. L’isomorphisme dat inverse de sery est défini par
dat = serl|7 dats(n) = sup{t € Z | 78" < s} . (2.2.b)

Le théoreme résulte de 2.2.3 et du fait que le dioide des systemes linéaires stationnaires sur

Croiss(Z, Zinin) est isomorphe & (Croiss(Z, Zinin ), D, *) (cf. V,3.2.6). n

L’application compt s (resp. dat s) définie ci dessus sera qualifiée de “fonction compteur associée
a s” (resp. “fonction dateur associée a s”).

2.2.6 Lemme [ application ¢ : s — ¢(s) = sy*(671)*. est un isomorphisme continu de M%[[y, 6]]
sur @(B{[7, 4]])-

Preuve le seul point non trivial est p(ab) = p(a)p(b). Posons z = (y & ¢ 1). Par 0,4.1.6,(iv), on
az*z* = 2%, d’ou p(a)p(b) = az"bz" = abz* = p(ab). n

Ce résultat autorise une représentation géométrique simple de M [[v,6]]. L’application s —
[[7,6]] par une partie de Z2
Par exemple, on représente la classe d’équivalence de v par le come de Z? de type “sud-est”
{(24 n',2—1'); (n',¢') € N?}. Plus généralement, on associe au mondéme 7"4! I’ensemble

in

suppe(s) permet em effet de représenter une série formelle de M

262

suppp(77"6") = [n, +oo[x] — 00, t] = (n,t) + Nx (=N) , (2.2.c)

et l'on représente une somme de tels monémes par 'union des cones de type (2.2.c) associés. La
Figure VIL4 représente le polynome p = e @ 72 @ 726% @ 4363, On observe que le monome +2
(représenté par le cone issu du carré noir) est innessentiel (i.e. peut étre retiré du représentant sans
en changer la classe d’équivalence modulo ), car dans I’*ombre” de y262.

Nous donnons maintenant deux formules utiles exprimant compts et dats en fonction d’un
représentant quelconque de s.



186 CHAPITRE VII. ALGEBRE RATIONNELLE DES GRAPHES D’EVENEMENTS TEMPORISES

n (quantités)

Figure VIL4: Représentation graphique du polynéme p = e & y262 @ v2? @ 7363

2.2.7 Proposition Soit s = @;c;7™6%. Les fonctions compteur et dateur associées ¢ s sont
données par
compt s(t) = in>f n;, dats(n)= supt; .
t>t

iZ n; <n

Preuve Les propositions suivantes sont équivalentes:

7"t s dans M7, )]
(176" < o(s) dans B[, 4]
76 < o(s) (car = Id et ¢? = ¢)
{(n, 1)} C suppe(s) (par 2.2.6)
{(n, 1)} C Ussuppep(y™6™)
{(n,t)} C Ui[ni, +00[X] — 00, 1] (cf (2.2.0))

el n>nett <t
Compte tenu de la derniere condition, ’expression de compt s donnée en (2.2.a) se réécrit:
compts(t)=inf{n € Z| Jiel, n>n;ett <t;} =inf{n; | t; >t} .
Preuve analogue pour dat s. m

Signalons enfin que I'on passe de dats a compt s par une formule de type résiduation (cf. Caspi
et Halbwachs [15]). On a

dat s(n) = sup{t € Z | compts(t) <n} . (2.2.d)
Soit en effet s = @lez’yk(”él ot k = compts. On a
dats(n) = h(n) =sup{t € Z| 778" < @z "V6'}
=sup{t € Z| Ir >, n>k(1)}
=sup{t € Z| n> k(t)} car k est croissante.

2.3 Calcul dans le dioide M [, §]

2.3.1 Test d’inégalité Le test d’inégalité (et donc d’égalité) de deux séries est simple. Comme
on a
Pai<pevVicl a<p (2.3.a)
€]
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il suffit de savoir vérifier si un mondéme est inférieur & une série s. On a 6" < s = @, ;7™ 6"

dans le dioide M2 [[v, 8]] ssi on a dans B[[y, 6]]
716" = p(s) = sy7(670)
soit en développant les étoiles:
i€ ,3(n,t) € N* 4t < ymitngtit

soit pour conclure

N, @,}/niéti sdiel,n>niet <1 . (2.3.h)
€]

Graphiquement, (n,t) appartient a I'un des “cones sud-est” (n;,t;) + N x (=N), cf. Figure VIL.4.

2.3.2 Représentant minimal des polynoémes

Il est “clair” sur le dessin VIL.4 que le représentant minimal? du polynéme représenté par une
partie de Z? modulo ¢ est donné par “I’ensemble des points extrémaux en haut & gauche” de cette
partie, en I'occurrence py = e @ 726% @ 7263, De maniere précise, on dira que le monéme "% est
redondant dans la somme p = @;c ;7™ 6% si p = Djenir™ 6%, ou d’apres (2.3.b):

7"§% redondant < 35 € J, n; > n; et t; <t .

Il est clair qu’en enlevant éventuellement des mondémes redondants, on obtient un représentant
minimal. L unicité résulte de ce que les mondmes y™*§%* du représentant minimal sont “extémaux
en haut a gauche”, i.e. vérifient:

7—17nk6tk ﬁ p et 57%5% ﬁ P .

Nous laissons le lecteur préciser ce dernier point. On pourra aussi se reporter a 'annexe B ou
un résultat de représentant minimal est donné pour une classe générale dioides quotientés par de
“bonnes congruences”, dont M2 [[v, 6]] est un cas particulier.

En résumé, on peut énoncer:

in

2.3.3 Proposition (Forme canonique) Un polynome a € ML[y, 6] s’écrit de maniére unique

sous la forme:
a=7"6" By @ By (2.3.¢)

ot mg < ng < ...< myetty <ty <...<tg. Le terme a droite de (2.3.c) est le représentant
minimal de a.

Pour le polynéme de la Figure VIL.4, la forme canonique de p est p = e®v262@~36>. Nous renvoyons
le lecteur a I'annexe B ot les questions d’algorithmique des représentants minimaux (réduction de
la somme, du produit,...) sont précisément traitées.

%i.e. la plus petite série booléienne dans la classe d’équivalence
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3 Séries rationnelles

3.1 Généralités

On rappelle que la cloture rationnelle d’un sous ensemble £ d’un dioide est définie comme le plus
petit dioide rationnellement clos (i.e. stable par 'opération étoile) contenant £. On le note £*. On
le caractérise comme ’ensemble formé sommes, produits et étoiles d’un nombre fini d’éléments de
£, ainsi que de € et e. On a (£)* = &%

3.1.1 Définition (Séries rationnelles de M%[[y,6]]) On appelle séries rationnelles les séries

de M [[v,6]] appartenant a la cléture rationnelle de lensemble {7, 8}.

Le dioide des séries rationnelles coincide évidemment avec la cloture rationnelle du dioide des
polynémes causaux. Les séries qui interviendront dans le calcul des transferts de graphes d’événe-
ments temporisés seront donc rationnelles.

3.2 Représentation des rationnels

On a montré en 2.2.6 que le dioide M2 [[y, 6]] se représentait comme I’ensemble des parties de Z? de
la forme X + C, oli C est le cone “sud-est” (1,0)N+ (0, —1)N. L’étude des rationnels de M2 [[v, §]]
apparait donc comme une spécialisation de la théorie des parties rationnelles de Z? (I’ensemble
des rationnels de Z? est obtenu par cloéture rationnelle de I’ensemble des singletons dans le dioide
(P(Z*),U,+)). On peut donc appliquer certains résultats classiques [32]. Rappelons qu'une partie
linéaire de Z* est un ensemble de la forme:

a+V*

oll a est un point et V une partie finie de Z*. Une union finie de parties linéaires, U;(a; + V),
est dite semi-linéaire. Par application immédiate des propriétés 0,4.1.6, on obtient des formules
donnant les sommes, produits, étoiles d’expressions de type (3.2.a), ce qui au passage prouve que
I’ensemble des parties semi-linéaires coincide avec ’ensemble des rationnels. En revenant au dioide
M [[v, 8]], on obtient immédiatement qu’une série s est rationnelle ssi elle s’écrit sous la forme:

5= @aivi* , (3.2.a)

ou les a; (resp. V;) sont des monémes (resp. polynomes) causaux.

Cette représentation est cependant insuffisante pour notre propos. Un rationnel s admet en
effet des représentations différentes, et la détermination de 1’égalité de deux de ces représentations
requiert en général la résolution d’équations linéaires diophantiennes dont le nombre d’inconnues
est de l'ordre du nombre maximal de monémes des V;: par exemple, décider si le point b € Z*
appartient & a;V* avec V; = {uq,...,u,} revient a trouver z € N” tel que b = a; + Zle zu;. De
méme, le calcul de I'inf de telles expressions, de leurs différences et quotients résidués, ainsi que la
détermination du dateur ou du compteur (et donc du sens physique) associé a la série s donnée par
(3.2.a) n’est pas clair.

Il est cependant un cas ou l'on a une représentation plus simple que (3.2.a). Nous allons con-
sidérer d’abord les parties rationnelles de N, et nous donnerons un résultat de périodicité pour les
parties rationnelles de N (que nous n’avons pas trouvé sous cette forme dans la littérature, mais qui
est conséquence immédiate de résultats classiques). Nous montrerons ensuite comment ce résultat

s’étend naturellement au dioide M [[v, 6]].
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3.3 Analogie avec les parties rationnelles de N

3.3.1 Définition La partie X C N est dite ultimement périodique (ou plus simplement périodique)
s’il existe un entier n, deux parties finies P et Q) telles que (i) le plus petit élément de Q) majore
strictement P, (i) Q soit de diamétre au plus n — 1, et

X=PU@+{n})=PUuQuU(@Q@+n)U(Q+2n)U(Q +3n)... . (3.3.a)

Les conditions (i) et (ii) ne sont 1& que pour que cette union soit disjointe et puisse s’interpréter
géométriquement: nous laissons au lecteur le soin de vérifier que 'on définit le méme ensemble de
parties en supprimant les conditions (i) et (ii). L’interprétation de (3.3.a) est claire: soit A = min @),
la partie tronquée X N [K,+oo| est formée de I'ensemble de points () répété avec les translations
successives n, 2n, 3n, ... L’entier n mérite le nom de période.

3.3.2 Exemple La partie X = {0,4,5,8,9,12,13,16,17,...} est périodique de période n = 4.
Prendre P = {0} et Q) = {4,5}.

On a alors le résultat élémentaire suivant:
3.3.3 Théoréme Une partie de N est rationnelle ssi elle est périodique.

Esquisse de preuve Soit P 'ensemble des parties périodiques, et § I'ensemble des singletons.
L’ensemble des parties rationnelles est égal a $*. Comme trivialement (0): & C P C 8%, il suffit
pour montrer 3.3.3 de vérifier que ’ensemble des séries périodiques est rationnellement clos: on
aura alors en prenant 1’étoile de (0): §* C P* =P C (S§*)* = S§*. Plutét que de donner une preuve
précise de ce fait (le lecteur pourra se reporter aux deux sections suivantes ou I'on généralise ce
résultat), nous préférons ici expliquer pourquoi I'union et la somme vectorielle de certaines parties
périodiques simples sont périodiques.

3.3.4 Lemme Soient a,b € N. Ecrivons ppcm(a,b) = ka = k'b. On a
{a}* U {b}*={0,a,2a,...,(k—1)a,b,2b,...,(K' — 1)b} + {ppcm(a,b)}* .
Preuve trivial. m

3.3.5 Lemme Il existe K € N et P majorée par K — 1 telle que
{a}" +{0}" = PU(K +{pged(a,0)}7) .

Ce lemme est équivalent au fait élémentaire suivant sur les équations linéaires diophantiennes, qui
résulte immédiatement du théoréme de Bezout.

3.3.6 Lemme Soient a et b deux entiers positifs. Il existe un entier K tel que pour tout ¢ > K et
multiple de pged(a,b), 'équation
ax + by = c (3.3.b)

admette une solution (x,y) € N?.

Il résulte de 3.3.3 qu'une partie périodique de N s’écrit a 1’aide de ’étoile d’'un seul singleton. De
maniere analogue, nous définissons les séries périodiques dans M [[y, é]].
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3.3.7 Définition (Série périodique) La série s € M1[[y,6]] est périodique ssi il existe deux
polynémes causauz p et ¢ ainsi qu’un mondéme causal v, tels que:

s=pdgr-
Le résultat principal sur les séries rationnelles de M [[v, ¢]] est le suivant.

3.3.8 Théoréme (Cohen, Moller, Quadrat et Viot [23]) Dans ML[[v, 6]], une série est rationnelle
sst elle est périodique.

De maniere analogue a 3.3.3, il suffit de vérifier que "'ensemble des séries périodiques est rationnelle-
ment clos. Nous renvoyons a [23] pour la preuve originale de ce résultat. Nous donnons ici une preuve
analogue, mais plus précise quant a la caractérisation des périodicités. Nous donnerons d’abord les
regles de calculs sur certaines séries rationnelles simples, faisant en particulier le lien avec certaines
équations diophantiennes linéaires. Nous renvoyons par ailleurs a ’annexe B ou ’on donne quelques
raffinements de ces algorithmes, ceux-la mémes que nous avons implémenté en MAPLE.

4 Regles de calcul sur les éléments simples

4.0.1 Définition (Elément simple) Nous appellerons élément simple une série de la forme mr*
ot m et r sont des mondomes causauz.

L’élément simple général s’écrira donc:
s =" (76T)"

oun,t,v,7 € N.SiT=0,onar* = (") =e, mr* = 77" et ’élément simple mr* sera dit dégénéré
de type monomial. Siv =0et 7 > 0, on a mr* = v"6* et ’élément simple sera dit dégénéré de type

4.1 Somme de deux éléments simples

4.1.1 Définition (Pente) On appelle pente du monéme m = 76" € ML[[v,8]] ou du point
(n,t) € N?, notée a(m) ou o(n,t) le quotient % (conventionnellement égal a +oo sit =10).

On définit la loi suivante sur N2:
(v,7) si o(v,T)
(v, U, 7"y =< (V,7") si o(v,T)
(ppem(v,v'), ppem(r, 7)) si o(v,7) = U(V T’)

< olv
> oV

La loi U (lire “sup”) est clairement associative, commutative, et idempotente. Comme (n,t) — "6
est une bijection de N? sur I’ensemble des monémes causaux, on s’autorisera la notation suivante:

5Ty 87 = AN§T ot (N,T) = (v, U, 7). (4.1.a)
D’abord, une remarque élémentaire:

4.1.2 Propriété On a o((v,7)U(V',7")) = min(o(v,7),0(V, 7).
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Preuve C’est évident si les pentes sont distinctes. Dans le cas ot o(v, 7) = o(v/,7'), ¢’est une pro-
priété d’homogénéité du ppem. On a en effet en posant ppem(v, ') = kv = kv et A = (o(v,7))71:
kr = Mewv = MV = E'7'. Comme k et k' sont premiers entre eux, on a k7 = ppem(r,7’) =
Appem(v, v'), dou

a(ppem(v,v'), ppem(7, 7)) = A7 = o(v, 1) = o (v, 7). (4.1.b)

4.1.3 Théoréme Soient mr* et m'r’™ deux éléments simples. On a:

mr* om'r” = pdqlrur) (4.1.¢)
ot p et ¢ sont des polynomes causauz.
Preuve de 4.1.3. Nous laissons au lecteur les cas dégénérés v = 0 ou 7 = 0, qui sont triviaux.

1/ Cas o(r) = o(r’). Soient k et k' tels que ppem(v,v') = kv = k'v/. D’apres (4.1.b), on a également
ppem(7, ') = kT = k'7', de sorte que:

P =(e@r®... o Hru)* .
En écrivant une identité analogue pour r’*, on obtient ainsi,
mr* om'r” = [mle®rd...d rk_l) emiedr®d...d r’k_l)](rl_lr’)* )
ce qui est de la forme (4.1.c).

2/ Cas ao(r) < a(r').

4.1.4 Lemme (de domination) Supposons o(v,7) < o(V',7'), et n,n',t,t' € N . Il existe alors
K € N tel que o
,yn 625 ,}/Ix’u 6]&’7 (,}/u 57 )* < ’yn(st(’}/y(ST)* ] (41d)

Preuve du Lemme 4.1.4. On a en développant 4™ 6" y57 657 (4767 ) = @ s ;e 7™ 75 60 +57', et
de méme 761 (767)" = P50 7"V 67, Compte tenu de (2.3.a) et (2.3.b), (4.1.d) est équivalente
a ’assertion suivante:

n +xv >n+vy

U rar <t4ry (4.1.6)

Ve > K, dyeN {

Notons [y] la partie entiere de y. Comme y > [y] > y — 1, la condition suivante entraine (4.1.e).

. "+av' >n+vy
> K + 0" = 1.
Ve > K, dJyeR {t’—l—xr’gt—l—r(y—l) (4.1.1)
En éliminant y entre ces deux inégalités, on trouve la condition de compatibilité de (4.1.f):

T(n —n)+a(rv —vr) > vt —t+71) . (4.1.g)

Comme o(v,7) < (v, 7'), on a (1v/ — v7’) > 0, et il est clair que (4.1.g) sera vérifié pour z assez
grand. On pourra prendre x > K avec
vt —t+ 1)+ 7(n—n")

(tv' — v1!)

J,0) .

K = max([

Cela acheve la preuve du Lemme 4.1.4. n
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4.1.5 Remarque On peut voir le calcul de la plus petite valeur de K vérifiant (4.1.d) comme
une généralisation pour une sous-classe d’équations linéaires diophantiennes a deux inconnues de
la notion de conducteur. Cela mérite une étude complete, que nous n’entreprendrons pas ici.

Nous revenons a la preuve de 4.1.3. Comme, si o(r) < o(r'), on a r U’ = 7, on obtient par
application immédiate du Lemme de domination:

/I(—l)

mrrem'r  =mledr ®... D7 & m(rur)*,

qui est bien de la forme (4.1.c). Le Théoréme 4.1.3 est prouvé. n

4.1.6 Exemple On a
(78)" & 8%(y%8)" = 87 @ 7767 & (776°)" .

(V62 D v6(7%6%) = (e ®726% D16t B v8)(1%6%)" .

4.2 Produit de deux éléments simples

On introduit une seconde opération sur N%, 1 (lire “inf”) définie comme suit:

(v,7) sio(v,7) < o(V',7)
(v, )N, 7" =< (V,7) sio(v,7)> oV, 7")
(pged(v, V'), pged(r, 7)) sio(v,7) =0V, )

L’opération M est associative et idempotente. On observe que N? équipé de LI et de M n’est pas un
treillis (par exemple, la propriété d’absorption r U (rMr') = r est en défaut, prendre r = (1,1) et
" = (1,2)). Cependant, on a la propriété plus faible:

(ruryu@rne’y = (rur’y . (4.2.a)

. . ! ! ;s
Comme pour U, on s’autorisera la notation y”67M+v* 7 avec un sens évident.

4.2.1 Théoréme Soient mr* et m'r’™ deuzx éléments simples. On a:
mr* @ m'r’”" = p® q(riw’)* (4.2.b)

ot p et ¢ sont des polynomes causauz.

Preuve de 4.2.1. Ici encore, nous ne traitons pas les cas triviaux 7 = 0 ou v = 0. Quitte a multiplier
p et ¢ par mm’, on pourra supposer m = m’ = e.

1/ Cas o(s) < o(s’). Soit i comme dans le Lemme 4.1.4 tel que:
rlK(r’)* <7r*. (4.2.¢)
En multipliant cette identité par r*, on obtient TlK(T/)*T* < r*r* = r*. Ainsi:

1%

rr’ =rfe®r &... B rlK_l) b T*TlK(T/)* =re®rd...® 7‘/](_1) ) (4.2.d)

qui, compte tenu de r = rM7’, est bien de la forme (4.2.b).
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2/ Cas o(r) = o(r'). On a:
(’VU(ST)*(’)/UI(ST/)* _ @ ,yiu-l—ju'(siﬂ'-l—jﬂ" ) (426)
i,j>0
Posons
S(r,7)=7N+7'N .
On prétend que
{(iv+ v ir + )| (i,7) € N°} = {(a(r)8.0) | 0 € TN+ 7'N} .

En effet, si @ = it 4+ j7’, on a o(r)f = io(r)r 4+ jo(r')7" = iv + jv’ € N, ce qui montre ’égalité des
deux ensembles. On est donc ramené a caractériser la partie rationnelle S(7,7") de N. Le naturel u
appartient a S(a,b) ssi 'equation linéaire diophantienne

ax + by = u (4.2.1)

admet une solution sur les entiers positifs ou nuls. Cette équation linéaire diophantienne intervenait
déja en 3.3.6, ou l'on a montré S(r,7") = P U (K + pged(a,b)N), ou P est une partie finie. Nous
aurons besoin dans la suite d’un résultat un peu plus précis. On appelle usuellement conducteur
(ou pour certains, indice de Frobenius-Schur, cf. [14]) de I’équation linéaire diophantienne (4.2.f) le
plus petit entier K vérifiant 3.3.6. On le notera cond(a,b). On a le résultat, généralement attribué
a Sylvester:

4.2.2 Lemme ([13]) On a

a — pged(a,b))(b— pged(a,b))
pged(a, b) '
4.2.3 Exemple On observe que 'on peut résoudre I’équation 2¢ + 35 = ¢ en entiers positifs ou

nuls pour les valeurs suivantes de ¢: 0,2,3,4,5,.... On a donc cond(2,3)=2=(2—-1)x (3 —1), en
conformité avec (4.2.g).

cond(a,b) = ( (4.2.g)

On a la propriété d’homogénéité suivante:

4.2.4 Lemme 57 a,a’,b,b’ € N sont tels que a’ = Aa, V' = \b alors
cond(Aa, Ab) = Acond(a,b) . (4.2.h)
Preuve Si n =ia + jb avec ¢,j € N, alors An = ia’ + jb’ € N, d’ou cond(a’,b") < Acond(a,b). De
maniére symétrique, cond(a,b) < A"lcond(a’, '), d’oti 1’égalité (4.2.h). n
On pourra donc écrire:
S(r, 7"y = 8"(r,7") U (cond(7,7") + pged(r, 7" )N) , (4.2.1)

ou S'(r,7’) désigne le sous ensemble fini de S(7,7) formé des entiers strictement plus petit que
cond(7,7’). Il résulte immédiatement de (4.2.e), 4.2.4 et de (4.2.i) que

P = ( @ ,ycr(r)é’éé’) o ,ycond(u,u’)écond(T,T’) (7‘|_|7‘/)* : (4.2.3)
6eS!(r,7")
qui est bien de la forme (4.2.b). Cela acheve la preuve du Théoreme 4.2.1. "

4.2.5 Exemple On a cond(2,3) =2 d’ou:
(726°)7(7767)" = e § 776°(78%)" .



194 CHAPITRE VII. ALGEBRE RATIONNELLE DES GRAPHES D’EVENEMENTS TEMPORISES

4.3 Une décomposition en éléments simples et ses conséquences

4.3.1 Théoréeme Une série est rationnelle ssi elle s’écrit comme somme finie d’éléments simples.

Preuve Soit R 'ensemble des sommes finies d’éléments simples. On copiant le début de la preuve
du du Théoreme 3.3.3, il suffit de montrer que R est rationnellement clos. Trivialement, RGR C R.
L’inclusion R ® R C R résulte immédiatement de 4.2.1. Il reste a voir que si s € R, alors s* € R.
En observant que (@, m;rf)* = Q,(m;r;)*, on peut se limiter au cas ot s = mr* est un élément
simple. On a alors par 0,4.1.6,(vii) s* = e@ m(m & r)" = e @ mm*r* qui d’apreés 4.2.1 appartient a
R. Le Théoreme est démontré. m

4.3.2 Remarque Les questions d’unicité ou de canonicité des décompositions en éléments simples
ne seront pas abordées ici. Notons par exemple qu’on a les deux décompositions distinctes d’une
méme série:

(76) = (7*6*) @ v6(y%8°)" .

4.3.3 Preuve du Théoréme 3.3.8 D’apres 4.3.1, une série rationnelle s’écrit comme une somme
finie @, m;r;, qui d’apres 4.1.3, se réduit a la forme p @ ¢(U;r;)*, qui est bien une série périodique.
Réciproquement, en décomposant p et g en somme de mondémes, on ramene trivialement une écriture
périodique a une décomposition en éléments simples. n

5 Algebre des séries périodiques

On rappelle qu’une série s € ML [[7y, 6] est périodique ou plus précisément (v, 7)-périodique ssi elle
s’écrit sous la forme

s=pdq(y"éT)" (5.0.a)

ol p et g sont des polyndémes a exposants positifs ou nuls et v, 7 > 0. Nous laissons provisoirement
de coté les cas dégénérés v = 0 ou 7 = 0, qui sont triviaux.

5.0.1 Proposition La série s est (v, T)-périodique avec v,7 > 0 ssi

(i) dats(n) = —o0 pour n <0

(i) ANEN (n> N = dats(n+v) =7+ dats(n)) . (5.0.b)

5.0.2 Définition Le dateur dats sera dit (v, T)-périodique s’il vérifie la propriété (5.0.h).

Cette notion est illustrée sur la Figure VIL.5, ou I'on a fait abstraction du caractere discret.

Preuve de la Proposition 5.0.1. Sens <: Si l'on a (5.0.b), on peut écrire d’apres la Proposition

2.2.5:
s = @ ,yn(sdats(n) — @ ,ynédats(n) o ( @ ,yn(sdat s(n))(,yu(sﬂ')*
neN n<N-1 N<n<N+v-1

ce qui est bien de la forme (5.0.a).
Sens =. (a): cas ol p= ¢ et ol ¢ = v*¢'. On rappelle que dat s est donné par

dats(n) = sup{t € Z | v"6" < s} . (5.0.¢)
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dat s
t 14
.
T
| . motif
transitpire
n
0 N

Figure VIL.5: Un dateur périodique

On a y76! < yF6(vV67)" ssi y76! < V67 pour un certain i € N, soit

n>k+w

t<lIl+ir . (5.0.d)

dat s(n) s’obtient en prenant le plus grand entier ¢ dans (5.0.d), ce qui revient & maximiser i:

—k —k
n ], dats(n) :l—l—T[n

] (5.0.e)

i= -
pour n — k > 0 (on a noté [z] la partie entiere de z). Au vu de (5.0.e), il est clair que dat s vérifie
la, Proposition.
(b) Cas p = ¢ et ¢ polynéme. En décomposant ¢ = @, ¢; comme somme finie de mondémes, on a
dat s = max; dat (¢;(7767)*). Comme la propriété (5.0.b) est stable par passage au max, le résultat
est acquis.
(c) Cas p # €. On a dats = max(dat p,dat (¢(7767)*)). En raisonnant comme en (i), on voit que
dat p est constant & partir d’un certain rang (alors que lim dat (¢(7"67)*) = o0) et donc ne contribue
pas ultimement & dat s.
Enfin, on note que si n < 0, v ne peut étre dominé par les monémes a exposants positifs ou nuls
de s, et donc d’apres 2.2.5, dat s(n) = —oo pour n < 0. "

On dira que le couple (v, 7) est une période de la série s. La période n’est pas unique. Par
exemple, on a les deux écriture de type (5.0.a):

s=(6) =cde(76) =@ (edv8)(726H)" . (5.0.1)

Cependant, il résulte de (5.0.b) que

et donc que le rapport £ ne dépend pas de I’écriture (5.0.a). Cela motive les définitions suivantes.

5.0.3 Définition (Pente ultime, divisibilité, période ultime) Soit s une série périodique.

(i) On appelle pente ultime de s, noté o..(s), le quotient:
v
Oso(8) = -

Si s =e, on convient que 0(s) = +0o0. Siv =17 =10, on convient que oo.(s) = +00.
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(i) Soient (v,7) et (V',7") deux périodes d’une méme série s. On dit que (v,7) divise (', 7'), ce
que lon note (v,7)| (V',7'), si

v =kv, 7' = kr, aveck € N\ {0}.

......

Par exemple, pour la série s donnée en (5.0.f), on a @weo(s) = (1,1), 0uo(s) = T = 1. Si (v, 7) divise
(v',7") et (v, T) est période, alors (v/, 7') est également période, comme il résulte de

(’VU(ST)* _ (6 @ ’}/U(ST ®...60 ,y(k—l)u(s(k—l)ﬂ')(,ykuékﬂ')* )
5.0.4 Cas dégénérés Si 7 =0,0n a (7"67)" = e et s est un polynéme. Comme déja noté dans la
preuve de 5.0.1, on a dat s(n) = cte & partir d’un certain rang, disons pour n > N, ce qui signifie
qu’une infinité d’événements arrivent en un temps fini. Si v = 0 et 7 > 0, on a (y%67)* = §*. On

montre en raisonnant comme en 5.0.1 que dat s(n) = +00 a partir d’un certain rang. Il s’agit alors
d’un systeme bloqué.

5.1 Caractéristiques de la somme de séries périodiques

5.1.1 Théoréme La somme de deux séries périodiques est périodique. En outre

Woo($ D) | Wools) U wao(s) . (5.1.a)
(et égalité si les pentes ultimes de s et ' sont différentes).
Preuve Si 0.,(s) < 0o.(s'), la fonction dat s est ultimement au dessus de dat s’, d’ou il résulte que
max(dats,dats’) = dat (s @ s’) est de période exactement égale & la période de s, soit wao(s) =
Weo($) U (8). Si 00(5) = 0uo($'), Weo(s) et woo(s') divisent we(s)Uws(s), et donc dats
et dats’ sont deux dateurs we(s)Uws(s')-périodiques. L’ensemble des dateurs weo,(s)Uweo(s')-

périodiques étant stable par borne sup, max(dat s, dat s') admet la période (peut étre non minimale)
Woo(8)Uwao(s). n

On a le corollaire immédiat:

5.1.2 Corollaire On a 0o(s @ s') = min(oe(s), 0oo(s)).

5.2 Produit de séries périodiques générales

5.2.1 Théoréme Le produit de deux séries périodiques est périodique. En outre
Tool(88) | Too(8) Umao(s') -
5.2.2 Corollaire Soient s et s’ deux séries périodiques non nulles. On a

Ooo(88") = min(os (), 000($')) -

Preuve du Théoréme5.2.1. Soit s = phgr*, s’ = p’@q¢'r'™. On a ss’ = pp' Dpg'r"™ Dp'qr* Daq'r r'".
Via 4.2.1, on a q¢'r*r"™ = p” & ¢"(r017')*. Le Théoréme 5.1.1 et la formule (4.2.a) montrent que ss’
admet la période r U7 U (rMr’) = (r U 7'). n
Moyennant les algorithmes 2.4.5 et 4.2.1 de ’annexe B, la preuve ci-dessus permet de calculer
!
ss’.
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5.2.3 Exemple Soient
s =e@y6S @400 (7363)*, s = @ ~2610 @ 41161 (7464)*
On a
ss' = e @8 @ 72610 @ 3618 @ 411610 (e @ 4363 @ 7564 @ 456% @ 7969) (712612)*

Dans ce cas, on obtient effectivement le ppcm comme période du produit.

5.3 [Etoile de polynomes et probleme diophantien de Frobenius

On appellera pente du mondme causal 46! le rapport % (convention § = +0c). Nous traitons ici

le cas d’un polynéme dont tous les mondémes ont la méme pente. Soit p = v*67 & 7”/67/. Le résultat

suivant est une conséquence immédiate de (4.2.e) et 4.2.2.

5.3.1 Théoréeme La plus simple représentation périodique de p* est donnée par:

p* _ ( @ ,yiV+jV/6iT+jT/) o ,ycond(u,u')(scond(ﬂ',ﬂ")(,ypgcd(u,y')épgcd(ﬂ'ﬂ"))* ] (53&)
iv+jv’ <cond(v,')—1

5.3.2 Généralisation & une somme de [ monémes de méme pente.

Soit le produit p = y16M @...Hy" 67 somme de [ mondémes de méme pente. On a par un argument
analogue a 4.2.1, 2/ que que p* = P ¢ v9(P)e§e of C est 1'ensemble des entiers ¢ positifs ou nuls
tels que I’équation diophantienne linéaire suivante:

Ty + Tty + -+ ey =c¢  avecz € N (5.3.b)

admette une solution. On montre sans difficulté, ce qui généralise 4.2.2, qu’il existe un K tel
que pour tout ¢ > K multiple de pged(7y,72,...,7), "équation (5.3.b) admette une solution.
Cependant, la plus petite valeur de K, appelée encore conducteur de 1’équation (5.3.b) n’est en
général pas exactement connue (on appelle parfois “probleme diophantien de Frobenius” la recherche
de cond(7;)). Brauer (cf. [13]) donne pour [ > 2 et v; < vy < --- < v premiers entre eux la borne
supérieure suivante:

cond(v;) < (s —1)(r—1) . (5.3.c)
Voir aussi Vitek[96] pour des références plus récentes. On a donc un moyen d’obtenir directement
une représentation périodique de p* par une formule analogue a (5.3.a).

De ces développements, nous retiendrons ceci:

5.3.3 Proposition Soit p = @le Y767 une somme de monomes de méme pente. On a
@eo(p7) = (pged(vi), pged(i))

5.3.4 Exemple Soit a = 766 @109 3415615, Comme 6,10,15 sont premiers entre eux, la période
de a* est (1,1). On obtient apres calculs cond(6,10,15) = 30 et ¢* = e P 7686 @ 410610 @ 412612 @
Y8516 ) 418618 gy 420520 oy 422622 g 24524 gy (26526 ) 28628 gy 230530 ()<,

5.3.5 Exemple Sur la planete Mars, il y a deux mathématiciens qui collaborent de la maniere
suivante: le premier produit trois conjectures simultanées tous les trois ans a partir de année zéro.
Le second travaille exclusivement sur les conjectures du premier, met deux ans pour élucider une
conjecture, et peut travailler sur au plus deux conjectures en méme temps. Le théoreme 5.3.1 affirme
qu’a partir de I’ année 4, une conjecture sera élucidée tous les ans (considérer la série de transfert

(7353)*52(7252)* — 52(7252 fa ’}/353)*).
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5.4 Pentes et étoiles dans M2 [[y, §]]

Pour une série périodique générale, on se ramene par application de 0,4.1.6 aux opérations déja
étudiées:

(P& gr) =pledalgdr)) . (5.4.a)
Nous caractérisons maintenant la pente ultime de ’étoile de la série s = p @ ¢r*. Nous faisons pour
cela appel a la notion de pente minimale d’une série booléienne, qui jouera un role important dans
la suite (en particulier pour I'optimisation des ressources).

5.4.1 Définition (Pente minimale) Soit une série s = ;7" 6% € B[y, ¢]]. On définit la pente

minimale de s, o(s), comme suit:
- 2
o(s) = né&pr 5 (5.4.b)

5.4.2 Exemple Soit a =716 @y ® 726 ©776%. On a o(a) = min(2,3) = 2.

5.4.3 Propriétés On a:
(i) Pour toute famille {a;};er de séries: o(@;cya;) = inf o(a;) (I éventuellement infinie)

(ii) Pour toutes séries a et b causales, o(a® b) > min(o(a),o(b)) (avec égalité ssi o(a) = a(b) ou
a=eoub=e).

Preuve (i) est immédiate. (ii) résulte de

n+n .onon
n,n',t, ¢ >0, tit’ me(?’t_’)
(avec la convention § = +00), ce qui s’illustre par le petit dessin suivant:

En effet, les mondmes du produit a @ b, ot @ = @;7"é% et b = @D, ’yngét; sont de la forme

. YY)
7m—|—n] (Stl—l—tﬂ. n

On vérifie aisément que la pente minimale o(s) ne dépend que de la classe d’équivalence de s
dans Mn[[v, 8]]. Les propriétés 5.4.3 passent donc au quotient.

5.4.4 Propriétés On a pour toute série rationnelle a:
(i) 0o(a) 2 a(a),

(ii) 0oo(a®) = o(a).

Preuve (i): Résulte de ol
o = ycompta 0) 5t
e
ou la fonction compteur compt a associée a a est équivalente & o, (a)t.
(ii): via (i), on a ooo(a*) > o(a*) > o(a) (par 5.4.3,(ii) et (i) appliquées & @, a'). On supposera
o(a) fini. Soit alors m un monéme de a tel que o(m) < g(a)+¢€ (¢ petit). On a o,o(a*) < oo (M*) =
o(m) < o(a)+ e d’ou le résultat. n
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5.4.5 Remarque La propriété 5.4.4, (ii) pouvait tout aussi bien se prouver a ’aide de la formule
(5.4.a) et des propriétés 5.1.2, 5.2.2. La preuve ci-dessus est cependant plus générale. On pourrait
en effet relaxer ’hypothese de rationalité dans 5.4.4 en définissant:

Oocl) = hggolf dat s(n)

pour une série causale non rationnelle.

De méme que 'on a caractérisé plus haut o.,(a*), nous caractérisons ici la période de a*. Etant
donné un polynoéme p = @), m; s’écrivant comme somme de n mondémes, on notera

Mp=mN...M0m, . (5.4.c)
On observe que si le monéme m; n’appartient pas a ’écriture canonique de p, il est de pente

inférieure a celle de p, et donc que la définition 5.4.c ne dépend pas du choix des m;.
5.4.6 Proposition Soit s =p @ qr*. On a

woo(s™) [ (Mp) U (M(g B 7)) (5.4.d)
Preuve Résulte de la formule (5.4.a) et des propriétés 5.3.3,5.2.1. "

5.4.7 Exemple La borne a droite de (5.4.d) est atteinte par exemple pour la série suivante:
s =776 @761 (v6)7,

sF=edy38° (e & 726) (7363)* . Weol(s¥) = 4760 .

6 Algebre rationnelle des matrices

6.1 Pente des matrices rationnelles

Le calcul des matrices de transfert fait intervenir le calcul des étoiles de matrices a coefficients
rationnels ou polynémiaux. Nous caractérisons ici la pente des coefficients de 1’étoile d’une matrice
A a coefficients rationnels. Dans ce qui suit, nous noterons ¢ le min des pentes. L’application o,
qui & une série associe sa pente ultime est ainsi croissante de (M [[v, ¢]], <) dans (RTU {400}, <).
Nous commencons par une remarque simple:

6.1.1 Lemme O'OO(A:»}) ne dépend que de la composante fortement connezxe de ¢ et de la composante
fortement connexe de j dans le graphe associé a A.

Preuve Soient i et i’ dans la méme composante connexe, i.e. A;';, £ ¢ et A;','Z» # €. On a en prenant
la composante (ij) de A* = At A*,
Al = At AL

o
et par 5.2.2,
0o A7) = 00(AT) -
Par symétrie, on a I’égalité. On montrerait de méme que o (A7) = O'OO(A:»},) si j et j appartiennent
a la méme composante connexe. n
Soient C'y, ..., les k composantes connexes du graphe de A. Il résulte de ce qui précéde que

O'OO(A:»}) est constant pour (¢,7) € C, X Cs. Si A est irréductible, il y a une seule composante
connexe, et donc tous les coefficients de A* ont la méme pente ultime.



200 CHAPITRE VII. ALGEBRE RATIONNELLE DES GRAPHES D’EVENEMENTS TEMPORISES

6.1.2 Notation (P;;, C;;, circuits entre j et 7)

Nous noterons P;; ’ensemble des chemins élémentaires de j a ¢ (ou des circuits élémentaires si
i = 7). Nous dirons que le circuit élémentaire ¢ est entre j et i s’il rencontre un chemin p de 7 a ¢
(peut étre non élémentaire). Nous noterons C;; ’ensemble ces circuits élémentaires entre j et 7. P;;
et C;; sont évidemment finis. On a illustré cette définition sur la Figure VIL.6.

Figure VIL.6: P14 = {012023034}7 Cia = {0117 (23032, 012023034041}

Rappelons que le poids w4(p) (ou plus simplement w(p)) du chemin p = (i1, ..., ) est défini
par wa(p) = Aijiy - .- A4, S p est de poids non nul, il résulte de 5.2.2 que

UOO(w(p)) = UOO(Ai1i2) D... 0 O-OO(Aik—lik) :

On caractérise alors simplement les pentes ultimes des coefficients de A7;.

6.1.3 Théoréme (pente ultime des matrices rationnelles) On «

i g, 0w(A) = P o(w(e) & P ow(wlp)) - (6.1.2)

c€Cyj PEP:;

Le premier terme de la somme exprime que la pente minimale (cf. 5.4.1) des circuits intervient.
C’est une généralisation au cas matriciel de la formule scalaire o (a*) = o(a) (cf. 5.4.4).

6.1.4 Corollaire Si la matrice A est a coefficients polynéomiauz, on a

0o(AT;) = @ o(w(c)) . (6.1.b)

c€Cyj

Preuve de 6.1.4. On a en effet 6,,(A4;;) = +00 et donc oo (w(p)) = 400 pour tout chemin p € P;;:
le second terme de (6.1.a) disparait. n

6.1.5 Remarque Si A est irréductible, la sommation (6.1.b) est prise sur I’ensemble des circuits

*) ne dépend alors pas de (¢j), en conformité avec 6.1.1.

élémentaires du graphe. oo, (A}

6.1.6 Corollaire Soient C. une composante irréductible et 1,5 € C.. On a
Too( A7) = 00a((Afcy10,1)")

Preuve C;; est alors égal a ’ensemble des circuits élémentaires de C.. En outre, un chemin p € P;
reste dans la composante connexe C,. Ainsi, on peut pour calculer (6.1.a) se restreindre au bloc
irréductible Ai¢,|c,)- n

Nous illustrons d’abord le Théoreme 6.1.3 sur quelques exemples.
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6.1.7 Exemple

e 3 ¢ ¢
6 ¢ € €
A= e ¢ 6% v
e € € 96
(728)" 72 (7%8)" +* (76%)" P @rte @08 (767)
ar | 00707 00T ()T e@nbE a0 (67)
£ £ (v8?) 7 (78?)
€ € € (76)"

On a trois composantes connexes C7 = {1,2},Cy = {3},C3 = {4}. On a représenté sur la Figure
VIL.7 le graphe associé & A:

Figure VIL.T:

Le circuit de pente minimale (i.e. la boucle 3 — 3) est entre Cs et Cy (car par exemple Asq # ¢

et Ay # ), et donc la pente est constante sur le bloc Oy x C3, égale & o(y6%) = % De méme pour
le bloc C5 x ;.

6.1.8 Exemple Pour la matrice a coefficients rationnels

y6t (y261%)° e
A= ¢ £ 766
£ 765 £

on trouve
(76" (e y6*) (726"2)7 76° (e @ 76*) (261%)
A" = € (v2eth)” 788 (y26t)” (6.1.c)
= Gy (281"

2 . .
5 A21n51, la
=+7-On a

NS
D
[N

contribution des chemins domine (i.e. >) celle des circuits o(w(a11 P agsasz)) =

donc 0. (Aj3) = 5 en conformité avec le résultat du calcul (6.1.c).

6.2 Preuve du Théoréme 6.1.3

La preuve repose sur une formule combinatoire exprimant I’ensemble des chemins commutatifs (cf.
0,4.2.7) en fonction des circuits et chemins élémentaires. Nous nous placons pour cela dans le dioide
Bf[a;;]] et considérons la matrice générique A = (a;;).
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6.2.1 Notation (ensemble accessible de circuits, A(p))
Soit ' un ensemble de circuits élémentaires. Nous dirons que C' est accessible depuis le chemin p si
{p} U C est un sous graphe connexe. Nous noterons A(p) ’ensemble des C' accessibles depuis p.

6.2.2 Exemple Pour le graphe de ’exemple VII.6 pour p = as4, on a

A(P) = {{023032}7 {012023034041}7 {012023034041 s 023032}7 (6-2-3)

{0120230340417011}7{01202303404170117023032}} . (6-2-

6.2.3 Lemme Dans B{[a;;]], on a pour la matrice générique A = (a;;):

Afj: @p@ ed @ ®c+ . (6.2.c)

pEP;; CEA(p) ceC

Preuve du lemme. Désignons par B le second membre de (6.2.c). Nous montrons par récurrence
sur k la propriété suivante: (Hy) pour tout chemin p de j & ¢ (peut étre non élémentaire) , pour
tout ensemble de k circuits C' = {¢1,...,¢x} € A(p) et pour tous nq,...,ng > 1, pef* ...c[* est
un chemin commutatif (cf. 0,4.2.7) de j & ¢. Si k = 1, il résulte de ’hypothése de connexité que ¢q
rencontre p, disons au sommet r. En écrivant p = p;,p,;, ol p,; est un chemin de j a r et p;, de 7 a
i, on ale chemin pey* = p;ci*p,;. Supposons k > 2, I'un au moins des circuits ¢4, ..., ¢ rencontre
p, disons ¢1. D’aprés le cas k = 1, p’ = pc! est un chemin de j & i. En outre, {cg,..., ¢k} € A(p')
et I'on peut appliquer I’hypothese de récurrence, ce qui montre la propriété Hy. Ainsi, chacun des
termes de B est un chemin de j a ¢, et donc B < A7;. Inversement, un monome de A7; se factorise
comme produit d’un chemin élémentaire et de puissances de circuits élémentaires (cf. 0,4.2.7) pour
lesquels la propriété d’accessibilité est évidemment vérifiée, soit pef* ...¢;* < pef .. .c: < B.On a
donc A7, < B, ce qui acheve la preuve du Lemme 6.2.3. ]

Le Théoreme 6.1.3 résulte immédiatement de ce Lemme. On a, en revenant & M1 [[v,6]] et en
prenant la pente ultime de (6.2.c):

0o Aj) = D oc(w(p) @ D Polwl) .

pEP:y CeA(p) ceC

En remarquant que ¢ € C" avec C' € A(p) ssi ¢ € C;;, on obtient (6.1.a). n

6.2.4 Exemple On illustre ce lemme en calculant (A*)1; pour la matrice générique en dimension
2. Il y a un seul chemin élémentaire de 1 & 1. C’est le chemin trivial p = e. On a

A(P) = {{011}, {6112@21}, {6111,@12@21}, {0120217022}, {01170120217022}} .
La Formule (6.2.c) affirme que
(A1 =e€ed ail'l S5] (6112@21)+ S3] ail—l(al2a21)+ S5] (a12a21)+a§'2 S5] ail—l(al2a21)+aél—2 . (6.2.d)
En regroupant les termes successifs deux par deux, il vient:

(A")11 = afy & afy(a12a1)" & afy(ar2a21) T ad,
= aji(e @ (a10a21) ¥ a3,) (6.2.e)

Par ailleurs, en inversant les roles de 2 et 1 dans la Formule (4.2.b) du Chapitre 0, on obtient

(A11)" = (@11 P ar2a3a21)" . (6.2.1)
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En utilisant les propriétés 0,4.1.6,(vii) et (viii), il vient

(A11)" = aj(e B arzazz(a12a12)"aly)

ce qui n’est autre que la Formule (6.2.e) obtenue par application du lemme. On comprend mieux
Iintérét de la Formule (6.2.d) sur cette exemple. Elle permet d’exprimer de maniére finie un en-
semble de chemins en fonction uniquement des chemins et circuits élémentaires, et ce, avec un seul
niveau d’étoile, a la différence de (6.2.f) obtenue par application de I’algorithme de Gauss.

6.3 Cyclicité des matrices a coefficients dans P(N)

On a caractérisé ci-dessus la pente ultime de 1’étoile d'une matrice A rationnelle dans M [[v, 8]].
On étudie maintenant la période @y, de A7;. On a déja noté que les résultats de périodicité valables
dans le dioide MR [[7, 6]] étaient des généralisations de résultats relatifs aux parties rationnelles de
N. Pour cette raison, nous donnons d’abord un résultat pour des matrices a coefficients dans P(N)

et nous ’étendrons ensuite & M2 [[v, §]].

On considere ici une matrice carrée A dont les coefficients sont des parties finies de N. Le
coefficient A7, est une partie rationnelle de P(N), qui s’écrit en conséquence (cf. 3.3.3):

AL = P u(Qij + v }7)

P;; et ();; étant des parties finies de N. On appellera période de cet ensemble la plus petite valeur
de v;; dans une telle écriture. On la notera w.,(A};) par analogie avec Min[v,6]]. Le probleme du
calcul de cette période se formule simplement en termes de graphe.

nxXn

6.3.1 Notation (multigraphe associé & une matrice de parties de N) Soit A € (P(N))
On définit le multigraphe associé & A, MG(A), comme le multigraphe formé de n sommets et d’un
arc de j a ¢ pour chaque élément m € A;;, cet arc étant valué par m. Cette définition est illustrée
sur la Figure VIL.S8.

_ | 124} {3}
A‘l{2,3} 0 ] ’

Figure VIL.8: Une matrice et son multigraphe

Le coefficient A7; s’interprete comme 'ensemble des poids de chemins de j a ¢ dans le multigraphe
MG(A). Le calcul de w.,(A};) est donc équivalent au probleme suivant: “trouver le plus petit v tel
que pour n assez grand, l’existence d’un chemin de j a ¢ de poids n dans MG(A) entraine I’existence
d’un chemin de j a ¢ de poids n + v”.
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6.3.2 Notation (Cyclicités) On définit la cyclicité d’une composante fortement connexe C} de
MG(A) comme le pged des poids des circuits élémentaires de cette composante. On appellera
cyclicité du multigraphe le ppem des cyclicités des composantes fortement connexes, et on la notera
¢(A). Etant donné un chemin élémentaire p, on définit ¢(p), cyclicité de p, comme le pged des
cyclicités des composantes fortement connexes traversée.

6.3.3 Théoreme La période de AY; est égale a la cyclicité de la composante fortement connexe
associée. La période de A7, divise le ppem des cyclicités des chemins elémentaires de j a .

On pourra retenir le corollaire simple suivant, qui en résulte immédiatement.

6.3.4 Corollaire La période d’un coefficient de A* divise la cyclicité ¢(A).

6.3.5 Exemple Dans ’exemple de la Figure VIL.8, il v a une seule composante fortement connexe,
et le pged des poids de circuits est égal a 1. La cyclicité ¢(A) est donc égale a 1. On trouve en effet:

= | 102V U 4+ {137) {3,5 U ({7} + {1}7)
{2} + {1}~ {0y U ({5} +{1}7)

Preuve du Théoreme.
(i): Cas ou 7 = j. Le poids d’un circuit passant par ¢ est divisé par la cyclicité ¢ de la composante
fortement connexe associée a 7, donc A, C cN. Soient ¢y,..., ¢ k circuits tels que

pged(walcr),...,waler)) = ¢ . (6.3.a)

D’apres ’hypothese d’irréductibilité, il existe un circuit p non nécessairement élémentaire passant
par i rencontrant tous ces circuits. On note que pour a € N, peyt .. cpF est encore un circuit
passant par ¢. Il résulte du lemme diophantien 3.3.6, que pour K assez grand multiple de ¢, disons
K = ke avec k > ko, il existe o € N* tel que

K =wa(peit...cf%) = walp) + cqwa(er) + ... + apwalcr) .

On a donc ¢(ko + N) C A} C ¢N, d’ou il résulte que la (plus petite) période de A% est c.
(ii): Cas ou @ # j. Soit {p1,...,p,} l'ensemble des chemins élémentaires de j a 7, de supports
respectifs S1,...,5,. On a:

Af; = w(p1) ® AL @ o w(py) ® Aj
€57 1ESr

(ce qui n’est autre que 'expression de la décomposition d’un chemin quelconque en un chemin
élémentaire et un certain nombre de circuits). On montre en raisonnant comme en (i) que la période
de w(pr) @;es, Af; est égale a ¢(pr). On conclut en observant que la période d'une somme divise le
ppcm des périodes. n

6.4 Cyeclicité des matrices rationnelles dans M2 [[y, ¢]]

On rappelle tout d’abord le résultat de cyclicité suivant de type Perron-Frobenius pour les matrices
a coefficients dans Rin:
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6.4.1 Théoreme (Cohen, Dubois, Quadrat, Viot [17]) Soit A € (Rpin)"*" irréductible. Il existe
N >0 et ce N\ {0} (cyclicité) tels que

Vn > N, A" = p(A)°A" .

La cyclicité est caractérisée de la maniere suivante. On définit le graphe critique comme le graphe
formé des sommets et arétes appartenant a un circuit critique. En appelant cyclicité d’une com-
posante connexe du graphe critique le pged des longueurs des circuits de cette composante, on
caractérise la cyclicité de A comme le ppcm des cyclicités des composantes connexes du graphe

critique. C’est ce genre de résultat qu’il s’agit de généraliser au dioide MD[7, 6].

Nous donnons ici un résultat de périodicité analogue pour des matrices a coefficients polyno-
miaux dans M [[v,¢]]. On rappelle que la (plus petite) période w.,(s) d’une série rationnelle s est
définie comme le plus petit mondéme 7 (au sens de la divisibilité) tel que s admette la représentation
périodique s = p@ gr* (cf. 2.3.4). Etant donné un polynéme p = @I, m; (somme de n mondmes),
on pose

Up =mp Umg U ...UMy, Mp=myMmgll...TlTM, .

On a noté en §5.4 que ces quantités ne dépendaient pas du choix des m;.

6.4.2 Notation (Multigraphe dans M[y,6]) Soit A une n x n matrice & coefficients dans
Mis[y, 6] et

A = @mijk (6.4.a)
k=1
Pécriture canonique de A;;. On définit le multigraphe associé a A, MG(A) comme le graphe formé

de n sommets et d’un arc allant du sommet j au sommet ¢ par monome my;, cet arc étant valué
par m;;i. Cette définition est illustrée sur la Figure VIL.9.

6@,}/364 7@7262
’}/(52@’)/10(53 ’}/(5

Figure VIL.9: Multigraphe dans M [y, 6]

6.4.3 Notation (multigraphe critique) On suppose la matrice A irréductible. On pose alors
o(A) = 0o0(A};) qui ne dépend pas du couple i, j. On qualifiera de critique un circuit a de MG(A)
tel que o(w(a)) = 0(A). Le multigraphe critique est formé des arcs et des sommets appartenant a
un circuit critique. Le monome m;;;, sera qualifié de critique s’il value un arc critique. On notera
A° (matrice critique) la matrice obtenue en se restreignant aux monémes critiques dans la somme
(6.4.a). On notera A}, = A;;BA;; (matrice sous critique) la somme des monémes n’appartenant pas
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a A;;. On a donc A = A°@ A’. Pour la matrice A de la Figure VIL9, on a par (6.1.b) 0. (4) =
Les matrices critique et sous-critique sont données respectivement par

LNy

3¢d4 262
e | v7et e . € Y
A _[752 € ]7A - [71053 75]

6.4.4 Notation (Cyclicités dans M2y, ¢]) Soient C1,...,C, les composantes fortement con-

ax
nexes du graphe critique. On définit ¢(C), cyclicité de la composante C';, comme 1'M1 des poids des

circuits du multigraphe critique. On pose

c(A)=c(Cr)U...u(C)) .
On a alors le résultat de cyclicité suivant qui généralise le Théoreme 6.3.3.

6.4.5 Théoreme Soit A une matrice irréductible a coefficients polynomiaux. La période de A7,
divise la cyclicité ¢(A).

Nous illustrons ce résultat sur quelques exemples avant de passer a la preuve.

6.4.6 Exemple Soit la matrice
363 2
76Ty
A= l 62 ~648 ]
Le graphe critique de A se confond avec le graphe de A, et a une seule composante connexe. En
outre ¢(A) = w(1) M w(2) M (w(1,2)) = 4363 M ~56° N y26% = 74, soit une cyclicité de (1,1). On
trouve apres calculs

A — | eB (o) 7@y (o)
T 08 eyt Byt (v8)

6.4.7 Exemple Soit la matrice
’)/4(54 ® ’)/6(56 ’)/10(52 ’}/7(5
A= ’}/552 c ,}/3
’}/8(5 63 ’)/9(59

Le graphe critique associé & A a deux composantes connexes: Cy = {1}, Cy = {2,3}. La premiere
composante connexe a pour cyclicité v262 = 4464 14666, la seconde v36>.

*
e @ ~tst (7252) AT6% @ A106T @ 411468 g 13510 (5)* 476 @ ~106% @ 411465 @ 41367 (446)*
* *
A* = 962 @ 855 ©~265 @ 41158 (46)* (7353 43 (7353)
* *
965 @868 @269 @ 411511 (6)* §3 (7353) (7353)

6.5 Preuve du Théoréme 6.4.5

On part de la décomposition critique/sous-critique décrite en 6.4.3:
A=Aqp A .

On a
A = (A% AN (A%)* . (6.5.a)
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On va (i) donner une formule exprimant la période de A* a partir de celle des composantes fortement
connexes de A°, (ii) montrer que les composantes fortement connexes de la matrice A° vérifient le
résultat de cyclicité.

Le point (i) repose sur la majoration suivante assez grossiere de la période des coefficients de
I’étoile d’une matrice rationnelle (et non plus polynomiale).

6.5.1 Proposition Soit A une matrice dont les coefficients sont des séries périodiques:
Aij = pij D gyl
On a, en introduisant la matrice B telle que B;; = pi; © q;;:

wm(Aj]) | (I—ICECU U wB(C)) U (l—l(lm) dans p avec p€P;; Tlm) . (65b)

Le second U est a prendre sur tous les arc (Im) faisant partie d’un chemin p € P;;.
Preuve On montre que la période associée au terme

pct

ceC

de la formule du Lemme 6.2.3 divise la borne ci-dessus. Pour fixer les idées, nous faisons la preuve
dans le cas particulier ou p = ay5 et C' = {agzasz}. Le lecteur généralisera facilement. On a

wale) = (P23 D qaarys)(ps2 @ q32733)
= D23ps2 B q23P32753 B (32P23759 B §23G327537 39
= uPrvPpPwept

avec des notations évidentes. La période de (wa(c))T est la méme que celle de (w4(c))*, or

(wa(e))* = (udvdwdt) = uv*w t*. D’apres la Proposition 5.4.6, la période de w* divise
le U de Ugzapaes et de 3. On voit de la sorte apparaitre les circuits de la matrice B = P ® (). Avec
des considérations analogues pour u,v,t, et comme la période du produit divise le LU des périodes,
on obtient le résultat. m

Les deux faits suivants résultent immédiatement de la définition de la matrice critique.

6.5.2 Lemme La pente de tout circuit de la matrice sous critique est inférieure (i.e. <) a la pente
critique 0o ( A*).

6.5.3 Lemme La matrice critique est bloc-diagonale. Les blocs correspondant aux composantes
fortement connexes du graphe critique.

6.5.4 Lemme Pour tout circuit « = (i1,...,1,11) de la matrice critique et tout choiz de monémes
Miyisks s« - - » Mgk, appartenant respectivement aux écritures canoniques de A; 4, . .., Asi, . la pente
o(Miyiy - - - M40, ) est €gale a la pente critique o(A).

Autrement dit, tout circuit du multigraphe critique est de pente critique.
Preuve L’idée est la méme que dans [17], Lemme 4.7. Trivialement,
o(Miyiy - M4, ) < 0(A

- Aiiy) = o(wale)) 2 a(A) .

1172 *
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Supposons par 'absurde o(my,;, ... m;;, ) < 0(A). On peut compléter I’arc 71¢5 en un circuit critique
ay = (i192) U Piyiy» OU Piyi, est un chemin de i3 & ¢3. On procéde de méme pour les autres arcs du
circuit. On a alors

o(A)=oc(w(ay...ar) =oc((Mmiyiy ..My ) @ W(Pigiy -« -Diyiy)) -

Si o(mg, ..My ) < 0(A), on a nécessairement o(w(piy, - - Pii,)) = o(A) (cf. 5.4.3,(ii)), soit un
circuit de pente supérieure a la pente critique: absurde. n

6.5.5 Corollaire Tous les monémes de Uécriture canonique de (A°)% sont de la forme yo(A)tgt
ot t est un entier positif ou nul.

Preuve Un tel monome est égal au poids d’un circuit du multigraphe critique de A. La conclusion
résulte de 6.5.4. ]

Le Corollaire suivant acheve le point (ii) de la preuve.

6.5.6 Corollaire Si i et j appartiennent a la méme composante connexe du graphe critique, La
période de (Ac)fj est €gale a la cyclicité de cette composante.

Preuve Soit ’écriture canonique

(Ac)ij — @ ,ynl(stl .

lELi]

On définit la matrice B & coefficients dans P(N) par
B ={t| le Ly} .

On a d’apres 6.5.5

(A% = P "W, (6.5.¢)
teB

d’ott il résulte que la période de (A°); est égale a (a(A)C, C'),ol C est la période de B}; caractérisée
par le Théoreme 6.3.3. ]

Pour conclure, nous reprenons la Formule 6.5.a. Par application du Corollaire 6.5.6, et compte

tenu que la période de la somme divise le U des périodes, la période de tous les coefficients de
(A°)*A’ divise ¢(A). On peut donc écrire

(A°)" A" = P& Q(c(A))"

ol P et () sont des matrices polynomiales. On observe que les circuits du multigraphe associé a la
matrice P & @ sont de pente < a o(A) (un tel circuit, associé a la matrice (A°)*A’, s’interpréte en
effet comme un circuit du multigraphe associé a A passant au moins une fois par un arc de A’, et
n’est donc pas critique). Le Lemme 6.5.1 montre que la période des coefficients de ((A°)*A’)* divise
¢(A). En multipliant cette matrice par (A°)* d’apres la Formule (6.5.a), on obtient le Théoréeme. =

6.5.7 Remarque On pourrait penser au vu de I’exemple 6.4.7 que la période de A7; est en fait égale
au pged des périodes des composantes irréductibles du graphe critique reliées. Pour des matrices
moins simples, ce phénomene disparait. On a traité avec MAX la matrice suivante.

666 2

v v v v

Ao o 715515 ,}/3 ,}/2
’}/25 ’}/5 ’}/10510 v

,}/5 ’}/352 ’}/5 ’}/25
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Les périodes de A* sont données dans la matrice:

666 666

7 76 76y

’}/353 ’}/15515 ’}/5 ’}/353
’)/(5 ’)/(5 ’)/10(510 ’)/10(510
’}/5 ’}/5 ’}/10510 ’}/10510

6.6 Application au calcul du taux de production d’un systéme autonome

Nous appliquons maintenant ces résultats au calcul du taux de production d’'un systéme en régime
autonome. On a les deux représentations équivalentes:

Compteurs M [y, 8]]
z(n+1)= Az(n) d Bu(n), u(n)=¢c |z = Aed Bu, u=c¢
z(0) = 29 x = & ol & = y(x0)ig0
Solution au plus t6t:
r, = A'xg = (A)*E.

Dans le premier cas, les matrices A et B sont a coefficients dans Ry,,. Dans le second cas, elles sont
a coefficients dans MI[[v,¢]]. Le lien entre ces deux représentations est donné par Al = yéAis,
La condition u = ¢ traduit le caractére non contraignant de 'entrée. La condition a; > =(%0)ig0
entraine compt z;(0) < (x¢);, ce qui, en prenant la solution maximale, revient & la condition initiale
2(0) = zo pour les compteurs. Les conditions @ = £ et @ = A’z sont équivalentes & x = A’z G €.
La plus petite solution représentant le régime autonome est donc @ = (A’)*{, ce qui justifie la
derniere ligne du tableau. Définissons le tauz de production comme la plus petite pente ultime des
composantes de z. On a alors comme conséquence de 6.1.4:

6.6.1 Corollaire Le taux d’un production en régime autonome d’un systéme représenté par la
malrice A’ a coefficients polynémiaux est donné par

A =o(tr((A)*)) = min o(wa(c)) .

En termes du multigraphe MG(A’), en notant w’,(¢) le nombre total de jetons du circuit ¢ (égal
a l’exposant en 4 du poids du circuit) et wz;, la somme des temporisations des places du circuit
(égale a ’exposant en §), on retrouve la formule bien connue:

. whi(e)
A = min —25 (6.6.)

C

Wiy

Cette formule est & comparer & A = p(A) en représentation compteur, ce qui pour A irréductible
résulte immédiatement de 6.4.1.

6.6.2 Exemple Pour le graphe d’événements traité initialement (§1), le min dans (6.6.a) est atteint
pour le circuit 3 — 3 de la matrice a (cf. (1.2.b)), soit un taux de production A = }
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