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Automatique/Automation

L’algébre (max, +) et sa symétrisation ou 'algebre
des equilibres

Max Prus (')

Résumé — L'algébre (max, +) est un outil utile en Recherche Opérationnelle — la recherche d'un
chemin de longueur maximale dans un graphe par exemple — et en Automatique — ['étude des
systémes 4 événements discrets. Nous symétrisons ici cette structure de fagon a obtenir des conditions
nécessaires et suffisantes d'existence et d'unicité d'une solution d'un systéme linéaire dans cette
algébre.

(max, +) algebra and its symmetrization or the algebra of balances

Abstract — The (max, + ) algebra is a useful ool in Operations Research— the research of the path
of maximum length in a graph for example—and in Automatic Control— the study of discrete event
systems. The symmetrization of this structure leads to a necessary and sufficient condition for the
existence and unigueness of a solution to any linear system in this algebra.

Abridged English Version — 1.1. (max, +) ALGEBRA. — We consider the set [ ) { — a0 }
endowed with the two operations “max” and *+" denoted respectively by @ and ®. For
example ¥ ® y @ z stands for max (x+y, z); the sign & 1s often omitted.

@ is commutative, associative, has a null element denoted € equal to — oo, idempotent
(e @a=a), but a#& does not have an inverse,

& is distributive with respect to @

a@R b Bc)=a+max(b c)=max(a+b atc)=(a®@R8&) D (a ® ¢),

and defines a group on R with the identity element 0 denoted by ¢, and € 1s absorbing, 1. e.
E@a=¢.

We call this structure R,,.

1.2. LinEar cLosure oF R_,.. — The equation x @ b=¢ does not have a solution for
b#&. The following remark shows that it is not possible to obtain a symmetrization of R,
in the classical sense.

Fundamental remark. — FEvery idempotent group of with null element € is reduced to this

element.
Indeed, given ae.of, b its additive inverse, we have e=a @ b and thus

a=a@Pe=aP(aDb)=(aPa)Db=aDb=c

A construction analogous to the one used to obtain Z from N exists for R, yielding a

structure which is linearly closed, i1.e. every non-degenerate linear equation has a unique

solution. For that let us consider the equivalence relation on RZ_ :

R e { x' @,y”é}:’ @::” ) ﬁ:: x kax” %nd ¥y #Fy,
=) =y =y otherwise,
[F&fmf'.'i has three kinds of equivalence classes:
¥ =(x', "), ¥’ >x" of canonical representative (1', £), called positive,
O x"=(x', x”), ' <x” of canonical representative (g, x), called negative,

#=(x", x') called balanced.
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We denote also by € the class of (— oo, —o0). The set of positive classes (resp. negative)
(resp. balanced without £) are denoted Hf, [Hf’], [R,]; “*" is dropped when we add the
element € to the se: R®=R® | {&}].

The equivalence relation % is compatible with: !

— the vector addition on RZ,,

— the multiplication * ® y=(x"y' @ 2" y", x"'y" @ x"y') with identity element (e, €),

— the operator © defined by & (2, x")=(x", x") [with the usual abuse of notation we
write @ © b instead of a @ (S b)]. :

The quotient algebraic structure R2_ /% is denoted by R; we also use R for R® | R®.
For all ¢ in B, a ©a belongs to R, but it is in general different from &. Note that we
have not really realized a symmetrization of R__.: we have realized the proposition: “with
each element we can associate another element such that the sum of the two is balanced" .

We have the following theorem showing the interest of the notions introduced above.

THEOREM. - ‘fﬂEﬁ*, YheR, JrelR unique, such that: ax ® beR’; this solution is
x=0O b/a.
Coming back to R?2, ., this means—for a and & in a class of R — there exists a unique class

which is solution of the equation:
ﬂilrr Ert.t_.ri E}&*:E”J” E: .1*" @ &H‘
1.3. APPLICATION TO LINEAR SYSTEMS. — We define the determinant of a matrix A by the
usual formula:

det(A)= Z sgn (o) 1_[ Big (i)
o =1
where #n 1s the size of A, ¢ a permutation of { e T } and sgn(o)=e or © ¢ depending
on the parity of o.
We are interested in linear systems Ax=45 We have:

THEOREM. — Suppose A*beR" and det (A)e ﬁ* then there exists a unique solution xeR" to
the linear system Ax © be(R)" given by the formula:

x= A% b/det (A).

This is the starting point for a theory of linear systems in R The main difference with
the classical linear theory is the condition A*bheR” which corresponds to the loss of unique-
ness when it is not fulfilled.

Given a linear system in R_,., Ax=b if we solve Ax©be(R)" in " and obtain a
unique positive solution we have the solution to Ax=4# as well. Otherwise Ax=45 does not
have a unique solution. In this latter case we can affirm the existence of a unique solution

to another problem of the form A'x" @ b=A" ', “symmetrical” to the original problem.

1. L’ALGEBRE (max, + ). — On considere 'ensemble R |J { - } muni de deux opéra-
tions « max » et « + » notées respectivement @ et ®. x ® y ® z signifie max (x+ y, z).
Le signe ® est souvent omis comme a |’accoutumee.

@ est commutative, associative, admet un elément neutre noté € égal a — oo, idempo-
tente (a @ a=a), mais a#¢& n'admet pas de symeétrique.

& est distributive par rapport a @

a®@(bDc)=atmax (b, c)=max(a+b, atc)=a@b) D (a® c),
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definit une loi de groupe sur R d’élément neutre 0 noté e, et £ est absorbant e @ a=¢.
| On appelle R_ . cette structure.
Dans cette algébre, on sait résoudre 1’équation linéaire vectorielle :

x=Ax®@b,

ou x et b appartiennent a R} et A est une matrice (n, n) a coefficients dans R_,, ([3],

[6], [9]). On ne sait pas résoudre en général les équations :
AxDb=A"x@b".
Dans [1] et [3] on donne cependant la plus grande sous-solution a 1'équation :
Ax=b.

Le propos de cette Note est de donner une réponse claire a ce genre de problémes,
essentiels pour I'étude postérieure des systemes dynamiques dans R__. . Pour cela, on est
ameneé a introduire une nouvelle structure algébrique et a résoudre les systémes d'équations
linéaires dans cette nouvelle structure.

Le renouveau d'intérét pour cette algébre R,,, provient de sa parfaite adéquation a
I’évaluation de performance de systémes paralléles synchronisés, plus précisément les
graphes d’événements temporisés [2].

2. FERMETURE LINEAIRE DE R_,,. — L’équation x @ b=g n’a pas de solution pour bh#e.
D’autre part la remarque suivante montre qu’il n'est pas possible de symétriser R, au
sens habituel.

Remargue fondamentale. — Tout groupe idempotent «f d'élément neutre € est réduit d
cet élément.

Démonstration. — Soit ae o/, b son symetrique, on a e=a @ b et donc
a=a@e=a@laPb)=(a@a)P®b=a® b=c.

Une construction analogue a la symétrisation qui permet de passer de N a Z confére au
nouvel ensemble obtenu une structure lineairement close c’est-a-dire telle que toute
équation non dégénérée admette une solution unique.

Pour cela on considére sur R2_ la relation d’équivalence :

max
X, X)RG ) {I’Ef””ﬂ"@x” sur X' #£x" et y'#Ay",

x'=y'=x"=y" ailleurs.
Rz /® posséde alors trois types de classes d’équivalence :
x'=(x", x), x'>x" de représentant canonique (x’, €), dite positive,
O x"=(x', x""), x'<x” de représentant canonique (g, x"), dite négative,
x'=(x", x) dite equilibrée.

On note encore € la classe de (— o0, — 0).

L’ensemble des classes positives [resp. negatives] [resp. équilibrées amputées de €] seront
notées RY, [RS], [R,] (on élévera I'étoile, par exemple R®, lorsqu’on rajoute a ’ensemble
correspondant I’'élément £).

On constate que la relation d’équivalence # est compatible avec :

I'addition vectorielle de R2_ .,

— la multiplication x @ y=(x"y" @ x" y", x" y" @ x" ') d’élément neutre (e, €),

— l'operateur © deéfimi par & (x', x")=(x", x') (on fera les mémes abus de notation
qu’en algébre classique en notant a © b I'expression a @ (© b) etc.).
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La structure algebrique quotient sera notee ®. On utilisera aussi i pour R® U R®.
On constate alors que R___et R® [resp. R'] sont isomorphes. On verra les éléments de R’
comme des éléments singuliers. Tout élément en dehors de ces elements singuliers est |
inversible.

Pour tout a appartenant 2 R, @ © g appartient a R’, mais est en général #&. On n'a
donc pas réalis¢é une symétrisation de R_,,. On a réalisé la proposition : « d chaque
élément on peut associer un autre élément tel que la somme des deux soit équilibrée ».

On note A pour «€ R » (resp. A pour « € &, »), resp. A, pour € R) que I’on lit équilibré
(resp. deséquilibre), [resp. déséquilibré fort (I’adjectif fort ne prendra son sens que dans
le cas vectoriel au paragraphe suivant)]. Ces équilibres jouent le role des équations
habituellement. On a en particulier :

al et b A = a®@bA et a©bA et a®@bA
aAdetcdA = a®cA et glcA

La relation entre a et b : « a © b réalise un équilibre » n’est pas transitive. Les propriétés
suivantes en tiendront lieu.

THEOREME 2.1 (fondamental des equilibres). — 1. a©& bA,aet bA=a=5,

2. aBbAetbScAetbA=aBcA,

3. a®bA, cbOdAbA=ca© dA.

On s’intéresse maintenant a réaliser des équilibres au moyen de variables appartenant
a [ c’est-a-dire chercher x A s tel que g(x) A. Cela correspond a la résolution des équations
dans la terminologie habituelle. On a alors le théoréme suivant qui fait tout 'intérét de
I'introduction de ces notions.

THEOREME 2.2. — ValQ, VoA, 3x A, unique : ax @ b A, cette solution vaut x= © b/a.

Remargue 1. — En revenant aux couples, cela signifie qu’il y a une classe unique de R
pour des données appartenant a une classe de IR, solution de I’equation :

ﬂ_r If @HTI Ifl @ bf=ﬂl'f If E af x}f E bff.
La démonstration est immédiate en simplifiant I'équation. Elle se raméne a une discussion
selon les signes des représentants.

Remarque 2. — Dans les constructions usuelles, on peut ramener les équations a=b a
a—b=0, ici non, mais cela est inutile pour faire la cloture linéaire d’un ensemble.

Remarque 3. — On peut poser une équation linéaire a données plus générales dans .
On peut alors chercher une solution dans R ou dans R. On vérifie alors que lorsque

'une des données est dans R* on perd I'unicité. Bien qu’un calcul utile puisse étre mené
pour gérer ces non-unicités, par souci de simplicité nous ne le ferons pas ici.

3. APPLICATION AUX SYSTEMES LINEAIRES. — Les notions d’équilibre s’¢tendent au cas
vectoriel composante par composante .

— A signifie : toutes les composantes sont équilibrées,

— A signifie : il existe une composante déséquilibrée,

— A, signifie : toutes les composantes eR.

On définit le déterminant d’une matrice A par la formule habituelle :

det(A)=Y sgn (o) [] ai

F oo
i=1

ou n désigne 'ordre de la matrice, o une permutation de {], sl n}, sgn(oc)=e
ou © e selon la parite de o.
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TutorEME 3.1. — det(A)A<3IxA,, x#¢& tel que AxA.

Démonstration. — Gondran-Minoux [5] dans R_, ., Gaubert [4] dans R.

On trouvera des discussions sur diverses notions de rang dans ces algébres dans
Wagneur [10].

On s’intéresse maintenant aux systéemes linéaires A x=5.

THEOREME 3.2

AA*©det(A)IA, A*A ©det(A)IA, diag (A* A)=diag (AA®*)=det(A)I
ou I'on a noté A® la transposée de la matrice des cofacteurs de A.

Démonstration. — Adapter les résultats de Reutenauer-Straubing [8] ou la démonstra-
tion habituelle.

THEOREME 3.3 (« de Cramer »Y. — Sous ['hypothése, A*b A 1 det(A) A, il existe une
solution unique x A, au systéme linéaire A x © b A donnée par la formule

x=A%b/det (A).
Démonstration. — Olsder-Roos [7] dans des cas particuliers de R_, ., Gaubert [4] dans
le cas général.

Remarque 4. — On peut a partir de la faire la théorie des systémes linéaires. Une
différence avec la théorie habituelle est I’hypothése A*hA, qui correspond a la perte
d’unicité déja observée, dans I’équation scalaire, lorsque be R’

Remarque 5. — Etant donné un systéme linéaire dans R_,, du type A x=5, la résolution
de A x© bA dans R puis la constatation du caractére unique et positif de la solution
nous donne I'existence et I'unicité d'une solution au probléme initial, la constatation de
'unicité et du caractére négatif d’'une composante nous prouve la non-existence. Dans ce
dernier cas on peut de plus affirmer I'existence d’une solution unique a un autre probléme
du type A'x" @ b=A" x', « symétrique » du propose.

4. EXEMPLE NUMERIQUE. — Considérons le systéme a resoudre
| 5 5 |l it
L adbiied
ce qui signifie que I'on cherche les deux vecteurs : Br] et l:::] tels que

o [0l 0elHE el 0 Jel:]

ou I'on a noté e pour 0 (élément neutre de la multiplication ®) ou 0 classe de (0, £).
On trouve

det(A)=2®@(Be)Ce®1I=2
g il
Be 2
Afbh ___I:EHI—I]
det (A) ¢

La solution est alors la classe de x"=(—1), y'=e, x"=¢g, y""=&. On vérifie en effet que

I’on obtient [E

] a gauche et a droite de (1).
e
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Bien que I'objet de cette Note soit I'introduction de cette nouvelle algebre et non pas
ses implications algorithmiques, signalons que le calcul du déterminant d’une matrice
de R_,, se raméne a la résolution d’un probléme d’affectation. Et donc les formules de
Cramer ont la complexiteé de la resolution de n problemes d’affectation. Enfin, on peut
adapter I'algorithme de Gauss-Seidel 4 cette nouvelle situation. On a alors convergence
en un nombre fini d’itérations.

On trouvera d’autres développements de I'algébre R_.
dans ([3], [9], [2]) et leurs reférences.

ainsi que des applications

X

(') Nom collectif pour un groupe de travail sur I'"algébre (max, +) & I'LN.R.L.A., Projet META2, Marianne
Akian, Guy Cohen, Stéphane Gaubert, Ramine Nikoukhah, Jean-Pierre Quadrat.

Note remise le 25 avril 1990, acceptée le 21 juin 1990.
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