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Abstract

Nous proposons une nouvelle méthode numérique d’optimisation de formes basée sur la
combinaison des techniques classiques de dérivée de forme et de la méthode des courbes
de niveaux (ou level-set). Cette méthode a été implémentée en 2d et 3d pour un modèle
d’élasticité linéaire et non-linéaire, en considérant plusieurs fonctions-coût. La dérivée de
forme est calculée en utilisant un problème adjoint. Le coût de notre algorithme est modéré
car la forme est capturée sur un maillage fixe. Bien que la méthode ne soit pas conçue pour
faire de l’optimisation topologique, elle peut facilement prendre en compte des changements
de topologie. Malgré tout, la forme optimale dépend fortement du choix initial.

1 Introduction

Cet article reprend les principaux résultats de [4]. Pour plus de détails, le lecteur est invité à
s’y reporter.

Les méthodes classiques de variation de frontière ont été beaucoup étudiées (voir par exemple
[17], [20], [24], [26]). Elles présentent l’avantage de pouvoir traiter une grande variété de modèles
mécaniques ainsi que de fonctions-coût. Mais elles ont deux inconvénients majeurs : leur coût,
dû à la nécessité de remailler, et leur tendance à trouver des minima locaux. La méthode
d’homogénéisation (voir par exemple [1], [2], [6], [8], [9], [13]) est une bonne façon d’éviter ces
inconvénients mais elle est limitée à l’élasticité linéarisée et à des fonctions-coût particulières
(compliance, fréquences propres, fonction dépendant du déplacement). Récemment, une nouvelle
méthode a été introduite ([18], [22]) basée sur la méthode des courbes de niveaux d’Osher et
Sethian ([19], [21]) pour le suivi de frontières libres. Cette méthode est très souple et efficace
d’un point de vue numérique. C’est devenu un outil classique dans de nombreux domaines
comme le mouvement par courbure moyenne, les fluides multiphasiques, le traitement d’image
etc.
Nous proposons une implémentation de la méthode de level-set pour laquelle la vitesse du front
de propagation est calculée en utilisant la dérivées de forme de l’optimisation de frontière clas-
sique. Nous nous concentrons sur l’optimisation de formes (i.e. matériau/vide) plutôt que
l’optimisation de deux phases. Nous employons l’approche qui consiste à remplir les trous avec
un matériau mou qui est largement utilisée en optimisation topologique et qui peut se justifier
rigoureusement dans certains cas (cf. [1], [2]) Nous calculons une dérivée de forme en utilisant
un problème adjoint. Elle est ensuite utilisée comme une vitesse normale sur la frontière libre
que l’on fait évoluer au cours du processus d’optimisation. Le transport s’effectue en résolvant
une équation d’Hamilton-Jacobi pour la fonction level-set. Ces résultats on donné lieu à une
courte note [5]. Des résultats connexes ont été obtenus indépendemment dans [27].
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2 Position du problème

Nous décrivons la méthode dans le cadre de l’élasticité linéarisée pour simplifier l’exposé. Le
lecteur pourra trouver dans [4] l’extension de la méthode à un modèle non-linéaire hyperélastique.
De même, la méthode est décrite pour un seul chargement mais il n’y a pas de difficulté
supplémentaire à traiter le cas multi-chargements.
Soit Ω ⊂ R

d (d = 2 or 3) un domaine borné occupé par un matériau linéairement élastique,
isotrope de loi de Hooke A. Pour toute matrice symétrique ξ, A est défini par

Aξ = 2µξ + λ
(

Trξ
)

Id,

où λ et µ sont les coefficients de Lamé du matériau. La frontière de Ω comprend deux parties
disjointes

∂Ω = ΓN ∪ ΓD, (1)

avec des conditions aux limites de Dirichlet sur ΓD, et de Neumann sur ΓN .
Notons f les forces volumiques et g les forces surfaciques. Le champ de déplacement u est
solution du problème d’élasticité linéarisée







−div (Ae(u)) = f dans Ω
u = 0 sur ΓD

(

Ae(u)
)

n = g sur ΓN .
(2)

Comme Ω varie au cours du processus d’optimisation, f et g doivent être définies pour toutes
les configurations possibles de Ω. Nous introduisons donc un domaine de travail D (un ouvert
borné de R

d) qui contient toutes les formes admissibles Ω.
Pour que (2) ait un sens, on prend f ∈ L2(D)d et g ∈ H1(D)d et on suppose ΓD 6= ∅. Alors (2)
a une unique solution dans H1(Ω)d.
La fonction-objectif est notée J(Ω). Dans ce papier nous nous concentrerons sur deux choix
particuliers de J qui sont choisis comme exemples. Mais ces choix ne sont pas du tout restrictifs.
Un premier choix classique est la compliance ou le travail des forces extérieures. C’est un critère
énergétique très utilisé lorsque l’on veut maximiser la rigidité :

J1(Ω) =

∫

Ω

f · u dx +

∫

ΓN

g · u ds =

∫

Ω

Ae(u) · e(u) dx, (3)

Le second exemple est un critère de moindres carrés sur l’écart à un déplacement-cible

J2(Ω) =

(
∫

Ω

k(x)|u − u0|
αdx

)1/α

, (4)

qui est utilisé pour le design de mécanismes compliants [3], [23]. On suppose que α ≥ 2,
u0 ∈ Lα(D). k ∈ L∞(D) est une pondération positive ou nulle. Dans ces deux fonctions (3)
et (4), u = u(Ω) est solution de (2). Nous définissons l’ensemble des formes admissibles, qui
doivent être incluses dans D et de volume donné V , par

Uad =
{

Ω ⊂ D t.q. |Ω| = V
}

. (5)

Notre problème modèle d’optimisation de formes s’écrit

inf
Ω∈Uad

J(Ω). (6)

Il est bien connu que le problème (6) est en général mal posé pour l’ensemble des formes ad-
missibles (5). Pour obtenir l’existence de formes optimales, des contraintes de régularité, de
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géométrie ou des contraintes topologiques sont nécessaires. Par exemple, une variante de (6)
avec une contrainte de périmètre permet d’obtenir un problème bien posé (cf. [7]). Il y a d’autres
variantes de (6) qui sont bien posées avec des contraintes de régularité supplémentaires (cf. [10],
[12] pour des théorèmes d’existence). Bien que la théorie de l’existence ne soit pas le sujet de ce
papier, nous utiliserons un sous-ensemble plus régulier de (5) afin de pouvoir définir la notion
de dérivée de forme.

3 Dérivée de forme

Pour appliquer une méthode de gradient à la minimisation de (6), rappelons la notion classique
de dérivée de forme. Cette notion remonte à Hadamard et de nombreux auteurs ont contribué à
son développement (cf. e.g. les ouvrages de référence [20], [26]). Nous suivons ici l’approche de
Murat-Simon [17], [24]. Partant d’un domaine ouvert initial Ω supposé régulier, nous considérons
des domaines du type

Ωθ =
(

Id + θ
)

(Ω),

avec θ ∈W 1,∞(Rd,Rd). Il est bien connu que pour θ assez petit, ( Id+θ) est un difféomorphisme
dans R

d.

Définition 3.1 La dérivée de forme J(Ω) en Ω est définie comme la dérivée de Fréchet dans
W 1,∞(Rd,Rd) en 0 de l’application θ → J

(

( Id + θ)(Ω)
)

, i.e.

J
(

( Id + θ)(Ω)
)

= J(Ω) + J ′(Ω)(θ) + o(θ) avec lim
θ→0

‖o(θ)‖

‖θ‖
= 0 ,

où J ′(Ω) est une forme linéaire continue sur W 1,∞(Rd,Rd).

Un résultat classique dit que la dérivée directionnelle J ′(Ω)(θ) dépend seulement de la trace θ ·n
sur la frontière ∂Ω.

Lemme 3.2 Soit Ω un ouvert borné régulier et J(Ω) une fonction différentiable en Ω, sa dérivée
satisfait

J ′(Ω)(θ1) = J ′(Ω)(θ2)

si θ1, θ2 ∈W 1,∞(Rd; Rd) sont tels que θ2 − θ1 ∈ C1(Rd; Rd) et

θ1 · n = θ2 · n sur ∂Ω.

Nous donnons deux exemples de dérivées de formes que nous utiliseront par la suite

Lemme 3.3 Soit Ω un ouvert borné régulier et φ(x) ∈W 1,1(Rd). On pose

J(Ω) =

∫

Ω

φ(x) dx.

Alors J est différentiable en Ω et

J ′(Ω)(θ) =

∫

Ω

div
(

θ(x)φ(x)
)

dx =

∫

∂Ω

θ(x) · n(x)φ(x) ds

∀θ ∈W 1,∞(Rd; Rd).
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Lemme 3.4 Soit Ω un ouvert borné régulier et φ(x) ∈W 1,1(Rd). On pose

J(Ω) =

∫

∂Ω

φ(x) ds.

Alors J est différentiable en Ω et

J ′(Ω)(θ) =

∫

∂Ω

θ · n

(

∂φ

∂n
+Hφ

)

ds,

∀θ ∈W 1,∞(Rd; Rd), où H désigne la courbure moyenne de ∂Ω définie par H = divn.

Théorème 3.5 Soit Ω un ouvert borné régulier et θ ∈ W 1,∞(Rd; Rd). On suppose que les
données f et g ainsi que la solution u de (2) sont régulières, (i.e. f ∈ H 1(Ω)d, g ∈ H2(Ω)d,
u ∈ H2(Ω)d). La dérivée de forme de (3) vaut

J ′
1(Ω)(θ) =

∫

ΓN

(

2

[

∂(g · u)

∂n
+Hg · u+ f · u

]

−Ae(u) · e(u)

)

θ · nds

+

∫

ΓD

Ae(u) · e(u) θ · nds.

(7)

La dérivée de forme de (4) vaut

J ′
2(Ω)(θ) =

∫

ΓN

(

C0

α
k|u− u0|

α +Ae(p) · e(u) − f · p−
∂(g · p)

∂n
−Hg · p

)

θ · nds

+

∫

ΓD

(

C0

α
k|u− u0|

α −Ae(u) · e(p)

)

θ · nds.

(8)

où p est l’état adjoint, supposé régulier, i.e. p ∈ H 2(Ω)d, défini comme la solution de







−div (Ae(p)) = −C0k(x)|u− u0|
α−2(u− u0) dans Ω

p = 0 sur ΓD
(

Ae(p)
)

n = 0 sur ΓN ,
(9)

où C0 est la constante

C0 =

(
∫

Ω

k(x)|u(x) − u0(x)|αdx

)1/α−1

.

Remarque 3.6 Remarquons qu’il n’y a pas d’état adjoint dans l’expression (7). En effet, la
minimisation de (3) est un problème auto-adjoint qui s’avère donc plus facile à traiter que (4)
et que n’importe quelle autre fonction-coût.

Preuve : cf. [4]

Nous pouvons maintenant décrire une méthode de gradient pour la minimisation d’une fonction-
objectif J(Ω). L’expression de la dérivée de forme est

J ′(Ω)(θ) =

∫

∂Ω

v θ · nds,

où la fonction v est donnée par un résultat analogue au Théorème 3.5. Si on néglige les problèmes
de régularité, une direction de descente sera définie en introduisant un champ de vecteurs

θ = −v n, (10)
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et en actualisant la forme Ω par
Ωt = ( Id + tθ)Ω,

où t > 0 est un petit pas de descente. Formellement on obtient

J(Ωt) = J(Ω) − t

∫

∂Ω

v2 ds+ O(t2)

ce qui garantit la décroissance de la fonction-objectif.

4 Paramétrisation des formes par la méthode des courbes de

niveaux

Comme décrite ci-dessus, la méthode de sensibilité peut s’implémenter dans un cadre Lagrangien.
Il suffit de mailler Ω et de déformer la frontière du maillage grâce à la direction de descente θ. Ce
type d’implémentation souffre au moins de deux inconvénients. Tout d’abord, si la déformation
est trop importante, il est nécessaire de remailler, ce qui peut s’avérer très coûteux (surtout
en 3d) et introduire des instabilités. De plus, des parties initialement disjointes de la frontière
peuvent avoir tendance à se rapprocher (jusqu’au contact) et il est alors très difficile de prendre
en compte ces changements de topologie avec de telles méthodes de suivi de frontière. La
méthode, Eulerienne, des courbes de niveaux permet de capturer la forme sur un maillage fixe,
évitant ainsi ces inconvénients.

Soit D ⊂ R
d le domaine de travail dans lequel seront incluses toutes les formes admissibles Ω.

Nous paramétrons la frontière de Ω par la fonction courbes de niveaux en suivant les idées de
Osher et Sethian [19]. La fonction level-set est définie sur D par







ψ(x) = 0 ⇔ x ∈ ∂Ω ∩D,
ψ(x) < 0 ⇔ x ∈ Ω,

ψ(x) > 0 ⇔ x ∈
(

D \ Ω
)

.

La normale n à la forme Ω est calculée par ∇ψ/|∇ψ| et la courbure H est donnée par la
divergence de n (ces quantités sont évaluées par différences finies car nous travaillons sur des
maillages rectangulaires). Remarquons que, bien que n et H soient définies sur la frontière ∂Ω,
la méthode de level-set nous permet d’étendre leur définition à tout le domaine D.

Les équations de l’élasticité pour le champ de déplacement u ainsi que pour l’adjoint p sont
prolongées au domaine D tout entier par la méthode du matériau fictif qui consiste à remplir les
trous D \ Ω par un matériau mou, simulant le vide tout en évitant la singularité de l’opérateur
d’élasticité. Il s’agit d’une approche largement utilisée en optimisation topologique qui peut se
justifier rigoureusement dans certains cas [1], [2]. Remarquons que notre méthode est plus simple
que celle des “interfaces immergées” proposée dans [22]. Plus précisément, nous définissons un
tenseur d’élasticité A∗(x) qui est un mélange de A dans Ω et d’un matériau mou modélisant les
trous dans D \ Ω

A∗(x) = ρ(x)A avec ρ =

{

1 dans Ω,
10−3 dans D \ Ω.

(11)

En pratique, ρ est interprété comme une densité de matière, constante par maille, interpolée de
façon adéquate dans les cellules contenant la courbe de niveau ψ = 0.

Par exemple, supposons qu’il n’y a pas de forces de volume (f = 0) et que la frontière ∂D est
décomposée en trois parties

∂D = ∂DD ∪ ∂DN ∪ ∂D0,
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telles que ∂DD correspond à la condition aux limites de Dirichlet, ∂DN à la condition de Neu-
mann non-homogène (forces surfaciques g 6= 0), et ∂D0 à la condition de Neumann homogène
(bord libre). Rappelons la décomposition (1) de la frontière de la forme, ∂Ω = ΓD ∪ ΓN . Les
formes admissibles Ω doivent satisfaire

ΓD ⊂ ∂DD, ΓN = ∂DN ∪ Γ0, (12)

où Γ0 supporte une condition aux limites de Neumann homogène (bord libre). Autrement dit,
les forces surfaciques g ne sont appliquées que sur une partie donnée de la frontière ΓN , tandis
que la frontière ΓD, avec un déplacement nul, doit être incluse dans la frontière donnée ∂DD.
Ainsi, la seule partie optimisée de la frontière de la forme est Γ0 qui ne supporte pas de force.
Ces conditions sont celles utilisées dans les exemples numériques de la section 6. Le déplacement
u est solution de















−div (A∗ e(u)) = 0 dans D
u = 0 sur ∂DD

(

A∗e(u)
)

n = g sur ∂DN
(

A∗e(u)
)

n = 0 sur ∂D0.

(13)

(p est solution d’un problème aux limites analogue).

Au cours de la procédure d’optimisation, la forme évolue suivant un pseudo-temps qui correspond
à un pas de descente. Si la forme évolue en temps, alors la courbe de niveau suit une équation
d’Hamilton-Jacobi. Plus précisément, si Ω(t) varie en temps t ∈ R

+ avec la vitesse normale
V (t, x), alors

ψ
(

t, x(t)
)

= 0 ∀x(t) ∈ ∂Ω(t).

Une différenciation en t donne

∂ψ

∂t
+ ẋ(t) · ∇ψ =

∂ψ

∂t
+ V n · ∇ψ = 0.

Comme n = ∇ψ/|∇ψ| on obtient
∂ψ

∂t
+ V |∇ψ| = 0.

Cette équation d’Hamilton-Jacobi est posée dans tout le domaine D et pas seulement sur la
frontière ∂Ω dès lors que la vitesse V est connue partout. Remarquons que la méthode de level-
set permet de calculer facilement la courbure moyenne H = divn qui joue un grand rôle si on
veut introduire une pénalisation du périmètre.

5 Algorithme d’optimisation

Pour le problème de minimisation
inf

Ω∈Uad

J(Ω),

nous avons calculé une dérivée de forme

J ′(Ω)(θ) =

∫

∂Ω

v θ · nds,

où la fonction v(u, p, n,H) est donnée par un résultat analogue au théorème 3.5. Comme n,
H, u et p sont calculés dans tout le domaine D, v est définie partout et pas seulement sur la
frontière ∂Ω. On peut donc définir une direction de descente sur tout le domaine de travail D.

θ = −v n.
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La composante normale θ · n = −v est ainsi la vitesse d’advection dans l’équation d’Hamilton-
Jacobi

∂ψ

∂t
− v|∇ψ| = 0. (14)

Transporter ψ par (14) est équivalent à bouger la frontière de Ω (la courbe de niveau 0 de ψ)
suivant la direction de descente −J ′(Ω). Nous proposons un algorithme itératif structuré de la

façon suivante :

1. Initialisation de la fonction level-set ψ0 correspondant à une forme initiale Ω0.

2. Itération jusqu’à convergence, pour k ≥ 0 :

(a) calcul de l’état uk et de l’état pk par la résolution de deux problèmes d’élasticité
linéarisée posés sur Ωk, approchés par (13) ;

(b) déformation de Ωk par résolution de l’équation d’Hamilton-Jacobi (14). La nouvelle
forme Ωk+1 est caractérisée par la fonction courbe de niveaux ψk+1 solution de (14)
après un pas de temps ∆tk en partant de la condition initiale ψk(x) avec la vitesse
−vk calculée en fontion de uk et de pk. Le pas de temps ∆tk est choisi tel que
J(Ωk+1) ≤ J(Ωk).

3. De temps en temps, pour des raisons de stabilité, la fonction ψ est réinitialisée en résolvant
(15).

L’équation d’Hamilton-Jacobi (14) est résolue par un schéma explicite décentré (cf. e.g. [21])
sur un grille cartésienne. En une dimension d’espace, ce schéma s’écrit

ψn+1
i − ψn

i

∆t
+ min(V n

i , 0) g−(D+
x ψ

n
i , D

−
x ψ

n
i ) + max(V n

i , 0) g+(D+
x ψ

n
i , D

−
x ψ

n
i ) = 0

avec D+
x ψ

n
i =

ψn
i+1 − ψn

i

∆x
, D−

x ψ
n
i =

ψn
i − ψn

i−1

∆x
, et

g+(d+, d−) =
√

min(d+, 0)2 + max(d−, 0)2,

g−(d+, d−) =
√

max(d+, 0)2 + min(d−, 0)2.

Les conditions aux limites pour ψ sont du type Neumann. Ce schéma étant explicite en temps,
son pas de temps doit satisfaire une condition CFL. En général, le pas de temps calculé grâce
à la condition CFL est bien plus petit que le pas ∆tk qui tient lieu de pas de descente dans la
minimisation de J(Ω). On remarque de plus qu’un pas de temps explicite pour (14) est bien
moins coûteux, en terme de temps de calcul et de mémoire, que la résolution de l’équation
d’état (2) ou de l’état adjoint (9). En général, pour chaque itération k de l’algorithme ci-dessus
(correspondant à une évaluation de uk et de pk), on effectue plusieurs pas de transport de
l’équation d’Hamilton-Jacobi (14).

Notre algorithme ne crée pas de nouveaux trous ou de nouvelles frontières si l’équation d’Hamilton-
Jacobi (14) est résolue sous une stricte condition CFL car elle satisfait un principe du maximum.
Toutefois, la méthode des courbes de niveaux est connue pour permettre le traitement aisé des
changements de topologie, c’est-à-dire la création ou la suppression de trous. Ainsi notre algo-
rithme est capable de supprimer des trous facilement si la structure initiale en comporte trop
(cf. Figure 1).

Canum 2003 7



Afin de régulariser la fonction ψ, qui peut devenir trop plate ou trop raide au cours des itérations,
nous la réinitialisons périodiquement en résolvant

{

∂ψ

∂t
+ sign(ψ0)

(

|∇ψ| − 1
)

= 0 dans D × R
+,

ψ(t = 0, x) = ψ0(x) dans D,
(15)

qui admet comme solution stationnaire la distance signée à l’interface {ψ0(x) = 0}. En pratique
cette réinitialisation est très importante car la fonction ψ devient souvent trop raide autour de
la courbe de niveau ψ = 0, entrâınant une mauvaise approximation de la normale n.

6 Exemples numériques

Figure 1: Conditions aux limites et deux initialisations d’un cantilever bidimensionnel

Dans tous les exemples numériques, nous utilisons un maillage quadrangulaire à la fois pour la
fonction level-set et le champ de déplacement. Nous utilisons des éléments finis Q1 pour le calcul
des solutions élastiques. Tous les cas-tests utilisent les données suivantes, sauf lorsque d’autres
valeurs sont précisées. Le module d’Young E du matériau A est normalisé à 1 et le coefficient
de Poisson ν vaut 0.3. Le vide des trous est remplacé par du matériau de même coefficient de
Poisson et de module d’Young 10−3. Pour chaque calcul élastique (que nous appelons itération
dans la suite), 20 pas de temps explicites sont effectués pour l’équation de transport. Ce nombre
est automatiquement réduit si la fonction-coût ne décrôıt pas. Nous réinitialisons la fonction ψ
tous les 5 pas de temps en effectuant 5 pas de temps explicites de l’équation (15).

Figure 2: Itérations 10 et 50 du cantilever 2d initialisé comme sur la Figure 1 (milieu)

Nous étudions un cantilever bidimensionnel. Le domaine de calcul est un rectangle de taille 2×1
discrétisé par un maillage rectangulaire 80 × 40 avec des conditions aux limites d’encastrement
sur le bord gauche et une force ponctuelle verticale au milieu du côté droit (cf. Figure 1). Les
forces volumiques sont nulles (f ≡ 0 dans (2)). La fonction-coût est une combinaison linéaire
de la compliance et du poids de la structure

J(Ω) =

∫

∂DN

g · u ds + `

∫

Ω

dx, (16)
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où ` = 100 est un multiplicateur de Lagrange pour la contrainte de poids. Les conditions aux
limites et deux configurations initiales sont présentées sur la Figure 1. La dérivée de forme de
(16) est

J ′(Ω)(θ) =

∫

Γ0

(

`−Ae(u) · e(u)
)

θ · nds, (17)

car θ · n = 0 sur ΓD et ∂DN où g 6= 0.

Figure 3: Itérations 10 et 50 du cantilever 2d initialisé comme sur la Figure 1 (droite)

L’algorithme converge vers un minimum local qui dépend évidemment de la topologie initiale,
ainsi qu’on peut le voir sur les figures 2 et 3. Elles montrent les formes optimales convergées
ainsi qu’un résultat intermédiaire.

10 20 30 40 505 15 25 35 45

200

150

250

Figure 2
Figure 3

Figure 4: Convergence de la fonction-objectif pour le cantilever bidimensionnel des Figures 2 et 3

Pour une configuration initiale donnée, nos résultats sont indépendants du maillage. Par exemple
le même cantilever calculé sur un maillage plus fin (160×80) donne une structure finale (Figure 5)
identique à celle de la Figure 2. Remarquons qu’à cause de la condition CFL de l’équation
d’Hamilton-Jacobi, tous les paramètres numériques étant identiques entre les deux calculs, nous
avons dû effectuer 100 itérations sur le maillage 2 fois plus fin là où 50 itérations suffisaient sur
le maillage grossier.
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Figure 5: Initialisation et itérations 50 et 100 du cantilever bidimensionnel sur un maillage
160 × 80

Un des avantages de la méthode de level-set est son extension immédiate au 3d. Nous proposons
ici de reprendre un cas-test traité dans [2] : le pilône electrique optimal. Le domaine de calcul
est un “T”. Deux forces verticales symétriques sont appliquées au milieu des angles inférieurs
des parties horizontales du “T” pour modéliser les forces exercées par les cables sur le pilône.
Des conditions d’encastrement sont imposées aux quatre coins de la base du “T”. On minimise
toujours une combinaison de la compliance et du volume de la structure (16) avec un multiplica-
teur de Lagrange ` = 2. Les symétries du problème sont exploitées pour ne traiter qu’un quart
de la structure. Le maillage se compose de 14976 éléments hexaédraux. La figure 6 montre
différentes solutions pour différentes configurations initiales.

Figure 6: Différents pilônes optimaux pour différentes initialisations.
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Nous présentons enfin un exemple numérique de minimisation de la fonction-objectif (4). Il
s’agit du cas-test classique de la pince bidimensionnelle décrit par exemple dans [1], [23]. Le
domaine de calcul est un rectangle 5 × 4 avec un trou rectangulaire de taille 0.2 × 1.4 au milieu
de la face gauche. Par symétrie, seule la moitié du domaine est utilisée dans le calcul. Elle est
discrétisée par un maillage régulier 50 × 20.
Le fonction-objectif est (4), la constante de localisation k(x) valant zéro partout, sauf dans la
zone noire entourant le trou (les machoires) où elle vaut 1. Le déplacement-cible vaut (−100, 0)
dans la machoire supérieure (cf. Figure 7). Cette fonction-objectif est conçue pour obtenir un
mécanisme dans lequel les machoires se ferment lorsque les forces extérieures sont appliquées.
La figure 8 montre la forme optimale obtenue par l’algorithme.

input force

output force

Figure 7: Conditions aux limites pour une pince bidimensionnelle.

Figure 8: Initialisation, et forme optimale déformée pour une pince bidimensionnelle.
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7 Conclusion

Nous avons proposé une méthode pour l’optimisation de formes en 2d et 3d qui présente les
avantages suivants :

1. elle autorise des changements de topologie important au cours des itérations ;

2. son coût est faible en terme de temps de calcul car l’approche Eulerienne permet de
capturer la forme sur un maillage fixe ;

3. elle permet de traiter des fonctions-objectif ainsi que des modèles mécaniques très généraux,
y compris l’élasticité non-linéaire et les forces suiveuses (cf. [4]) ;

4. avec une bonne initialisation elle s’avère aussi efficace que la méthode d’homogénéisation,
lorsque celle-ci est disponible.

Toutefois, contrairement à la méthode d’homogénéisation (cf. [1], [8], [13]), il ne s’agit pas d’une
méthode de relaxation. Cela signifie que les minima locaux ne sont pas éliminés en faveur d’un
minimum global. On voit d’ailleurs sur les exemples numériques qu’il existe des minima locaux
vers lesquel l’algorithme converge si la structure initiale est mal choisie. En pratique la méthode
fonctionne si on peut réduire le nombre de trous mais elle ne peut pas créer des trous nouveaux
car il n’y a pas de mécanisme de nucléation dans notre algorithme. On doit donc choisir une
initialisation comportant un nombre de trous suffisant pour ne pas tomber sur une solution avec
une topologie triviale.
Le problème de l’initialisation peut se traiter de deux façons au moins. Soit en utilisant
la méthode d’homogénéisation comme préprocesseur, y compris sur un problème plus simple
(élasticité linéarisée alors que l’on traite de l’élasticité non-linéaire par level-set), permettant
d’intuiter la topologie finale de la forme. Soit en couplant notre méthode avec la methode de la
dérivée topologique proposée par [14], [15], et [25], qui est précisément un critère de nucléation.
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