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Résumé
La conception optimale de m écanismes, destin és par exemple à la fabrication

de micro-m écanismes peut-être envisag ée comme un problème d’optimisation de
formes avec une fonction-coût particulière. Nous pr ésentons ici une relaxation par-
tielle du problème permettant le d éveloppement de m éthodes num ériques efficaces.

1 Introduction

L’utilisation de techniques d’homogénéisation en optimisation topologique de struc-
tures a permis l’émergence de nouvelles méthodes et la construction d’algorithmes per-
formants (cf. par exemple [2][4][5][7]). Toutefois, les résultats théoriques demeurent res-
treints à l’optimisation de la compliance – pour un ou plusieurs chargements – ou des
premi ères fréquences propres de la structure. Pour ces seuls cas, on conna ı̂t des micro-
structures particuli ères qui sont optimales et on peut m ême les caractériser de façon ex-
plicite dans le cas d’un chargement ou d’une seule fréquence propre. Bien entendu, de
nombreuses extensions, purement numériques, sont apparues. Elle reposent souvent sur
l’utilisation de matériaux fictifs (par exemple les matériaux dits “ à loi de puissance” [14])
ou de composites sous-optimaux (obtenus, par exemple, par homogénéisation périodique
d’une cellule perforée). L’utilisation d’une sous-classe particuli ère de composites m ène à
une relaxation partielle du probl ème. Cette sous-classe doit être assez riche pour pouvoir
espérer approcher aussi bien que possible les composites optimaux, et ainsi entra ı̂ner de
bonnes propriétés de stabilité et de convergence pour les algorithmes numériques ; elle
doit également permettre une description assez simple et explicite de ses membres afin de
préserver l’efficacité des méthodes numériques.



La classe des matériaux laminés séquentiel, de rang arbitraire, satisfait ces crit ères :
leur description nécessite un petit nombre de param ètres, et leurs propriétés macrosco-
piques sont données par des formules explicites. De plus, ils sont optimaux pour les cas
particuliers de la compliance et des fréquences propres ([2][4][5]). La relaxation partielle
d’un probl ème d’optimisation de formes gr âce à la classe des laminés séquentiels a été
abordée dans [1]. Une méthode numérique de type “gradient projeté” a été introduite. Elle
nécessite la résolution du probl ème adjoint et le calcul des gradients de la fonction-co ût
par rapport aux variables de forme, i.e. les param ètres décrivant les composites en chaque
point du domaine. Nous proposons ici une approche similaire mais adaptée à la résolution
de probl èmes d’optimisation de mécanismes (cf. [15]). De telles structures sont utiles
pour la conception de micro-mécanismes, sculptés dans la masse, pour lesquels il est
difficile d’utiliser des jonctions classiques (rotules, articulations, ressorts...). Ils doivent
uniquement tirer parti de leur forme pour s’acquitter de leur t âche.

2 Position du problème

On consid ère un domaine borné
� ��� �����
	 � ��
����

, rempli de deux matériaux
élastiques linéaires caractérisés par leurs lois de Hooke � et � et les constantes de Lamé
associées

������
������
et

��� �!
��"�#�
. On suppose que l’on a les relations suivantes entre les

coefficients : $&% �"� % �'�(
 $)% � �+*-,�.0/� % ���1*2,�.43�25 Dans le cadre de l’optimisa-
tion de formes et de mécanismes, le matériau � est destiné à “tendre” vers le vide (i.e.��� �6
����#�87 � $ 
 $ � ) afin d’obtenir des formes constituées d’une seule phase. Dans la suite,
les deux phases sont considérées comme non-dégénérées. On trouvera une justification du
passage à la limite dans le cas de l’optimisation de la compliance dans [4]. Remarquons
que pour les calculs numériques, la phase “molle” n’est jamais totalement dégénérée pour
simplifier l’implémentation.

Soit 9 �;:=<>���@?0A $ 
0BDCE� la fonction caractéristique de la phase � . Nous pouvons
définir une loi de Hooke sur tout le domaine
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de déplacement J�F de la structure est alors l’unique solution dans K �L ���M� � deN H)OQPSRT� �UF�V � JWF �X�Y� Z
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o ù V � J F �\� ��] J *^]>_ J �a`D� désigne le tenseur des déformations et
Z

est une force de
volume donnée dans

: , �
�M� �
. Pour des raisons de simplicité d’écriture nous présentons

un probl ème avec des conditions de Dirichlet homog ènes, mais des conditions aux limites
et des chargements plus généraux sont envisageables. Considérons le probl ème d’optimi-
sation de formes à deux phases suivant :PSbdcFDegfDhjilkQm n Lao ��p�qEr � 9 �s
 (1)

avec la fonction-co ût r définie par
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désigne un multiplicateur de Lagrange associé à une contrainte de volume sur la
phase � ,

B�� � % �D	>`Q��	 H����
,
y �u:8<>���M�

et J L � K � ���M� �
données. Pour un

chargement extérieur donné, cette fonction revient à chercher une structure ou mécanisme
réalisant un certain déplacement donné J L .

Il est connu que (1) est mal posé. Apr ès relaxation on peut montrer qu’il existe des
solutions généralisées de ce type de probl ème (cf. par exemple [11][13]) Ces formes
généralisées sont définies par une distribution de matériau composite dans tout le do-
maine. Les matériaux composites admissibles sont obtenus en mélangeant au niveau mi-
croscopique les deux phases � et � . Ils sont caractérisés par la densité � �|w�� ��� $ 
gB��
de matériau � et la microstructure qui représente l’arrangement microscopique entre les
deux phases en chaque point

w&� �
. Ces param ètres déterminent une loi de Hooke effec-

tive �	� �|w�� en chaque point. Par la théorie de l’homogénéisation, la formulation relaxée
de (1) s’écrit : 
 P bi�� o ��
 q e���� r � � � 
 � � � 
 (2)

avec la fonction-co ût généralisée

r � � � 
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 (3)

o ù J �xw�� est l’unique solution dans K �L �
�M� � du probl ème homogénéiséN H)OQPSRT� �	��V � J �a� � Z
dans

�@

J � $ sur [ �@
 (4)

et ��� est l’ensemble des formes généralisées ou composites
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0B��|� 
 � � �xw�� ��� �ai�� q 
�� w � � � 

(5)

o ù, pour chaque valeur donnée � �xw�� �!� $ 
gB�� , � � est l’ensemble de toutes les lois de Hooke
homogénéisées obtenues en mélangeant les phases � et � en proportions � et

�zB H � � .
Les avantages de la formulation relaxée (2) sont nombreux et ont été abondamment

décrits par exemple dans [5][11][12][13]. Elle admet toujours une solution car toute struc-
ture composite peut être obtenue comme limite d’une suite de structures classiques. Cela
signifie que la relaxation ne change pas la nature du probl ème mais le rend simple-
ment bien posé. On peut également en déduire que des formes classiques quasi-optimales
peuvent facilement être obtenues à partir d’une forme composite optimale en utilisant une
procédure de pénalisation appropriée. De nombreux algorithmes numériques basés sur
cette approche ont été proposés (cf. e.g. [4][5][6][7][9][10]).

Toutefois, la formulation relaxée (2) n’est en général pas utilisable telle quelle car
l’ensemble

� � de tous les matériaux composites est inconnu. Dans un petit nombre de cas
particuliers, mais tr ès importants du point de vue des applications, les conditions d’opti-
malité permettent de remplacer

� � par un de ses sous-ensembles connu explicitement :
l’ensemble des laminés séquentiels. C’est le cas lorsque la fonction-co ût r et la fonction-
co ût relaxée r � sont la compliance ou la premi ère des fréquences propres de la structure,
ou bien une somme pondérée de compliances associées à plusieurs chargements et des



premi ères fréquences propres ([2][3]). Alors, (2) est utilisable et m ène à une formulation
explicite du probl ème relaxé. En revanche, dans tous les autres cas cette formulation re-
laxée ne peut servir pour les applications car nous ne savons pas décrire compl ètement� � . Par opposition avec ce qui va suivre, nous qualifierons la formulation relaxée (2) de
“relaxation totale”.

3 Relaxation partielle

Afin d’obtenir une formulation exploitable, nous restreignons
� � au sous-ensemble

: �
des laminé séquentiels (de tous ordres) obtenus par laminations de � et de � en propor-
tions respectives � et

�GB H � � . Pour un nombre � de laminations donné, des directions
de lamination

� V�� � ��� � ��� et des proportions de lamination pour chacune des directions��� � � ��� � ��� vérifiant
� �
	u$ et � ��
� �

� � � B
, la loi de Hooke associée � � d’un laminé

séquentiel de matrice � et d’inclusion � s’écrit :

�GB H � �"� � H � � ��� � � � � H � ��� � H �
��
��� �

� � Z ��� V�� �s
 (6)

avec
� V �&� � � 
U} V }D�^B�
 ���

matrice symétrique

Z ��� V ������� � B����� } � V } , H ��� V��~V � ,�� * B�W�>* �E�'� ��� V��~V � , 5 (7)

Nous introduisons l’ensemble � � des formes définies par une distribution de laminés
séquentiels � � � � � � : < �
�@? � $ 
gB�� ��
 � � �|w�� � : �ai�� q � w)� � � 5 (8)

La relaxation partielle s’écrit alors P bdci � o � 
 q e� � r � � � 
 � � �s
 (9)

avec la fonction-co ût r � définie par (3). A priori, l’existence d’un minimiseur de la relaxa-
tion partielle (9) n’est pas assurée, alors qu’elle l’est pour la relaxation totale (2). Il semble
donc que nous ayons gagné peu de choses en remplaçant un probl ème mal posé (1) par
un autre probl ème mal posé (9). Pourtant, le pari qui est fait ici consiste à espérer que le
nouveau probl ème est “moins” mal-posé que le probl ème initial car son intégrande a été
lissée ou moyennée, entra ı̂nant de meilleures propriétés de convexité. Pour évaluer quan-
titativement de combien cette approche utilisant la relaxation partielle permet d’améliorer
la qualité des solutions obtenues par rapport à la formulation initiale, il faudrait pouvoir
mesurer l’écart entre les microstructures optimales et leur approximation dans

: � . C’est
pour le moment impossible dans le cas général, mais on peut se convaincre de la validité
de la démarche en remarquant que dans le cas de l’optimisation de la compliance ou des
premi ères fréquences propres, la relaxation partielle coı̈ncide avec la relaxation totale.

Un avantage supplémentaire de l’utilisation de formes généralisées appartenant à � �
plut ôt qu’ à ��� tient au fait que les composites de

:� sont décrits par un petit nombre de



param ètres. On peut ainsi trouver des conditions d’optimalité qui reviennent au calcul des
dérivées de la fonction-co ût par rapport à ces param ètres, et développer des algorithmes
numériques de type gradient.

Pour écrire une méthode numérique nous devons donc d’abord discrétiser en espace
les variables de design ( � �xw�� 
 � � �xw�� ) ( � �|w�� désigne la proportion totale de matériau � au
point

w
, et �	� �xw�� est calculé en prenant en compte la microstructure sous-jacente). Si la

résolution de (9) s’effectue par éléments finis, on choisira par exemple de prendre des
variables de forme constantes sur chaque élément. Ensuite, pour une valeur de � donnée,
un composite � � ��: � est décrit par la formule (6). De la m ême façon que l’espace
est discrétisé, on discrétise les directions de lamination en fixant leur nombre � et les vec-
teurs

� V�� � ��� � ��� . Seules les proportions
��� � � ��� � ��� (chaque

� � est la proportion de matériau
dans la direction V�� ) varient en chaque point

w
dans l’ensemble convexe défini par les

contraintes
� � 	 $ et � ���� �

� � � B
. Désormais, on note r � � � 
 �+�

la fonction objectif
avec

� � � � � � ��� � ��� .
On peut alors calculer les dérivées partielles de r � en introduisant un état adjoint �

qui est la solution deN H&OQP R � �	��V � � �a� � � � � �|w��Xy �xw��~} J �xw��6H J L �xw���} � � , � J �|w���H J L �xw��X� dans
�� � $ sur [ �@
 (10)

o ù
� � � tEv k � �|w��Xy �xw���} J �xw���H J L �|w��~} � ��w � ��� �� 5

La fonction objectif r � � � 
 �+�
est différentiable, et si � � �xw�� et � � � �|w�� sont des incréments

admissibles, sa dérivée directionnelle est

� r � � � 
 �+�=� v k ] � r � � � ��w�*
��
�
� �

v k ]��
	 r � � � � ��w#
 (11)

avec les dérivées partielles

] � r � �xw�� � � �� y �xw���} J �xw���H J L �|w��~} � * �=* [W� �[ � V � J � � V � � � 
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	 r � �xw�� � [W�	�[ � �

�|w�� V � J � � V � � �s

et [W� �[ � �|w�� � � � �
� � � H � � � � H ��

�
� �
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[W� �[ � �

�|w�� � H � �zBMH � ��� � � Z ��� V�� ��� � � 

� � � � H � � � � H �
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�
� �

� � Z ��� V�� � 5
On a ainsi obtenu les bases pour construire une méthode numérique de type gradient pro-
jeté (pour satisfaire les contraintes sur � et

� � ) qui est décrite dans la section suivante. Par
souci de simplicité, nous n’avons considéré que le cas d’un seul chargement mécanique.
Bien s ûr, il n’y a pas de difficulté à étendre notre analyse au cas de plusieurs chargements.



4 Algorithme numérique

Nous proposons un simple algorithme de gradient projeté à pas variable (mais non
optimal) qui est suffisant pour nos applications. On peut envisager des algorithmes plus
efficaces – mais plus longs à implémenter – comme le gradient conjugué.

1. Initialisation des param ètres de forme � L 
 � � o L (par exemple, des constantes satis-
faisant les contraintes).

2. Itérations jusqu’ à convergence, pour � 	 $ :

(a) Calcul de l’état J�� et de l’état adjoint ��� , solutions respectives (4) et (10), à
l’aide des précédents param ètres de forme � � 
 � � o � .

(b) Mise à jour des param ètres de forme :

����� �
� 
��
	 � $ 
 
 P b �GB�
 ��� H�� � ] � r �� �a��
� � o �
� �
� 
��
	 � $ 
 � � o � H�� � ]��
	 r �� * � � �'


o ù
� � est un multiplicateur de Lagrange pour la contrainte � ��
� �

� � o � � B
, ajusté itérati-

vement, et
� ��� $ est un pas de descente tel que r � � ����� �


 � �
� �
� % r � � ��� 
 � � � 5

Un pas de descente optimal
� � peut se calculer par un algorithme de type “line search”,

mais le co ût en temps de calcul est rédhibitoire car chaque évaluation requiert un calcul
par éléments finis de l’état et de l’état adjoint. En pratique, on se contente d’une seule
évaluation par itération si r ��
� �

� r �� : on augmente alors le pas
� � d’un facteur

B 5 � pour
les itérations suivantes ; sinon on recommence en divisant

� � par 2. Le gradient
] � r �� est

projeté de façon convenable de sorte que le poids total � k � �xw��z��w soit conservé au cours
des itérations. Remarquons que l’essentiel du co ût de calcul sert au calcul des solutions
des probl èmes d’élasticité linéaire successifs. Si la résolution des syst èmes linéaires s’ef-
fectue gr âce à une méthode directe de type factorisation de Crout, le surco ût engendré par
le calcul de l’état adjoint est tr ès faible : il suffit de calculer un nouveau second membre,
en utilisant la solution du probl ème direct, et de résoudre le syst ème linéaire avec ce
nouveau second membre, la matrice de rigidité (déj à factorisée) étant inchangée.

Pour les calculs 2-D un bon compromis entre précision et temps de calcul pour le
nombre de directions de laminations est � � B~�

. On pourrait prendre moins de direc-
tions, quitte à introduire une rotation globale de la microstructure (afin de suivre au mieux
l’orientation du champ de contraintes). Cette approche a été explorée dans [1] mais elle
induit des probl èmes de stabilité (une trop forte rotation permute les r ôles des param ètres� � et freine la convergence).

Comme on s’en doute, les résultats numériques de cette méthode de relaxation par-
tielle sont souvent de type composite, c’est- à-dire que de larges régions de la structure
optimale poss èdent des densités de matériau intermédiaires entre 0 et 1. D’un point de vue
pratique, c’est un inconvénient si on cherche des formes classiques (i.e. de vraies formes,
non relaxées), mais du point de vue théorique c’est bon signe car cela veut dire que la
relaxation partielle proposée est efficace et proche de la relaxation totale. Pour retrouver
des formes classiques, on applique un procédé de pénalisation (assez usuel désormais,
voir à ce sujet [4][6][14]) qui force la densité � vers les valeurs extr êmes 0 (vide) ou 1



(matériau pur). Apr ès convergence vers une solution composite optimale, on effectue en-
core quelques itérations de l’algorithme ci-dessus en remplaçant la formule (6) qui donne
le tenseur homogénéisé � � par une formule pénalisée

�zBMH ��� �"� � H � � � � � � � � H � � � � H ��� ��
�
� �

� � Z ��� V�� � 
 (12)

o ù typiquement �
�!� �d
�� �

. Le matériau “fictif” produit par (12) est plus “mou” que le vrai
matériau laminé si $\% � % B

car � � % � . Par conséquent, il n’est pas avantageux d’uti-
liser un tel matériau dans la forme optimale. On se débarrasse ainsi des zones de densité
intermédiaire au cours des itérations. La formule (12) est tr ès efficace : les zones grises
sont presque totalement absentes sur les figures des structures pénalisées ci-dessous.

4.1 Résultats numériques

Nous présentons deux exemples d’application. Le domaine de calcul est un carré
avec des conditions d’encastrement sur les deux coins de gauche. La fonction

y{�|w��
est

définie comme indiqué sur la figure (1),
�^� �

et J L �|w�� � �zH��j
 $ � avec
� � $ assez

grand. En minimisant la fonction-co ût (3) on maximise ainsi la composante horizontale
du déplacement vers les

w
négatifs sur la petite zone o ù

y �xw�� � B
. Une force est ap-

pliquée sur le c ôté opposé du domaine. Suivant la direction de cette force, on obtient un
inverseur d’effort (qui provoque un déplacement opposé à la direction de la force), ou un
multiplicateur d’effort (qui gén ère un déplacement amplifié dans la direction des efforts).

C(x) = 0

����

		



F

C(x) = 1

C(x) = 0

������
�

�


������������

F

C(x) = 1

FIG. 1 – Inverseur d’effort (à gauche) et multiplicateur d’effort (à droite). En haut :
définition du problème ; au milieu : structures au repos (solution composite à gauche et
pénalisée à droite) ; en bas : structure déformée.
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