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Résune:

La conceptionoptimalede mécanismeslestiresa la fabrication de micro-madinespeutétre ervissgéecomme
un problemed’optimisationde formesavecunefonctionobjectif particuliere. Nousproposonainetelle méthode
d’optimisation,dite topologique utilisant’lhomogéréisation.

Abstract :

Thedesignof medianismdor building micro-toolscanbeviewedasa shapeoptimizationproblemwith a peculiar
objectivefunction.We proposesuc an optimizationmethodbasedon homaenization which is called topology
optimization.
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1 Intr oduction

Depuis quelquesanréesest apparueune méthoded’optimisation topologiquede forme
en mécaniquedesstructuresbage sur I'utilisation de techniqued’homogereisation(cf. par
exempleAllaire (2001),Bendsog1995),Rozvaryetal. (1995)).Cetteméthodea permisl’'ap-
paritiondenouveuxalgorithmegerformantgjui capturenuneformeoptimalesurunmaillage
fixe sansrestrictiona priori sur satopologie(voir par exempleAllaire etal. (1997),Allaire
et Kohn (1993), Bendsoeet Kikuchi (1988)). Jusqu’ici cette méthoded’homogereisationa
eté utiliseepour optimiserla rigidité d'une structure mesuee par sacompliance(pour un ou
plusieurschagements)u par saou sespremeresfrequencepropresde vibration. Dansces
cas,la théorie esttout-a-fait compkte et les algorithmesnumeériquessont bien établis. Plus
recemmentcetteméthodea et étenduea |'optimisation de fonctionsobjectifsplus gérérales,
non nécessairemeiitéesa la rigidité de la structure(voir Allaire etal. (2001)).Dansce cas
plusgéréral,la théorien’estpascompktementsatishisantemaisdesalgorithmesumeériques
efficacespeuwent néanmoinsetre propo€s (voir Allaire et Jouwe (2001)). En particulier on
peutainsitraiterle problemedela conceptiorde mécanismesgui transformentin deplacement
ou uneforced’entreeenun autredéplacementu forcedesortiedésiee.Le fonctionnemente
cesmécanismesstassue parlesseulegroprietesélastiquesle leur forme sansavoir recours
a la présenceale sysemesd’articulation,de liaison ou de transmissior(rotules,articulations,
ressortsetc.).Onpeutainsiconstruiredesmicro-machines’'unetaille del'ordre du millim etre
pardécoupdasersurunsubstratiesilicium avecunerésolutionde quelquesnicrons(voir, par
exemple Jonsmanretal. (1999).

Expliquonsbrievemente principedela méthoded’homogeréisation L'approcheclassique
de I'optimisation de formesconsistea traiter ce problemecommel’optimisation de la posi-
tion de la frontierede la forme. Bien que cetteapprochdonctionneparfaitementelle a I'in-
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convénientmajeurde ne jamaischangera topologiede la forme, c’esta-dire de permettre
I'apparition (ou la disparition)de nouveauxbords(ou trous dansla forme). Au contraire,la
méthoded’homogenréisationconsicere que I'optimisation de formesestun problemede dis-
tribution de matiere: entout point de I'espacefaut-il ou non mettredu vide ou un maériau.
Preseng ainsi, il s’agitd’un problemeen variablediscrete 0/1 qui esttresdifficile a résoudre
car, en particulier on ne sait pascommentcalculerun gradientpar rapporta cesvariables
discretes.L'id ée principalede la méthoded’homogeréisationconsistedonc a optimiserune
densié de magriaucorrespondand une microstructurede milieu poreux,densié qui estune
variablecontinuedansl'intervalle [0, 1]. On a ainsirelaé le problemed’optimisationdiscret
ce qui permet,entreautres,de calculerun gradientet d’optimiserla topologiede la forme. Il
estessentielle remarqueque cetteméthodene changepasle problemed’origine mais sim-
plementqgu’elle le fractionneen deuxétapes trouver desmicrostructureporeuse®ptimales
auneéchellesous-maillepuisoptimiserla répartitionmacroscopiqueedensit de cesmicro-
structures.

Dansle cadrede I'optimisation de micromachinesuneapprochesimilaire a éte propoge
par Sigmund(1997).Expliqguonsbrievementen quoi notredémarcheestdifféerente DansSig-
mund (1997) I'optimisation de formesest aussivue commeun problemede distribution de
matiere, maisla densié optimisee ne corresponch aucunemicrostructureréelle et estseule-
mentun artefact numérique.Dansce cason parle de matriaux fictifs, ou plus précigment
de matriaux “a loi de puissance’(cf. Rozvaryet al. (1995)), c’esta-dire que le tenseur
d’élasticie de cesmatriauxestsimplementobtenupar multiplication du tenseulisotropedu
matriaupur parunepuissanceornvenablede la densié. Au contraire,dansnotreapprochde
tenseum’élasticieé enchaquepoint estobtenuparhomogeréisationde la vraie microstructure
poreusesous-jacentePar congequent)'approchede Sigmund(1997) changele probleme,ce
qui peutentrainerun comportemenhumeriquemoinsbon. En effet, dansles deuxapproches
il existe unephasede pénalisationqui élimine a la fin les zonesde densié intermédiairesde
mangereaobteniruneformeclassiqueCettephaseestplusdélicatesi la physiquedu probleme

z

n'a pasété respectedansl’ étapederelaxation.
2 Optimisation de mécanismes

Commeannoné dansl’introduction, nousvoyonsla conceptionde mécanisme®u d’ac-
tuateurscommeun problemed’optimisationde formes.On se donneun domainede travail
(danslequel doit s’inscrire la forme du mécanisme)un volume de matiere disponible,des
forcesde chagementetun objectif, c’est-a-direun champde déplacementdésie surunepar
tie du domaine.On cherchealorsla forme d’une structureélastiquequi atteigneau mieux ce
champdedéplacementsible, avecéventuellementlescontraintegéonetriquesou derigidité.
Décrivonsplus préciementce problemed’optimisation.

OnnoteQ € RY (N = 2,3) le domainede travail et A le matriau élastiquelinéaire
isotropedont estfait la forme. Afin de pouwir effectuerdescalculssur un maillagefixe de
Q, le vide qui entourela forme estapproxine parun autrematriauélastiqudinéaireisotrope
B, tréspeurigide. Typiqguement)es constantesle Lamé du magriaumou B sont1000fois
plusfaiblesquecelle de A. Cetteapproximationdu vide par B estjustifiee,aumoinsdansle
casde la minimisationde la compliancedansAllaire etal. (1997).0On introduit la fonction
caracéristiqguey dela phaseA quivauty(z) = 1 siz estunpointde A et x(z) = 0 siz estun
pointde B. Dansle domaine&?, le tenseud’élasticié estdéfini par A, = xA + (1 — x)B. Le
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champdedéplacement:, dela structureestalorsla solutionde

—div (Aye(uy)) = f dansQ
u, = 0 surol,

ou e(uy) = (Vu + V'u)/2 désignele tenseurdesdéformationset f estune force de vo-
lume donrée.Pourdesraisonsde simplicité d’écriturenousprésentonsin problemeavecdes
conditionsde Dirichlet homogenes mais desconditionsaux limites et deschagementsplus
gérérauxsontervisageablesOn noteu,(z) le champdedéplacementible, et C(x) unefonc-
tion positive qui poncerelesemplacementsu I'on cherchea atteindrda cible uy. Le probleme
d’optimisationde formesestdonc

7
inf {J(X) = (/ x(z)C(x)|u(z) — uo(;c)\Zdac) + Z/ X(ac)dx} , (1)
x(2)=0, 1 Q Q

ou ¢ désigneun multiplicateurde Lagrangeassock a unecontraintede volumesurle magriau
A. Pourle chagementextérieurdonre f, minimisercettefonctionrevienta chercheun méca-
nismeréalisanie déplacementouluu, laou C(x) estpositif nonnul.

Il estbienconnuqu’engéréral (1) estun problememal po<, c’esta-direqu’il n'admetpas
de solutionset queles algorithmesnumeériquesusuelssonttresinstables(nombreuxminima
locaux, forte influencedu maillageou du choix initial, voir par exempleAllaire (2001)).0On
peutnéanmoingelaxer ce probleme c’est-a-direlui trouver dessolutionsgéréraliesqui sont
enfait desmagriauxcompositebtenusen mélangeant un niveaumicroscopigudes deux
phasesA et B

3 Uneformulation relaxeepar homogeneisation

La théoriede I’homogénrgéisationpermetde calculeruneformulationrelaxéedu probleme
d’origine(1). Lesformesgéréerali€esadmissiblesontdéfiniesparunedistributiondematriau
compositedanstout le domaine.Cesmatriaux compositessont caracériss par la densié
f(z) € [0,1] dela phaseA et parla microstructurede I'arrangementmicroscopiqueentreles
deuxphasesn chaquepoint z € ). Cesparanetresdéterminentuneloi de Hooke effective
A*(z) enchaquepoint. La formulationrelaxéede (1) s’écrit

min J(0, A%) = ( /Q 9(x)0(x)|u(a:)—uo(:v)|2da:>2 +e /Q bde, (2)

(0(2),A* (2))€[0,1]x Gg (o)

ou u(z) estla solutiondu problemehomogeréise

{ —div (A*e(u)) = f dansQ, 3)
u = 0 surof,

et Gy estl’'ensemblede toutesles lois de Hooke homogeréistesobtenuesen mélangeantes

phasesA et B enproportions et (1 — 6).

Lesavantageslela formulationrelaxee(2) sontnombreuxet classiquegvoir parexemple
Allaire (2001)).Elle admettoujoursunesolutioncartoute structurecompositepeutétreobte-
nuecommelimite d’unesuitedestructureslassiquesCelasignifiequelarelaxationnechange
pasla naturedu problememaisle rendsimplemenbienpos.On peutégalemenéndéduireque
desformesclassiquegjuasi-optimalepeuwent facilementétre obtenuesa partir d’'une forme



AR Uiy eol Tl UL ivib LAl iivyi~ NAliv )y v I Yo pitLilig «vuvL

compositeoptimaleenutilisantuneproceédurede pénalisatiorapproprée.De nombreuxalgo-
rithmesnumériquesbass sur cetteapprocheont ét propogs (cf. e.g. Allaire etal. (1997),
Allaire etKohn(1993),Bendsog1995),Bendsoeet Kikuchi (1988)).

Toutefois,la formulationrelaxée(2) requiertla connaissancde I'ensembleGGy detousles
matriauxcompositesqui estmalheureusememmartiellemeniconnu.Dansun certainnombre
de cas,les conditionsd’optimalité permettente remplacerG, parun de sessous-ensembles
connuexplicitement: I'ensembleL, deslaminéssequentielsC’estle caslorsquela fonction-
colt .J, ou J*, estla complianceou la premere frequenceproprede la structure,ou bien
une sommeponceree de compliancesassocdesa plusieurschagementsou des premeres
frequencepropres.Danscescas,(2) estdirectemenutilisable et on parlede “relaxationto-
tale”. Danstousles autrescas,on va serestreindreau mémesous-ensemblexplicite de Gy,
c’esta-direcelui deslaminéssequentielsly. CettesimplificationpropogedansAllaire etal.
(2001)estappeke‘relaxationpartielle”.

On utilise ceslaminés sequentielscar ils sont parangétrises de fagon explicite et ont des
proprietes effectives optimales.Cesmatriaux compositessontobtenuspar mise en couches
successiesde A et de B en proportionsrespectiesf et (1 — #). Pourun nombreq de la-
minationsdonre, desdirectionsde lamination(e;),<;<, €t desproportionsde laminationpour
chacunedesdirections(m;),<i<, Vérifiantm; > 0 et>"?  m; = 1, laloi de Hooke assodke
A* d’'un laminé sequentiede matrice A etd’inclusion B s’écrit:

(1-6)(A—A)" = (A-B)"' —HZmifA(ei), (4)

avecVe € R", |e| = 1, V¢ matricesymeétrique

fale)e €= MiA (el - (e~ ¢)?) (e o). 5)

+ Aa+ 214
Pourobteniruneméthodenumériquesimple,nousfixonsle nombreg (en2-D nousprenong; =
12) etlesdirectionsde laminations(e; ). <<, (qui disciétisentia sphereunité). Les paranetres
de formessontalorsla densié de magriaud, et les proportionsde lamination(m;)i<i<4. La
résolutionde (3) s’effectuantparélémentdinis, on choisitde prendresesparanetresde forme
constantsur chaquetlement.On utilise uneméthodede type “gradientproje” qui nécessite
le calculdu gradientde J* parrapportauxvariablesde forme, ce qui sefait classiquemengn
introduisantun étatadjointp qui estla solutionde

(Jo 0@)C(@) u(@)~uo (2)[?dz) ? (6)

{—div(A*e(p)) — 6(z)C(z)(u(r)—uo(z)) _ dansQ
p = 0 surof.

Nousrenvoyonsa Allaire etal. (2001)et Allaire et Jouwe (2001) pour les formulesprécises
desdérivéesde J* etpourl’algorithmenumériquecomplet.

3.1 Résultatsnumeériques

Lesrésultatsnumériquesde notre méthoded’homogeréisationsontsouventde type com-
posite,c’esta-dire que de largesrégionsde la structureoptimale pos&dentdesdensiés de
matriau intermédiairesentre 0 et 1. D'un point de vue pratique,c’est un incorvénientsi
on cherchede vraiesformesclassiqueset on appliquedoncun procede de pénalisation(as-
sezusueldésormaisyoir par exempleAllaire (2001))qui force la densit # versles valeurs

4
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FIG. 1 — Inverseurde force Définition du probleme(a gaude), structure optimaledéfornee
sanscontrainte (au milieu) etaveccontraintederigidit & (a droite).
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FIG. 2 - Pince(a gauhe) et mécanisme modulede Poissonnégatif (a droite) : définitiondu
problemeet structure optimaledéefornée

extréemed) (vide) ou 1 (matriaupur). Cesontdonccesformespénali€esguenousprésentons
dansla suite.

Nous présentonglusieursexemplesd’applicationpour lesquelson choisit desfonctions
C(z) etug(z) appropréesdansla fonction-cdit (2). Dansle premierexemple,on construitun
inverseurdeforce (voir la figure 1) de volume20% celui du domainedetravail. Entirantvers
la gauchesurle coté gauchepnveutcréerun déplacemend droite surle coté droit. Ondonne
deuxrésultatobtenussansou avec contraintesur le déplacementlu point d’applicationde la
forced’entrée.Dansle deuxemeexemple,on veutactionnerda fermetured’'une pinceparune
pressiorhorizontaleuniformesurunbord. Dansle troisiemeexemple,on veutobtenirun effet
global de modulede Poissonnégatif pour conceroir un mécanismed’encastremenefficace
(voir la figure 2). Les derniersexemplessontdesmécanismebloquésen leur centre(voir la
figure 3).

Il estpossiblede consicererdesactuateurshermiquesou thermoélectriquesgc’esta-dire
ou la force d’entrée est produite par effet thermiqueou Joule.Pour cela, il faut consicerer
unmocklecoupk dethermoé€lasticie commedansSigmund(1999).Cettegéréralisatiorainsi
guecellequi consistea optimiserconcurammenpourplusieurscasdechagementsontl'objet
d’un travail encours.
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