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Résuḿe :

La conceptionoptimalede mécanismesdestińesà la fabricationde micro-machinespeutêtre envisagéecomme
un problèmed’optimisationdeformesavecunefonctionobjectifparticulière. Nousproposonsunetelle méthode
d’optimisation,dite topologique, utilisant l’homogéńeisation.

Abstract :

Thedesignof mechanismsfor building micro-toolscanbeviewedasa shapeoptimizationproblemwith a peculiar
objectivefunction.We proposesuch an optimizationmethodbasedon homogenization,which is called topology
optimization.
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1 Intr oduction

Depuisquelquesanńeesest apparueune méthoded’optimisation topologiquede forme
en mécaniquedesstructuresbaśeesur l’utilisation de techniquesd’homoǵeńeisation(cf. par
exempleAllaire (2001),Bendsoe(1995),Rozvanyetal. (1995)).Cetteméthodeapermisl’ap-
paritiondenouveuxalgorithmesperformantsqui capturentuneformeoptimalesurunmaillage
fixe sansrestrictiona priori sur satopologie(voir par exempleAllaire et al. (1997),Allaire
et Kohn (1993),Bendsoeet Kikuchi (1988)).Jusqu’ici cetteméthoded’homoǵeńeisationa
ét́e utiliséepouroptimiserla rigidité d’unestructure,mesuŕeeparsacompliance(pourun ou
plusieurschargements)ou parsaou sespremìeresfréquencespropresdevibration.Dansces
cas,la théorieest tout-à-fait compl̀eteet les algorithmesnumériquessontbien établis.Plus
récemment,cetteméthodea ét́e étenduèa l’optimisationdefonctionsobjectifsplusgéńerales,
nonnécessairementli éesà la rigidité de la structure(voir Allaire et al. (2001)).Danscecas
plusgéńeral,la théorien’estpascompl̀etementsatisfaisantemaisdesalgorithmesnumériques
efficacespeuvent néanmoinŝetrepropośes(voir Allaire et Jouve (2001)).En particulier, on
peutainsitraiterle probl̀emedela conceptiondemécanismesqui transformentundéplacement
ouuneforced’entŕeeenunautredéplacementouforcedesortiedésiŕee.Le fonctionnementde
cesmécanismesestassuŕe parlesseulespropríet́esélastiquesdeleur formesansavoir recours
à la présencede syst̀emesd’articulation,de liaison ou de transmission(rotules,articulations,
ressorts,etc.).Onpeutainsiconstruiredesmicro-machinesd’unetaille del’ordre dumillim ètre
pardécoupelasersurunsubstratdesilicium avecunerésolutiondequelquesmicrons(voir, par
exemple,Jonsmannet al. (1999).

Expliquonsbrièvementle principedela méthoded’homoǵeńeisation.L’approcheclassique
de l’optimisation de formesconsisteà traiter ce probl̀emecommel’optimisation de la posi-
tion de la frontièrede la forme.Bien quecetteapprochefonctionneparfaitement,elle a l’in-�
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convénientmajeurde ne jamaischangerla topologiede la forme, c’est-̀a-dire de permettre
l’apparition (ou la disparition)de nouveauxbords(ou trousdansla forme). Au contraire,la
méthoded’homoǵeńeisationconsid̀erequel’optimisation de formesestun probl̀emede dis-
tribution de matìere: en tout point de l’espacefaut-il ou non mettredu vide ou un mat́eriau.
Pŕesent́e ainsi, il s’agit d’un probl̀emeenvariablediscr̀ete0/1 qui esttrèsdifficile à résoudre
car, en particulier, on ne sait pascommentcalculerun gradientpar rapport à cesvariables
discr̀etes.L’id éeprincipalede la méthoded’homoǵeńeisationconsistedonc à optimiserune
densit́e demat́eriaucorrespondant̀a unemicrostructuredemilieu poreux,densit́e qui estune
variablecontinuedansl’intervalle ����� ��� . On a ainsi relax́e le probl̀emed’optimisationdiscret
cequi permet,entreautres,decalculerun gradientet d’optimiserla topologiede la forme.Il
estessentielde remarquerquecetteméthodene changepasle probl̀emed’origine maissim-
plementqu’elle le fractionneendeuxétapes: trouver desmicrostructuresporeusesoptimales
àuneéchellesous-maille,puisoptimiserla répartitionmacroscopiquededensit́edecesmicro-
structures.

Dansle cadrede l’optimisationdemicromachines,uneapprochesimilairea ét́e propośee
parSigmund(1997).Expliquonsbrièvementenquoi notredémarcheestdifférente.DansSig-
mund (1997) l’optimisation de formesest aussivue commeun probl̀emede distribution de
matìere,maisla densit́e optimiśeene correspond̀a aucunemicrostructureréelleet estseule-
mentun artefact numérique.Dansce cason parlede mat́eriauxfictifs, ou plus préciśement
de mat́eriaux “ à loi de puissance”(cf. Rozvanyet al. (1995)), c’est-̀a-dire que le tenseur
d’élasticit́e decesmat́eriauxestsimplementobtenupar multiplicationdu tenseurisotropedu
mat́eriaupur parunepuissanceconvenabledela densit́e.Au contraire,dansnotreapprochele
tenseurd’élasticit́eenchaquepoint estobtenuparhomoǵeńeisationdela vraiemicrostructure
poreusesous-jacente.Par conśequent,l’approchedeSigmund(1997)changele probl̀eme,ce
qui peutentrainerun comportementnumériquemoinsbon.En effet, danslesdeuxapproches
il existe unephasede pénalisationqui élimine à la fin les zonesde densit́e intermédiairesde
manìereàobteniruneformeclassique.Cettephaseestplusdélicatesi la physiqueduprobl̀eme
n’a pasét́e respect́eedansl’ étapederelaxation.

2 Optimisation de mécanismes

Commeannonće dansl’introduction, nousvoyonsla conceptionde mécanismesou d’ac-
tuateurscommeun probl̀emed’optimisationde formes.On sedonneun domainede travail
(danslequel doit s’inscrire la forme du mécanisme),un volume de matìere disponible,des
forcesdechargementetunobjectif,c’est-̀a-direunchampdedéplacementsdésiŕesurunepar-
tie du domaine.On cherchealorsla formed’unestructureélastiquequi atteigneaumieuxce
champdedéplacementscible,avecéventuellementdescontraintesgéoḿetriquesouderigidité.
Décrivonspluspréciśementceprobl̀emed’optimisation.

On note �
	�� 
������ ��������� le domainede travail et � le mat́eriau élastiquelinéaire
isotropedont est fait la forme. Afin de pouvoir effectuerdescalculssur un maillagefixe de� , le vide qui entourela formeestapproxiḿeparun autremat́eriauélastiquelinéaireisotrope�

, trèspeurigide. Typiquement,les constantesde Lamé du mat́eriaumou
�

sont1000fois
plus faiblesquecellede � . Cetteapproximationdu vide par

�
estjustifiée,aumoinsdansle

casde la minimisationde la compliance,dansAllaire et al. (1997).On introduit la fonction
caract́eristique� dela phase� qui vaut ���! "�#� �

si  estunpointde � et ���! "�#�$� si  estun
point de

�
. Dansle domaine� , le tenseurd’élasticit́eestdéfini par ��%&�'�(�*)$� �,+ �-� � . Le

�
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champdedéplacement./% dela structureestalorsla solutionde0 +214365 ���,%�78�!.9%:�;�<� = dans�./% � � sur >9�?�
où 78�!./%��@� �BAC.2)DAFE!."�;G:� désignele tenseurdesdéformationset = est une force de vo-
lumedonńee.Pourdesraisonsdesimplicité d’écriturenousprésentonsun probl̀emeavecdes
conditionsde Dirichlet homog̀enes,maisdesconditionsaux limites et deschargementsplus
géńerauxsontenvisageables.Onnote .9HI�! "� le champdedéplacementcible,et JK�! "� unefonc-
tion positivequi pond̀erelesemplacementsoù l’on cherchèaatteindrela cible .9H . Le probl̀eme
d’optimisationdeformesestdonc3ML�N%PORQTS6U4H;VXWZY\[ ���-�#�^]"_�`,���! "�aJK�! "�Xb .-�! "� + .9HI�c "�Ib dfe: hgjik )mln_�`,���! "�oe� qpr� (1)

où l désigneunmultiplicateurdeLagrangeassocíe à unecontraintedevolumesurle mat́eriau� . Pourle chargementextérieurdonńe = , minimisercettefonctionrevient àchercherunméca-
nismeréalisantle déplacementvoulu .9H là où Js�c "� estpositif nonnul.

Il estbienconnuqu’engéńeral(1) estunprobl̀ememalpośe,c’est-̀a-direqu’il n’admetpas
de solutionset queles algorithmesnumériquesusuelssont très instables(nombreuxminima
locaux,forte influencedu maillageou du choix initial, voir par exempleAllaire (2001)).On
peutnéanmoinsrelaxerceprobl̀eme,c’est-̀a-direlui trouverdessolutionsgéńeraliśeesqui sont
en fait desmat́eriauxcompositesobtenusenmélangeant̀a un niveaumicroscopiquelesdeux
phases� et

�
3 Une formulation relaxéepar homoǵenéisation

La théoriede l’homogéńeisationpermetdecalculeruneformulationrelax́eedu probl̀eme
d’origine(1).Lesformesgéńeraliśeesadmissiblessontdéfiniesparunedistributiondemat́eriau
compositedanstout le domaine.Cesmat́eriaux compositessont caract́eriśes par la densit́et �c "�u	'�v��� ��� de la phase� et par la microstructurede l’arrangementmicroscopiqueentreles
deuxphasesen chaquepoint  w	'� . Cesparam̀etresdéterminentuneloi de Hooke effective�?xI�c "� enchaquepoint.La formulationrelax́eede(1) s’écrity 3zLO|{;O|QTS}V ~/�aORQTSMS}�P� H;V�Wc�z�:��������� [ x � t ��� x ���^] _ ` t �! "�oJs�c "�Ib .��c "� + .9HI�! "�Xb d e: hgjik )ml _ ` t e: (� (2)

où .-�! "� estla solutionduprobl̀emehomoǵeńeiśe0 +214365 ���\x�78��."�;�<� = dans�?�. � � sur >9�?� (3)

et ��{ est l’ensemblede toutesles lois de Hooke homoǵeńeiśeesobtenuesen mélangeantles
phases� et

�
enproportions

t
et � ��+ t � .

Lesavantagesdela formulationrelax́ee(2) sontnombreuxet classiques(voir parexemple
Allaire (2001)).Elle admettoujoursunesolutioncar toutestructurecompositepeutêtreobte-
nuecommelimite d’unesuitedestructuresclassiques.Celasignifiequela relaxationnechange
paslanatureduprobl̀ememaisle rendsimplementbienpośe.Onpeutégalementendéduireque
desformesclassiquesquasi-optimalespeuvent facilementêtreobtenues̀a partir d’une forme�
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compositeoptimaleenutilisantuneproćeduredepénalisationappropríee.De nombreuxalgo-
rithmesnumériquesbaśessur cetteapprocheont ét́e propośes(cf. e.g.Allaire et al. (1997),
Allaire etKohn(1993),Bendsoe(1995),Bendsoeet Kikuchi (1988)).

Toutefois,la formulationrelax́ee(2) requiertla connaissancedel’ensemble��{ detousles
mat́eriauxcomposites,qui estmalheureusementpartiellementconnu.Dansun certainnombre
decas,lesconditionsd’optimalité permettentde remplacer��{ parun desessous-ensembles
connuexplicitement: l’ensemble�#{ deslaminésséquentiels.C’est le caslorsquela fonction-
coût [ , ou [ x , est la complianceou la premìere fréquenceproprede la structure,ou bien
une sommepond́eŕee de compliancesassocíeesà plusieurschargementsou des premìeres
fréquencespropres.Danscescas,(2) estdirectementutilisableet on parlede “relaxationto-
tale”. Danstousles autrescas,on va serestreindreau mêmesous-ensembleexplicite de ��{ ,
c’est-̀a-direcelui deslaminésséquentiels��{ . CettesimplificationpropośeedansAllaire et al.
(2001)estappeĺee“relaxationpartielle”.

On utilise ceslaminésséquentielscar ils sontparaḿetriśesde façon explicite et ont des
propríet́eseffectivesoptimales.Cesmat́eriauxcompositessontobtenuspar miseen couches
successivesde � et de

�
en proportionsrespectives

t
et � �u+ t � . Pourun nombre � de la-

minationsdonńe,desdirectionsdelamination ��7��c�fW��8�z��� et desproportionsdelaminationpour
chacunedesdirections �����c�fW��8�z��� vérifiant ������� et � ���U"W ���#� �

, la loi deHooke assocíee� x d’un laminéséquentieldematrice � etd’inclusion
�

s’écrit :

� ��+ t �Z��� + � x �f  W � ��� + � �f  W + t �¡ �¢U"W ����=£~���7��c�T� (4)

avec ¤¥7�	2� 
,�,��b�7�b¦� � �n¤h§ matricesymétrique=£~���7I��§K¨¦§u� �© ~mª b §�7�b d + �c§�7�«I7I� df¬ ) �­ ~®)¯� © ~ �!§�7�«I7I� dX° (5)

Pourobteniruneméthodenumériquesimple,nousfixonslenombre� (en2-Dnousprenons���� � ) et lesdirectionsdelaminations��7f±���W��¦±²��� (qui discŕetisentla sph̀ereunité).Lesparam̀etres
de formessontalorsla densit́e de mat́eriau

t
, et les proportionsde lamination �!�����fW��8�M��� . La

résolutionde(3) s’effectuantparélémentsfinis, onchoisitdeprendresesparam̀etresdeforme
constantssurchaquéelément.On utilise uneméthodedetype“gradientprojet́e” qui nécessite
le calculdu gradientde [ x parrapportauxvariablesdeforme,cequi sefait classiquementen
introduisantun étatadjoint ³ qui estla solutionde

Y +2143M5 ��� x 78��³h�;�<� {;O|QTS6´"ORQTScORµXO|QTS   µT¶²ORQTSMS��·¹¸ {;ORQTS6´"O|QTS!º µXO|QTS   µT¶fORQTS!º kB» Q � ik dans�³ � � sur >9� ° (6)

Nousrenvoyonsà Allaire et al. (2001)et Allaire et Jouve (2001)pour les formulesprécises
desdérivéesde [ x etpourl’algorithmenumériquecomplet.

3.1 Résultatsnumériques

Lesrésultatsnumériquesdenotreméthoded’homoǵeńeisationsontsouventde typecom-
posite,c’est-̀a-dire quede largesrégionsde la structureoptimaleposs̀edentdesdensit́esde
mat́eriau intermédiairesentre 0 et 1. D’un point de vue pratique,c’est un inconvénientsi
on cherchede vraiesformesclassiques,et on appliquedoncun proćed́e de pénalisation(as-
sezusueldésormais,voir par exempleAllaire (2001))qui force la densit́e

t
vers les valeurs¼
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FIG. 1 – Inverseurde force. Définitiondu problème(à gauche),structure optimaledéforḿee
sanscontrainte(au milieu)et aveccontraintederigidit é (à droite).
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FIG. 2 – Pince(à gauche)et mécanismèa moduledePoissonnégatif(à droite) : définitiondu
problèmeet structureoptimaledéforḿee.

extrêmes0 (vide)ou1 (mat́eriaupur).Cesontdonccesformespénaliśeesquenousprésentons
dansla suite.

Nousprésentonsplusieursexemplesd’applicationpour lesquelson choisit desfonctionsJK�! "� et .9HI�! "� appropríeesdansla fonction-côut (2). Dansle premierexemple,on construitun
inverseurdeforce(voir la figure1) devolume20%celui du domainedetravail. En tirant vers
la gauchesurle cot́egauche,onveutcréerun déplacement̀a droitesurle cot́edroit. Ondonne
deuxrésultatsobtenussansou aveccontraintesur le déplacementdu point d’applicationdela
forced’entŕee.Dansle deuxìemeexemple,on veutactionnerla fermetured’unepinceparune
pressionhorizontaleuniformesurunbord.Dansle troisièmeexemple,onveutobteniruneffet
global de modulede Poissonnégatif pour concevoir un mécanismed’encastrementefficace
(voir la figure2). Les derniersexemplessontdesmécanismesbloqúesen leur centre(voir la
figure3).

Il estpossibledeconsid́ererdesactuateursthermiquesou thermo-́electriques,c’est-̀a-dire
où la force d’entŕee est produitepar effet thermiqueou Joule.Pour cela, il faut consid́erer
unmod̀elecoupĺedethermo-́elasticit́ecommedansSigmund(1999).Cettegéńeralisationainsi
quecellequi consistèaoptimiserconcurammentpourplusieurscasdechargementssontl’objet
d’un travail encours.
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FIG. 3 – Deux mécanismesfixés en leur centre : modulede Poissonnégatif (à gauche), et
inverseurdeforce(à droite).
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