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Image et numérisation

Image numérique : {Ck, &, |-
Image continue : f € L?
Lien via la numeérisation : ¢, x, €st une moyenne locale de f.

Ckl,kg = / f(Xl, X2)9(k1€ — X1, /(26 — X2)dX1dX2

Régularité : régularité de la fonction continue.
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Traitement de 'image

Traitements des images numeériques.
Compression (stockage, transmission) : décrire une image avec la
mellleur qualité possible pour une taille donnée.

Restauration (débruitage, déconvolution) : retrouver un signal déformé
lors de |'acquisition.

Ameélioration de la qualité, analyse. . .
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Représentation

Description efficace des images.

Coordonnées dans une base.

Choix de la base.

Représentation creuse : peu de paramétres pour une bonne
approximation.

Important pour le traitement du signal : compression, débruitage,. . .
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Représentation creuse dans une base

Décomposition dans une base orthonormée B = {gm} menN

f = Z <f1gm>gm :
meIN
Approximation avec M vecteurs choisis adaptativement

fu=>_ (f.9m) Im.

mel

Pour minimiser  [|f — fiy||* = Z {F, gm)|?,

me I
sélection des M plus grands produits scalaires :

Invg = {m, |{f,gm)| > Tm} : seuillage.

Probleme : Comment choisir la base B de sorte que

I — fy]|? < CM™® avec un grand o ?
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Fourier

Base la plus utilisée.

{cos(2km), sin(2kT) } kez

Variantes : DCT, DST, ...

Tres bonne localisation en fréquence mais délocalisation spatiale.
Base 2D par produit tensoriel.

fC*:||f —fuy|l? <C M=,

f C® en dehors de contours C* : ||f — iy < C M~1/2,
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FFET

Algorithme rapide en O(Nlog N) proposé par Cooley et Tukey (1965).
Stratégie : diviser pour régner.

Division selon la parité

L

2N—-1

fln] = Z FlK]e™ 20 ™

N—-1

=Y f[2k]e—am (k) Z f2k + 1]e 2w "(2k+1)
k=0 k=0
N—1
2im

—Zf[Qk]e N”k—l—e o Zf[2k+1]e o
k=0 k=0

®» Passage d'une FFT sur 2N points @ 2 FFT sur N points plus C2N
opérations...

® Récurrence C(2N) =2C(N) +2N = C(N) < CNlogN.
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JPEG

Comité JPEG 1990.
Utilisation d'une base de DCT-4 par bloc de taille 8 x 8 :

{cos(kym(x1 +1/2)) x cos(kom(x2 + 1/2)) }(ky ko)e[0.7]

Décomposition dans la base + quantification + codage d'Huffman.
+ Masquage perceptuel.
Enorme succés ! !'|
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» Compression par transformée = transformation + quantification +
codage entropique.

o ®R=> QUf.gn))dm= Y  QUf . gm))Im

Q((f.gm))#0

P If=flZ=" > ({f.gm — QUF gm)))’
QU{F.gm))#0

+ Z (f, gm>2

QR{f.gm))=0
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Compression par transformée

Compression par transformée = transformation + quantification +
codage entropique.

fe=> QU gm)Im= > QUFf gm)) Im

Q((f.gm))#0

If—fl= > ((f.gm) — QUF gm)))

Q((f.gm))#0

+ Z (f, gm>2

QR{f.gm))=0

Erreur de quantification + Erreur d'approximation.



Compression par transformée

Compression par transformée = transformation + quantification +
codage entropique.

fe=> QU gm)Im= > QUFf gm)) Im

Q((f.gm))#0

If=fel*=" > (f.gm) — QUF gm)))’

Q((f.gm))#0

+ Z (f, gm>2

QR{f.gm))=0

Erreur de quantification + Erreur d'approximation.
Quantification uniforme de pas A avec boite 0 de taille double :

s ||f —1r|* = MA2/12 + ||f — fi||?
s R = M(Cy+ Colog(M/N)).
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Base d’ondelettes 1D de L2[0, 1]

Construite a partir d'une fonction d'échelle ¢(x) et d'une ondelette
mere P (x)

$(x)

qui sont dilatées par 2/ et translatées de 2 n

G n(x) = - Cb(x g 21”) - Yin(x) = — w(X _212jn)

V2 2/ V2
B — {wj’n}jeﬂ\l,zfne[O,l) est une base orthonormale de L2[0, 1].
i
m\/\/ﬂ m\ﬂvf\ m\ﬂvf\ m\/\/ﬂ n\/\/ﬂ 2 7+1

(\\jﬂ\/ﬂ m\jﬂ\/ﬁ 2 742
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FWT

Algorithme rapide proposé par Mallat (89).
Récursion et sous-échantillonnage.
Multirésolution :

Gj1.(x) =D gl—Kl@joik(x) = (f.djs1) =D gl—KI{F, djorrk)
P P

Viy1,0(X) =D h[=Kldjoipk(x) = (f. i) =D h[—KI{F, djori)
P P

Calcul des 27/ coefficients a I'échelle 2/ = convolution : K27/
opérations ou K dépend au support des filtres g et h.
Colt total : O(N) (I'échelle fine domine).
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Approximation non linéaire en ondelettes

f'
2b \ | ‘ | ‘ ‘ - | \ ‘ ! \ ‘
. L L | |
2 ‘
<f, 'l/}j,n> g N ! ‘\
52 I i “‘
\ \ |
25 |
fr

®» Sif est C* par morceaux et ¥ a p > a moments nuls alors

|f — full* = O(M~2) .
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Base d’ondelettes 2D séparables

La famille

{cbj,nl(xl)wj,nz(@) | z/zj,m(xl)cbj,nz(xg}
- VimC)YimOe) f o s

forme une base orthonormée de L2[0, 1]°.

qu, m (Xl ) 'lpj, no (XQ)

)

2jn1

,l/jj,nl (Xl) d)j,nz (XQ)

K,
Support

o des ondelettes
i isotropes

2jn2 L1

wj, m (Xl ) ILPJ, no (XQ)
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JPEG 2000

Comité JPEG 2000 : premier jet (Décembre 2000), version définitive
(Aolt 2002).

Basé sur le codeur EBCOT (Taubman) : transformée en ondelettes,
codage par plan de bits des différentes sous-bandes.

Beaucoup plus fin que le codeur JPEG avec plus de possibilités
(échelonnabilité, région d'intérét,. . . ).

Amélioration en terme de qualité vis a vis de JPEG.

Pas encore grand public.
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Débruitage

Enlever un bruit gaussien d'une image.

Utilisation statistique d'une base d'ondelettes par Donoho et
Jonhnstone : 1993

Méthode par seulllage ~ approximation non-linéaire.

Erreur d'approximation non-linéaire optimale : erreur d'estimation
optimale.

Invariance par translation pour améliorer les résultats.
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Estimation et modele de bruit blanc
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Y =Ff+eW
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Propriétés de f : propriétés dans le domaine continu.
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Estimation et modele de bruit blanc

Modeéle de bruit blanc avec un bruit de niveau ¢
Y =Ff+eW

avec W gaussien.

Propriétés de f : propriétés dans le domaine continu.
Estimateur F de f : fonction de Y.

Critére : risque quadratique

E(If = FII%)
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Estimation dans une base

Décomposition de Y = f + €W dans une base orthonormée

Y =) (Y, bnyby =Y ((f, bn) + €(W, bp)) by
bn bn
Expression des coefficients de f a partir de ceux de Y :
(f, bn) = (Y, bp) — (W, bp)

avec €|(W, bp)| ~ €.
Estimateur des coefficients de f a partir de ceux de Y

(F, bn) = w(n, (Y, bp))(Y, bp) =~ (f, by)

Simplification w(n, x) =1 ou w(n, x) = 0.
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Estimation oracle dans une base

Cas simpliste w(n, x) = 1,1 (indépendant de x).
Estimateur F par sélection de coordonnées :

F=Yr=> (Y. bn)bn
nel
Minimisation du risque quadratique :

E(IF = FI2) = ST b2 + 30 €2
nér nel
Solution : T'o = {n, [{f, bp)| = €} et Fo = Yr,.
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Estimation oracle dans une base

Cas simpliste w(n, x) = 1,1 (indépendant de x).
Estimateur F par sélection de coordonnées :

F=Yr=> (Y. bn)bn
nel
Minimisation du risque quadratique :

E(IF = FI?) = S KF ba) 2+ 3 €
nér nel
Solution : T'o = {n, [{f, bp)| = €} et Fo = Yr,.
Probléme : demande la connaissance de f ! (Oracle#estimateur)
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Oracle, risque et approximation

Risque quadratique de |'estimateur oracle Fo :

E(If — FolP) = 3 b+ 3 €

nérl o nel o
E(If = Foll?) = IIf — froll* + €T o]
Compromis entre erreur d'approximation et nombre de termes.
Théorie de I'approximation :

_B_
E(IF = Foll?) = If = fipl® + €IFol < € (¢2) 77

Sf—lP<CMP < fedP

Pour ©, classe de fonctions, quelle base donne © C AP avec

| B -
optimal ? ((e4) P+ vitesse minimax).
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Estimateur par seuillage

Oracle : To = {n, [{f, bp)| = €} et Fo = Yr,.

Stratégie : garder les grands coefficients.

Seuillage : Ts = {n, |[{Y, bp)| = T (€)} et Fs = Yr..

Théoréme (Donoho, Johnstone) : Si T (¢) = A\y/|log€le, alors

E(If - Fs|®
E(If - FslI?
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Estimateur par seuillage

Oracle : To = {n, [{f, bp)| = €} et Fo = Yr,.

Stratégie : garder les grands coefficients.

Seuillage : Ts = {n, |[{Y, bp)| = T (€)} et Fs = Yr..

Théoréme (Donoho, Johnstone) : Si T (¢) = A\y/|log€le, alors

E(If - Fs|®
E(If - FslI?

Cllog el E(||f — Foll®)

) <
) < Cmrin I — fr||* + X[ log €|e?|T| plus fin.

Importance du choix de |la base et de |'approximation non linéaire!
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Succes et échecs des bases d’ondelettes

®» [es images sont décomposées dans une base d'ondelettes 2D et les
coefficients les plus grands sont conservés (JPEG-2000).
M plus grands coeff. iy

variation bornée : ||f — fy || < C||f||l7v M~L.
» Mais ne prend avantage d'aucune sorte de régularité géométrique.
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» Approximation de f C* en dehors de contours C% :

2 ToM™t

By

By ; :,
1}1&5@3- 5‘ N

® Avec M ondelettes : [|[f — fyl||? < C M.
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Eléments géométriques et contours

Approximation de f C* en dehors de contours C%.

Approximation linéaire par morceaux avec M triangles adapﬁs;

sia > 2 alors ||[f — fyll? < C M2,
e

—1
Approximation avec M éléments géométriques adaptés :
I — fuyll> < C M~ M©

M—l
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Triangulation adaptative

Approximations de f = f x hs avec :

® [ C% en dehors de contours C* (o > 2) :
® hs un noyau régularisant de taille s

Avec M triangles adaptatifs : ||f — fiyll? < C M2

81/4M1/2
triangles)

Difficile d'obtenir une approximation optimale mais bonnes solutions
avec des algorithmes gloutons (Dekel, Demaret, Dyn, Iske, Cohen,
Mirebeau).




Reésultats

Original Triangulation
TANZ= 4 V%
A

AN SR
RV<AOGHRL R
Siae SN o

=
E?I{;' \Y2) A \RAE \VJ
8 S )
/e

>
N

SRKANZN\A

Ondelettes Triangulation
0.15 bits par pixel
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Curvelets forment un tight frame de L?[0, 1]° avec des éléments
allongés et orientés (Candes, Donoho) : {cj(Rex —n)}jem

Si f est C%* en dehors de contours C* avec M curvelets :
si a>2 alors ||f — fy]|* < C (log M)> M2,

Optimal pour o = 2.



| I

Curvelets

Curvelets forment un tight frame de L?[0, 1]° avec des éléments
allongés et orientés (Candes, Donoho) : {cj(Rex —n)}jem

Si f est C%* en dehors de contours C* avec M curvelets :
si a>2 alors ||f — fy]|* < C (log M)> M2,

Optimal pour o = 2.
Difficile de construire des bases (Vetterli & Minh Do).
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Ondelettes dyadiques

Compression : redondance est un probleme.

Débruitage : redondance n'est pas un probléme mais seulement Ia
concentration de I'énergie du signal sur une faible portion des
coefficients.

Ondelettes dyadiques : suppression de la phase de sous-échantillonage
des ondelettes.

Opérateur de filtrage classique (f; = f ;) / Algorithme a trous.
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Algorithme a trous

Algorithme rapide en O(N log N) proposé par Bijaoui, Starck et
Murtagh (1993)

Suppression du sous-échantillonnage mais conservation du principe de la
FWT.

Sous échantillonnage se transforme en des ajouts de zéros dans les
filtres :

Gir1(x) =D gi[—Klpj(x —k) = Fxpipa(x) = g[—KIf  dj(x + k)
k k

Yip1(x) =) hil—Klpi(x — k) = Fxp1(x) =>_ h[—Kk|f «d;j(x + k)
k k

avec

gll] sik=1[Y
gilk] = { |
0 sinon
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Filtres orientes

w2 (pi,pi)

wil

(-pi.-pi)

®» Redondance = liberté accrue pour la représentation.
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Filtres orientes

w2 (pi,pi)

wil

(-pi.-pi)

Redondance = liberté accrue pour la représentation.
Représentation géométrique par filtrage orienté : curvelets, contourlets,
pyramide orientée, .. ..
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® Portilla, Simonccelli et al. : steerable pyramid.
®» Modélisation des coefficients par mélanges de gaussiennes.



Débruitage

® Portilla, Simonccelli et al. : steerable pyramid.
®» Modélisation des coefficients par mélanges de gaussiennes.
$» Estimation locale des variables cachées.
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9J—1

A chaque échelle, comment approcher les coefficients non nuls
(comportement chaotique) ?
Utilisation de modéles paramétrés projetés sur les ondelettes :

“wedgelets” et “wedgeprints” de Baraniuk, Romberg, Wakin et Dragotti,
Vetterli (discontinuités le long de courbes).

Probleme avec les contours flous : f = f x hs.
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Retour vers les ondelettes

27~1

A chaque échelle, comment approcher les coefficients non nuls
(comportement chaotique) ?

Utilisation de modéles paramétrés projetés sur les ondelettes :

“wedgelets” et “wedgeprints” de Baraniuk, Romberg, Wakin et Dragotti,

Vetterli (discontinuités le long de courbes).
Probleme avec les contours flous : f = f x hs.
Modification de la transformée en ondelettes (Cohen).
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Compression

VO
S B
@\ (@ |
Unh Uqg

®» \Wedgelets : carrés dyadiques avec une discontinuité le long d'un
segment.

®» Deécomposition en ondelettes et codage : coefficients, zerotree +
wedgelets.

®» Algorithme rapide d'optimisation.



Reésultats

Ondelettes Wedgelets

28.8 dB 30.2 dB
0.2 bits par pixel
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Mémes principes s appliquent !
Vidéos : utilisation de la redondance temporelle (MPEG2, MPEG4,. . .).
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Vidéos et sons

» Mémes principes s appliquent !
® Vidéos : utilisation de la redondance temporelle (MPEG2, MPEG4,. . .).
® Sons : utilisation de modéles auditifs (MP3,...).
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Conclusion

Importance de la représentation pour le traitement du signal.
Parcimonie ! Mais pas toujours...

Importance de la géométrie pour le traitement de I'image.

En général, nécessité d'une représentation adaptée au probleme et au
signal.

Encore beaucoup de travall. . .

Plus d’'infos :

#® LFrwan.Le_Pennec@polytechnique.edu
® http://www.cmap.polytechnique.fr/“lepennec


Erwan.Le_Pennec@polytechnique.edu
http://www.cmap.polytechnique.fr/~lepennec
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