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Motivations
[ ]

Les surfactants

} hydrophile
® Structure amphipathique

® Exemples de surfactants : savon, membrane cellulaire
hydrophobe
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Motivations
[ ]
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Motivations
[ ]

Les surfactants

® Structure amphipathique

® Exemples de surfactants : savon, membrane cellulaire

Utilisation des surfactants :

® applications en micro fluidique ( L1U et
ZHANG 2010)

air Figure : NICOLSON et
surfactant ® imagerie micro cellulaire MarTos 2021
v ® administration de médicaments
O" hd g' e libération controlée ou protection de } hydrophile
certains ingrédients (probiotiques)
€au o (ZycHowskl 2015)
A ® modélisation de la propagation des
/ cellules cancereuses (Cahn Hilliard + hydrophobe
bulle d'air Navier Stokes) (ELBAR et POULAIN
2023)
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Modélisation

Le modele

On cherche ¢ : (0,7) x Q — RY tel que
O =Ap
1
p=—€sA¢p+ afé;((b)

V- i=Vu-in=0, B.C.
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Le modele
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€c
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Modélisation

Le modele

On cherche ¢ : (0,T) x Q@ - Retc: (0,T) x Q — R, telles que

o =Ap
_ 1.
p=—€sAp+ ) fo(®)
Oic = An

1
n=—eAc+ _fé<c)
€c

Vé-i=Ve-i=Vu-i=Vn-i=0, B.C.

ou fy et f. sont les potentiels double puits classiques de Cahn-Hilliard,

Figure : Potentiel ¢ Figure : _Potentiel ¢
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Le modele
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0rp = Ap
1
H= oot f4(6) + 0F (0.0
Oic = An

1
n= —eAc+ :fé(c) +00F(¢:C)
Vé¢-t=Ve-i=Vu-i=Vn-i=0, B.C.
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Modélisation
oe

Le modele

On cherche ¢ : (0,T) x Q > Retc: (0,T) x Q — R, telles que

016 = Ap
j= —esDp+ éﬁ;(qﬁ) + 9y F(9.0)
dic = A
0= —eAc+ ei £1() + 0uF (6, )

ol F est le potentiel de couplage,

F(¢,¢) = Bo*c — yd°c — a|Vo|*c+ 5| V|
< 04 F (¢, ¢) = 2Bpc — 3ydpc +2aV - (Vo) — 6V - (V¢)?,
< 0 F (¢, ¢) = —a|Ve|* + Bo* — 7¢°.
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Modélisation
[ ]

L'énergie du systeme

On définit I'énergie libre comme suit,

E:HY(Q) x H(Q) —R

(6,0) — /Q<%¢IV¢I2+%CIVCI2>+/Q(if¢(¢)+éfc(0)>
+/F(¢,c).
Q

Dissipation en temps de |'énergie

d
GE@.0 =M [ VP~ N [ Vil <0
Q Q
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Modélisation
[ ]

L'énergie du systeme

On définit I'énergie libre comme suit,

EHY(Q) x H(Q) —R

3eg 5  Bec 2 12 1
(6,0)— /Q(Tw + %1 >+/Q<;f¢(¢)+;fc(0)>

+/(—a|V¢|2c+5¢2c—v¢3c+6|w\4).
Q
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Modélisation
[ ]

L'énergie du systeme

On définit I'énergie libre comme suit,

EHY(Q) x H(Q) —R
3eg 5  Bec 2 12 1
(¢, c) —> /Q<T|V¢| +?|VC| )‘*‘/Q (;f¢(¢)+;fc(c)>
+/(—a|V¢|2c+5¢2c—v¢3c+6|w\4).
Q

Le terme de stabilisation permet de minorer |'énergie,
2.2

]

—alVele+3Vel' = (Vo] - So)” -
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Modélisation
[ ]

L'énergie du systeme

On définit I'énergie libre comme suit,

EHY(Q) x H(Q) —R
3eg 5  Bec 2 12 1
(6,¢) /Q(Tw + 22 v >+/Q<;f¢(¢)+;fc(0)>
+/(—a|V¢|2C+B¢20—7¢3C+5|V¢\4)~
Q

Le terme de stabilisation permet de minorer |'énergie,
2.2

]

—alVele+3Vel' = (Vo] - So)” -

Hypothese de dissipativité :

[fc(c) > Tlc2 -1, T1>0,79> 0.]
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Discrétisation en volumes finis
[ leJele]e]

Les volumes finis VF4 en 2D

Nous considérons un maillage M tel que la condition d’orthogonalité soit
vérifiée : [z, 2] L o= K|L.

Notations :

® Ensemble d’arétes intérieures de 2,
appartenant au volume K : 5}?’5

® Distance entre les centres de K et L :
dr,r =d(zk,2r)

® \ecteur normal sortant a K : figr,

® Longueur de o : m,

Mesure de K : mg
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Discrétisation en volumes finis

@0000

Les volumes finis VF4 en 2D

Nous considérons un maillage M tel que la condition d’orthogonalité soit
vérifiée : [z, 2] L o= K|L.
Notations :

® Ensemble d’arétes intérieures de 2,
appartenant au volume K : 5}?’5

® Distance entre les centres de K et L :
dr,r =d(zk,2r)

® \ecteur normal sortant a K : figr,

® Longueur de o : m,

® Mesure de K : mg

Inconnues aux centres : pour chaque maille K € M, on cherche
ux ~ u(zr). On note le vecteur d'inconnues up = (ug)kem € RN, N
le nombre de mailles dans M.
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Discrétisation en volumes finis
(o] Jele]e]

Discrétisation du probléme

o= K|L e gint,

K K o

UEE}}”
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Discrétisation en volumes finis
(o] Jele]e]

Discrétisation du probléme

o= K|L e gint,

K K o

UEE}?‘
Condition d'orthogonalité : xj, —zx = dx LK L.

_ =) — plzk)

Pour z € 0, Vpu(z)- kL
di,L

+O(lzp — zk])
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Discrétisation en volumes finis
(o] Jele]e]

Discrétisation du probléme

o= K|L e gint,
/aw:/m: Z _/w.ﬁKL VK € M
K K UEE}}” o
Condition d'orthogonalité : xj, —zx = dx LK L.

_ =) — plzk)

Pour z € 0, Vpu(z)- kL
di,L

+O(lzp — zk])

= —/Vu.ﬁg G2 et ICT9 Y e
- di,L

~ —%(u(mL) — nlz))
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Discrétisation en volumes finis
00e00

Le probleme discret

Connaissant (¢™ ¢ ) € RN x RV, trouver
MM

(¢n+1,unM+1, El,nle) € RNV x RN x RN x RN, tels que, pour tout K € M, on

(¢?(+1 B ¢7Il() Z Mo n+1 n+1
myg————— L = —_— ,
K AL , dK,L (/'L — Ky )
oceegint
m f
miiGtt =6 Yy (R - "“)+ o med o (D, ¢
oesmt ot
1
+mpcdf (%, o5 e, ),
(C?{-Hl - C?() Mo n+1 n+1
mg-———— 28 = _—
K AL . dxr (77K — g )
068}?"
m
mKn?(J’l:ec Z i 7 (c?;rl n+1)+ mdeC(cK,c"Jrl)
- K,L
cegint
+mid (S5, $3),

herita Castellan CANUM 2 CMAP - école polytechnique

Méthode volumes finis pour des é i illiard avec surfactants



Discrétisation en volumes finis
[e]e]e] Jo]

Estimation d'énergie discréte

Proposition (Estimation d'énergie discréte)

Soit ¢7 , € RN, € RN . Supposons qu'il existe une solution
(¢"+1,M"M+1, nM+1, nle) € RN x RN x RN x RN au probléme discret. L'égalité
suivante est alors verifiée, pour tout pas de temps At,

Atm"“\% m+ AR v+ F@RT ) = FoR <R

‘¢n+1 |cn+1

¢M‘1M+ _CM|1,M

+ Z mK( : (¢>K, IO = 0%) = Fo @™ T + fo(6™)]
€o

KeM

= [afe e gD ERH = ) = o™ 4 Fe(e™)

€c

+df (S5 o5 el (@R - 0%

+dl (¢, o7 (T — ) — F(e" T, ") + F(g™, c">) =o.
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Discrétisation en volumes finis
[e]e]e] Jo]

Estimation d'énergie discréte

Proposition (Estimation d'énergie discréte)

Soit ¢7 , € RN, € RN . Supposons qu'il existe une solution
(¢"+1,M"M+1, nM+1, nle) € RN x RN x RN x RN au probléme discret. L'égalité
suivante est alors verifiée, pour tout pas de temps At,

Atm"“\% m+ AR v+ F@RT ) = FoR <R

‘¢n+1 |cn+1

¢M‘1M+ _CM|1,M

1
+ Z m (; [di¢(¢>}‘<, SI(GR = 87) = Fo (@™ ) + (™))
KeM
1 ,
+ — [l (e f R = ) = el T 4 fe(e™)]
+df (oF, o7 e, (T — o%)

+dE (of T — ) = F(o™ T MY + F(o™, c">) =o.
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Discrétisation en volumes finis
[e]e]ele] ]

Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte a avoir

fo@i) — fo(0%) . n+1)_fc(c b — felck)

(¢n+1 n ) c (CK’ ( n+1 cy;{)

Al (@5, o7t =

o d1? (G5, OB — B5) — Fa(@) + (@) =0

o dLo (e, ) (et = ) = felct™) + fe(c) = 0.

herita Castellano CANUM 2024 CMAP - école polytechnique

e volumes finis pour des équations de Cahn-Hilliard avec surfactants



Discrétisation en volumes finis
[e]e]ele] ]

Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte a avoir

fo@i) — fo(0%) . n+1)_fc(c b — felck)

(¢n+1 n ) c (CK’ ( n+1 cy;{)

Al (@5, o7t =

On rappelle F(¢,c) = Bp2c — v¢Pc — a|Vo|2c + 6| V|4
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Discrétisation en volumes finis
[e]e]ele] ]

Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte a avoir

fo@i) — fo(0%) . n+1)_fc(c b — felck)

(¢n+1 n ) c (CK’ ( n+1 cy};,{)

Al (@5, o7t =

On rappelle F(¢,c) = Bd%c — v¢3c — a|V¢|?

F1 Fa
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Discrétisation en volumes finis
[e]e]ele] ]

Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte a avoir

fo@i) — fo(0%) . n+1)_fc(c b — felck)

(¢n+1 n ) c (CK’ ( n+1 cy};,{)

Al (@5, o7t =

On rappelle F(¢,c) = Bd%c — v¢3c — a|V¢|?

F1 Fa

dFl (¢K7¢’n+1 CK’C;L{+1)(¢?(+1 _ ¢7}7,<) +dF1 (¢Tk,¢n+l)(cn+1 _ C”}L{)

— Fi(¢i i) + (¢, k) = 0.
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Discrétisation en volumes finis
[e]e]ele] ]

Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte a avoir

Fo gn, gty _ 0O —Jo(08)  po i oy _ JelRT) = FeleR)
d¢ (¢K’¢K ) (¢n+l ¢TIL{) , dg (CK7 ) - (C’;(+1 C?()

On rappelle F(¢,c) = Bp%c — v¢3c — a|Ve|2c 46|V o|4,
N——

By Fa

dgt (9, 85 @GR = 0) + dE (B, dRT (R = k)

— Fu(¢ ) + Fu(el, ) = 0.

dj? <¢"+1><¢"+1 —6%) F2(¢;;+1> + B (6)

TL n n 2
+1 +1)2 ( _¢L)2)
UEE”‘" KL
5 n n n n n n
+3 y G A M T A S A
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Discrétisation en volumes finis
[e]e]ele] ]

Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte a avoir

Fo gn, gty _ 0O —Jo(08)  po i oy _ JelRT) = FeleR)
d¢ (¢K’¢K ) (¢n+l ¢TIL{) , dg (CK7 ) - (C’;(+1 C?()

On rappelle F(¢,c) = Bp%c — v¢3c — a|Ve|2c 46|V o|4,
N——

By Fa

dgt (9, 85 @GR = 0) + dE (B, dRT (R = k)

— Fu(¢ ) + Fu(el, ) = 0.

dj? <¢"+1><¢"+1 —6%) F2(¢;;+1> + B (6)

TL n n 2
+1 +1)2 ( _ ¢L)2)
UEE”‘" KL
5 n n n n n n
+3 D F@RT T @R - et ok + 61)7 = 011+ 1),
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Discrétisation en volumes finis
L]

Estimation d'énergie discréte

Proposition (Estimation d'énergie discréte)

Soit ¢’ € RY, chy € RN Supposons qu'il existe une solution
(¢n+1 n+1, El,nn+1) € RN x RN x RN x RN au probléme discret. L'égalité
suivante est alors vérifiée, pour tout pas de temps At,

At\u"“\’i‘ M AUTE o FoR T Y — F(eRs <)

1 1
‘¢n+ *¢M‘1M+—|C"+ *CxAll,M

Lide,n n n n n n
’ Z mK(%[dﬁwKw;l)(qbK“ —0%) = o (&™) + fy (™))
Kem

= [afe (e g ERH = ) = S 4 Fe(e™)

€c

+df (85, o5 el TR — o)

+dl (6%, T — ) = F(e™ T, MY + F(o™, c")) =o.
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Discrétisation en volumes finis
L]

Estimation d'énergie discréte

Proposition (Estimation d'énergie discréte)

Soit ¢}, € RN, chy € RN . Supposons qu'il existe une solution

(¢"+1 "+1, ﬂl,n"+1) € RNV x RN x RN x RN au probléme discret. L'égalité
suivante est alors vérifiée, pour tout pas de temps At,

At|p"+1|1M + AR o+ FO o) — F(ohy, chg)

|¢"+1 — I+ —Ic"+1 — Al M+ 0(T1+ T2) =0.

On a noté |.|1, o la semi-norme H? discréte.

Margherita Castellano CANUM 2024 CMAP - école polytechnique
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Discrétisation en volumes finis

Existence de solutions discretes

Proposition (Existence de solutions discretes)

Soit (¢4, chy) € RN x RN, Supposons que f,(¢) et f.(c) satisfont
I'hypothése de dissipativité suivante

lim inf fg(¢) >0, lim inf f’(c) >0
P|—o0

|l le[—o0

et que les discrétisations semi-implicites dij’, dle, dg et df’ satisfont
I'hypothése de croissance polynomiale. De plus, supposons que la
condition suivante est aussi vérifiée,

2
TP a’p d(zp,0) dlzg,0)

- > 0.
€ 5 <1+ e <d(xK,U)’ d(zp,0) 20

Alors, il existe au moins une solution
(it it et gty € RY x RN x RN x RN au probléme discret.
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Discrétisation en volumes finis

Degré topologique

[ P : Trouver u € W tel que F(u) =0. J

Pour tout p € [0, 1], soit P, tel que
0P =",
® pour p = 0 le probleme Py admet une solution dans W ;
® 3R > 0 tel que, pour tout p € [0, 1],

w solution de P, et |wl|yw < R = ||w|w # R.

~~ Estimations a priori.

Alors, il existe au moins une solution au probléme P;. ‘
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Discrétisation en volumes finis

Estimations des solutions a priori

Pour borner les solutions, on a besoin du terme de stabilisation,

2 : Mo pi1) n+1 n+1 P mo n+1 n+1 4
—ap ﬂcg |¢K — L |
segint aesmt
+1 _ gn+l2 1\ 2 1
R . gt — 72 2acnt sa?(cpt)?
T Mo CK,L 2 T S ’
- K,L
cegint

et on utilise le fait que 311 > 0, 70 > 0, tels que f.(c) > 11> —
pour borner le deuxiéme terme quadratique. Ce qui donne la
condition

TP @ (1 + max (d(fULaU) de?U))) =0

CANUM 2024 CMAP - école polytechnique
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Convergence

Proposition (Existence des limites)

© | existe des fonctions ¢, i, ¢, n € L*(S)) telles que (3
sous-suite prés) on a o — P, g — [, CA —> C eENag — 7).

@® De plus, ces fonctions sont H' () et on a convergence faible
pour les gradients, Vo — Vo, Vup — Vu, Veyr — Ve,
Vim — Vn, dans (L2(Q))%.
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Convergence

Proposition (Existence des limites)

© | existe des fonctions ¢, i, ¢, n € L*(S)) telles que (3
sous-suite prés) on a o — P, g — [, CA —> C eENag — 7).

@® De plus, ces fonctions sont H' () et on a convergence faible
pour les gradients, Vo — Vo, Vup — Vu, Veyr — Ve,
Vim — Vn, dans (L2(Q))%.

Passage a la limite :

~+ Pour les termes du Cahn-Hilliard classique (NageT 2016).

~~ Difficulté : termes de couplage

Margherita Castellano CANUM 2024 CMAP - école polytechnique

Méthode volumes finis pour des équations de Cahn-Hilliard avec surfactants



Convergence
[e] Te]e]

Convergence des termes de couplage vers la solution continue

Passage a la limite pour les termes de couplage :

0yF (9, ¢) = 2B¢c — 3y¢°c +2aV - (V) = 6V - (Vo|Vo[?),
OcF(¢,¢) = —alVo[* + f¢* — 7¢°.
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Convergence des termes de couplage vers la solution continue

Passage a la limite pour les termes de couplage :

pF(6,¢) = 2Bdc — 3y6%c +| 2aV - (V) | - 3V - (Vg| Vo ?),
0eF(6,¢) = —al Vo[ + B¢? — 16",

Pour ¢ € C*

Q o | |
c Vo
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Convergence des termes de couplage vers la solution continue

Passage a la limite pour les termes de couplage :
O F (¢, ¢) = 2B — 3v¢°c +2aV - (¢V§) — 6V - (Vo|Vo|?),

0eF(6,¢) = +o? —0”,

Pour ¢ € C*°

/ AV Vot = / 206V - (Voah).
6 Vo
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Convergence des termes de couplage vers la solution continue

Passage a la limite pour les termes de couplage :

Dy F(6,¢) = 2Béc — 376°c + 20V - (V) =6V - (V| VoP?)
DeF(9,¢) = —al Vo[ + Be* — 76

)

Pour ¢ € C*

/ OV - (Vopal Vo2 = / 51V i 2V e - V.
Q Q L
Vo
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Convergence faible du gradient pour VF4

Définition du gradient discret

UL~ uK
Voupn = dK,L
0 pour o € £,

pour o € £M

Voup — Vu  dans (L2(Q))<.

. o 2 2
[ T [Vl 7 ||Vu||L2(m-]
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Convergence faible du gradient pour VF4

Définition du gradient discret

ur — UK
d—

. ¥ pour o € £M
Voupm = K,L

0 pour o € £,
Voup — Vu  dans (L2(Q))<.

. o 2 2
[ T [Vl 7 ||Vu||L2(m-]

Pour le probleme de Poisson :

s o 2 _
i V7wl = d [ f@)ula) = —d | Au()u(z) = d|Vulag
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Potentielles approches alternatives pour prouver la convergence

©® (BraDJI et HERBIN 2008) convergence de [, [V |2
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Potentielles approches alternatives pour prouver la convergence

©® (BraDJI et HERBIN 2008) convergence de [, [Voa|?
® Discrétisation en DDFV

® reconstruction totale du gradient

® maillages non conformes

® plus de condition d'orthogonalité

® utile pour le couplage avec Navier - Stokes plus tard
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Simulations numériques - décomposition spinodale

i

Figure : Séparation eau - air, modéle sans surfactants Figure : Séparation eau - air, modéle avec surfactants

Figure : Séparation eau - air, modéle avec surfactants

Figure : Distribution des surfactants
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Simulations numériques
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Simulations numériques - une bulle d’air dans I'eau

Figure : Dynamique des surfactants autour d'une bulle

e Figure : Une bulle d'air dans |'eau
d’air

erita Castella CAN 20 cole polytechnique

de volumes finis pour des équations de Cahn-Hilliard avec surfactants 20 /21



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton4'){ocgs[i].state=false;}}



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton5'){ocgs[i].state=false;}}



Simulations numériques
ooe

Simulations numériques - des bulles d'air dans I'eau

Figure : Dynamique des surfactants dans de |'eau avec

des bulles Figure : Séparation de phases, eau avec des bulles
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