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Les surfactants

• Structure amphipathique
• Exemples de surfactants : savon, membrane cellulaire
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Les surfactants

• Structure amphipathique
• Exemples de surfactants : savon, membrane cellulaire
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Utilisation des surfactants :
• applications en micro fluidique ( Liu et

Zhang 2010)
• imagerie micro cellulaire
• administration de médicaments

• libération contrôlée ou protection de
certains ingrédients (probiotiques)
(Zychowski 2015)

• modélisation de la propagation des
cellules cancereuses (Cahn Hilliard +
Navier Stokes) (Elbar et Poulain
2023)

Figure : Nicolson et
Mattos 2021
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Le modèle

On cherche ϕ : (0, T ) × Ω → RN tel que
∂tϕ = ∆µ

µ = −ϵϕ∆ϕ+ 1
ϵϕ
f ′

ϕ(ϕ)

∇ϕ · n⃗ = ∇µ · n⃗ = 0, B.C.
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fϕ(ϕ) = 1
4(ϕ2−1)2, fc(c) = c2(1−c)2.

Figure : Potentiel c

Margherita Castellano CANUM 2024 CMAP - école polytechnique
Méthode volumes finis pour des équations de Cahn-Hilliard avec surfactants 3 / 21



Motivations Modélisation Discrétisation en volumes finis Convergence Simulations numériques

Le modèle

On cherche ϕ : (0, T ) × Ω → R et c : (0, T ) × Ω → R, telles que

∂tϕ = ∆µ

µ = −ϵϕ∆ϕ+ 1
ϵϕ
f ′

ϕ(ϕ) + ∂ϕF (ϕ, c)

∂tc = ∆η

η = −ϵc∆c+ 1
ϵc
f ′

c(c) + ∂cF (ϕ, c)

∇ϕ · n⃗ = ∇c · n⃗ = ∇µ · n⃗ = ∇η · n⃗ = 0, B.C.

où fϕ et fc sont les potentiels double puits classiques de Cahn-Hilliard,

Figure : Potentiel ϕ

fϕ(ϕ) = 1
4(ϕ2−1)2, fc(c) = c2(1−c)2.

Figure : Potentiel c

Margherita Castellano CANUM 2024 CMAP - école polytechnique
Méthode volumes finis pour des équations de Cahn-Hilliard avec surfactants 3 / 21



Motivations Modélisation Discrétisation en volumes finis Convergence Simulations numériques

Le modèle

On cherche ϕ : (0, T ) × Ω → R et c : (0, T ) × Ω → R, telles que

∂tϕ = ∆µ

µ = −ϵϕ∆ϕ+ 1
ϵϕ
f ′

ϕ(ϕ) + ∂ϕF (ϕ, c)

∂tc = ∆η

η = −ϵc∆c+ 1
ϵc
f ′
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où F est le potentiel de couplage,

F (ϕ, c) = βϕ2c− γϕ3c− α|∇ϕ|2c+ δ|∇ϕ|4.
↪→ ∂ϕF (ϕ, c) = 2βϕc− 3γϕ2c+ 2α∇ · (c∇ϕ) − δ∇ · (∇ϕ)3,

↪→ ∂cF (ϕ, c) = −α|∇ϕ|2 + βϕ2 − γϕ3.
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L’énergie du système

On définit l’énergie libre comme suit,

E : H1(Ω) × H1(Ω) −→ R

(ϕ, c) 7−→
∫

Ω

(
ϵϕ

2
|∇ϕ|2 +

ϵc

2
|∇c|2

)
+

∫
Ω

(
1
ϵϕ

fϕ(ϕ) +
1
ϵc

fc(c)
)

+
∫

Ω
F (ϕ, c).

Dissipation en temps de l’énergie

d

dt
E(ϕ, c) = −M0

∫
Ω

|∇µ|2 −N0

∫
Ω

|∇η|2 ≤ 0
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Hypothèse de dissipativité :

fc(c) ≥ τ1c
2 − τ2, τ1 > 0, τ2 ≥ 0.
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Les volumes finis VF4 en 2D

Nous considérons un maillage M tel que la condition d’orthogonalité soit
vérifiée : [xK , xL] ⊥ σ = K|L.

Notations :
• Ensemble d’arêtes intérieures de Ω,

appartenant au volume K : E int
K

• Distance entre les centres de K et L :
dK,L = d(xK , xL)

• Vecteur normal sortant à K : n⃗KL

• Longueur de σ : mσ

• Mesure de K : mK

K

xK

Ln⃗KL

σ = K|L

xL
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Inconnues aux centres : pour chaque maille K ∈ M, on cherche
uK ≈ u(xK). On note le vecteur d’inconnues uM = (uK)K∈M ∈ RN , N
le nombre de mailles dans M.
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Discrétisation du problème

σ = K|L ∈ Eint.∫
K

∂tϕ =
∫

K

∆µ =
∑

σ∈Eint
K

−
∫

σ

∇µ · n⃗KL ∀K ∈ M
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K

∂tϕ =
∫

K

∆µ =
∑

σ∈Eint
K

−
∫

σ

∇µ · n⃗KL ∀K ∈ M

Condition d’orthogonalité : xL − xK = dK,Ln⃗KL.

Pour x ∈ σ, ∇µ(x) · n⃗KL =
µ(xL) − µ(xK)

dK,L
+ O(|xL − xK |)
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∫
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mσ

dK,L
(µ(xL) − µ(xK))
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Le problème discret
Connaissant (ϕn

M, cn
M) ∈ RN × RN , trouver

(ϕn+1
M , µn+1

M , cn+1
M , ηn+1

M ) ∈ RN × RN × RN × RN , tels que, pour tout K ∈ M, on
a :

mK

(ϕn+1
K − ϕn

K)
∆t

= −
∑

σ∈Eint
K

mσ

dK,L
(µn+1

K − µn+1
L ),

mKµn+1
K = ϵϕ

∑
σ∈Eint

K

mσ

dK,L
(ϕn+1

K − ϕn+1
L ) +

1
ϵϕ

mKd
fϕ

ϕ
(ϕn

K , ϕn+1
K )

+ mKdF
ϕ (ϕn

K , ϕn+1
K , cn

K , cn+1
K ),

mK

(cn+1
K − cn

K)
∆t

= −
∑

σ∈Eint
K

mσ

dK,L
(ηn+1

K − ηn+1
L )

mKηn+1
K = ϵc

∑
σ∈Eint

K

mσ

dK,L
(cn+1

K − cn+1
L ) +

1
ϵc

mKdfc
c (cn

K , cn+1
K )

+ mKdF
c (ϕn

K , ϕn+1
K ),
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Estimation d’énergie discrète

Proposition (Estimation d’énergie discrète)
Soit ϕn

M ∈ RN , cn
M ∈ RN . Supposons qu’il existe une solution

(ϕn+1
M , µn+1

M , cn+1
M , ηn+1

M ) ∈ RN × RN × RN × RN au problème discret. L’égalité
suivante est alors verifiée, pour tout pas de temps ∆t,

∆t|µn+1
M |2

1,M + ∆t|ηn+1
M |2

1,M + F(ϕ
n+1
M , c

n+1
M ) − F(ϕ

n
M, c

n
M)

+
ϵϕ

2
|ϕn+1

M − ϕ
n
M|2

1,M +
ϵc

2
|cn+1

M − c
n
M|2

1,M

+
∑

K∈M

mK

(
1

ϵϕ

[
d

fϕ
ϕ

(ϕ
n
K , ϕ

n+1
K

)(ϕ
n+1
K

− ϕ
n
K ) − fϕ(ϕ

n+1) + fϕ(ϕ
n)]

+
1
ϵc

[
d

fc
c (c

n
K , c

n+1
K

)(c
n+1
K

− c
n
K ) − fc(c

n+1) + fc(c
n)]

+ d
F
ϕ (ϕ

n
K , ϕ

n+1
K

, c
n
K , c

n+1
K

)(ϕ
n+1
K

− ϕ
n
K )

+ d
F
c (ϕ

n
K , ϕ

n+1
K

)(c
n+1
K

− c
n
K ) − F (ϕ

n+1
, c

n+1) + F (ϕ
n

, c
n)

)
= 0.

On a noté |.|1,M la semi-norme H1 discrète.
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1,M + ∆t|ηn+1
M |2

1,M + F(ϕ
n+1
M , c

n+1
M ) − F(ϕ

n
M, c

n
M)

+
ϵϕ

2
|ϕn+1

M − ϕ
n
M|2

1,M +
ϵc

2
|cn+1

M − c
n
M|2

1,M

+
∑

K∈M

mK

(
1

ϵϕ

[
d

fϕ
ϕ

(ϕ
n
K , ϕ

n+1
K

)(ϕ
n+1
K

− ϕ
n
K ) − fϕ(ϕ

n+1) + fϕ(ϕ
n)]

+
1
ϵc

[
d

fc
c (c

n
K , c

n+1
K

)(c
n+1
K

− c
n
K ) − fc(c

n+1) + fc(c
n)]

+ d
F
ϕ (ϕ

n
K , ϕ

n+1
K

, c
n
K , c

n+1
K

)(ϕ
n+1
K

− ϕ
n
K )

+ d
F
c (ϕ

n
K , ϕ

n+1
K

)(c
n+1
K

− c
n
K ) − F (ϕ

n+1
, c

n+1) + F (ϕ
n

, c
n)

)
= 0.

On a noté |.|1,M la semi-norme H1 discrète.
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Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte à avoir

d
fϕ

ϕ
(ϕn

K , ϕn+1
K ) =

fϕ(ϕn+1
K ) − fϕ(ϕn

K)
(ϕn+1

K − ϕn
K)

, dfc
c (cn

K , cn+1
K ) =

fc(cn+1
K ) − fc(cn

K)
(cn+1

K − cn
K)

,

⇝ d
fϕ

ϕ
(ϕn

K , ϕn+1
K )(ϕn+1

K − ϕn
K) − fϕ(ϕn+1

K ) + fϕ(ϕn
K) = 0

⇝ dfc
c (cn

K , cn+1
K )(cn+1

K − cn
K) − fc(cn+1

K ) + fc(cn
K) = 0.
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Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte à avoir

d
fϕ

ϕ
(ϕn

K , ϕn+1
K ) =

fϕ(ϕn+1
K ) − fϕ(ϕn

K)
(ϕn+1

K − ϕn
K)

, dfc
c (cn

K , cn+1
K ) =

fc(cn+1
K ) − fc(cn

K)
(cn+1

K − cn
K)

,

On rappelle F (ϕ, c) = βϕ2c − γϕ3c − α|∇ϕ|2c + δ|∇ϕ|4
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Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte à avoir

d
fϕ

ϕ
(ϕn

K , ϕn+1
K ) =

fϕ(ϕn+1
K ) − fϕ(ϕn

K)
(ϕn+1

K − ϕn
K)

, dfc
c (cn

K , cn+1
K ) =

fc(cn+1
K ) − fc(cn

K)
(cn+1

K − cn
K)

,

On rappelle F (ϕ, c) = βϕ2c − γϕ3c − α|∇ϕ|2c︸ ︷︷ ︸
F1

+δ|∇ϕ|4︸ ︷︷ ︸
F2

,
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Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte à avoir

d
fϕ

ϕ
(ϕn

K , ϕn+1
K ) =

fϕ(ϕn+1
K ) − fϕ(ϕn

K)
(ϕn+1

K − ϕn
K)

, dfc
c (cn

K , cn+1
K ) =

fc(cn+1
K ) − fc(cn

K)
(cn+1

K − cn
K)

,

On rappelle F (ϕ, c) = βϕ2c − γϕ3c − α|∇ϕ|2c︸ ︷︷ ︸
F1

+δ|∇ϕ|4︸ ︷︷ ︸
F2

,

dF1
ϕ

(ϕn
K , ϕn+1

K , cn
K , cn+1

K )(ϕn+1
K − ϕn

K) + dF1
c (ϕn

K , ϕn+1
K )(cn+1

K − cn
K)

− F1(ϕn+1
K , cn+1

K ) + F1(ϕn
K , cn

K) = 0.
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Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte à avoir

d
fϕ

ϕ
(ϕn

K , ϕn+1
K ) =

fϕ(ϕn+1
K ) − fϕ(ϕn

K)
(ϕn+1

K − ϕn
K)

, dfc
c (cn

K , cn+1
K ) =

fc(cn+1
K ) − fc(cn

K)
(cn+1

K − cn
K)

,

On rappelle F (ϕ, c) = βϕ2c − γϕ3c − α|∇ϕ|2c︸ ︷︷ ︸
F1

+δ|∇ϕ|4︸ ︷︷ ︸
F2

,

dF1
ϕ

(ϕn
K , ϕn+1

K , cn
K , cn+1

K )(ϕn+1
K − ϕn

K) + dF1
c (ϕn

K , ϕn+1
K )(cn+1

K − cn
K)

− F1(ϕn+1
K , cn+1

K ) + F1(ϕn
K , cn

K) = 0.

dF2
ϕ

(ϕn+1
K )(ϕn+1

K − ϕn
K) − F2(ϕn+1

K ) + F2(ϕn
K)

=
δ

4

∑
σ∈Eint

mσ

d3
K,L

(
(ϕn+1

K − ϕn+1
L )2 − (ϕn

K − ϕn
L)2

)2

+
δ

2

∑
σ∈Eint

mσ

d3
K,L

(ϕn+1
K − ϕn+1

L )2(ϕn+1
K − ϕn+1

L − ϕn
K + ϕn

L)2.
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Discrétisation des différentielles des potentiels

On construit les discrétisations semi-implicites de sorte à avoir

d
fϕ

ϕ
(ϕn

K , ϕn+1
K ) =

fϕ(ϕn+1
K ) − fϕ(ϕn

K)
(ϕn+1

K − ϕn
K)

, dfc
c (cn

K , cn+1
K ) =

fc(cn+1
K ) − fc(cn

K)
(cn+1

K − cn
K)

,

On rappelle F (ϕ, c) = βϕ2c − γϕ3c − α|∇ϕ|2c︸ ︷︷ ︸
F1

+δ|∇ϕ|4︸ ︷︷ ︸
F2

,

dF1
ϕ

(ϕn
K , ϕn+1

K , cn
K , cn+1

K )(ϕn+1
K − ϕn

K) + dF1
c (ϕn

K , ϕn+1
K )(cn+1

K − cn
K)

− F1(ϕn+1
K , cn+1

K ) + F1(ϕn
K , cn

K) = 0.

dF2
ϕ

(ϕn+1
K )(ϕn+1

K − ϕn
K) − F2(ϕn+1

K ) + F2(ϕn
K)

=
δ

4

∑
σ∈Eint

mσ

d3
K,L

(
(ϕn+1

K − ϕn+1
L )2 − (ϕn

K − ϕn
L)2

)2

+
δ

2

∑
σ∈Eint

mσ

d3
K,L

(ϕn+1
K − ϕn+1

L )2(ϕn+1
K − ϕn+1

L − ϕn
K + ϕn

L)2 = δ(T1 + T2).
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Estimation d’énergie discrète

Proposition (Estimation d’énergie discrète)
Soit ϕn

M ∈ RN , cn
M ∈ RN . Supposons qu’il existe une solution

(ϕn+1
M , µn+1

M , cn+1
M , ηn+1

M ) ∈ RN × RN × RN × RN au problème discret. L’égalité
suivante est alors vérifiée, pour tout pas de temps ∆t,

∆t|µn+1
M |2

1,M + ∆t|ηn+1
M |2

1,M + F(ϕ
n+1
M , c

n+1
M ) − F(ϕ

n
M, c

n
M)

+
ϵϕ

2
|ϕn+1

M − ϕ
n
M|2

1,M +
ϵc

2
|cn+1

M − c
n
M|2

1,M

+
∑

K∈M

mK

(
1

ϵϕ

[
d

fϕ
ϕ

(ϕ
n
K , ϕ

n+1
K

)(ϕ
n+1
K

− ϕ
n
K ) − fϕ(ϕ

n+1) + fϕ(ϕ
n)]

+
1
ϵc

[
d

fc
c (c

n
K , c

n+1
K

)(c
n+1
K

− c
n
K ) − fc(c

n+1) + fc(c
n)]

+ d
F
ϕ (ϕ

n
K , ϕ

n+1
K

, c
n
K , c

n+1
K

)(ϕ
n+1
K

− ϕ
n
K )

+ d
F
c (ϕ

n
K , ϕ

n+1
K

)(c
n+1
K

− c
n
K ) − F (ϕ

n+1
, c

n+1) + F (ϕ
n

, c
n)

)
= 0.

On a noté |.|1,M la semi-norme H1 discrète.
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Estimation d’énergie discrète

Proposition (Estimation d’énergie discrète)
Soit ϕn

M ∈ RN , cn
M ∈ RN . Supposons qu’il existe une solution

(ϕn+1
M , µn+1

M , cn+1
M , ηn+1

M ) ∈ RN × RN × RN × RN au problème discret. L’égalité
suivante est alors vérifiée, pour tout pas de temps ∆t,

∆t|µn+1
M |21,M + ∆t|ηn+1

M |21,M + F(ϕn+1
M , cn+1

M ) − F(ϕn
M, cn

M)

+
ϵϕ

2
|ϕn+1

M − ϕn
M|21,M +

ϵc

2
|cn+1

M − cn
M|21,M + δ(T1 + T2) = 0.

On a noté |.|1,M la semi-norme H1 discrète.
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Existence de solutions discrètes

Proposition (Existence de solutions discrètes)
Soit (ϕn

M, cn
M) ∈ RN × RN . Supposons que fϕ(ϕ) et fc(c) satisfont

l’hypothèse de dissipativité suivante

lim
|ϕ|→∞

inf f ′′
ϕ (ϕ) > 0, lim

|c|→∞
inf f ′′

c (c) > 0

et que les discrétisations semi-implicites dfϕ

ϕ , dfc
c , dF

ϕ et dF
c satisfont

l’hypothèse de croissance polynomiale. De plus, supposons que la
condition suivante est aussi vérifiée,

τ1ρ

ϵc
− α2ρ

δ

(
1 + max

σ∈Eint

(
d(xL, σ)
d(xK , σ) ,

d(xK , σ)
d(xL, σ)

))
≥ 0.

Alors, il existe au moins une solution
(ϕn+1

M , µn+1
M , cn+1

M , ηn+1
M ) ∈ RN × RN × RN × RN au problème discret.
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Degré topologique

P : Trouver u ∈ W tel que F(u) = 0.

Pour tout ρ ∈ [0, 1], soit Pρ tel que
1 P1 = P ;
2 pour ρ = 0 le problème P0 admet une solution dans W ;
3 ∃R > 0 tel que, pour tout ρ ∈ [0, 1],

w solution de Pρ et ∥w∥W < R ⇒ ∥w∥W ̸= R.

⇝ Estimations a priori.
Alors, il existe au moins une solution au problème P1.
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Estimations des solutions à priori

Pour borner les solutions, on a besoin du terme de stabilisation,

−αρ
∑

σ∈Eint

mσ

dK,L
cn+1

σ |ϕn+1
K − ϕn+1

L |2 +
δρ

4

∑
σ∈Eint

mσ

d3
K,L

|ϕn+1
K − ϕn+1

L |4

=
δρ

4

∑
σ∈Eint

mσdK,L

[(
|ϕn+1

K − ϕn+1
L |2

d2
K,L

−
2αcn+1

σ

δ

)2

−
4α2(cn+1

σ )2

δ2

]
,

et on utilise le fait que ∃τ1 > 0, τ2 ≥ 0, tels que fc(c) ≥ τ1c
2 − τ2

pour borner le deuxième terme quadratique. Ce qui donne la
condition

τ1ρ

ϵc
− α2ρ

δ

(
1 + max

σ∈Eint

(
d(xL, σ)
d(xK , σ) ,

d(xK , σ)
d(xL, σ)

))
≥ 0.
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Convergence

Proposition (Existence des limites)

1 Il existe des fonctions ϕ, µ, c, η ∈ L2(Ω) telles que (à
sous-suite près) on a ϕM → ϕ, µM ⇀ µ, cM → c et ηM ⇀ η.

2 De plus, ces fonctions sont H1(Ω) et on a convergence faible
pour les gradients, ∇ϕM ⇀ ∇ϕ, ∇µM ⇀ ∇µ, ∇cM ⇀ ∇c,
∇ηM ⇀ ∇η, dans (L2(Ω))d.
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Convergence

Proposition (Existence des limites)

1 Il existe des fonctions ϕ, µ, c, η ∈ L2(Ω) telles que (à
sous-suite près) on a ϕM → ϕ, µM ⇀ µ, cM → c et ηM ⇀ η.

2 De plus, ces fonctions sont H1(Ω) et on a convergence faible
pour les gradients, ∇ϕM ⇀ ∇ϕ, ∇µM ⇀ ∇µ, ∇cM ⇀ ∇c,
∇ηM ⇀ ∇η, dans (L2(Ω))d.

Passage à la limite :

⇝ Pour les termes du Cahn-Hilliard classique (Nabet 2016).

⇝ Difficulté : termes de couplage
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Convergence des termes de couplage vers la solution continue

Passage à la limite pour les termes de couplage :

∂ϕF (ϕ, c) = 2βϕc− 3γϕ2c+ 2α∇ · (c∇ϕ) − δ∇ · (∇ϕ|∇ϕ|2),
∂cF (ϕ, c) = −α|∇ϕ|2 + βϕ2 − γϕ3.
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Convergence des termes de couplage vers la solution continue

Passage à la limite pour les termes de couplage :

∂ϕF (ϕ, c) = 2βϕc− 3γϕ2c+ 2α∇ · (c∇ϕ) − δ∇ · (∇ϕ|∇ϕ|2),

∂cF (ϕ, c) = −α|∇ϕ|2 + βϕ2 − γϕ3.

Pour ψ ∈ C∞
c∫

Ω
2α∇ · (cM∇ϕM)ψ = −

∫
Ω

2αcM∇ϕM · ∇ψ.

c ∇ϕ
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Convergence des termes de couplage vers la solution continue

Passage à la limite pour les termes de couplage :

∂ϕF (ϕ, c) = 2βϕc− 3γϕ2c+ 2α∇ · (c∇ϕ) − δ∇ · (∇ϕ|∇ϕ|2),

∂cF (ϕ, c) = −α|∇ϕ|2 + βϕ2 − γϕ3.

Pour ψ ∈ C∞
c ∫

Ω
−α∇ϕM · ∇ϕMψ =

∫
Ω

2αϕM∇ · (∇ϕMψ).

ϕ ∇ϕ
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Convergence des termes de couplage vers la solution continue

Passage à la limite pour les termes de couplage :

∂ϕF (ϕ, c) = 2βϕc− 3γϕ2c+ 2α∇ · (c∇ϕ) −δ∇ · (∇ϕ|∇ϕ|2) ,

∂cF (ϕ, c) = −α|∇ϕ|2 + βϕ2 − γϕ3.

Pour ψ ∈ C∞
c∫

Ω
−δ∇ · (∇ϕM|∇ϕM|2)ψ =

∫
Ω
δ|∇ϕM|2∇ϕM · ∇ψ.

∇ϕ
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Convergence faible du gradient pour VF4

Définition du gradient discret

∇σuM :=


d
uL − uK

dK,L
pour σ ∈ E int

0 pour σ ∈ Eext.

∇σuM ⇀ ∇u dans (L2(Ω))d.

lim
N→∞

∥∇σuM∥2
L2(Ω) ̸= ∥∇u∥2

L2(Ω).
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Convergence faible du gradient pour VF4

Définition du gradient discret

∇σuM :=


d
uL − uK

dK,L
pour σ ∈ E int

0 pour σ ∈ Eext.

∇σuM ⇀ ∇u dans (L2(Ω))d.

lim
N→∞

∥∇σuM∥2
L2(Ω) ̸= ∥∇u∥2

L2(Ω).

Pour le problème de Poisson :

lim
N→∞

∥∇σuM∥2
L2(Ω) = d

∫
Ω
f(x)u(x) = −d

∫
Ω

∆u(x)u(x) = d∥∇u∥2
L2(Ω)
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Potentielles approches alternatives pour prouver la convergence

1 (Bradji et Herbin 2008) convergence de
∫

Ω |∇ϕM|2
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Potentielles approches alternatives pour prouver la convergence

1 (Bradji et Herbin 2008) convergence de
∫

Ω |∇ϕM|2

2 Discrétisation en DDFV
• reconstruction totale du gradient
• maillages non conformes
• plus de condition d’orthogonalité
• utile pour le couplage avec Navier - Stokes plus tard
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Simulations numériques - décomposition spinodale

Figure : Séparation eau - air, modèle sans surfactants Figure : Séparation eau - air, modèle avec surfactants

Figure : Séparation eau - air, modèle avec surfactants Figure : Distribution des surfactants
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Simulations numériques - une bulle d’air dans l’eau

Figure : Dynamique des surfactants autour d’une bulle
d’air Figure : Une bulle d’air dans l’eau
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Simulations numériques - des bulles d’air dans l’eau

Figure : Dynamique des surfactants dans de l’eau avec
des bulles Figure : Séparation de phases, eau avec des bulles
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