METHODES NUMERIQUES AVANCEES ET CALCUL HAUTE
PERFORMANCE POUR LA SIMULATION DE PHENOMENES
COMPLEXES

TRAVAUX PRATIQUES II - METHODE PARAREEL

M. MAssOT L. SERIES
JEUDI 11 JANVIER 2018

1 Introduction et contexte

Ces travaux pratiques ont pour but d’expérimenter et de comprendre la mise en ceuvre de ’algo-
rithme Pararéel dans trois configurations de complexité croissante. Elles permettent d’aborder
a la fois les cas de systémes d’équations différentiels ordinaires et les équations aux dérivées
partielles. Pendant la phase proposée en salle de classe, les premiers exemples ont été traités
afin de s’assurer que les notions sont bien comprises et les codes bien utilisés. Le TP dans son
ensemble doit ensuite faire 'objet d’une rédaction incluant un choix de résultats et une syn-
these. L’évaluation sera faite sur la qualité des interprétations proposées de la mise en ceuvre
de 'algorithme et sur la pertinence des cas-tests choisis pour illustrer le propos. L’export de
figure depuis les notebook permet de faciliter les choses mais ne remplace pas une analyse de
ce qui se passe.

2 Brusselator

Présentation du modéle

Le modéle du Brusselator [7] est un exemple de modéle de réaction chimique autocatalytique
[5, 2|. 11 s’écrit sous la forme du systéme suivant :

diyi(t) =1 —|—y1( Jya(t) — 4y (1),
dy y2(t) = =i (H)ya(t) + 3y (t), )
y1(0) = 1.5,

Ce modele présente une certaine raideur qui a été étudié au cours du premier TP et 'on peut
voir une résolution quasi-exacte de la dynamique sur la Figure 1.

Le notebook Jupyter fourni permet de tester 1’algorithme Pararéel en modifiant les schémas
utilisés pour les intégrateus grossiers et fins. Pour cet exemple, modrérement raide, on testera
les schémas d’intégration temporelle standards que sont les méthodes de Runge-Kutta d’ordre
1 (euler explicite), 2 et 4.

Travail demandé

1. Préciser vers quelle solution converge l'algorithme pararéel, justifier votre réponse et
expliquer pourquoi on donne deux estimations a chaque itération. On illustrera le phé-
nomeéne sur un graphique avec un choix adéquat de paramétres.

2. On justifiera ’évolution de 'erreur au cours des itérations et on s’attachera & montrer
comment définir le critére d’arrét.
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FIGURE 1 - Evolution des concentrations au cours du temps pour le modéle "Brusselator" des
réactions chimiques oscillantes.

3. Etudier I'influence sur la convergence des choix possibles de propagateurs fin et grossier.

On montrera en particulier I'impact du choix du solveur grossier.

. Montrer que le rapport entre le temps de restitution séquentiel et le temps de restitution

paralléle sur n unités de calcul peut s’écrire :
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ou ny est le nombre d’itérations de I'algorithme pararéel, T le temps de restitution du
solveur grossier sur un sous-domaine temporelle et T le temps de restitution du solveur
fin sur un sous-domaine temporelle.

Tester 'efficacité de I’algorithme en fonction du rapport 7, /T (évalué théoriquement) et
de nombre de sous-domaines temporelles, en isolant I'influence de de chaque paramétre.
Remarque : les méthodes de Runge-Kutta permettent de trouver une approximation
de v, = f(t,y) en évaluant la fonction f(¢,y) en différents points. Ainsi, on pourra
approximer le rapport T, /T par le rapport du nombre d’évaluation de la fonction f(¢,y)
des intégrateurs grossier et fin. Par exemple, si le solveur grossier est la méthode de
Runge-Kutta d’ordre 1 et si le solveur grossier est la méthode de Runge-Kutta d’ordre
4, on pourra considérer que T,/Ty est égal a 1/4 & pas de temps fixe et égal pour les
deux méthodes.

. Dans ce type d’algorithme, quelle est I'influence d’un choix de solveur fin de plus en plus

précis ?

3 Oregonator

Présentation du modéle

Le modéle de I’Oregonator [3, 4| est comme celui du Brusselator un exemple de modéle de
réaction chimique autocatalytique [5, 2|. I1 s’écrit :



dryi =92 —
ed-yo = qus —ysyo + y2(1 — y2) (2)
pdrys = —qys —ysy2 + f
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FIGURE 2 — Evolution en temps de la concentration de ’espéce y; pour le modeéle "Oregonator".
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FIGURE 3 — Evolution en temps de la concentration de ’espéce 3, pour le modeéle "Oregonator".
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FIGURE 4 — Evolution en temps de la concentration de I’espéce y3 pour le modéle "Oregonator".



On prendra les paramétres suivant :

e=10"% pu=10"°  f=3, g=2.10"" (3)

Ce modele présente une forte raideur et ’on peut voir une résolution quasi-exacte de la dyna-
mique sur les figures 2, 3 et 4.

Le notebook Jupyter fourni permet de tester ’algorithme Pararéel sur ce modéle. Pour les tests
numériques, on utilisera la méthode RADAUb pour les intégrateurs grossier et fin en choisissant
une tolérance plus fine pour l'intégrateur fin que pour 'intégrateur grossier. On se placera sur
'intervalle de temps [0, 30] comme indiqué sur les figures.

Travail demandé

1. On justifiera le choix de différencier les tolérances absolue et relative pour RADAUbS et
de calculer les normes pour chaque variable du systéme avec un facteur d’échelle.

2. Etudier I'influence sur la convergence des choix possibles du propagateur grossier (par
exemple : tolérance absolue fixée et variation de la tolérance relative du grossier) et du
nombre de sous-domaine temporelle. Expliquer.

4 Le modéle de propagation de front de type KPP /Nagumo

On se propose dans cette partie de travailler sur la résolution numérique d’une onde pro-
gressive modélisant la propagation d’un virus au moyen d’une équation de réaction-diffusion
non-linéaire. On trouvera des détails sur le modéle utilisé et sa résolution dans la thése de Max
Duarte qui est fourni avec les notes de cours [1].

L’introduction de ce type de modéle remonte aux travaux de Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov
dans leur travail original de 1937 [6]. Il s’agissait de modéliser la propagation des virus et ils ont
proposé la premiére analyse théorique d’existence et de stabilité d’'une onde progressive pour
une équation de réaction-diffusion [5, 8|. Nous nous focalisons sur une équation relativement
proche avec une non-linéarité dite bistable que 1'on appelle équation de Nagumo. L’équation
est la suivante :

O — D Au = ku?(1 —u), (4)

avec des conditions aux limites de type Neumann homogéne.

La description du modéle sous forme non-dimensionnelle et la structure de la solution exacte
peut étre trouvée dans [5, 1]. Ainsi, 'analyse montre que dans le cas D = 1 et k = 1, la vitesse ¢
de I’onde auto-similaire appelée onde progressive u(t, z) = B(x —ct) est ¢ = 1/4/2 et le gradient
maximal vaut —1/4/32. De maniére générale, la vitesse de 'onde s’écrit ¢ = (k D)"/2/v/2 et le
gradient maximal est proportionnel & (k/D)'/2. La structure de 'onde peut étre observée sur
la Figure 5 avec une discrétisation de 5001 points sur 'intervalle [—70, 70] et un temps variant
dans l'intervalle [0, 30] divisé en 8 sous-intervalles. Le profil d’onde progressive auto-similaire

est donné par l'expression analytique :
exp (—, [ (2 — z0)>
Blz) =

- 1 +exp (‘\/%(2 - Zo)) |

ol zg fixe le positionnement de ’onde & I'instant initial.
Le point important est ici que 'on peut jouer avec les coefficients pour maintenir une vitesse
d’onde constante en prenant un produit D k fixé tout en changeant le gradient maximal qui se
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FIGURE 5 — Onde progressive Nagumo dans le cas standard avec 2001 points sur [—70,70].
Solution auto-similaire avec huit intervalles de temps.

trouve étre proportionnel & (k/D)"/2. Ainsi dans le cas k = 10.0 et D = 0.1, la vitesse de I'onde
est toujours ¢ = 1/4/2 mais le gradient maximal gradient est multipli¢ par un facteur de 10 et
introduit une raideur supplémentaire de 'opérateur de diffusion comme présenté sur la Figure
6. Pour la discrétisation choisie, méme si 'onde est "mildly stiff", modérément raide, le profil
est toujours bien résolu sur la grille choisie.
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FIGURE 6 — Onde progressive Nagumo dans le cas "raide" KPP avec 2001 points sur [—70, 70].
Solution auto-similaire avec huit intervalles de temps.

Pour résoudre ’équation (4), on commence par effectuer une semi-discrétisation spatiale par
différences finies d’ordre deux pour aboutir a un systéme d’équations différentielles ordinaires



avec une variable continue en temps. Le domaine spatial [a, b] est discrétisé en (n 4 1) points
T, X1, ..., T, avec un pas Az = (b—a)/n et on note u;(t) les approximations de u(z;, t) quelque
soit ¢ appartenant & [0, n]. Si on note le vecteur U(t) € R™™!, le vecteur dont chaque composante
s'écrit (u;(t))icpo,n), alors le systéme (4) prend la forme du systéme d’équations différentielles
ordinaires suivant :

D
U = —= AU+ R(U )
t (AZL‘)2 + ( )7 ( )
ou A est la matrice de discrétisation du laplacien habituelle :
-1 1
1 -2 1
1 -2 1
1 -2 1
1 -1

Le systéme non-linéaire (5) peut alors ére résolu par une méthode d’intégration temporelle
classique pour les EDOs; on appelle cela la méthode des lignes.

Le notebook permet d’utiliser la méthode RADAUS pour l'intégration du systéme dans sa forme
compléte, c’est-a-dire couplant les deux opérateurs de diffusion et réaction. Le code permet aussi
d’utiliser un splitting de Strang d’ordre deux en temps avec la méthode RADAUS pour intégrer
I'opérateur de réaction et la méthode ROCK4 pour intégrer 'opérateur de diffusion. Pour cette
étude, on se propose de prendre la méme stratégie de résolution pour le fin et le grossier (avec
les mémes tolérances pour les sous-pas de temps) et de travailler sur la taille du pas de splitting.

Travail demandé

Les points qu’il s’agit de traiter dans ce contexte d’un systéme d’équations aux dérivées partielles
sont les suivants :

1. Montrer avec un choix adéquat de parameétres la convergence de 1’algorithme pararéel.
Comme on connait la solution exacte de ce probléme, on précisera I’évolution de ’erreur
au cours des itérations et on s’attachera & montrer comment définir le critére d’arrét.
On prendra garde a la difficulté de comparer une onde numérique a la solution exacte et
on proposera une solution quasi-exacte en intégrant I’ensemble du systéme d’équation
avec la bibliothéque RADAUbS avec une tolérance trés petite. On représentera la solution
quasi-exacte.

2. Etudier I'influence sur la convergence des choix possibles de propagateurs fin et grossier,
ainsi que 'influence de la raideur sur ces résultats.
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