


INTRODUCTION 

cours est principalement consacré il dellx gnulds outils de rAnalysc, 
r analyse de Fourier et:. la théorie des cl istribuHollS. ainsi qu'à din"l'Sf\S appli
catiolls à des équations de la, physique nmthérnatique. Il s'a.git de (lOlUaiues 
ayant des racines très allciellnE'S~ l'na.is qui font I:oujours l'objet de recherches 
act;iv('s~ et qui ont: connu dans nue période récente des déveloPPCluents très 
import.ants dont. nous essaierons de dOllner unC' idée. 

L'anal!Jse de FOUl'ic'/'. Dite encore analyse llarmouiqlH\ ceUe branche est 
dOluinée par les concepts de série ct: surtout transformation de Fourier. 
ainsi qlle par l'opération de eOllvolutiou qui leur est étroitetneut: retiée, 

On peuL sous des hypothèses I;r('s générales, représelll;er uue fouetioll I 
déHllie dans sous la suivante 

f(;r) 

où la fonetîoll f définie et; qui se déduit de .f par une fonllulc analogue 
s'appelle la trausforrnée de Fourier de f, 

Il fant voir cette fOl'lnule de la manière suivante. Elle penlle\; cl 'ôcrirc une 
fouction quelconque .r COllune une "superposition" de fOllctions osciUaute's 
simples: les applications :t: 1---)- ~ chacune d~elles ayant lllle éUllplitude 
l.f(ç) 1· et Hn cléphasage arg l(é,). 

Lorsqu'on veut analyser qualitativement ou qll<llltitativeuwllt lllH:: fonction, 
l'idée hl plus simple est l'analyse "eu atnplitnde~' fondée snI' les valeurs ponc
tuellf~s: eu quels poiuts J; la, fonction est-elle nulle, ';pel:ite", ·;gnulde" ... ? 
L ~allalyse de Fourier perme\; cl 'y superposer une "eu fréqueuce" : 
quelles sont les fi'équeutes ç qui contribuent à récriture de f ci-dessus, y 
contribuent-elles pe~ ou beaucoup ... ? Ce point de vue revient à faire l'analyse 
;'en a,mplitude" de f. 



2 INTRODUCT10N 

Peut-être d'apparence tnoins naturelle. l'analyse en fréquence s'est révélée 
d 'une Îlnportallce aussi grande que l'analyse en étulplitllde (leluS rôles sont 
synlétriques en llléeanique quantique par exeluple). Elle prend luètne un ca
ractère préclonlÏnallt dans l'étude d'un certain 1l0lnbre de questions, 110t(1111-

Iucnt : 

- Les phénOlllÈmes oscillants, cela va. (presque) de soi. 

Les phénOluèncs régis par des équations aux dérîvées partîelles linéaires à 
eodHcients constants. Pour une équation d'évolut.ion par eXeInple, il existe des 
solutions particuliènnneut simples, de la fonne ci:r·çcüi , oit le nornbre cOluplexe 
(t se détenlline à partîr de ç par un sÎlnple calcul algébrique. L'ana1yse de 
Fourier pennet (récrire toute évolution, aussi cOlllpliquée soit-elle, conllue une 
superposition de ces évolutions simples. 

---- Les problèlllCS de régularité. COIlllne nous le verrons, un "principe" corres
pondant àde nOInbrcIL"C théorèllles assure qu'une fonction est crantant plus ré
gulière que sa transfonuée de Fourier est petite à rillfil1Î. Cela perIllet d'utiliser 
(~es l'néthodes éprouvées (1najorations~ développements asyulptotiques ... ) sur 

f pour étudier la réglllarîté de la fonction f. 

La transformation de Fourier a néalllnoÎus LUI inconvénient, son caractère 
global. Pour le traiteulcnt du signal ou pour l'étude des équations l:ULX dérivées 
partielles à coefficients variables, llanalyse en fréquence reste indispensable~ 
1nais il faut pouvoir la lUCller loealement en 1es variables de telnps ou d'espace. 
C~est robjet de l'analyse lllÎcrolocalc, branche née vers 1970 clont nous ne 
donuerons qu \lll très bref aperçu~ dans la section 9.7. 

La théorie des d'hitributio'l1,.s. C'est une extension de la notion de fonction, 
qui a joué un rôle très important dans le déveloPP81nent de r Analyse. Bien 
que son introduction par L. Schwartz soit encore relativelncnt récente, elle a 
perrnis de tels progrès en théorie des équations aux dérivées partielles et en 
analyse hannonique que ron ne saurait plus parler de ces delLx branches sans 
y aV01r recours. 

L 'ensenIble du cours, et notallllllent l'introduction du chapitre Ll, l11ontre1'a 
l'intérêt de cette généralisation de la notion de fonction. Cela dit, raspect 
déductif de l'expositioll risque de donner une idée fausse du développelllent 
historique des 111athélnat.iques1 qui est tout sauf dédllct.if. L ~illtroductioll des 
distributions est aussi raboutissellIellt d'un processus s'étalant sur plus d'un 
clenIÎ-si(~de~ en mat;lténlatiques et en physiqlle(1). 

(1 )Le lecteur intéressé trouvera au chapHre 6 de ronvrage de Laurent Schwartz "Un 
i\.fathéruaticicn aux prises avec le si(~cle\' (Odile Jacob, 199ï) l'hist.oire de l'invention des 
distributions assortie d'une analyse du contexte scientifique. 
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Le calcul sYluboliqu8 de Heaviside (1893), et; surtou!; le f(Jnnalisme intro
duit par P. Dirac (1926) pour les besoins de la quantique. la célèbre 
"fonction â:l notanllnenL posaient un problème intéressant. La définition de 
ces concepts conllne des fonctions au sens rnathérnatique du tenne était par
faitelnent contradictoire. Néanilloins~ utilisés par Dirac lui-mène ou (rautres 
bons pbysiciens~ ils se révélaient effkaces et fëconds. Des situations de ce type 
ne sont pas rares l il en existe actuellement, et elles signifient en général que 
des progrès Inathématiques sont iL l'ordre du jour. 

En l11athélllatiques~ une llluititude de concepts et de résultats, parfaitement 
rigoureux lnais un peu épars l développés pendant la prelnière partie de ce 
siècle n~ont trouvé leur unifieat,ion que dans le cadre des distributions. 

Ainsi, la notion de dérivée au sens des distributions pennet de définir des 
solutions créquations aux dérivées partielles qui ne sont pas suffiséLlllluent dé
rivables pour être des solutions au sellS usuel du tenue. En faiL pour presque 
chaque type créqllatioll aux dérivées partielles, on avait été alllenô à définir une 
ou des notions de solutions généralisées (ou solutions ~'faibles~' ). Ces définitions 
rentrent maintenant dans un cadre COllllIllUI et beaucoup pIns général 

De 111êlne l connlle nous le verrons, beaucoup cropérateurs penl1ett;ant de ré
soudre ces équatîons s'exprÎllleront pour nous en tenues de convolution pal' une 
distribution, alors que l'introduction de ces opérateurs est souvent bien anté
rieure. Pour réquation des ondes par exelnple, Hadarnard avait expritnés 
par une fonnule resselnblant à celle d\lue convolution, rnais où des intégrales 
divergentes devaient être renlplacées par leur ;;partie finie". 

Enfin, un pas très inlportant avait été n-anehi par Sobolev eu introduisant 
les espaces qui portent SOll nom, nous aurons l'occasion cren voir l'intérêt, et 
en contribuant à clarifier le concept de solution faible. 

La théorie des équationB au:!; dérivées pa'f'lielles. C'est un thèlue qui ne 
sera qu\~ffleuré dans ce cours. Aucun développement systématique ne lui sera 
consacré, il est clair qu'un sujet (Pune telle étlnpleUf nécessite un enseignclncnt 
spécifique. 

Par contre l nous nous sonlllles efTorcés de montrer refficaeité et la puis
sance des outils théoriques introduHs en les appliquant systénuüicllWlllŒlt à 
des équations de la physique luathénuttique, principalernellt aux équations de 
Lap1ace, de Schrodinger~ et a1.DC équations de la propagation des ondes et de 
la chaleur. 

trois prenlÎers chapitres doivent être considérés eOll1111C des prélinü
naires, présentant des outils d'utilisation constante dans la suite. Le premier 
est consacré à l'intégrale de Lebesgue. Un exposé cornplet de la thôorie, avec 
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toutes les dénlollstratlcHls: (l,urai t ét6 trop loug ponl' le cadre hora,ire lÎlllité de 
ce cours. Par eOlll.re, nous ;J,VOUS pH e11 présenter les résult.ats les pIns nhles, 
qui sont: rela.tivenlE~l1t peu uOUÜ)rCllX, faciles à lllémorlser, et cousidérablE'llwnt 
plus dlicaces qne leurs h01nologlles eu théorie de l'intég,Tale de Riemaull. 

L' Ilnal,ll8e fonc! ion !1fJlc aura une place reIativellH:,~nt réduite da.ns ce cours. 
Le chapitre 2 est destiné> à consolider, et; à développer sur quelques points, les 
cOllllalSSéll1CCS du lectcur sur les espaces môtriques. de Banach et I-Iilbcr t. 
Cela nous suffira ponr la sllite, olt nous n'introduirons prJS. sauf pour les eS11accs 
normés, de topologie snI' les cspa,ces ronetioulH~ls Clue nous aurons ;\ utiliser. 

En ce qui COllCerlle rcspnce des distril:nüions, il s'agit d\m choix délibéré 
la notion de sllÎl;e convergente est tout: :\ fait suffisante daus la pratique, En 
cc qui COllCente les espaces de [onctiolls dériva,bles, il aurai t par contre ét/! 
l'Hisollnable fi 'introduire leur structure cl 'espace lllétrisablc. 1101113 avons 
préd'én\ sallS Inôme de semi-nonne, écrire expliciteluent cllélqlle cOlHli
tion dei..:olldmür,é. c\~st uniquement. pour réaliser, a,n prix (PUll pet~il; nombre 

répôtitious. uue ôcollomÎe de temps et de pensée. 

Cela dit, pour ceux de nos lecteurs qui ser;üent suffisaUHnent pourvus eLu 
ces deux denrées, 1I0US :Jvous consacré l'appendice C ù l'{~tude des espaces de 
Fd!chet. Nous y :-wons aussi dOUllé les dénloUf:dTations cl \lll certain 1100uln'e 

de rés nI tats admis dans le conrs. Ils reposent sur le théorÔllK' de Bamtth
Steinhaus, qui repose luÎ-lnêllle sur la théorie des espaees de BaiTe développée 
dents riJppendice B. 

Enfin nOlIS aurons besoin de quelques cOlnplém.ents de calcul di.fTérel1/.icl~ 
prillcipalemeut il plusieurs variables. LI s\tgit d'lm outil indispellSal)lc\ les 
équations de la physique luathéluatique étant (:lU cliulensÎoll ~~ ou 4. Le 
chapitre :3 rai)pelle les propriétés fondaulenLales des fonctions de dasse C",~ 

claus llIt ouvert: de m~f1. cadre qui sera suffisant pour la sllitc~ et y ajoute des 
l'ésuHats iluportants SIll' l'approxilnation par des Candious diITérentiables. 

L'appendice A dévelor)f)C uu point vue plus intrinsèque, et donne 
ciuelques cOluplôncllts géométriques ainsi qu 'ture présentation complète de 
lïntôgraJe cIe sllrfa.ce. IlI/a,borde t:out,eL'ois qne quelques aspects de la géolllé
tric différentielle, et ne saurait sc substituer ;\ 1111 ellscignerueut COllséJ,cré à ce 
Rujet. 

Le cours prOpn'111etlt dit se COlltpOSe des chapitres 1 à 10. à l'exclnsion des 
a.ppeudices et des t(~xtes en petits earaci:pres. Ceux-ci SOllt destinés à apporter 
des cCHllpl6ments (lt sdon les cas à satisf~lÎre~ OH à piquer, la CILl'iosÎté du j("'etpur. 

Les cha,pi tres sont. cl ivisés (:11 sec tiOllS élU seiu desque lies (.011S les éuol1cé:s, 
tléon~'llleS aux ext'rcices (qui ne sont pas 11lOÎllS illlport.ants) sout lllllllérotés 
hlléaÎreuH·'llt. Les f'(:Hïuldes sout: llllluérotées êUl seiu de cll::lqu(' chapitre. 
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On trouvera euHn une pet.il~e bibliographie à la page 2LU). 

* 
* * 

Cet ouvrage reprend, presque sans challgemell!;~ le texte d'un cours trhncs
trid enseigné à l'École Polytechnique de UJ86 à 1996. Il doit. bea,llCOUp aux 
cours cl 'Analyse de Ines prédécesseurs : La,nrellt Schwartz, le regretté Charles 
GOlllaonîc et Yves . Le cadre trirnestrieL certainement. trop restreint. 
('\, eu sa.ns doute llU avantage: nous contrail1dre à aller droit à l'essentiel. 
NéanllloÎns, le sujet mériterait d'ètre traité à un rytllluc lllOins souteUll et 
d'être précédé d'un enseignement de calcul différentiel et intégraL 



CHAPITRE 1 

L'INTÉGRALE DE LEBESGUE 

La théorie de l'intégrale de Riel1lêl.nll est à bien des égards insuffisante pour 
les besoins de l'Analyse, et llotallllnent pour étudier les notions (analyse de 
Fourier, théorie des distributions) qui joueront U11 rôle central dans ce cours. 
Ce n'est que dans le cadre de la théorie de l'intégration introduite en 1900 par 
H. Lebesgue que ron dispose des "bOllS" théorèmes de passage à la linüte dans 
les intégrales, et que les espaces de fonctions sOllllllables jouissent de bonnes 
propriétés. 

Pour des raisons de telups, il ne serait pas possible de donner dans le cadre 
de ce cours un exposé cOlnplet, avec toutes les déll1onstri:tt;ions~ de la théorie 
de l'intégration. La solution adoptée consiste à 3,rhnct.tre d'emblée ln1 petit 
nOlubre de résultats, dont la dérllonstration est longue mais dont l'énoncé 
est sÏInple, et d'en déduire les théorèu18s fondarnentaux de la t.héorie. Nous 
admettrons l10taUllllent dès le début l'existence et principa.les propriétés 
de l'intégrak\ des fondions positives ce qui daus un exposé déductif né
cessiterait, toute la construct.ion de la IneSUH~ de Lebesgue --- ainsi que les 
théorènws 1.4.1 et 1.5.2. 

Pour les rnêrnes raisons, nous ferons délibérénlellt, "'conlIue si'~ toutes les 
fonctions étaient Incsurables; nous nous expliquons sur ce point dans la sec
tion 1.6. 

1.1. Intégrale des fonctions positives 

Nous considérerons en fait des fonctions à valeurs dans llf,+ = [O~CXJJ. Dans 
cet enscllrble, auquel on ét.end de façon évidente l'addition~ la multiplication 
par les éléulCnt;s de ]0, 'x,[ et; la relation (rol'dre, toute suite croissante est 
convergente. 
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Nons adlnettrolls qu'il existe une application 

.f r-+ ,~" f (:,,) ,h 

(que l'ollllotera parfois I.f(:r)(l:J; voire Jf) qui, à toute fonct;ion f, définie 
sur ill.1l et à valeurs dans JRl+ fait correspondre un élénlent de , et. qui vérifie 
les quatre propriôtés suivantes, 

(a) Linéarité : pour .f et !1 eOllllll('. ei-dessus, et; pour /\, {[, E]O. 
p,g)=AJf+p,Jg. 

on Cl J(\f + 

(b) OroiHBll'll.ce : si f(:v) ::; g(:l:) pour tout :r, on a .r.f ::; J g. Cette propriété 
est en L'ait de la précédente. 

(c) iVol'rnalùwlion Pour 1111 pavé P = [al, bl ] x ... [an < bn] t si on 1 p 

la fonction à 1 sur P et à 0 ailleurs. on a. 

(d) Le théorème fondamental .9uillant : 

Théorème 1.1.1 (de Beppo Levi ou de la convergence Inonotone) 
Si fj est 'u.ne suite c'/'où:lsante de fO'nctjons d~/in';es SU'I' IRII et Il valeuT" r!o:n,'l 

IH~_I_, 0 'Il. CL 

/
' ,1in l fJ ( :z:) da: = .1itn /' fj ( ;1:) (l:!:. 

, .,.-+:0 .J -+ cc· • 
(1.1 ) 

En. particulier, pOUf de8 fonclion . .s nj po.';itrues, prenant éventuellement la l'a
le'u'!' +0(;', on· n {onjO/.l'I'''' 

( 1.2) 

Le second point résulte facilernent du prmllier en cOllsidéraut la suite crc)ls:~arlte 
constituée SOlllllles partielles Sp{a:) = ~~:=l Uj(:l:). 

1.1.2. Mesure des ensembles. - Si A est un sous ensemble de lF~n. 011 

note lA la fonction égale à l. sur .. 4 et it 0 ailleurs, et on pose 

p(A) = ./ J.\ (Cl:) d:", 

L'applic::üion p s'appelle la lllCsure de Lebesgue. C'est une applica.tion de 
rensernble des parties de ID~lI dans qui véri6e les deux propriétés suivantes. 
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Croissance . ... _. si li c B, on a p(A) .:; tt(B). Cela rôsult;e de la croissance de 
l'int.6grale (ou si l'on veut de Il,(B) = IdA) + p.(B \ A)). 

Addihuité déno-rnbrable. si des sons-ensembles .il} . .i E N sont deux à deux 
disjoints, on a p(U Aj) = fl,(Aj). En effet, cn posant; . .4 = U:f A) ~ on a alors 
lA = 1, et le résnlbü d6coule de (1.2). 

on 11e suppose pas les fi j disjoints deux à deux, on a seulelucnt la SOllS
additivité: p(UAj ).:; I:fl·(A.il. Onaégalen}(~nt la relaLion j.t(AUB)+p,( .. 4n 
B) = p(A) ,dB). 

Les ensembles de luesure nune, on dit aussi en,8eul,bles négligeables, jouent 
un rôle iUlportant; dans la théorie. D'après la sous-a,dditivité. la réunion d In'ne 
infinité dénom,brable ll'enseruhlc8 de 'Ïnesure n,uJle est de TJW81We nullé!. Un 
point (et plus généralernent uu pavé plat) étant de nH:~Sllre nulle, il en résulte 
qu 'nu cllsernblc dénOlubrable est de mesure 11ulle. 

E:re.rcice 1.1. S. Dérllontrer que lf~ grapl18 d\me application continue de W~ 
dans est un sous-ensemble de ln88111'8 nulle: clans J'Fl:2 (quels que soient E et 
lV, on montrera que la portion du graphe comprise entre les abscisses -lV et. 
lV est contenue dans lllH:'. réunioll de rectallgles dont la. son11n8 des rnesures est. 

E) . 

E:l.'ercicc 1.1.4. Soit ... 4 Ull 8usernhle de llH:'SUn::l nulle cla1ls ]P{TI. Délllontrer 
que son compléuwnta.ire est partont <hmse. 

On dit qu\me propriété P(:l:) dépendant (-l'un point :D est vérifiée jJl'esfj'll,e 

partout (en p.p.) si l'enseIllble {:ClllOll P(;rl} est. de llWSUl'e nulle. Si 
chacune des propriétés P.i (:r), j E N, mit vr:üe presque par\;ollt~ il en est done 
de rnèlne de Cv'j, P.i Cr} ) . 

Proposit'ion 1.1.5. Soit f d~#n.ie dans et à UalCU1'8 dans &4. On a 

l .1'(:,,) d:!: = 0 .~ . .f(;I:) 0 [1.1'. 

Posons il {:l'I f(:r) =f- O}. On a 

f ( :r ) .1ün j 1 .{ (:1:) . 
.I-+'X . 

Si p.(A) = 0, 011 (Jbtient: donc en utilisant; (LI) 

I f(:1') Il:!: :::; }~~J I 1.4 (1;) ,1:1: = O. 
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Réciproquernent, si l'intégrale de f est nulle et en relnarquant qne lA. (:1:) < 
liUlj-Hx,.if (;r;), on obtient 

tt ( A) = J' 1 4 (~l:) (LI: :::; .linl .i J' f ( a;) lb; = o. 
.' ./-+00 . 

Théorème 1.1. 6 (Fatou). Soit fi une .suite (non nÉcessairement mo-
notone) de foncf.'ion,s positive,) telle que pou'/' chaque :1: E gl!. la. suite .fj(:r) soit 
convel:qente, el que la suite J fj (:1:) d:l: soit égalernen,t cOTl:ver:qente. On a 

J j~c!, !j(:d <lx ::; j~~ J !j(a:) dl:. 

Remarquons d'abord que, si une suite Uj d'élél1leuts de ITJlè..+ converge vers 
'il E , la suite 'V.i = infk2:.i V,k converge égalelnent vers 'IL En effet, dans le 
cas 'iL < oo~ pour tout s > 0 donné, tous les Uj appartiennent il ['/J, - E, 'u, + EJ 

à partir d \Ul eertain rang, et tous les '/Jj appartiennent au lllênle intervalle 
à partir du lllênle rang. Le raisonnernent est analogue si 'Ll = +00, avec des 
intervalles du type [A, +00]. 

Soit g.1 la fonction définie par gj(x) = infV::.i .lk(~r), En posant f(a:) = 
lim,i-+oo f,i(a;), on a d'après l'argtuncnt ci-dessus f(a:) = linlj-+oo gj(;L;) et de 
lnérne .r fj (;z:) d~r; = (infk2:.i J .h (;r;) &r; ) . 

D'autre part, Pîntégrale de O;j est inférieure à l'intégrale de .h pour chaque 
k :2 .i) et on a do ne J g'Î (:z:) d~u :::; i nfk > j J ,f'I..~ (:z;) d:];. En appliquant le théorf~nH~ 
de Beppo Levi il la suÜ,e croissante d~s Dj qui converge vers f, on obtient 

j , f(:D) d;I: = ,linl J' 9j(:Z:) c/:c ::; ,lhn (in~ J' fd:z:) cl:];) = ,1Î1n J' fj(:l;) &t;, 
J-+OO,' )-+00 k2:J, J-+r::c . 

ce qui est le résultat cherché, 

Remarque 1.1,7. Dans le cas particulier où la linlite cles intégrales est nulle, 
on peut en déduire que Pintégrale de la lilnite J li111j-+cO !i(:I;) dJ.: est nulle. 

En ce théorèlue ne qu'une inégalité~ et il est iUlportant de 
bien cornprelldre les deux raisons, illustrées par les exelnp]es suivants, 
qui peuvent elupéeher l'intégrale de passer à la Pour en avoir une 
représentation plus imagée, on pourra penser que les fj sont des densités de 
lnasses positives. 

- La fonction fi est égale à 1 sur l'intervalle Li,.i + 1 J et à 0 dans le cOluplé
luentaire. On a fj (.7:) -7 0 en tout point :z; alors que lirn J fj (:D) d:r = 1. On 
voit que ;'la 11laSSe disparaît à l'infini" , 

.- La fonction f] est égale à ,1 sur l'intervalle JO, IJ.j[ et à 0 dans le cornplé-
11lelltaire. On a encore f] (:1:) -7 0 cn tout point :r; et lÎln J fj (:r) d:r = 1. On 
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peut dire que "la lll(lSSe se concentre sur un cllsCluble de llIeSUre llulle~', en 
roccurellce l'ells81uble réduit à l'origine. 

Le lecteur pourra construire beaucoup d'exeluples analogues. Nous verrons 
plus loin que le théorèlne de Lebesguc l dont l'hypothèse signifie grosso nlOdo 
que l'on se prérnunit contre ces delLX types cfaecident, penuctt.ra de passer à 
la linlÎt.e. 

E:z:erC'ice 1.1.8. - Rappelons d'abord la définition de la lùn.ite inférieure 
cl ~'llne suite de n01nbres réels bornée inférieurmnellt 

li~n inf ;1:) = .linl (inf: :l:k) E] C(), +,x·j, 
J-+CO J-+CO }.~?:.J 

les bornes in±ërieures du lllelnbre de droite étant bien définies 1 et formant une 
suite qui croît avec .i. 

Démontrer la fOrIne plus générale suivante du théorème de Fatou: si fj est 
une suite quelconque de fondions positives: on a 

j' li~n inf.li (;z;) &1: ~ li~n inf j' fi (:z;) d:lJ. 
• J-+CO J-t-co . 

1.2. Fonctions s01l.unables 

Définition 1.2.1. - Soit f 'une fonction définie dans IR71 à valeurs dan.s 
<C. On dit que .f est l'omm.able (ou intégrable an sen., de Lebesgue) si on a 

L, 1/('")1 dx < 00. 

L ~es]Jace des fonctions SOTnr/1,ables est noté LI (lRn ). 

Dans la pratiqne1 pour 1110ntrer qu'une fonction est sOllllllable, il suffit de 
montrer qu\:~lle est lllajorée en lllodule par une fonction positive cl 'intégrale 
Ilnie. 

Dans le cas olt une fonction sOllnuable f est à valeurs réelles~ on peut récrire 
sous la forme l = 9 - 11. oll 9 et h sont positives et cl 'intégrales finies. On peu t; 
par eX8nlple prendre f = f-\- l en posant f±(:t;) = max {±f(:r) l D}, et les 
fonctions f ± sont lnajorées par la fonction If 1 qui est d'intégrale finie. 

On définit alors l'intégrale de f par 

/' f(J.:) dJ'; = /' g(:z;) d:z: - /' h(:D) cl:l:, 
Jp:n JiJ.: ll JTR ll 

le résultat ne dépendant pas de la décOll1position choisie. En posant en effet 
'!' = 9 f+l on a égalernellt h-f- = T, la fonction Tétant positive et cl'intégrale 
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finie (elle est; majorée par g). On a alors J g = l + J T, l h = J f- + Ir et 
donc J il - J h = J f+ - .r 

Si f = fI + if2 est sOllunable et à valeurs cOlllplexes, les fondions fi sont 
alors sornrnables: et on pose .r f J .h + i .r f2' 

À partir des propriétés correspondantes pOUl' les fonctions positivE~S. on 
11l0ntre facilellleut les propriét.és élémentaires suivantes. 

Linéa,rité. ----- L\$pace [) (p~n ) est un espace vectoriel l eL l'application f f---7 J f 
est linéaire de .cl (IRI!) dans 

C'1'OÙ:i.':UL'nce. Pour f et 9 sOlllIuahles à valeurs réelles vérifia,nt f(:r) :::; g(;r;) 
pour tout :I:, OIl a J f ::; .r g. 

Pour f et il sOlllIuable8 à vaJeun; cOll1plexes~ ou a 

1/ f(:z') / I.f(.?;) 1 dx , (1.:3) 

et 

/ l.f(:!') + g(x)1 d,r ~ / 1.f(·")1 d.7; + / 1.'1(,,;)1 d,r. (1.4) 

Démontrons par exernple l'additivité pour des fonctions réelles. Si f = g li, 

et f' = y' - h' sont des décOlllpositions de f t.~t f' en cliHërences de fôllct,iOllS 
posHives crintégra]e finîe~ OH a la décOlllposition f + f' (g + g') - (h + II') 
et donc J(f + f') = J(y + y') J(h + h'), ee qui entraîne le résultat voulu. 

1\IIo11l;ro11s égalelnent (1.3)~ qui entraîne facilerll8nt (1.4). Soit fJ lUI 1l001lbre 
complexe de module 1 tel que () .r f soit réel positif. On a alors 

1.2.2. Intégration sur un sOlls-ensenlble. - Considérons Ull sous
\.J~"IJv'""UL/JL'_. 11 de IP1..I1 , et f uue fonction clétlnie sur On notera. /:1 la fonctioll 

à .f'(:v) pour :1; E A et à 0 sinon. 

On dit que la fonction f est sOllullable sur A si la. fonction f.-\ est; sOlllllla.l)le 

ela,Ils }Rn, On note .cl (A) r espace des fonctions sOIllluables sur iL et on pose 
alors 

/
' f(:z:) da: = r fA (:r) cl:!: . 

. A .I?" 
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Le passage de f à fA pennet. (fassocÎer à tout résuHat sur l'espace [1 (1F~n ) 
Ull résultat correspondant sur [1 (il), que nOUR };üsserons an lecteur le soin 
cl 'énoncer. 

Rc'/nol'que l.i!].3. Si dell,:z: fonction., f et g sont égale ... presque partout, et 
si "une d'elles est ,smurf/able. 1 !mtt1'c Z'e"t a uS/fi. et elles ont la nl,bne inté
gnlle. On a en effet II f .r ul ::; I If - gl ' quant.ité qui est. nulle craprès ]a 
proposition 1.1.5. En particu]jer1 l'intégrale d'uuc fonction snI' un ensclnble 
de llwsure nulle est toujours nune, De nlôme, en diIncnsion L il est. équivalent 
d'intégrer une fonction .f sur [a, bJ ou sur Ja, b[, le résultat étant habituelleluent, 

no(;é ,'b r (:1;) (l:t; . 
•. (l • 

IntégraJe d'u.ne fon,ction d~fin.ù: presque partout. Soit f une fOllC~ioll définie 
seulement presque partont clans IP~n. Si rUll de ses prolongeruellts .f à l'espace 
entier est sonlllH:lble, il résulte de la remarque précédente que tous les autres 
prolongernent;s le sou 1; allHf:ii et; quïlf:i ont tous la Illêllle intégrale. Par abus 
de langage et de no!;at;lon, on dit encore dans ce cas que la fonction f est 

sOllllllab le dans IRIl et on Ilote .I~':.II f (:z:) ch l'intégrale de T 
Le théorèulü suivant est d\ll1e inlportance capitale. La supériorité de l'inté

grale de Lebesgue sur l'intégrale de Riemann est due en partie au fait. que 
l'on peut intégrer plus de fonctions~ nulis elle est surtout due an fait que l'on 
dispose de théorènws beaucoup pl us efficaces. On COlnparera l'énoncé suivant, 
et le théorèlne de dérivation sous le signe sonune qui en découle~ aux résultats 
analogues fondés sur la cOllvergence uniforme. 

Théorème 1.2.4 (de Lebesgue ou de la convergence dOlninée) 

Soit fj une J3'11.ite. de fonctions qui cm/verge presque partou'/' vers une !onclion 
f. On ,c;'uppose q'lt ''il e:riste un.e fonct:ion posit.ive sornnlahle .fi:re 11. telle qu.e l'o'n 
ait l.lj(:1;) 1 ::; h(:1:) p.p. pou.,. tont.f. On a alo1'8 

Iif (:1;) !:i(x)1 d:/: -> 0 (1.5) 

/" li ("') de" -> /" f("') cl,,/;, (1.6) 

Considérons les euselubles il) {;z:1 /.tj(:l;) 1 h(:r)} et l'ensemble B constit.ué 
des points :r 011 la suite ./j (:1:) ne converge pas vers f (:c). Ces enselubles son!; de 

luesure nulle par hypot;h(~se, et il en est done de Inême de JV = BU (U~o Aj) , 

En posant ])(;1:) fJ(:r) pour;/: rt JV et lj(:r) = 0 pour :2; E J'l, et en définissant 

de Inêln~ J, il suffit de dél110ntrer le théorôm8 en relnplcu;ant les fonctions .fj 
par les fi (les intégrales sont inchangées) ~ et nous nous sornnIeS ainsi raruenés 
au cas où les rnajorations et la convergence ont lieu partout. 
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En posant gj(:l:) = Ilj(:c) ](v)I, puis hj(;r) = snPk2.i w,:(:z;L on voit faei

lenlent que hj est une suite décroissante de fonctions positives qui tend vers 
o en tont point, et que l'on a hj{;r;) :::; 211,(:7:) en tout point. Il nous reste à 
prouver que l'intégrale de hj tend vers 0) ce qui entraine iUllnédiaterncllt (L5) 
et (1.6). 

appliquant le théorbllc de la convergence l11011otone à la suite croissante 
de fonctions posi tives 211. hj , qui tend vers 211, en tout point, on obtient 

Connue la fonction h est sOlIllnable~ fintégrale figurant au pl'ernier llleUÜWe 
est la différence des intégrales de 2h et de hj . Cela prouve que l hj(:r) d;c -+ 0 
et achève la dérnonstration. 

E.rercice 1.2.5. ----' Soit. Aj une sui te croissante de sous~ensenlbles de JF..ll et 
posons A = Uj Aj. Délllontrer que, pour toute fonction .f E ..cl (A), on a 

.(.-1./(:7:) cl:z; = liUl.i-+oo J4
j 

f(:r:) dx. Démontrer qu'une fonction .f définie snI' A 

appartient à ..cl (A) si et seuleIllent si sup) J4
j 
If (:z;) 1 d:t: < oc. 

Théorème 1.2.6 (de dérivation sous le signe somme) 
Soient 1 un 'intervalle de iPl ef. il un 80nB-en8em,ble de IRn. On. se donne 'Une 

jonction, .f définie 8111' A x 1 vétifiant les trois hypothèses suivantes. 

(a) Pour tout /\ E I, la jon,ction ;z; !-7 f(;c)...\) e.,/' sommable S1/.r A 

(b) La dérivée partielle al / a A /\) e:âsf;e en tout point A x 1 

( c) Il e:z:iste une fonction h p08iHue et .s01nrnable sur A telle que l'on ait 
laI/DA (:1:, ...\)1 ::; h(:l:) quels que soient:r et /\. 

Alors la fonction F d~finie IHl1' 

F(A) /. f(:f l ,\) da: 
,A 

est dérivable dans 1. ct on Ct 

/
' ôf 

F' ( /\) = , A. a'l\ (;1:, À) rI;/;. 

(1. 7) 

(1.8) 

1. 2.7. Mo de d' em ploi. résulta t ne prend tou te sa force q ne si on 
raccolnpagne des delDc remarques suivantes. 

(a) Avant d'appliquer le théorème, on peut retirer cl u domaine d'intégration 
un de 111eS111'e nulle, cc qui ne change pas les intégrales dans (1. 7) 
et (1.8), et dOllc ne vérifier les hypothèses que dans l'enseluble A' ainsi obtenu. 
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Par contre, il ne suffirait. pa.s que, pour chaque /\~ les hypothèses soient 
satisfaites sauf sur un sous-ensenlble de A, fiU-il réduit h un point, qui dépend 
de /\ (voir l'exercice 1.2.10). 

(b) La dérivabilité est UIle propriété locale. Pour prouver que F est dé
rivable dans J l il suffit de lllontrer que F est dérivable dans tout intervalle 
cornpact d] C J. Il suffira clone de trouver des l'onctions positives sOlTlInables 
hed qui Inajorellt af la /\ en 1I1Oclule lorsque A parcourt [Cl dJ. 

Remarque 1.2.8. Il existe un théorèrue de contù1/uité ,'JO'ilS le signe sorT/l'ne 

pour F (/\) = J.\ f (:1; l .1\) (h: ~ lorsque ..\ parcourt un ouvert de IfEP ou lllème un 
espace luétl'ique quelconque, et-le lecteur pourra l'énoncer s'il le Il faut 
prouver que pour toute suite /\j tendant vers un point /\o~ on a F( ,\j) -+ F( /\0) 1 

et le théorbllc de Lebesgue fournit inllllédiatement les conditions voulues. 
Lorsque ..\ parcourt un ouvert w C IRP, pour prouver que F est de classe Cl 

on procècle généralcluent en delLx temps. On prouve d'abord rexÎstellcc des 
DF 1 f)1\r en gelant les autres variables \j et en appliquant le théol'èule' 1.2.6 
à la fonction de ::l: et I\j ainsi obtenue. Les aF 1 ô.Ai étant exprünées par une 
intégrale, on prouve ensuite leur continuité dans w à raide de rarguruent 
ci-dessus. 

1. 2. g. Démonstration dn théorè'me 1..r2. 6'. On a, ..\ étant fixé, 

1 /' 1 ( F C\ + l) - F ( /\ )) = D' Cr) d:r, 
,A. 

où on a posé 
1 

9/ (:l:) = l (f (;J; ~ /\ + 1) f (:r, /\)) . 

La fonction 9/ converge en t.out point vers af 1 D/\. D'a.utre part. on a l.il' (:r) 1 ~ 
sUPo<o<llaf IDA (:r:, /\ + BOl ~ h(:r:) d'après le t.héorèule des accroÎsselnent.s 
finis,-etle résultat est conséquence inllllédiate du t.héorf)lne de Lebesgue. 

E:rercice 1.2.1 D. Soit. <p une fonction continue sur [O~ 1]. On consiclère~ dans 
[0) 1] x [0,1] la fonction f définie par f(:I: • .\) = <p(:r) si :r :; ,\ et f(:1:,I\) = 0 
sinon. On pose F(/\) = J~l f(:D~ A) d:l:. Pour chaque /\ la dérivée partielle aIID;\ 
existe sauf en un point) et elle est 11lajorée par une fonction sOlluuable fixe : 
la fonction O. Détenllil1er la dérivée de 

E:z:erôce 1.2.11. (a) Soit f une fonction sOllllllable sur JO, tx;.[. POUl' /\ E 
[0 1 00[, on définit sa trallsforrnée Laplace F par F(/\) = .I~::x:! e-,\tf(t) dt. 
DénlOntrer que F est continue sur [0,00[. 

(b) Ou suppose l11aintenant que f, toujours définie sur ]O~'X.;[, est telle que 
(1 + t)-N f(t) est sOllllnable pour un N convenable. Déulontrer que F{/\) 
est bien définie pal' la fonnule ci-dessus pour 1\ EJO, w[~ et que la fonction F 
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est de classe Coo sur cet intervalle. DéternlÏller la trallsfonnée de Laplace de 
t H- t/~ f (t). 
(e) Sous les hypothÈ~ses de (b), pour::; = ;D + 'iy complexe vérifiant :r; > 0, on 
pose F(z) = J~oo f(t) dt. DérI10ntrer que F est une fonction de classe Cl 
(et lnéIne COO) des variables :z:, y dans le denlÏ-plan a: > O. DénlOntrer que l'on 
a oF / 8;z; + i8F / ay = O. En déduire que, pour tout z dans ce delni-plan, il 
existe A.: E <C tel qne l'on ait , pour 11, complexe, F(z+h) = F(z)+A:;h+hT(h) 
avec lilll;,.....,.o 1'(11,) = 0 (de telles fonctions sont dites holOlllorphes). 

E:œrcice 1.2.12. (a) Pour:r > 0, on pose f(:z:) = J~ooc-te-ldt (fonction 
r d'Euler). Démontrer que la fonction f est de dasse Coo sur ]0, 00[. 
(b) Délllontrer que f(:z:) -+ +00 pour x -+ O. (Pourquoi utiliser des La 
convergence rnollotone sur ]0, 1] est telleuwut plus sÎlnple.) 
(c) Pour Re z > 0, on pose f( z) = .f~'XJ e-t F- 1 dt. Dérnontrer que r est 
holOlllorphe (voir l'exercice précédent) dans le denli-pJall Re z > o. 
E:z:erdce 1.2.1.'3. Calculer la dérivée à droite en 0 de la fonction 

.\ 1-+ t\g(:u) + .\2)1/2 &c 
Jo 

olt g est une fonction bornée, positive ou nulle sur ]0, 1[. 

1.3. Cas de la dimension 1 

Théorème 1.3.1. - Soit.f une Jonet'ion conl'lnue sur un intervalle [a, b] et 
.soit .F nn·e primüj.ve de f. On a alors 

l f(:r) ch:;::: F(b) - F(a). 
J[Cl,bJ 

Considérons la fonction G(~u) = f-t' ,] f(t) dt. On a, pour 1 > ° (le raisollllcinellt • a,.r: 

serait le mêrue pOUI l < 0) 

1 1 /' -, (G(:r:+l) - G(x)). = - f{t) dt 
, l . [:r,;I'+I] 

= ~ l'" f(:,,) dt + ~ {" U(t) - f(x)) dt. (1.9) 
J[.t,.t-H) , [.t,.l.,l) 

D'a,prÈ!s le propriét.é (c) de la section l.L l'int.égrale d'une constante l'III sur un 
intervalle [al b] est égale ~t lvI(b-a). Le lllelllbre de droite de (1.9) est la SOUIllle 

de /(;r) et d'unc quantité lnajorée en lllodule par 1l1i:1u"'{[.J:,;l~+lJ U(t) - f(:1:)/ qui 
tend vers 0 a.vec l. Il en résulte que G est dérivable, ct que G'(:z:) = f(;c). La 
fonction F - G est donc const.ante, et on a G(b) - G(a) = F(b) - F(a) ce qui 
est le résultat voulu. 
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On voit donc que l'int.égrale de Lebesgue est un prolongement de l'intégrale 
de Rieu1anll des fonctions continues. Cela dit~ l'étude préaJa,ble de l'inté
grale de Rielnann Il 'est nullen18nt nécessaire. Pour le calcnl des intégrales de 
Lebesgue, on peut à la fois utiliser le calcul des prÎlnitives dans les cas silnples 
et disposer de théorèlnes puissants sur les passages à la lÎlnite. 

E:I:e'f'cice 1.3.2. - Soit f une fonction intégrable au sens de Rieruann sur [a, b]. 
Dél110ntrer que f est sOI11111able et que les deux définHions de l'intégrale de 
f coïncident. On pourra, pour chaque entier '171-, poser 11. = (b - a) j'lm et 
introduire les fonct.ions IPm [resp. 'l/lm] constantes sur chaque intervalle [kh, (k+ 
1 )17,[ et Y prenant conllne valeur le sup ['l'CS]). inf] de f sur le mêlne intervalle. 
On niolltrera ensuite que les suites (VJm) et CI/lm) sont monotones et~ en utilisant 
la propositioll 1.1.5, que l'on a inf IPm = sup 'I,brn p.p. 

Bien ent.endu, on ne se privera pas de la notation classique ./: f(:r) d:D pour 
désigner, selon les cas, l'intégrale sur ]0" b[ ou l'opposé de l'intégrale sur lb, a[. 

1.3.:). Qu'cst-ü advenu, des 'intégrales ab8olv,nwnt convc'f:qe-ntes ... -- À la 
différence de celle de Rier11ann, l'int.égrale de Lebesgue est direct.enlCnt dé
finie de lllanière globale sur 1Ft Cela rend beaucoup plus nette la dist.inction 
eut.re deux concepts de uature très diffërent.e luais qui sont souvent présentés 
ellseruble (sous le U0111 plus que discutable d' ;:intégrales hnpropres") en t.héorie 
de l'intégrale de Rim11ann. 

Quoi qu'il en soit, il est bien sùr int.éressant (ravoir des relations entre les 
int.égrales sur 1R entier, et celles sur les int.ervalles finis. Pour a < b, on notera 
fllb la fonction égale à f pour :z; E [a, b] et à 0 ailleurs. 

Si f est Ulle fonction positive, et si an et bn sont. des suites respeetivenrent. 
décroissant vers -00 et croissant vers +00, la suite des fonctions fnnb n converge 
en croissant vers la fonction .r et ou a convergence des intégrales craprès le 
théorèu18 de Beppo Levi. On a douc 

\;If :2: 0, /~ f(:!:) ll:!: = a.!!ll~ t f(:r:) dx ~ +::ü 
. K b-++.'XJ • a 

forrnule clans laquelle on peut reruplacer lim par sup. 

En particulier, en appliquant ce qui précède à la fonct.ion Ifl, on obtient le 
résultat suivant : pour qu June fond.'ion f à valeur8 complc:r:c8 80it 8oul'Tnable, 

il faut et il S'uffit que snp J~~ 1/(:1:) 1 d:z: < +:J(). 

Si la fonction f' est sonunahle, la suite des fonet.ions fOr' /) définies conllue 
• - • ·'rl n 

eÏ-dessus converge vers f en chaque point., et. est. lllajorée en lllodnle par la 
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fonction SOlllllulble fixe 1 f (- ) 1. On a donc, en vertu du théorèlue de Lebesgue, 

On voit que Je concept cPintégrale d\ule fonction sOllllnable généralise celui 
cr ;'intégrale de Riemann absolulucnt convergente". 

Bien entendu ce qui précède s\:tpplique égaJCluent aux rapports entre 

l'b f (;l:)d:z; et les l'bit f(:l:)d:z; lorsque an et br! tendent respectivelnent vers a 
• fi • an 
et b. 

1.3.4 ... , et des intégrales .se'fni-conve·T:qente,,? Il arrive qu'une fonction 
.r sOllnuahle sur tout cornpact , ne soit pas sOl1unable sur IR. lllais que les 
intégrales J:~ f (:r) d:z: tendent vers une Ihnite pour (J, -+ -eX) et b -+ +00. 
Uu exenlple classique est; la fonction sin:1:/.:1:, Il est traditionnel de noter en-
core .r~: f(:t) (l:!; la lhllite et, de parler crintégra1e seuli-convergente, luais de 
telle8 e:rjJr'e.'iSiOnH ne sonJ pas vrœirnent des intégrales - aucun théorème de la 
théo1'ie de l 1intégnr,tio'll, ne s'applique à elles _.- ce sont des lhnites cl Jinfégrales 
et iln. 'li (t guère plus cl en dire, Pour les étudier, on applique la théorie de 
1" t' t' . , , l l'b f'( ) l t ' l l' . 1 'Ill ,egra ,1011 êLl.DC vraieS nltegra es . a' :1: CZ:, e on passe a a nnIte avec es 
nlOyens du bore1. 

1.4. Intégrales lTIultiples 

Théorème 1.4.1 (Fubini). - Soit f(:r,y) u·ne fonction d~finie dans le 
]n'oduit IRP x litt] . 

(a) Si f est ri, valeu'f's dans frl(: • on a l'égalité suivante, où le., trois mernbres 
définissent '1/.'11 élé1nent de lP4 

(b) Si f est sorn:mable da,ns IPlp+q, le8 trois me'mbres de (1.10) ont un sens 
dans C et sont égall:1:. POUT être pr'écis, dire que le tro'i8'ièrne m,en~bTe a un 
sens signifie les deLl:r choses suivantes : 
- pour presque chaque y, la fonction :z: t-+ f(;r.;, y) est Bomrnable dans m:Jl 

la, fonction <p(u) = J f(:l;.y) da; q'/û est ains'i d~fin';e presque partout est 
somnutble daT/Ji JR:(j , 
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1.4.2. Mode d'emploi. - On désire souvent intervertir les signes d'inté
gration~ et prouver Pégalité des second et troisièule Inelnbres de (1.10) pour 
une fonction f à valeurs cOlnplexes. On procède en deux ternps. 

(a) On prouve d~abord que f est sorl1ruable dans IRp+q. Pour eela, on 
utilise la fOrIne (a) du théori:~lne de Fubini pour calculer ou majorer l'intégrale 
JI If(;D, y)1 (l:I; dy par intégration successive dans l'ordre que rOll désire. 

(b) Dne fois établi le fait que f est sOllunable ;'du couple". on utilise à 
nouvea li le théorèllie de Fubini sous la fonue (b). 

On prendra garde au fait suivant : il peut trÈ~s bien arriver (pOUl' Ulle fbnc
tion non sOlnnlable dans IFP+CJ) que les second et troisièrue Inelubres de (1.10) 
aient un sens dans iC~ et qu'ils soient différents. 

Remarqne 1.4-3. Pour calculer rintégrale double d \lue fonction .r sur un 
sous-ensem.bleA de 1~P-Hl, aIl se ralllène au cas de l'intégration de la fOlldioll 
fA' Le troisiènle 111elllbre, par exe111ple, de (1.10) devient 

/,' {J' f(;c, y) d:Z:} dy 
,rr(A) ,A" 

où Au est. la '·tranche~' {:z; E lP~PI (:r,y) E A}, et oit rr(A) cst la projection de A 
sur IRq. 

ExerC'Îce 1.4.4. Soit; A le graphe d1une application de dans IR. Dé-
lliontrer que A est de lllcsure nulle dans !PL" . 

Thé.orème 1.4.5 (de changement de variable). Soient rh ct O2 

deH~Z; ouverts de Rn, et <» un d'Uj'éomorphù31ne de rh sur O2 • On noiera J<I>(:l:) 
le détermù/ .. ant de la matrice jacobienne de <D an poin/. :1: 

Soit f une fonction d~finie S'n7' n2 · 

(a) Si la fonction f est à ValeU1'l3 dans jp~_. 0'11, a l'égaUté suivante, où les dett:l; 

nw'mbre.r; ont un sens dans IR'+ 

l f (11) dy = l f (<» ( ;1; )) 1 .l,Ji ( :z: ) 1 ci:D. 
Jn'2 .In! 

(Lll) 

(b) Si l est à valeurs com,ple;reiJ~ elle est: sommable dans O2 .'li et seule'ment si la 
fonct'ion fUI>(~c)) ,J(I)(:r)1 e.st .':Jornrnable dans nI et les dewl; rnernbres de (L11) 
sont alors égau:/;, 
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Re/nargue 1.4. 6. Il est souvent utile, pour se trouver dans les conditions 
d'application du théorème. de retirer des dOlnaines crintégration des ense1nbles 
de 1118sure nl1l1e~ ce qui ne change aucune des intégrales. Par excluple, les 
coordonnées polaires ne fournissent pas de diHëonlOrphisrne du plan sur un 
ouvert. Par cont;l'e~ si on retire du plan l'origine et le denlÎ-~Lxe des ;z; négatif, 
ou obtient un diITéolllorphisllle de ]0, oc· [ x] - 71", 71"[ sur l'ouvert ainsi obt.enu, et 
donc la fonnule classique (le jacobien étant égal à T) 

Ij~,., f(:1:, u) (b; cl'!) = Ij~ f(r cos e, T sinO) 'l' dl' dOl 
, • ir_- • • 10.(X;[ X J -iT ,iT[ 

valable pour .f positive on sOIlnnable. 

On utilisera parfois la fOrlnule analogue dans jRll. Ce n'est pas exaeteIuent 
une application directe du théorème, luais on s'y ralllène facileUlcllt eu prenant 
des équations locales de portions de la sphère lulÎté §n-l de ]Rn. On notera f) 
le point courant de celle-ci, et. da 1} la 1118sure de surface (voir la section A.3). 

i~n I(,,) da; = ,10
00 l.-I f (r8),,"-1 d'/' dO'o' 

1.5. Espaces [1, [2, ['-::0 

1.5.1. L'espace Cl ). Nous l'avons défini COllune l'espace des fonc
tions sOllllllables. Si on pose Ilfll = Jlf(a:)1 rh, 011 voit facîleluent que 
11\1'11 = IÀIIIIII ~ et (1.4) exprÏlne que IIf + 911 ::; Ilfll + 11911· Ce n'est néanrnoills 
pas uue notTne sur Cl (IP1H 

), car la relation Ilfll = 0 équivaut (l'après la proposi
tion 1.1.5 à f = 0 p.p. et; non pas à f = O. Pour la lnôme raison, l'application 
(f,g) H- J If(;z:) - g(~D)1 d~L vérifie l'inégalité du triangle luais n'est pas U11e 
distance. 

Cela n'ernpêche pa,<:; de définir la convergence en 'moyenne. On dit qu'une 
sllHe fj d'élélnents de cl(~n) converge en rnoyenne vers f si J Ifj(:z:)-f(:z:) 1 d:c 
tend vers 0 pour .i -+ 00. On n'a pas unicité de la linüte f, luais on a 
le résulta~ suivant: pour que .fJ con\~.~\rge égalmuent en Illoyenne vers une 
fonction f~ il f~lUt. et il suffit que / = J p.p .. Il est clair que la condition est 
sllHisante, les intégrales de Ilj(:r;) - /(:1:)1 et de Ifj(:l:) -.1(;r)1 étant les Inêlnes. 

Rédproquernen!!: si .tj converge en lllOyellne vers / et ,7, on a J If II::; 
II/ - fjl + IJf - Ijl pour tout .j. Le prenüer 11lClllbre est donc nul, ce qui 
ent.raîne f = .r p.p. d1après la proposition 1.1.5. 

Tous ces résultats suggèrent de passer au quotient par la relat.ion d'équiva
lence f g p.p., ce que nous ferons dans la seetion 2.6. Le résultat suivant, 
que nous achnettrons~ est Îlnportant. 
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Théorème 1. 5.2. - Soit fun, élbnent de LI (IP21l 
). Il e:r:iste lmE! sv,ile fj 

de fonctions contùl,ues à support cO'lnpact (c Jest-à-dire nulles en dehors d'un 
ensemble borné) qui converge vers f en rnoyenne. 

E:rercice 1.5. S. Soit f E LI (1Rn ). On définit la tranSfOTlllée de Fourier T 
de f par l(t:;) = J e-i.l'·é:f(:I:) [h: pour tout ~ E IR:.1l. 

(a) NIollt~er que la fonction T est continue et bornée et que l'on a 
sUP(ER. lî If(ç) 1 ::; J 1/(;1;)1 &v. 

(b) Déllloutrer quel si tp est continue iL support C01llpact~ la fonction rp tend vers 
o à l'infini (on lllontrera, en posant () Ti/E" que ,((ç) = - J f(:r.;+(.J) d:r). 

(c) En déduire que, pour f E [} ), la fonction T tend vers 0 à l'infini. 

1.5.4. L'espace L:2 (IP?fl). - C'est l'espace des foncUons de carré sOl1uuable, 
c'est-à-dire telles que J /1(:1:)1 2 

lb; < IX'. À partir des relations U(:D) + g(;I;)1 2 
::; 

2( Lf (~c) 12 + 19(;1:) 12 ) et If (.1: )g(:r) 1 :S 1/2( If (:1.:) 12 + Ig(:1:) I~) 1 on 1nontre facileluent 
que L:2 (IH:ll ) est un espace vectoriel et que, pour deux éléments de cet espace, 
la quantité 

(.f 1 g) .h,,, .f (," ) 9 (,,, ) dx (1.12) 

définit un élément de <C, la fonction à intégrer étant sornmable. 

Il est facile de voir que cette expression poss(~de toutes les propriétés d'ull 
produit. scalaire, à Fexceptioll de la suivante : la nullité de (f 1 f) équivaut à 
f = 0 p.p. et non à f = O. Cela nous suggère encore de passer au quotient pal' 
la relatioll d'équivalence f = 9 p.p. Nous le f(jl'ons dans la section 2.6 olt l'on 
trouvera d 'autres propriétés des fonctions de carré sOllunable. 

La quantité (f - 9 1 f - g)l/'2 = (.r l.f(~c) - g(:z;)1 2 da:) 1/2 est appelée éCa1,t 

q'uadratique 'moyen de f et 9 et on dit que .fi converge vers f en llloyclllle 
quadratique si l'écart quadratique nlOyell de f et fj tend vers O. 

1.5.5. L'espace LOO (iH:ri ). - Il s'agit de respace des fondions qui sout pres
que partout égales à une fonction bornée. 

Théorème et Défin'ition 1.5.6. - Soit fnne fonction à valeurs réelles 
définie sm' IPL11

• On dit que lVI E IR1. e.stun presque rnajorant de f si on a 
f (:c) ::; ./.vI ]J. p. Si f est presque nu~im'ée, rensernble de ses presque 'lnajorants 
possède 'Un plus petit élément, que l ~on appelle la borne supérieure essentielle 
de f et que l'on note supessf(:z:). 

Soit Il, la borne inférieure de l'enseluble des presque lllajorants de f. Il suffit 
de lllOutrer que Il. est encore un presque majorant de f. Pour chaque entier 
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.i, le nombre 1" + Ili est un presque majorant et il existe clolle un enseluble 
négligea.ble Aj en dehors duquel on a. /(:z;) :s; fi, + 1/.1. L'ensclllbie A = U Aj 
est de Inesure nulle, et on a. f (:c) ::; fi, dans le cOlllplémentaire de A ce qui 
achève la démonstration. 

On a.ppelle Loo(]p.~n) l'espace des fonctions cssentiellernellt bornées, c'est
à-dire telles que la fonction If (:1.:) 1 possède un presque 111ajorant. On vérifie 
facileIl1cnt que r applica.tion f r-+ sup css If (:z;) 1 possède toutes les propriété 
d\me nonne, à l'exception du fait que la nullité de sup css if (;1:) 1 implique 
seuleulent .f = 0 p. p. 

1.6. Sur la construction de l'intégrale 

Le but de cette section est de donner un aperçu très superficiel de la 
construction de l'intégrale de Lebesgue et de dire quelques Inots des questions 

Inesurabilité. Le lecteur intéressé par la théorie pourra se reporter par 
exmuple à l'ouvrage de W. Rudin cité clans la bibliographie. 

On déllnit d'abord la lllesure des ensembles pavables, c'est à dire des en
serllbles qui sont réunion finie de pavés d'intérieur disjoint, COlluue étant égale 
à la. SOHune des vohunes de ces pavés - après avoir vérifié que le résultat ne 
dépend pas de la décOluposi tion choisie. 

Un prCluier passage à la lÎlnite définit la lllesure d'un ouvert n de }Rn : 

c'est; la borne supérieure des 111e8111'e8 des e118elnble8 pavables contenus dans 
n. Un second passage à la. lirnite définit la l11eSllI:e d\ln cOlllpact : c'est la 
borne infërieure des mesures des ouverts qui le contiennent. On dit alors qu'un 
ensell1ble A est me.'3u1'able (pou'!' la mesure de Lebesgue) si, pour t.out é > 0, 
on peut trouver unc suite de compacts J{J et une suite d'ouvert.s n) tels que 
l'on ait J{j C Ojl 

00 ()O 00 

U [(J cAC U Oj et I: p, ( n j \ J( j) s: é. 

.1=0 j=O 

On dé'fillÎt alors la luesure de A par 

p.(A) = illf p(n) = 
n~A 

n ouvert. 

o 

sup I,,(J{):S; +00. 
KeA 

J{ compact 

Les résultats les plus iurportants que l'on obtient au tenne de cette construc
tion sont les suivants. 

_h_ Les ellSelllbles IU8surabies fonnent une tl'ibu c'est~à-dire une fanlÎl1e de 
parties de IP~n qui est stable par passage au cOluplénwntaire et par réunion 
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dénolnbrable (et clone par intersection dénOIllbrable), Cette tribu contient 
notaullnent les ouverts et les fermés. 

La mesure fit est une application croissante et c1énOlnbrablelnent additive 
(voir le n°1.1.2) de la tribu des enselnbles mesurables dans 

On dit ensuite qu'une application f de JR.1l dans est luesurable si l'image 
réciproque de tout intervalle est un el1selllble Inesurable~ et on définit enfin 
l'intégrale de f par la fonnule 

J, f(:r) d:r = Sup f /-l, (f-l([jh 1 Ci + 1 )h[)) j h 
11>0 j=O 

(1.13) 

(sauf dans le cas oil .f prend la valeur +CX) sur un de nlCSUl'e > 0, 
auquel cas on pose bien entendu .r f = +(0). On peut d'ailleurs re111placer 
sUPh>O pal' lin1h-+O dans la fonnule ci-dessus. On interprète souvent cette 

La fonction .h et son intégrale 

[onnule en disant que l'intégrale de Lebesgue découpe .f selon l'axe des 1/, alors 
que l'intégrale de RieUlétl111 la découpe selon l'a..xe des :r.=, L'expression (1.13) 
exprÎrue effectivelnellt .r f(:r) d;1J connue lünite d'intégrales .r ,h(:z:) d:l:, où la 
fonction .h est égale li kh lorsque kh ::; f(:E) < (k + 1)17.. 

On voit les avantages de cet te llléthode : les fonctions .h approchent f à Il, 

près en nortne unifonne 1 lnênle pour des fonctions f tr(~s irrégulières, alors que 
l'approxÎlnation unifol'lne par des fonctions eonstantes sur des intervalles ne 
fonctionne que pOlU' fonctions très particulières (continues ou plus géné-
raleulCnt réglées). En outre, Fapproxirnation est croissante: on voit 
facilenlent que l'on a .h/2 .h, et la suite des f'2-n par est croissante. 
Cela rend plus naturelle théorèlne de Beppo Levit dont la dérnonstratioll n'est 
effectÎvenlellt plus à ce stade. 
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Le prix à payer est bien sùr le fait que, pour définir l'intégrale de .fh~ il 
faut disposer de la 111eSUre des enseIubles .f-l([kh~ (k + l)h[), enselllbles qui 
peuvent être très conlpliqués~ ce qui nécessite tout.e la cOllstruction précédent.e. 
Au Gontraire, l'intégrale de RieIuanll n'utilisait que le concept éléll1entaire de 
Inesure d'un intervalle. 

1.6.1. Existe-t-il des ensembles et des fonctions non mesurables? 

L'expérience suggère la réponse non. En effet, les ensembles luesurables 
fOrInent une tribu contenant les ouverts et il en résulte que fespace des fonc
tions Inesurables contient les fonctions continues et est stable par toutes les 
opérations dénOlnbrables usuelles: limite d'une suite (ou SOUlIne d\ule série) 
de fonctions qui converge en chaque point, sup ou inf dénornbrable, ... À titre 
d'exenlple: le lecteur pourra voir dans l'exercice B.2.4 que la fonction égale à 
1 eu tout point ratiollnel et à 0 en tout point irratiollnel le type InêIne de 
la fonctioll non intégrable au sens de Rielnaun, a.lors que c'est une excellente 
fonction sonunable d'intégrale nulle - est Unlite d'une suite de fonctions dont 
chacune est linlÎte d'une suite de fonctions continues. On peut bien sùr faire 
beaucoup plus COlllpliqué, nIais on n'arrive jaluais à const;ruire une fonction 
non lilesurable sans faire a.ppel à l'axiOllle du choix. 

La véritable réponse à la question posée est. : cela dépend des o,;Diomes mit; 
cl la base des 'mathérnat'iqueB. On a en effet les deux résultats suivants. 

Si on adjoint l'axiOlne du choix aux axiOllles usuels de la théorie des en
s elilb les , on peut prouver effective111ent qu'il existe des enseIllbles non n1eS11-
l'ables (voir l'exercice 1.6.2). 

Par contre, un résultat relativeillent récent de logique lllathélllatique (Solo
vay, 1966) assure que l'on peut adjoindre à ces Inêliles axiorues, sans introduire 
de contradiction, les fOl'llleS dénolnbrables de l'axio111e du choix et l'axiolne 
"tout sOlls-enseluble de 1R~n est rnesurable1

' • 

Dans la pratique cela signifie que, à llloins de le faire exprès à l'aide de 
l'axionle du choix, il est exclu que l'on ait à considérer des fonctions non 
11lesurables. C'est pourquoi ce cours a été écrit COIrlnlC si toutes les fonctions 
étaient rnesul'ables. La véritable raison est bien sùr une question de ternps, 
il y a nlÎeux à faire que de délllontrer) par des luéthodes répétitives, des ré
sultats dont on sait d'avance qu'ils sont toujours vrais. Le lecteur n'aura qu'à 
ajouter luentaleillellt l'adjectif "rnesurable" chaque fois qu'il rencontrera le 
11l0t "enseluble" ou "fonction". 

Cela dit, le lecteur excessivernent scrupuleux qui serait choqué par cette 
façon de faire pourra se placer dans le syst(Hlle d~axiOllles autorisé par Solovay. 
C'est un cadre dans lequel on peut développer tonte l'analyse classique, et olt 
tous les énoncés de ce chapitre sont effectivenlCnt des théorèrues. 
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Ce qui précède s'applique à la 111eSU1'e de Lebesgue, et il ne faudrait pas en 
conclure que tout.es les questions de Inesurabilité sont sans intérêt. En théorie 
des probabilités, on introduit fréqllernluent plusieurs tribus (dépendant par 
exeluple du ternpsL la Inesurabilité d'une variable aléatoire )( par rapport à 
telle ou telle tribu ayant un contenu probabiliste précis. DéU1S uu tel contexte, 
la c1éulOnstration de la nlesurabilité d'une variable aléatoire peut être un ré
sultat irnportant, et éventuelleIllent difficile. 

E:urcice 1.6.2. Soit QI l'ellSelllble des 1l0lnbres rationnels contenus dans 
[-111], dont on nUlT1érotera éléIllents: QI = {1'1,T21" .}. On considère, 
dans Pensell1ble [0,1], la relation d'équivalence (:1; - y) E QI' On fOl'lne un 
enseruble A en cho'Ïsissant un point et un seul dans chaque classe d'équivalence 
(on notera que Penseulble des classes d'équivalences n'est pas dénolubrable). 
DéIl1ont1'er que A n'est pas lncsllrable. (On introduira les ensembles translatés 
An = A + 1'11' on 1non1;1'e1'a que ces ensembles sont disjoints et que Pon a [0, 1] C 

Un An C [-1,2J. On 111011trera ensuite, cu supposant A rnesurable, que les 
hypothèses jl(A) ° et p,(A) > 0 conduisent toutes deux à une contradiction.) 

1.7. Les quatre opérations 

On dit souvcnt. que Fintégratioll est l'opération inverse de la dérivation et il semble, nous 
y reviendrons, qu'il y ait quelque apparence de vérité dans cette assertion en dimension 1. 
Qu'cn est-il en dimension supérieure? 

Dans RH l il faut remplacer la dérivation par la différentiation, opération qui à une fonction 
f (de classe Cl pour fL"{cr les idées) a",socie sa différent.ielle cIf = ~ (a f j O:t i )(i:L: i. On connaît 
bien l'opération inverse, qui est la résolution des équations dites "aux différentielles totales" : 
les fonctions O:i étant. données (disons de classe Cl dans un ouvert n), déterminer f telle 
que d! = nid:!:;. Le lecteur n'ignore pas que les conditions âni/oxj = oO:jj8.1:j sont 
nécessaires pour i1\'oir l'existence (Pune solution, et qu'elles sont suffisantes dans un "bon" 
ouvert (onvexe, étoilé ou plus généralement "simplemcnt connexe" conviennent). 

Quoi qu'il en soit, l'opération inverse de la différent;iation n'a rien à voir avec l'intégration 
dans RH • et on peu t se demander quelle est l'opération inverse de celle-ci. 

Avant de poursuivre, nous allons examiner un type de raisonnement courant en Physique. 
Par exemple) dans Illl ouvrage d'électrostatique où on demande de calculer le potentiel U 
créé à l'origine par une répartition de charges de densité p(r), (r ::= (:1;) y, ::)), on pourra 
trouver le raÎsOllnement suivant. 

Considérons autour du point r Ull parallélépipède infinitésimal de côtés 
d:r, dy, d::. Il porte une charge p(r)(h:dyd:: qui crée à l'origine un potentiel 

On a donc 

dU = _l_p(r)d:Z:dyd::, 
47rëol' 

r = Irl. 

U= 
1 ! pel'} d:'C dy cl:::.. 

. r 

(1.14) 

(1.15 ) 
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Ce t;exte pose quelques questions ; d'où vient le donc ci-dessus; s'il y a une différentielle dV 
existerait-il une fonction V, et; si oui Ulle fonction de quoi? 

Pour répondre sur le plan mathématique aux interrogations qui précèdent;, il faut en fait 
introduire deux concepts et énoncer deux théorèmes. 

On appelle meSIl1'e (nolls cont.inuons à faire cornIlle si tous les ensembles étaient mesu
rables) une application A H 111(A) qui à tout sous-ensemble A. de !Rn associe un élément de 
lP,,+, qui vérifie T11 (0) = 0 et la propriété d'additivité dénombrable: si des A.j, .i E r'::1, sont 
deux à deux disjoints, on a m(UAj) :L m(Aj), 

On appelle, lorsqu'elle existe, densité au point ;z; d.e la meSll1'C 111 ]lM' mppor't li la 71U~.9Ur·e 

de Lebec'!!1'ne fi, la quant,ité f (.l:) définie comme suit 

f (:c) = (l'In (;r;) = lim 171 (B ( :1: , r)) , 
dJt 7'-+0 fI(B(:c, r)) 

où B(J;, 'r) désigne la boule (que Pon pourrait remplacer par un cube) de cent.re .r et de 
rayon T'. 

Cette quatrième opération, qui à une mesure associe sa densité, va être l'opération inverse 
de l'intégratiOn. C'est ce que montrent les deux résultats suivants, que 110US ne ferons qu'é~ 
noncer. 

Théorème 1. 7.1 (de dérivation de Lebesgue). - SoU f urie fonction posit.ive et loca
le7nent sommable dans frt7l, Alof8 la fonction d'ensemble m définie par m(A) = .fA f(;r) d:l: 

est une mesure qui possède pr'esque p/lTtout une densité et on a (~7:: (:1;) = f(:1:) p,p. 

Théorème 1.7.2 (Radon-Nikodym). - Soit m une mewre telle que l'on a-it 111 (K) < 00 

pO'U1' tout. compact JO; et m(N) = 0 pour' tout ensemble N de mesure de Lebesgue nulle. Il 
existe alors une fondion f, sommable SUT' tout cornpact, telle que l'on ait m,(A) = L\ f(x) d:r. 

Les mathématiques sous-jacentes an raisonnement électrostatique ci-dessus sont alors 
claires. On considère la fOllct,ion d'ensemble U qui à chaque A C Rn associe le potentiel 
V(A) créé à l'origine par les charges contenues dans A. Il est raisonnable de penser que c'est 
une mesure, Padditivité (finie) étant explicitement énoncée dans les ouvrages d'électrosta
tique sous le nom de principe de superposition. Il reste à en calculer la densité dU/dM, ce 
qu'évoque assez bien l'argument infinitésimal et la formule (1.14), et à appliquer les deux 
t,héorèmes ci-dessus pour calculer U = U(!R3

), ce qui est résumé dans le donc, 

Ce type de raÎsOllIlement est très courant eu physique et chaque fois que, pour une quantité 
Q, OII écrit que dQ est proportionnel à l'élérllent de volume, on fait appel implicitement à la 
notion de mesure. Il s'agit d'un concept dont l'importance est comparable à celle du conccpt 
de fonction, et l'absence de référence explicite tient sans doute au fait qu'il n'est apparu 
historiquement qu'au débnt du XXe siècle. 

L'hypothèse du théorème de Radon-Nikodym (t/(N) = 0 ::::?- rn(N) = 0) est importante. 
Elle n'est. pas respectée dans le cas de charges portées par des surfaces, des courbes ou 
des points, et ces cas sont ét;udiés séparément dans les ouvrages d'électrostatique (la for
mule (1.15) donnerait toujours U = 0). 

Les quatre opérations existent, en dimension l, mais on ne les perçoit pas toujours comme 
différentes. Étant; donné uue mesure Til (de llli1.SSe finie pour simplifier) sur lR., OIl peut; 
lui associer la fOlldion croissante F définie par F(:l') = m(] 00, :1:]). Réciproquement, 
à une telle fonction F on associe facilement la fonction additive d'intervalles définie par 
rn(]a,b]) F(b) -F(a) (on peut, en fait la prolonger en une mesure) et il est clair que, en un 
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point où F est. dérivable, la mesure ln admet une densité égale à F' (.r). Uopération inverse 
de la dérivation est, le calcul des primitives, tandis que le calcul des "intégrales définies" est 
plut.ôt l'inverse du calcul de la densité d'une mesure. 



CHAPITRE 2 

~ , 
TOPOLOGIE GENERALE ET ESPACES 

FONCTIONNELS 

sections 2.1 à 2.4 sont probablernent en grande partie connues du 
teur. Nous avons notalnruent rappelé, esselltiellellIent sans déulonstratioIl, les 
propriétés fondaluentales des espaces métriques. L'attention du ledeur est 
toutefois attirée sur les de cOlupacité, qui sont d~un usage constant 
dans la suite du cours~ que SUT les propriétés de base des espaces de 
Banach et des applications lilléé}ires continues. Des exercices et des COll1p'le
lllents en petits caractères lllOntrerollt au lecteur curieux que ces résultats 
élénlel1taires pennettent néanrnoins d'obtenir assez rapideulent des énoncés 
intéressants et non triviaux. 

sections 2.5 (espaces de Hilbert) et 2.6 (notanl111ent rétude des espaces 
LI, l LOO) sont sans doute nouvelles pour le lecteur, et sont iInportantes. 

2.1. Espaces Inétriques (propriétés topologiques) 

Un espace métriq'lLc ("Y, d) est lUI enselnble ~Y llluui d'une application d, 
distance, de .X x .. X dans [0, +co[ vérifiant propriétés suivantes : d 

est sYlnétrique (c'est-à-dire que d(:1: ~ y) = d(y 1 :1.;)) ; la distance d( ~D, y) est nulle 
si et seuleluent si on a ~1; 11 ; et enfin r1 vérifie l'inégalité triangulaire 

cl(:z:, y) :::; d(:z:, z) + d(z, y). 

On appelle boule O'twerte de centre :z: E X et de rayon r' > 0 rensenlble 
B(:r, r) = {yi d(:v, y) < 'T'}. On dit qu'un sous-ensenlble U de X est ouvert si 
pour tout point :z; E U il existe une boule ouverte centrée en ;1: et contenue dans 
U. Un sous-ensemble de .. Y est dit fermé si son cOluplénlentaire est; ouvert. 

La falllÎlle des ouverts est stable par réunion quelconque et par intersection 
finie. La famille des fermés est stable par intersection quelconque et pro.' ré
union finie. 
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Pour :1: E .... Y, on appelle VQ7.i:J'/'rw,ge de ~D un ensenlble contenant un ouvert 
contenant :z;. Pour que V soit un voisinage de ;Z; l il faut et il suffit qu~il existe 
'l' > 0 avec B(:l;} 1') CV. Une intersection finie de voisinages de :1; est encore 
un voisinage de :1:. Pour qu'un ensernble U soit ouvert~ il faut et il suffit que 
U soit voisinage de chacull de ses points. 

Si A est un sous-ensernble de .X l la réunion des ouverts contenus dans A, 
qui est donc le plus grand ouvert contenu dans A, est appelée intér"ie'll'l' de A 
et est notée A. Pour que :r; E A, il faut el; il suffit que A soit uu voisinage 
de ;:z;. L'intersection de tous les ferIllés contenant A, qui est dOllc le plus petit 
l'enné contenant A, est appelée adhérence (ou fenllcture) de Ji et est notée A. 
Pour que :c E A~ il faut et il suffit que tout voisinage de :1: rencontre A. Le 
cOlllpléulCntaire de l'adhérence de A est rintérieur du cOlnplélllentaÎre de A et 
vice versa, L'ensClllble A \A est appelé frontière de A. 

Q~~~litqu'lln sous-ellsernble A est dense dans -LY (ou encore ('st partol/,t 
dense), si A = .'Y. Il est équivalent de dire que tout ouvert non vide de .t'y 
rencontre A. 

2.1.1, Dirnites et continuit:é. Soient (E, d) et (E' l d') deux espaces lué
triques, .f une application de E dans E' et A un sous-enselnble de E. SOÎent 
Xo E A et Yo E E'. On dit que linl;r:-+:ro; .1'EA .f (:z;) = Yo si, pour tout voisinage 
"{IV de '!Jo, il existe un voisinage V de :Z:o tel que lCV nA) cH!. 

La linlite, si elle existe, est unique. 

On dit que f est continue en :7:0 si Ihn.1~-+.l'o;;rEEf(;r;) = f(:z:o) (on sous
entend habituellenlerlt le x E E dans la notation). Il est équivalent de dire 
que FÏluage réciproque de tout voisinage de f(:z;o) est un voisinage de :z:o (ou 
encore que pour tout c > 0, il existe '/7 > 0 tel que d(:z;~ :1:0) :::;: '/7 implique 
d' (.f ( a; ) , f ( :c 0 )) :s.; E). 

On dît que f est continue (sur E) si elle est continue en tout point de E. 
Il est équivalent de dire que rhllage réciproque par .f d \U1 ellsenlble ouvert 
[resp. fermé] est uu ouvert [resp. fenné]. 

On appelle homéomorphisme de (El d) sur (E', d') une bijection de E sur 
E' qui est continue ainsi que son inverse. 

On dit qu'une suite Xj d'éléuIents de E converge vers :1; si pour tout voisinage 
V de x, il existe Ull indice:io à partir duquel tous les ;J.:j appartiennent à V. Il 
est équivalent de dire que la suite 111l111érique .i r-r d(:z;, :'Dj) converge vers O. 

Composition des limites : la COlllposée de deux applications continues est 
continue; si liIllj-+oo ;Z:j = ;z; et si f est cont.inue en :1:, alors lÎIn j-+oo f (;z; j) = 
f(:r), etc. 
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Proposition 2.1.2. - Pou'/' qu Jltn 8o'LLs-enseTnble A de E soit feTTné. il fa'ut 
et il st~ffit que, pOU'f tD'lde suite li! élbnents de A converge dansE, la li/nile 
appartienne à A. 

Proposition 2.1.3. - Pour q'lc·u.ne applicaliO'n f de (E.d) dan:; (E', d') 
Boit cO'l},tinue, il faut et il 8uffit que. pOUT' to'ute suite convergente :l;j rl'élérnents 
de E. on ait l (lilllj -;-,:>0 :c j) linlj-;-'x, f (:l:j). 

Proposition 2.1.4. - Soient f et g continues de (E,â) dans (E'ld'). 
L 'e-nsem,ble {:z; E Elf (;1: ) g (:1;)} C8t alors fe:rmé. En particulier, .'li l cl g 
co'i:'ncùlent SUT un "ous-ensemble po:rto'llt dense. elles coi,:nèidenl partOltl. 

2.1.5. SO'I/,8-eBpace métrique. Soit (El cl) un espace lllétrique ct soit A un 
SOlli:i-elli:lfJlllble ùe E. L 'e118e111ble A~ llllllli de la resl;l'Ïctioll à il. x A de la 
fonction d est Ini-rnèrne un espace rnétrique. On parle alors du sons-espace (et 
non plus sous-ensernble) il. de E. 

2.1.6'. Espace métr'iq'lle 1J'todtât, Soient (El,ch) et (E,:!,d2 ) espaces 
luétriques. Leur produit est renselllble produit; x E2 nnilli de la distance 

d( (:Z:1, :];2), C'J1, Y2)) 

Une application f à valeur dans un Gspace produit achnct deux cOlllposantes 
fI à valeur dans El et f2 à valeur dans E').. Pour que f soit continue, il faut 
et il suffi t que fI et f2 soient continues. 

Si (E, ri) est un espace lllétl'ique, rapplication (:1:, y) H d(a;l y) est continue 
de E x E dans IR.. Pour tout point :z:o de E, rapplication ;z: H d(:z:o, :1;) est 
continue de E dans 1ft Il en est de mènw, pour tout sons-ensernble A # 0 de 
E, de l'application ~l: H d(:u, A), où la distance :/: à Z'ensernble A est définie 
par d(:1;, A) = ÎnfyEA d(:c, y). 

2.1.7. Di,stances topologiquement équivalentes. Soient E un enseulble et d~ 
d' deux distances sur E. On dit qulelles sont topologiquenlDut équivalentes si 
on a 

\h: E (2.1) 

ainsi que la propriété analogue obtenue en échangeant d et d'. Il est équivalent 
de dire que rapplicatioll identique de E est un hOllléOlllorplüsme de (E, li) 
sur (El d'). Toutes les définitions et propriétés qui préd~dent sont inchangées 
quand on rernplace la distance par une distance topologiquelnellt équivalente. 
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2.1.8. Espaces topologiques. ~ On appeLLe espace topologique un enst~mble E muni 
d'une famille de sons-ensembles appelés ouverts satisfaisant aux conditions suivantes: 
l'ensemble vide et E lui-mème sont des ouverts; la famille des O!wert.s est stable par réunioll 
quelconque et péU' intersection finÎe. 

Les notions de fernH~sl voisinages. limite, conl'înuité, ... se dNillissent comUll' précédem
ment. On dit que l'espace est "épaTé si pour l'.out couple (.r, li) de points distincts, il existe 
lin voisinage 17 de .c et un voisinage IV de !J avec 11 n n" = Q). Cela. assure l'unicité de la. 
limite. 

D'une manière générale, tous les énoncés qui précèdent (ne se référant pas explîcHernent 
il la distance) sont valables dans un espace topologique séparé> il l'exception des proposi
tions ~.1.2 et 2.1.3. La notion de suite convergente ne caractérise pas en génôral la topologie 
(on peut. trouver des t,apologies différentes pOUf qui les suHes convergentes sonl'. les mêmes), 
et il faut [aire appel à la notion de limite d'un filtre pour avoir des énoncés généralisant ces 
deux proposit.ions. 

La dOIlnée d'une distance sur un ensemble lui conH'rt' une structure tFespace topologique 
sôparé. Deux distances saut topologiquement équivalentes si et seulement si elles dNiniss{'nt 
le espacp topologique. 

2.2. Espaces luétriques (propriétés ulliforllles) 

2.2.1. Disla'Hees u:nU'orrném,erd (iqaivalentes. _. Soient un enselllbie et d, 
d' delL"C distances sur E. On dit qu 'clles sont; lluifonnément équivalentes si 
on a 

> 0, :317 > 0, Y;v E E, Yy E (2.2) 

,linsi que la propriété analogue obtenue en échangeant; ri et d'. 

Le lecteur vérifiera facilement que les llotions qui vont suivre restent in
changées lorsque l'on nnnplaee la. distance par une distance unifolTuément 
équivalente luais que, à la différence des notiolls du paragraphe précédent, 
elles peuvent; changer si on la remplace par une distance topologiqueillent 
équivalente. 

E;z:erC'ice ,'2./:1.2. Sur ]0, œ(, on définit les deux distances d(;l;, y) !:c III 
et; d'(:z:,y) = jlog:1: logyj. Démoutrer qu'elles sont topologiqueulent équiva
leutes nuLÎs pa.s unifonnélncnt équivalentes. La suite (1/.1) est-elle de Cauchy 
pour d, pour d'? Pour quelle métrique l'espace ]0, ex)[ est-il conlplet? 

Définition 2.2.3. - Soit (E,d) UTI espace mét'l'ique. 
(a) On dit qn 'une suite :rj est /lHe ,'luite de Cauchy si on a 

.1îtn d ( :z: j , :1; l,') = O. 
),/,~---+<XJ 

(b) On dit que l ~e8pace est cornplef si tO'lûe suile dc Cauchy est cOnl1e'(qcnte.. 
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Bien entendlt. dans tout espace luétrique, une suite convergente est toujours 
de Cauchy. 

Proposition 2.2.4. - Soit (E, d) (fI! espace métrique ei ACE. 

(a) Si E e8/ cmnplet el "i ../1 est fenné da,n,,1i E. le sous-espace. A est con/plel. 

(h) Si le 80u,t;-espo,ce A eHt cornplet. A est ferm,fi dan.':! E. 

Soit (;Ej) une suite de Ca.uchy de A. La suite (:Dj) est en pa.rticulier une suite 
de Cauchy dans E et converge douc vers uu :1: E E. Si A est fenné, 
cLtpl'ès la proposition 2.1.2, le point :1: qui est Lirnil;e d'une suite d'éléuwuts de 
A appart.ient. à A. Nous avons douc prouvé que, da.ns le sous-espace A, t.onte 
sui te cle Cauchy est convergente. 

Pour clélllontrer la partie (b), il suffit de rllontrer cl 'aprôs la proposition 2.1.2 
que si un8 suite :1:j d'élénlents A converge dans E, sa linlÎte :z: appartient 
à. A. La suite convergente ;I:j est une suite de Caudry dauti douc Ulle suit(~ 
de Cauchy dans le sous-espace A. Celui-ci étant COlllplet, elle doit cOllverger 
vers un éléuwnt. de A, qui ne peut être que :D par unicit.é de la lirnite. 

Définition 2.2.5. - Soient (E, cl) ct (E', d') deu:r C8paCC8 Tn,étriq'/U:~8 d f 
/l,1/(': application de E dans ,On dit 'lue f e8l unifol'lllémcnt continue 
pour tont E > 0, il e:ri"te '17 > 0 tclquc d(:D, y) :::; '77 irnplique d' (f(:1:), f(y)) :; E. 

On reluarquera que clelLx distances d et d' sont unifortlléllwnt équivalentes si et 
seulement si l'a.pplication identique est uuiforrnémellt continue de d) dans 
(E, d') et de (E. cl') dans (E, ri). 

On vérifie facilernent que la fonction distance ri e11e-1n61ne, définie sur E x E~ 
ainsi que les fonctions :z: 1-7 :c{)) et; :t: 1-7 d(;r:, A) définies Sl1r E pour :z:o E E 
et A C sont l1niforruélnent continues. 

Proposition 2.2.6 (prolongelnent des applications) 
Considérons deu:D espace,) 'Inél'l'iqucs (E, cl) ef; (E' ~ d') don/' le second est 

complet. Soient Fun, sOiis-ensC'm,blc den.se dan.1i E et 9 une application uni
fO'f'Tnémenf co'ntinue du salis-espace F dans Il (::ristc alors H.'ne nnÎque 

application unifo'l'ménl,cnt continue 9 de E da'/1.s E' qui coi'ncide avec 9 .'1,/1,1' F, 

Rappelons au lecteur le principe cle la démonstration. Pour tou!; :D E E, il 
existe une suite :1;) d'élénwnts de .F qui converge vers :1:. Cette suite est de 
Ca.uchy dans le sous-espace F, et est trausfonnée par rapplicatjon uniforlllé
ment continue [} en UIle suite de Cauehy de E', La suite 0(:1: j) eOllvprge donc 
vers un élément li E E', On lllorttre fadlernellt que si l11;e autre suite :rj 
converge vers :Z:, la suite g(:1:;) converge allssj vers !J. On pose alors 9(:1:) = '!.I 
et on vérifie que ?i est unifol'méluent cont.inue. L'unicité (PUll prolol1geulCnt 
continu est déjà connue (proposition 2.1.4). 
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Un cas particulier Îlllportant; d:application unifol'lllément continue est ce
lui clesapplications li]J8chitZ'ienne,): c1est-à-dire telles que, pour une constante 
C > 0 convenable, on ait d' (f (:1:), f (y)) ::; Cd(:D: U) (on dit alors que f est lip
schitzienne de rapport C). Il faut noter que ce concept (et en particulier celui 
d'application contractante ci-dessous) n'est pas invariant lorsque rOll rernplace 
une distance par une distance unifonnément équivalente. Les exercices 2.2.8 
et. 2.2.9 InOlüreront qU\ll1 choix judicielLx de la distance peut accroître nota,
blenlCnt la portée du théorèrne suivant. 

Théorème 2.2.7 (du point fixe de Picard). - So'Ït (E, d) 'un espace 
'métriq'lw cO'lnplet. el f une application contractante de E dans l'/l,i-métne 
(c'est-à-di1'e lipschitzien'l1,e de 't'apport k < 1). 11107'8 il e:r:istell.n un'iqu,e :z: E E 
tel que /(1:) = :1:. 

La dérllonstration est sinlple et fournit de plus un algoritlul1e pour détenniner 
:1;. On choisit un point. quelconque :1:0 E E~ et oil définit par récurrence la suite 
:Dj pal' ;[;j+1 = f(:Z:j) pour ,7 :2: O. On montre facilenlent que d(:Z:j+1,:I:j) ::; 
k:iâ(:Cl!;Z;O) et, par inégalité t.riéUlgulaire, que la suite :I:j est de Cauchy. Elle 
converge dOllC vers un point ;r; et, par continuité de l, on a ,l'(:z;) = :Z:. L'unicité 
est facile: si :D et; y sont delL"'{ points fixes 1 on a d(;I;, y) ::; J..;d(:r, y), ce qui 
Îlnplique d(;Z;, y) = O. 

E:fe7'cice 2.2.8 (Équations intégrales de .seconde espèce) 

Ou se donne une fonction 1( (:z: l y) à valeurs réelles, définie et continue sur 
{(:1:, y) E lP,;.2 1 O::;y::;:z:}. Soit J11(T)·= sup {II((:z;~ y)11 O::;y::;:z:::;T} pour T :2: O. 
Étant. donné une fonction 9 définie et continue sur [0, ex{ on cherche une 
fonct.ion continue u vérifiant 

u(:v) - {a: [((a;, y)u,(y) dy = g(:1;). 
./0 

(2.3) 

Le lecteur se rappellera (ou redélllolltrera) que respaee C((O, T]) des fonctions 
continues sur [0, T] est cOlllplet, si on le IlIUllit de la distance de la convergence 
ullifonne : d(n, v) = sUP.l'E[O,Tj IU(:D) - v(:1:)I· 
(a) Soit T assez petit pour que TlvI(T) < 1. DéIllontrer qu'il existe une 
unique solution définie sur [0, T] de (2.3) (on appliquera le théor(~llle précédent 
à l'application 'lJ, r--+ il + J~I: J((:7;) y)u('!:J) d'li). 

(b) I\1ontrer que, sur C([O\ T]), la distance â~Î définie pour, > 0 par d-,(n, v) = 
SllP:tE[O,Tj e--i:e 1'H(1:) - v(;z;)I, est unifonnéluent éqlüvalente à d. 

(c) Dénl0ntrer qne, quel que soit. T, il existe une unique solution définie sur 
[0, T] de (2.3) (on choisira, assez grand pour que iVI(T)/, < 1). 

(cl) En déduire qu'il existe une et UIle seule solution définie sur [O,oo[ de 
l, , t·· (') 3) 'equêt ,1011 ...... . 
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E;l:eTcice 2.2.9 (Une version précisée du théorènw de Ca'lichll-Lipschitz) 

On se donne une fonction F(a;~ ;;) à valeurs réel1es, définie et continue sur 
[O,oo[xIR. et un 1l0lubre Ua E n:;. On suppose que Fest uniforIlléulent lip
schitzienue par rapport à z~ c'est-à-dire qu'il existe C > 0 telle que l'on ait 
IF(:l;,;::) F(;v~ z')1 ~ C 1= - ::'1 quels que soient :r:, z et ;::'. 
(a) DélTlOntrer qu\ule fonction 'LI, définie sur [O~ T] est une solution continûn18nt 
dérivable de l'équation différentîel1e 

'u(O) = 'U{), (2.4) 

si et seuleuwnt si 'iL est. une solution continue de l'équation intégrale 

u(:z:) = 'Ua + rI: F(t, u(t)) dt. 
Jo 

(2.5) 

(b) En utilisant. la distance d de l'exercice précédent~ déulOntrer l'existence et. 
l'unkité d~une solution continue de (2.5) sur [0, T] pour tout T < l/C. 

(c) En utilisant la distance d-;l et en choisissant! > CT, délIlontrer l'existence 
et l'unicité d'une solution continue de (2.5) dans (0, quel que soit T. 
(d) En déduire qu'il existe une et une seule solution de (2.4) continfullellt 
dérivable sur (0,00[. 
(e) Étendre le résultat au cas des systèrlles différentiels (z E 18:.11

), et au cas 
Oll le caractère lipschitzien est local en a: et global en z (c'est-à-dire qlle~ pour 
:z: ~ T, on a IF(:z:,z) - F(:c,z')1 ~ C(T) 1,: - ,:'1 quels que soient:; et z'). Dans 
llénoncé usuel du t.héorènle de Cauchy-Lipschitz, le caractère lipschitzien est 
local en ;1; et en z~ lllais on n'obt.ient. que rexistence loc/Ile d\uw solut.ion. 

Rernal'qllc 2.2.10. Dans un espace topologique, les concepts d'application uniformé
ment continuo et. de suite de Cauchy n'on!; aUCUll sens. Il existe UIle structure d'espace 
'U'I1ifonne, plus générale que celle d'espace Iuétrique, pour laquelle ces notions peuvent être dé
finies. Les groupes (et en paTticulier les espaces vectoriels), munis d'une topologie compatible 
avec leur stnlCture de groupe, sont. naturellement lllunis de sl',ructures d'espace uniforme. 

2.3. Espaces lTlétriques conlpacts 

A. Généralités 

Définition 2.3.1 (Borel-Lebesgue). On dit qu. 'un C.'3pace métrique 
(E, d) CBt compact si. étant donné 'Un reco'1tvrem,cnt ouvert quelco'nq'ltc de E 
(c'est-à-dire 'Unc farnille (Ui)iEI d'ouvertB dont la réwâon CBt E). on pent 
toUjO'll,1'B en e:l:traire un r'eco'//'vrernent fini 'est-à-dire que l'on peut trouver 
1./,7/, nombre .fini d'ùulices (il .... ,'in) avcc E = Uil U ... U Ui n )' 

Cette définition a l'avantage de se généraliser étlLX espaces topologiques quel
conques. Dans les espaces 11létriques, les propriétés suivantes sont parfois plus 
rnaniab les. 
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Théorème 2.3.2. - S'oit (El d) 'un cHpaccmétriquc. Les trois propriétés 
sni'l'antes Hont équiualentes. 

(a) E eHt cmt/pact. 

(b) Toute .'J'Ilile décroissante de .ferm,és non vide.5 de E Cl une inter.section 
non 'Vide. 

(c) De toute suite d'élément", de on peut. e:drairc une SOI_tB-Su.ite cO'Tl'uerge.nte. 

Pour 111011l;rer que (a) ilupliqlle (b), supposons qn 'il existe une suite P'i décrois
saute de fer1llés n011 vides dont; rintersectioll est vide. Leurs cOluplélnent;aires 
constituent alors 11n reCOl1vrernent ouvert de dont on peut extraire un re- , 
COl1vt'ernent:. fini CP'il, ... ,Cp'jn' Si.i est le plus gra.llcl de ces indices. on a donc 
C F.i = E et P'i 0 ce qui est la contradiction cherchée. 

lVlontrons que (b) entraîne (c). Soit donc :t:j une suite d~élénle11ts (k~ E 
et notons P'i radhérence de ,/l) = {;rkl k 2::: .i}. Les Fj forment une suite dé
croissalLt;ed(:~ L(~nllés et cl 'après (b) il existe un point y appartenant à tous les 
Fj. II est alors facile de construire par récurrence U11e suite croissante j(k) telle 
que d(y,:l:j(f,:)) ::; l/k : )(k) étant construit. et y appartenant à l'adhérence de 
.4.j(k)+1, on peut t.rouver un élément; de cet ens81ul)le (dont l'indice sera noté 
J (/,: + 1)) dont la dista.nce à 11 est; Îufëriellrc à 11 (ft: + 1). La suite :DJ(k) est; donc 
convergente. 

Il est un peu plus délieat de rnontrer que (c) Îlnplique (a). Montrons (rabord 
que pour tout E > O. il existe un recouvrernent Hni de E par des bonles de 
rayon é. Dans le ca.s cont.raire, en choisissant ~rl arhitraire, il existerait ;1:'] 

n'appartenant. pas à B(;DI, E). Il existerait de mÔlue :/::3 n'appartena.nt pas à 
B(:J:llc) U B(:D2,C) et ainsi de suite. On construirait ainsi une suite de 
points dont les distances lllutuelles seraient 2::: ê, cette propriété sentit encore 
vraje pour tonte suite extraite, qui ne pourrait doue converger. 

Ivlont.rons ensuite, toujours sous rhypothèse (cL que si ([T;)iEI est un rc
eOUVrenlellt ouvert de E, il existe f > 0 tel que toute boule de rayon E soit 
contenue dans a,n moins l'lm des [li. Dans le cas contraire, on ponrrait pour 
tout JI, trouver nue boule B(:vn , lin) qui ne serait contenue daus aucun des 
Ui· Une sous-suite :1: 11 1,: convergerait vers un point JI. L\111 au moins des 
Ui doit contenir y~ el; doit; done contenir une boule B(y~ p) pour un certain 
p > O. Cela conduit à une contradiction dÈ~s que k est assez grand pOUl' avoir 
d(y, :r(lk) < pl2 et lin" ::; p/2. 

Il est rnaÎlltcllant facile de eondure. Soit (Ud iEI llll reCOllvreUlcnt ouvert 
de E, et soit f > 0 déterminé con11ue ci-dessus. On peut recouvrir par un 
nombre Lini de boules de ra,yon é. Choisissons. pour chacune d'elles: l'un des 
Ui qui la coutienne. On obtient ainsi un reCOUVl'ernent de Epar nn 1l0l1lbre 
fini d'ouverts de la farnille, ce qui achiwe la, démonstration. 
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Corollaire 2.3.3. Soient X et Y deu:v espace.') rnétriqnes CO'Inpact8. 
L 'espace produit ..:\ x Y est alo1'.'! cornpact. 

Soit (~Dj. Yj) une suite cl'élélnents de _y x Y et montrons que l'on peut en 
extraire une sous-suite convergente. On peut en extraire une prmnière S011S
suite not.ée (a.::;. yj) de telle sorte que :<i converge vers un point ;t;, puis extraire 
de celle-ci une seconde sous-suit.e (:<f. V}) telle que vi converge vers un poin\; 

'{J. La suite (:cr Y!/) converge alors vers (~J;~ y), ce qui achève la démonstration. 

Proposition 2.3.4. - Boit d) 'Un e.'ipace ll/ét.rique et BOit il c 
"(a) Si le 80'W:i-espace A c.,t compact. il C81 fermé da.ns E. 

(b) Si est compact et si Ac.,/' lerm.é dans B. le .':Iou.s-espa.ce jl est compact. 

Pour lllolltrer le prenüer point,~ il sum\; de lllontrer que si une suite d'élémmltH 
de il converge dans E~ la lilllite '!:J appa,rtient à A. Or la cOlIlpaeité assure 
qu ~Ul1e sous-suite converge vers un point de A. qui ne peut être qUE' 11. 

Pour llloutl'Cr le seeond poillt~ considérons une suite quelconque cl 'éléIuents 
de A. On peut; en extraire une sous-suite qui converge dans E. Comme il. est 
ferlllé~ la lÎlllite appartient il. il. ce qui~ cl 'apr(~s 2.3.2( c) achève la, c1élllonstration. 

Proposition 2.3.5. - Tmû e"pac.e 1nétriquc cmn.pact C.91 cornplet 

Soit :Di une suite de Cauchy. Il existe alors une sous-suite :Cj(fé) qui eonverge 
vers y E B. Il est facile de voir que la. suite :ri elle-lllêr1l8 converge vers li : 
pour ';' assez grand, en choisissant k assez gra,llcl, on CL d(:l;i~ :Vj(k)) :::; f/2 et 

d(y, :l:j(k)) :::; E/2. 

Le lecteur pourrait, s'étonner de voir une propriété de nature topologique 
(la, cOlupacité) entraîner une propriété de na.ture uniforme. L\~xercice suivant 
en fournit une explication. 

E:I:erC'Îc.e 2.3.6. Soi t (E, ri) un espace Iuétriq ue cOlupad. et d'une distance 
topologiquŒnent équiva.lente à d. Montrer que d' est ullÎforméllH:.~nt équivalente 
à d. 

Théorème 2.3.7. - Soient E un espace m.étl'iq'll,e c01np(/,{:t. E' un espace 
m.étrique et f une application continue de E da,.,/ . .., B'. Alor.., llm.age f(E) e8/: 
un, Bous-espace compact. 

Soit Yj f(;cj) une suite quelconque c1'élérnents de f(E). Il suffit, crex!;raire de 
hL suite :D j Ulle sous-suite qui converge vers un point. a;, et la, suite des Ïlnages, 
qui es t une sous-sui te de la sui te (:Li}), converge vers f (;1; ) . 

Un cas particulier et Îlnportant est celui où E' = iPL L'image f(B) est. alors 
un cOlupact. de ct on sait qu 'un tel ensernble est borné et que sup f (E) et 
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inf f(E) appartiennent à f(E). OIl retrouve le fitit qu1nne fO'Helion n'lf,1nél'iqne 
continuE 811,]' un cornpact est bornée et atteint se., /Jantes. 

Théorème 2.3.8. - Soient (E,d) et (E'leZ') dell.:l: espaces 'méfriq'ues, (E,d) 
étant compact. Toute application, contÎ'nue de E dans E' est alors 'nn~foTTné
rnent contin,ne. 

Soit. ê > O. Pour chaque :z; E E il existe 1};1' > 0 tel que y E B(:c, '1}a.) entraîne 
d'(f(yL f(:c)) ::; E/2. B(:c, '1].l)2) fonnent un recouvreluent ouvert de E, 
dont. on peut extraire U11 reCOUVfeIUellt fini (B(:t:i, 17.1:)2) LEI. Posons "1 
rnin {'/hi /21 i E 1}. Si d(:1: 1 1J) < "1, les points :t et y appartiennent tous deux 
à rune des boules B(a;il11:rJ, et 011 a donc d'(f(:l;LJ(y)) ::; Ë ce qui achève la 
dérnollstration. 

E:re7'cice 2 . .3.9 (Théol'èrne de Dini). Soi t .Y un espace lnétrique cornpact 
et (ln) UIle suite déc'l'oi88/lnte cl 'applications continues de -"\ dans IR: telle que 
l'on ait liln/n(:l;)=0 en tout point :1: E""Y. DéulOnt:rer que la. suite (fn) 
converge uniforménlent vers O. 

B. Exelnples et applications 

Le lecteur sait déjà que les sous-espa.ces cOlnpacts de Iftl1 (ou d'un espace 
vectoriel n0T111é de dimension finie sur iRn sont exactelnent les parties ferInées 
et bornées de jRn. Nous velTons plus loin que cette propriété caractérise les 
espaces de clilnension finie. 

Théorème et Définition 2.3.10 (Suite exhaustive de compacts) 
Soif, n /.t'Il ou'Vert de IR/!. On dit qu, Inne 8uite (!(j )jEll de compacts contenus 

dans 0 est une suite e:l:haustive de compacts ,,-l on a I(j C j(j_j-l pour tout j 
etsiO Uj!{j. 

Dans tout o'/l,'uert n de }Rn, il e:dste de" suite,c; e;7:hm/,stive8 de compacts. 

Si (!<j) est une suite e:r:ha,'llsti'/le de co Topa cts. pOUT tout cornpact !{ de nI il 
e:z:iste un ind'ice.1 tel gîte 1( C !(j. 

Pour montrer rexistence, il suffit de définir 1<j connue étant l'ellsenlble des :z; 

dont la distance à Cn est 2: 1/) et qui vérifient I:cl :::; j. Il est clair que I(j est 
un ferrné borné de Ift/1 l que la réunion des I{j est 0 1 et; que chaque point de 
1{j est centre cl\ule boule contenue dans !{J+l' 

Si 1{ est un COlnpact de 0 1 les 1(j constituent. un recouvrernellt ouvert de 1( 
dont on peut extraire un recouvrClucnt fini. Si.io est le plus grand des indices 
de ce recouvrclllClit 1 on a 1( C 1\:)0' 

E:œl'cice 2.8.11. -~-, Donner UIl exeulple clans ]0, l[ d'une suite croissante Iij 
de COlnpacts dont la réunion est ]0, 1[ et d'un corupact Ii qui n'est indus dans 
aucun 1(j_ 
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E:rcl'cicc 2.3.12. On dit qu'un espace 1nétrique ..eX' est localeTnent compact si 
tout point :c possède un voisinage eOlllpaet. Ivlontrer que tout espace 111é-
trique localeluent cOlllpact qui est réunion dénOlnbrable de compacts possède 
une exhaustive de cOlllpacts. 

E;rerC'Î.ce 13. Étant donnés deux sous-ense1ubles F et G de 
définit leur S011U11e algébrique F + G = {:z:I:ly E F, jz E G, :z;=y+z}. 
(a) que, si Fest cOlllpact et G fenné, l'enseluble F + G est 

on 

excluples de couples d'ensembles fenllés dont la SOlIuue 
pas On pourra considérer dans le plan les cllselllbles F et 

G définis respediveu18ut par a:y ~ 1; Y > ° et par :1:11 s; 11 > O. 
On pourra aussi considérer sur IR les ellselubles F = {1, 2, 3, ... } et G 

... }. 

2.3. On dit que deux el1sernbles fennés F et G de sont 
convolutif.g si 011 a la propriété suivante: pour tout R > 0, il existe p(R) 
tel que les relations y E F, z E G et Iy + =1 :s; R irnpliquellt Iyl :s; p(R) et 
1=1 :s; p(R). 
(a) Délllontrer que si F et G sout des fenllés convolutifs, leur sonU11e est 
fennée. 
(b) Délllontrer que si F est compact et G fenné, F et G sont convolutifs. 
(c) On suppose que F et G sont des fennés coniques, c'est-à-dire que :r: E F 
et 1\ E [0, entraîne I\:/; E F. DénlOntrer que F et G sont convolutifs si et 
sellleillent si F n (-G) = {O}. 

suivant 1110ntre un exeluple Îll1portant de cOlupacité en diu1811sion 
infinie 

E;r;crôce 2.8.15 (Théorème dAscoli). - Soit (..'\, J) un espace métrique C0111-
pact~ et C(.Y) l'espace des fonctions continues sur )( à valeurs réelles, llllUÜ 

de la distance de la convergence llnifonne d(f, g) = If (;c) - g(:1:) 1. 
Ou dit qu:un enselllble A C C(_X") est u,niforTnérnent équ'Î.con#nue si pour 

tout E > O~ il existe '1] > ° tel ql1e~ quels que soient :z: EX, Y E -,y et f E Al 
on ait J(:v: y) :s; 'lI =? If(;c;) - f(y)1 :s; E. Le théorèrne d'Ascoli assure que A 
est relative111ent cOlnpact dans C(X·) (c'est-à-dire contenu dans un compact 
de C (_Y)) si et seulenlent si 

{ 
(i) A est équicontinu 

(ii) Pour tout :r E "'Y l l'ensemble {f(:r)II E A} est borné. 

(a) Soit A une partie COlupacte de C( .. Y). DéulOntrer que (i) et (ii) sont vérifiés 
(on 11l0ntrera que, dans le c.as contraire, il existerait E > 0 et des suites .In: :l;n 

et Yn telles que J (:Z:]7 ,fIn) :s; 1/'17, et !ln (:1: 11 ) - ln (Yn) 1 :2: E, et qne la suite fn ne 
pourrait avoir de sous-suite ullifonnél1wul; convergente). 
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(b) On se donne réciproqueuwut une partie A de C (_\") qui vérifie les pro
priétés (i) et (ii). IVlontrer que son adhérence A dans C(X') est cOlllpacte. On 
reUl::lrque d'abord que vérifie aussi (i) et (ii)l et il faut Inontrer que ron peut 
extraire d'une sui te quelconque fn d léléluents de A une sous-suite convergente. 

(bl) Ivloutrer qu1îl existe uu sOl1s-enseluble dénolubrable :Ul, :1:2: ... dense dans 
_y (pour chaque 'fi" on recouvrira ... Y par un n0111bre fini de boules de rayon lin 
et on prendra l'enselllbie des centres de ces boules). 

(b2) Extraire de la suite fil une sons-suite (que l'on notera /1\1)) telle que 

la suite nUluérique f,~l) (:tl) soit convergente: puis extraire de la suite /,\1) 
une sous-suite (notée f,\2}) qui converge aussi au point; :[;2: ' ., Les suites f,V':) 
étant. définies par récurrence, on définira une suite .9/1 (procédé diagonal) par 

g,l = fl~/l). Délllontrer que gl/ est une suite extraite de la suite fn et; que gn(;Dj) 
converge pour tout :i vers uue linü(;e que l'on notera g(:l:}). 

(l)3.) IvI(}ut,rer que la fonction 9 ainsi définie sur un sous-ensemble dense est 
unifol'lnérncnt cont.inue, qu'elle possède done un prolongmllcut continu 9 sur 
X, et que la sui te g/l converge UnifOl'Illérnent vers g. 
(c) En déduire par exernple que l'ellsmuble des fonctions .f lipschitziennes de 
rapport C et vérifiant 1/(0)1 ~ Al~ 011 C et 1't1 sont donnés, est COlnpact dans 
C([Oll]). 

E:ren~ice 2.3.16. ,-- Ivlontrer, t.oujours sur un espace Iuétriqlle cOlllpact "Y, 
qu~une partie A est unifol"lnénwnt. équieont.inue si et seu]muellt. si elle est 
équicont,inue en chaque point, c~est-à-dire que pour chaque :Z:o E .. \ et. 
chaque f > 01 on peut trouver '1J > 0 tel quel pour tout .f E Al on ait 
()(:1:0,Y) ~ 17 [f(:r:o) - f(y)[ ~ f. 

Thé01'ème 2.3.17 (Stone-Weierstrass). - (a) Soit X un espace métrique compile( ct 
17oton,8 C(X) l'espace des fondions coni'innc8 8tL1' X ci. 'valeurs 'réelle.s. muni de la distance 
de ln convergence uniforrne. Soit:F '/tHC 8ous-a.lgèlJ'f'/; dc C(X) (c 'esl-à-rli're 'll'll S()U,~-c.'iJ!ace 

vectoriel s/,nble par produit) qui contient le.'! constantes ct qui sépare les poinls de X (c 'est~ 

à-dire que pour fout couple (.1:, u) de points distincts, il c:r;isle f E :F a:/JI?C J(.I') i= f(y)), 
L'espace:F est nlO1's dense dans C(S). 

(b) On sc dO'lwe 'maintenant une .'WIMHÛgè!f/'C ç; de l'espace C(X; des contiT/lies 
à IJtÛCU1'S cornple:r:c8, qui contient les constantes, qlli sépaTc lcs points de S ct (j'lii est stable 
paT conJugaison cornple:r;e (g E ç ünphrJ'Uc li E Q), L'espace Çi est alort; der/se dans C(S; 

Il est facile de voir que, sous les hypothèses de (b), l'pspaee :F des fOllctiollS de Q qui sont à 
valeurs réelles vérifie les hypothèses de (a) : si f sépare les points ;z; et !J) l'unc dt's fonctions 
(J + 1) ou U - f) / i les séptUl? aussi. Pour toute fonction continue à valeurs complexes, il 
suffit, alors d'approcher uniformément ses parties réelle et imaginaire en utilisant (a). 

Nous noterons l'adhérence de :F claus C(S). )Jous aurons besoin du lemllle élémentaire 
suivant. 

Lemme 2.3,18. - Il e:risfe une suitc Ptt de plJlJJnôme,~ d'une voriable lelle que les fonc

tions PnU) co'U'uergcnt 'mliformémwi '/ICTS III wr rinteroafle [-1,1]. 
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Pour Il donné, il est'· facile de trouver n E]n. 1[ t.el que la distance (de la convergence uniforme 
sur [-1,1]) des Fonctions Itl et Ji'2 + n'2 soit: illlÙ'ienr(l ~l 1/211. D'autre part., la fonction fi 
es!'. (h~veloppable en une série enl'.it~n' (de la varia.ble :1' - 1) clans le disque de ecntTe 1 et: de 
rayon 1. Les sommes partielles de cette série convergent uniforInéulent sur tout compact de 
ce disque. On peut donc trouver une des sommes partielles, qui est un polynôme (2,,(./,'), 
telle> que l'on ait', 

SU}) 1 fi' - Qn(;r)1 ::; 1/2n. 
xE[n.VI+ü:.!] 

Il suffit de poser Pn (t) = Qn (t'2 + 11''2). et: on Cl 5uPII!-::1 IPH (t) -ifii ::; 1111. 

Le'mme 2.3.19. - 501l.s IC5 hypothèses du. théonhnc 2.8.17((/), l'algèbre F cs/' stable ponT 
lcs opétatio'//,s (J,g) f--)- sup(J,r;) ct (J,a) 1---7 inf(f,g). 

Il est Facile de montrer que F est une algt'bre. Compt,e tenu des relations sup(J, g) = 
U+g + If-.I7I)/2 et inf(f, g) = (f+g - If-gl)/2, il suffit de prouver que J E :F entraîne 
Ifl E :t et, quitte à lllult:iplier f par une constante conve1lable, on peut supposer Ifl ::; 1. 
D'après le lenune 2.3.18, les fonctions .1' 1---7 Pn(f(.r)), qui sont des élérnents de l'algèbre :F 
('oIlvergent unifol'ln[.lnent vcrs 1 fi, ce qui achève la démollstl'Cltio!l du lemme. 

:J.S.20. Dérno'llstrativTI d'Il théorbnc 2.8.17. --- Soient f E C(X) et E > 0 fixés. Pour 
tout: couple de points .r, Il de X, il est possible de t:roll ver Ulle fonction !JJ:.II E :F telle que 
!/.r:1I('1') = J(.r) ('t: .lh!JUJ) = f(!J) (prendre une cOlubinaison linéaire de la. COllstclllte 1 et d'uue 
fonction si'parant .1' et !J). Fixons provisoirement: le point". .r, et. notons Uy le voisinage ouvert 
de !J ainsi (li~fini : {::I !JJ:Y(::) > J(::) - E}. Les cry forment un recouvrement: ouvert dont: on 
peut l~xtraÎre llIl recouvrement fini Liy , , •.• , Lilin • En posant h;r = sup {!hYI' ... , gXYn }, nous 
avons construit pour chaque .1.: un élément h:t E F qui v6rifie h:r (::) 2: f(::) - E pour t.out ::, 
et II~. ( :1') = J (:1: ) . 

Pour chaque .f, l'ensemble Fr = {::I hA·::) < f(::) + E} est U11 vOlsmage ouvert de :L'. 

On peut extraire de la farnille des l·-:r lIn reCOll\Tl'nH~lÜ fini 1':r, .... ,1~'lJ et poser <.p = 
iuf (h1':I"" , h J :

Jl
}. Kous avons ainsi construit. pour chaque ê > 0, un élément: cp qui appar

t-.ient. h F et qui véri fie f (::) - E ::; <.p(::) ::; J (::) + E pOlll' tout:, ce qui achève la d{~monstration 
du thèorème. 

E:rcmplc 2 . .'1.21. Soit K un COIupact de gt!. Le sous-espace de C(K) constitué des po
lynômC's de TI variables vérifie les hypothèses du nH~orèm(' de St:onc-\VeÎerstr<L'3S, ct on a donc 
le résultat suivant: pour tout·p fonction f continue sur I\. à valeurs réelles [rcsp. complexes], 
îI existe une suit.e Pn de polJ'nômes à coefficients réels [l'cs!,. complexes) qui converge vers f 
ullifonnénwnt sur K. 

On peut également:. écrirt~ f COlllHLe somme de la série ;'téléscopÎque" f = Po + (Pl - Po) + 
(P'2 - PI) + ... ,série de polynômes qui converge uniformément. Cela n'implique llullelnent 
que f soit somme d'Illl(' série unifonnérnent convergente de rnonOlnes (ce qui signifierait que 
f est développable en séril~ entière). 

E:rcTnplc 2.:3.22. - Soit r = (.:::11::1 = 1} le cercle unité cIu plan complexe. Le sous-ensemble 
de C(r) constitué des fonctions cIe la forme l:~p On:

11
, (ln E (C vérifie les hypot,hèses du 

théorèlne 2.3.lï(b) (on a -:: = .:-J Sur r). 

Les fonctions F continlles sur [ s'identifiant aux fonctions f continues 2iT-périodiques Sur 
iR. (l'Il posant f(t) = F(e it

)), il en résult:e que pour t:oui'·p fonction continue 2iT-périodiqlll' J, 
il exÎste une suite P Il (k polynômes trigonométriques (c'est-à-dire de fonctions de la. fonne 
1:~]J On cint ) qui converge uniforlll<~meIÜ vers f. 
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Là encore, on ne confondra pas cette propriété avec le fait que la série de Fourier de f 
converge unifonnémcnt (ce qui n'est pas vrai pour toute fonction continue pôriodique). 

C. Partitions de l'unité 

Il s'agit d\ule prenIÎère approche de concepts qui nous seront utiles ulté
rieureInent~ luais dans IRII et pour des fonctions différentiables. Une partie de 
la t.héorie est toutefois de nature pureinellt topologique. et nous la développons 
ici dans le cadre des fonctions continues sur un espace luétrique. 

Rappelons que le SUpp01't d'une fonction continue à valeurs réelles ou C0111-

plexes est; le fermé Supp( 'fi) = 

Proposition 2.3.23. - Soient F et G deu:r fermés dis}oints d'un espace 
métrique -iY. Il e:E'Îste une application f continue .. Y dans [O~ 1], égale à 0 
au vois'lTwge de F ef: à 1 au voisinage de G. 

La fonction d(:7;1 F) est continue sur X 
sur F. La fonction 9 définie par 

F étant fenné1 elle ne s)annule que 

d(:t 1 F) 
09(:1;) = â(:t, F) + cl(:v~ G) 

est continue, le déumuinateur ne s'annulant ji:Huais, est à valeurs dans [0,1] et 
vaut 0 et 1 respectiveluent sur F et G. Elle n'est pas nulle au voisinage de 
F, lIlais elle pernlet de définir le fenné FI = 9-1 ([0,1/3]) qui contient rouvert 
g-I((O~ 1/3() et est donc un voisinage de F. On définit de IIlêlne le fernHJ 
G1 = 09- 1 ([2/3,1]). Il suffit d'appliquer la construction précédente au couple 
(FI, GI ) pour obtenir une fonction f répondant à la question. 

Proposition 2.3.24. - So'ient --,y un espace métrique) !( un compact de -,y 
et (Uj ), j = 1, ... ,N une famille finie cl 1otlveTtS. On sHppose !( C U;~l Uj. 

Il e,'àûe alors des cornpacts !(j C U:i tel., que !( C Uj~l J(j. 

Chaque .7J E !( appartient à l'un des Uj et est donc centre (Pune boule 
ouverte B;,: telle que la boule fennée B:r de Inêrlle rayon(l) soit contenue 
dans U:j. Les recouvrent J(, et on peut donc en extraire un recouvre
nIent fini B;q, ... l Ex)). Pour chaque j E {l, ... ,N}, soit Aj l'ensernble des 

l appartenant à {1 ... ,]J} tels que B;r:/ soit contenu dans U:i' Les compacts 
J(j !( n (U1EAj ) répondent à la question. 

(L)Elle contient l'adhérence Bx de Bx mais ne lui est, pas nécessairement égale: considérer 
B(O, 1) dans J'espace X =] 00,0] U [1,0;][. 
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Théorème 2.3.25. -
f.!:riste des fonctions <(Jj' j 
ait Supp( «Jj) c Uj et 

N 

Sous les hypothèses de la propositio'n précédente, il 
1, ... 1 JV coni'inttes de ~y dans [0, IJ telles (j'll,e rOTi 

2:<{JJ 1 au voisinage de !{. 
j=l 

Soient !(j les conlpacts fournis par la proposition précédente. D1après la pro
position 2.3.23, il exist.e des fondions continues positives 'lj.tj égales iL 1 au 
voisinage de !{.i et à 0 au voisinage de C[Zi (c'est-à-dire à support clans Uj). 
En notant V l'ouvert oit I::j:l est non llul, il existe de luêlne une fonction 
'~'o égale à 0 au voisinage de !( et à 1 au voisinage du cOIuplénlentaire de V. 
La fonction 2:j:o 'lh est donc strictCluent positive partout, et les fonctions CPj 
définies par 

.i = 1, .. , • JV 

répondent à la question. 

Les partitions de Pnnité pennettellt (en posant f L CPj f au VOIsInage 
de !() de décOIllposer une fonction arbitraire en SOln11Ie de fonctions ayant 
U11 "petif' support) la petitesse étant Îlllposée à l'avance. L'exercice suivant 
lllOIÜre un exelnple typique d'utilisation des partitions de l\llüté : le passage 
du local au global. N 011S aurons à utiliser des arglllllents analogues en théorie 
des distributions. 

E;7:erôce 2.3.26. Soi t, X un espace métrique compact (ou plus généralement un espace 
localement. compact, voir l'exercice 2.3.12). Pour tout ouvert U de X, ou note Co(U) l'espace 
vectoriel des fonctions continues sur U dont le support est compact, fonctions qui peuvent 
s'identifier, en les prolongeant par 0, aux fonctions définies sur X entier dont le support est 
un compact contenu clans U. On a ainsi Co(U) C Co(F) pour U C li. 

On appelle 'mCS'll1"e de Radon (positive) Il sur U uue formc linéaire sur Co(U) (notée le 
plus souvent f !--l- J f dp ou f t--t .r f(:l') dtt(:c» qui est posilive) c'est-tt-dire que pour toute 
foncti.on positive f, on a J f dl! 2:: O. 

Si 1fT C l; sont des ouverts de X et si JI est une mesure de Radon sur F l sa restriction 
ti\F est la mcsure de Radon sur Y·V définie par .r f dl1\F = J f dll pour f E Co(H/). 

On se donne un ouvert U de X et (Ui )iEI un recouvrement ouvert (fini ou non) de U. 

(a) Soit Il ct 1/ deux lIlesures de Radon sur U telles que pour tout j on ait Jiu, = /lUi' 

Montrer que Il = IJ (il s'agit de démontrer que pour tout f E Co(U) on a J f dll = J f dp, 
ct Oll décomposera d'abord fl il. l'aide d'une partition de l'unité) en une souune finie de 
fonctions à support dans l'un des Ui). 

(b) Soient luaintenaut Iii des mesures de Radon sur les Ui qui "se recollene' l ("est.~à-dire telles 
que Fou ait JJ.iluinuj = J1j chaque fois que l'intersection Ui nUj est non vide. !vlontrer 
qu!i1 existe une ct Ulle seule mesure de Radon Il sur [T telle que FOIl ait !tlui = {Ii pour tout 
i (on décomposera unE' fonction quelconque f E Co(U) en une SOIIlme finie de fj E Co(Ut} 
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et on posera J f dp = L J f; dPi en vérifiant que le lUembre de droit.e ne dépend pas de la 
décomposition choisie). 

E:t:ercice 2.8.27 (théorème de Ticl=e-UrlJ.sohn). Soit F un fermé d'un es
pace Inétrique ~Y, et l une application continue de F dans IP~. _ L 'ob.iet de 
l'exercice est de cléIllolltrer qu'il existe une application continue f de _y dans 
]Pl qui prolonge f~ c'est-à-dire telle que' f et f co'ineident sur F. 

(a) lVlontrer qu~il suffit de déulOntrer le thôorèuw en supposant f à valeurs 
dans] - 1, 1[ et en exigeant l à valeurs dans] - 1, 1[ (011 prolongera, d'abord 
2/rr axctg f). 

(b) Ivlontrer qu'il suffit de démontrer le théorème en supposant f à valeurs dans 
] - 1, I[ (ce que_l'on supposera clans les questîoIls suivantes) et en deulandant 
s~ulmnent que f soH à valeurs réelles (on IllUltip liera un prelllÏer prolongcluent 

fI par une fonction égale à 1 sur F et à, 0 sur {:1; 1 Ig(:L:)' ~ l}). 
(c) Ivlontrer qu'il existe UIle application continue go de ~:r claus 1/3~ 1/3] 
telle que rOll ait If(:z:) - go(:r)I :s; 2/3 pour tout :z: E F (on posera Fa = 
{:l: E FI f(:l:) :s; -1/3}, Go = {:z: E Flf(:l:) ~ 1/3} et on utilisera la prop08î-
t , ') 3 ')3) ,Ion..J .. ...; 

(d) lVIontrer qu1il existe une application continue .(}l de X clans [- ~ ~. ~~] telle 
que l'on ait If (:1:) - go (:1:) - YI (~r) 1 ::; (2/3)2 pour tout :1: E F. 

(e) Poursuivre la récurrence et conclure en posant lcr:) = 2::~~ogll(:r). 

2.4. Espaces vectoriels norlnés 

corps des scalaires des espaces vectoriels considérés sera toujours égal à 
JE. on C. 

Dne nonne sur un espace vectoriel F est une application .f H IIlll à valeurs 
dans [0, 'Xl [ qui est honwgène (IIA!II = IAlllfl')' sons-linéaire ("f + [III :s; IIfll + 
Il.911) et telle que l'on ait féquivalence (IIfll = 0) {::> (f = 0). Un espace 
vectoriel normé est naturelleulent IllunÎ (rUne structure (l'espace m6trique en 
posant d(f, g) = IIf - DI!· 

Il est facHe de vérifier qne les applications qui définissent la structure algé
brique de F : l'application (f, g) H f + g de F x F dans F et l'application 
(A, f) H ,\f de ex F clans F sont continues. Bien eutendu, COllllIle daus tout 
espace métrique, la distance (et donc la nOrIne) sont continues. 

Deux nonnes ",Ill et 11-11 2 sur F sont éq'1livalcn.tes s~il existe une constante 
a > 0 telle que l'on ait 0-1111111 ::; IIflb ::; c IIl111 pour tout f de F. Dans ce 
cas, les distances associées sont unifol'lllérnent équivalent.es. Le lecteur n'ignore 
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pas que~ /:HJ.'f' 'Un, espace vectoriel F de dinu~n.,'ioTl .. finie. toutes les 'IWr'ltl.C8 sont 
éq'l.Li·valentes. 

Si G est un sous-espace vectoriel de l'espace vedoriel nonné il est naturel
leIllent uluni~ en rest;reignmIt il, G l'application nonne, d'une structure d'espace 
veetorielnoTlné. Si FI et. F']. sont; detLx espaces vectoriels nonnés, il en est de 

lllêll1e de leur produit FI x F2 en posant.IICh,f2)11 = (1I.hll~l + Ilf211~:;) 1/2, 

Le théorèlue suivant (que ron évitera d'utiliser pour des él,pplieat.ions non 
linéaires!) a l'intérêt de rmnener les problèlnes de continuité à des nUljoratiolls 
sur les nonnes. Une application linéaire sera souvent notée f t-+ Lf au lieu de 
f t-+ L(f)· 

Théorème 2.4.1. - Soie'nt F el G de.'J espaces uecfOfiels nonnés et L 
Il·ne appUcation, linéaire de F dans G. Les trois propriétés suivantes sont 
équivalentes. 

(a) L '{/'pplication Lest continu.e ct ['origine. 

(b) L "applicoJ'ion Lest tm'ifO'f'Tnérne.nt conlin'llc. 

(c) Il e;J:Îste n'Ile constante C 2:: 0 t.elle que l'on ait. 

\If E F IILflla :::; C' IIfllF . 

Ivlont.rons que (a) Îlllplique (e). La continuité à l'origine, pour E = 1 par 
exenlple, fournit ''7 > 0 tel que Ilfii F ::; 'II entraîne lILflla < 1. PéU" ho
mogénéité, on a donc IILIlia ::; (1/17) IIfllF po lU' tout f· 

L'iInplicatioll (b) ~ (a) étant triviale~ il reste à lllOntrer qne (c) entraÎue 
(b). Pour tout r:: > 0, il suffit de choisir '1] f.jC' et on a (Ill gllF::; '17) =? 

(IlLi - Lgll a :::; r::). 

On dit qll\llU~~ partie A c Fest bo'rnée si elle est; contenue dans une boule. 
La propriété (c) ci-dessus peut être refonnulôe ainsi : l'iula.ge par L (rUne 
partie bornée de F est une partie bornée de G. 

E:Dcrcice 2.4.2. Soient F~ G trois espaces veetoriels normés et B une 
application bilinéaire de E x F clans G. Démontrer que B est continue si et 
sCllleInent s'il existe C' > 0 telle que IIB(e~ f)lla :::; C lIeliE IlliIF' 

Dérllontrer qU\lne application bilinéaire (non nulle) 
ment continue. 

jalnais unifoTlIlé-

L'espace vectoriel f,(F, G) des applications linéaires continues de F da.ns G 
est 111l1ui d\lue structure d'espace vectoriel nonné en posant 

IILIIC(F,G) = Sl~p III~~IIIG = SUI' IILfIIG· 
jrO f F 
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Le troisièule melnbre l110ntre qu:il s'agît de la nonne de la convergence uni
fOrIne sur la boule uni té de F. 

En particulier 1 le dual topologiqu,e F' de F: l'espace des fornles linéaires 
continues sur F qui n'est autre que I.(F, C), est 111uni de la nonne IILIIFI = 

sUPllfIIF:SlIL(.t')I· 

Définition 2.4.3. - (a) On dit qn ,'un sO'lls-ense1nble A de F est total dans 
F .'Ji le SO'W3-espace vectoriel formé des COTTI,binaùwl1B linéaires cféléments de 
A est parlo'ut dense. 
(b) On dit qu'un espace 'vectoriel normé e.,t séparable s Jil e:âBte un salts
ense'l1~ble dénornbr'able dense dans F. Il e8t équivalent de dire q1l. ''il e:l:iste 
un sous-enHemble total dénombm,ble. 

Établissons ce dernier point en 111Ontral1t, si A est total et dénonlbrable, 
que l'enseluble B des cOlnbinaisoIls linéaires à coefficients rationnels d'{§lé
lllel1ts de A est dénolllbrable et partout dense, Pour tout JV, Papplication 
(/\11'" ,ÀN,(],l, ... ,aN) M ÀjOj de!QlN x AN dans F, dont l'ensClllble 
source est déllombrable~ a une image BN qui est lUI ellseluble dénOlnbrable. 
L'enSOlllble B est réunion dénOlnbrable cl\mselllbies dénOlnbrables et est donc 
dénOlnbl'able. 

Soit Inaintenant f E F et e > O. Llenselnble A étant total, il existe des 
aj E A et des Àj E Jœl .i = 1, ... ,1V tels que Ilf - L):l Àj(ljll ::; ej2. En 
posant 1\1 = sup IIajll et en choisissant pour chaque :i un rationnel ft) tel que 
1;\) P'il::; ej(2JVIN), 011 obtient bien III - 2:):1 p,/l'jll ::; E. 

Définition 2.4.4. - On appelle espace de Banach un espace vectoriel 
n01'1né com,plet (lJOur la di..stance associée cl la nonne). 

L'espace !PlI) , et plus généralenlclIt tout espace vectoriel nonné de dirllenslon 
finie, est; cOlllplet. 

On peut appliquer aux espaces de Banach tontes les propriétés vues dans 
section 2.2. En particulier, uue application linéaire continue à valeur dans un 
espace de Banach G, définie sur un sous-espace vectoriel FI dense dans l'espace 
vectoriclnorlné Fest uuiforrrlénwnt continue d'après le théorèulc 2.4.1, et se 
prolonge donc en une application linéaire continue de F dans G. 

Théorème .2.4.5. - (a) Soit F un espace de Banach et considérons une 
sét'ie (rélérnents de F) de terme général 'Un' 1l0rIllaieluent convergente. c !est
à-dire telle que la sér'ie numérique 2: Il'U,, IIF soit eo'nve1'[Jente. Alors la .série 
",",CG t t! t ' l' J' Il S ",",N .L...io Un es, converge'fl ,e, c es ,-{l-( t'l'e que .ses 5'OnUne8 parlJe, ,es N = L..-o 11,1/ 

convergent! pOUl' N --+ CC', ver.'; un élément de F. 
(b) Réciproquement, .';oit F un espace vectoriel normé dans leq'uel toute série 
narmalenl,ent conve'l:qente est conue1'gente. AlaTs! Fest UTt eB]Jace de Banach. 
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Si 'Un est non,nalernent convergente, il est facile en de voir que la 
suite des SOlluues partielles est de Cauchy : par inégalité tdangulaire, on a 
IISN+p SNII:::; ï:~+l Ilun Il et le 111ell1bre de droite tend vers OpOUl' JV -+:XJ. 

Sous l'hypothèse (b), donnons nous Ulle suite de Cauchy (fn) et 111011tron5 
qu'elle est Pour chaque entier ]J, il existe n(p) tel que~ si nI et n2, 
sont ~ n(p), on a IIfnl fn::! Il :::; 2-p. Considérons la suite extraite Op = fn(p) 

- gp' On a donc Ilu1'1I :::; 2-P et la tenne général 
D~autre part, on a, 

p-l 

9p = 90 + LUI,: 

ko:::O 

et la suite Op converge vers une lÎlnite 9 E F. 

Ln. fin de la dé111onstration est valable dans un espace 11létrique quelconque 
si une suite de Cauchy possède une sous-suite convergente, elle est convergente. 
Pour Ë > 0, il N tel que) si nI et n2 sont ~ lV, 011 a IIfl1 1 ln::? Il :::; E. 

Pour n ~ N et pour]J assez grand, on a IIfn - 9p ll :::; é et en faisant 
tendre p vers l'infini, IIIn - gll :::; Ë. Cela montre que la suite (fn) converge 
vers g. 

E:rerC'ice 2.4.6. (a) DéIllontrer qu'uno sene 1l0nnale1uent convergente 
possède la propriété suivante (on dit que la fœ/nille Cun ) est !w'lnmable) : 
il existe S E tel que, pour tout Ë > O~ on trouver nn sous
euse111ble fini J c P,T tel que, pour tout enscruble fini !( contenant J, on ait 
Il S - L::nEK 'Un Il :::; E. Cette propriété est indépendante de rordre dans lequel 
sont rangés les 'Un et en particulier, si b est une l~ijection de pJ sur 
la série 'U()(n) est également convergente et de 11lêlne SOll1me. 

(h) Lorsque Fest diIllension finie, l11011trer que (-un) est. sOlnmable si et 
se111e111e11t si la série est nOrInalel11ent convergente (le lecteur utilisera ou redé
nlontrera le fait que le résultat est vrai pour les séries d'élénlents de IR.). Il 
n'en est pas de lllêrne en dimension infinie conune le rnontrera l'exelnple 
séries orthogonales dans un espace de Hilbert. 

Dans un espace de dinlension finie, les ellseIubles fenllés et uv., ,uv"'. 

en particulier la boule unité fel'lnée~ sont cornpacts. Un théorè1ue de F. 
que nous proposons en exercice, 1I1Outre que cette propriété 
espaces de ~"U..l-'-iL'"LU,Jj'\.Ji-I. 

E:Ee'T'cice 2.4.7. F un espace vedoriel nornlé dont la boule unité ferulée 
B(0,1) est cOlllpacte. 

(a) l\!lo11tl'er qu'il existe un ellsc1uble fiui fj' .j = l, ... ,1V tel que les boules 
BU}, 1/2) recouvrent 
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(b) Soit f un élérnellt; quelconque de F. Montrer qu'il peut se décomposer 
sous la fonne 

f -~dl)f·-1..'!' . -L...tAj ,.1 1 1 

j 

avec 1 AY)' :::; III Il et. IITIII :::; Ilf Il /2 (un seul des A j est en fa.it nOll uul). 

(c) Construire par récurrence des /\yl) et 1'11 tels que 

~dll)f' -1..' 
Tn-l = L...t /\j '.f 1 r n 

j 

avec IÀ)JJ) 1 :::; IIfli tJ/1
-

1 et; IIFnll :::; Ilfll /2n. 

(d) En déduire que les li fonnent lUI syst(~nle de générateurs de F. 

Réi6,ij,i;qùe 2.4.8. Signalons ici sansdénïOiïstratioIl qnelques théorèmes Je la théorie 
des espaces de Banach qne 11011S n'amans pas à utiliser dans la suite du cours, mais qui n'en 
sont pas moins importants. 

Le lecteur trouvera dans l'appendice C le théorème de Banach-Steinhaus démontré dans 
le cadre plus général des espaces de Fl'échet,. Un autre théorème qui repose également sur 
la théOl'Îp des espaces de Baire, ct qui est également valable pour les espaces de Fréchet, est 
le thtioTèrne des ùW1no'/'phisrnes de Banach dont voici l'énoncé. Soient F et G des espaces 
de Banach et L UIle application linéaire continue lJljcctive de F sur G. Alors l'application 
réciproque [.-1 est continue de Ci dans F. 

Un autre théorè!lUC importa.nt est le théorème de Hahn-Banach. Soit F un espace vectoriel 
normé, FI un sous-espace vectoriel de F, et: Lune fonne linéaire continue sur FI vérifiant; 
donc IL(f)1 :::; c IIfIi pour f E Fl. Il existe alors une forme linéaire continue L sur F 

lui-même, qui prolonge L et qui vérifie de plus IL(f) 1 :::; c Il fil pour f E F avec la même 

constante C. Nous n'aurons à l'utiliser qne pour les espaces de Hilbert, la démonstratÎon 
étant nettement plus facile dans ce cas. 

2.5. Espaces de Hilbert 

U 11 J)1'oduit 8calaiTc sur un espace vectoriel F sur <C est une applica.tion 
(f,.9) H (f 1 g) de F x F clans <C qui est scsq'/l,ilinéairc c'~st-à-dire linéaire 
pa.r rapport à la preillibre variable et antilinéaire par rapport à la. seconde 
((f l ,\g) X (f 1 g)), qui possè~de la .'lyrnélTir: hC'l"mit-icnne ((g I.n = (f 1 g)) et 
qui est d~finic positive c'est-~t-dire que (f 1 f) > 0 pour l i- O. Lorsque E est 
un espace vectoriel sur ]Plies deux premiÈ,~res propriétés doivent être rernplacées 
par la bilinéarité et la. sYlllétrie. 

U 11 espace vect;oriel muni d \m produit scalaire est a.ppelé espace préhilber
tien. Le lecteur n'ignore pas qu 1îl est canoniquernent Illuni (rune structure 



crespace vectoriel nOrt11é en posant 

Ilfll = (f 1 f)l/'2 , 

et que l'on a rînégalité de Cauchy-Sdnvarz 

I(f 1 g) 1 :::; Ilfllllgll . 

On dit que deux éléments de F sont orthogonaux si leur produit scalaire est 
nul. Si.f et 9 sont orthogonaux, on a la relation de Pythagore: Iif + 911 2 = 
IIfl1 2 + 11911 2

, qui s'étend sans difficulté aux SOlUnlE'S finies d\~lérnents deux à 
deux orthogonaux. 

Définition 2.5.1. - On appelle espace de Hilbert 'un e,'ijH/.ce vectoriel rnuni 
d"un produit 8ca[a'ire et cOlnplet pour la norme a.'isociée. 

Un espa.ce de Hilbert est en particulier 11n espace de Banach et une série 
llortnaleluent convergente y est donc convergente. 011 a égalenwnt le résultat 
plus spécifique suivant, oll la condition portant sur les nOrt11eS est moins forte. 

Théorème 2.5.2. - Soit H H,n, espace de Hilbert, et ('/Ln) l1:l/,e 811ite d'élé
'm,ent.s de Ii dc'u:r à deu:l: orthogona1/,;r:. Pou:/' (j'ue la série 2::~ 'lIn soit con'pe'l'-

gente, 'il faut et il s'tlffit (jue la série 2::~ Il'Hnll'!. 80it conver:qente. On a alor,c; 

Il I: '/l'n 11 2 = I: Ilun 11 2
• 

La condition est nécessaire. En effet 1 en posant SN' = L~v Un, on a d'après le 
théorèu18 de Pythagore 

o 

En appelant 8 la 80111n1e de la série, le mernbre de droite converge vers IISI1 2 

par continuité de la nOrtne, ce qui entraîne que la série nU111érique I:~ Il 'lIn f 
converge. 

Réciproque111ent 1 si cette série converge, on a 

N+P !Xl 

IISN+p - SNI1
2 

= 2: Ilv'Tl f :::; 2: IIun l1
2 

1 (2.6) 
N+l 

Le 1nernbl.'e de droite de (2.6) tend vers 0 avec JV 1 ce qui assure que la suite 
SN est de Cauchy dans H et est donc convergente. 

E.7:erC'ice 2.5.3. .,-.,.- (a) 1v10nt.r8r plus généralc111cnt, pour une suite 'Un non n6-
cessairenlerlt orthogonale, que la série I:g:' 'lIn est convergent.e si la série double 

00 cc 

2: 2: I(um 1 un)1 
111=011=0 
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est convergente. La réciproque est-elle vraie? 

(b) l\1011trer que, sous l'hypothèse ci-desslls~ la fanlÎlle (un) est sOllllnable (voir 
l'exercice 2.4.6). 

E;z;ercice ,8.5.4. Soit ('un L n = l, ... ,N une suite finie d'éléluents d'un 
espace de Hilbert réel I-I. On suppose que pour tout choix de f ll E {-1 \ 1 }) 

11, = 1\ ... ,iV, 011 a l'L~r fn'unll ::; C. Déluontrer que l'on a I::~ Iht'nll 2 
::; C2 

1\- '}, 
(On calculera la sonlIue des 2N quantités "L~J fll'Unll-). Etendre ce résultat 
au cas des séries. 

Le théorènle suivant joue un rôle très Îluportant : tout COllune le théorèlue 
du point fixe l il aJHnne l'existcnce d~Ull élén1eIlt vérifiant une (in)égalité. Il 
sert notarnrnent, directcrnent ou par l'illtennédiaire du théorème 2.5.10 ci
dessous, à démontrer l'existence de solutions pour des équations ou inéquations 
fonctionnelles. 

Théorème 2.5.5 (projection sur un convexe fermé) 
(a) Soient H un espace de Hilbert et r une partie conve:ce non vide et fermée 
de H. Pour tov,t .f E H -il e:âBte un 'unique point de r (appelé projection de f 
sur r) dont la dL,tance ri, f soit rninimu1n. 

(b) Lit projection de f sur r est l !unique point 9 E r tel que l'on ait 
Re (f -g 1 h-g) ::; 0 pOUT' tOH,t h Er. 

Le lecteur déluolltrera facîlernent, en développant les carrés scalaire du luelllbre 
de droite, l'identité de la rnédiane 

') ') u+v - 1 

1
') 

Ilull- + 11/)11- = 211:l1 +"2 Ilu (2.7) 

qui renlonte (au 1l10ius) à Euclide. 

f f 

Posons cl inf {lif - glll 9 Er}. S'il existait Dl et D2 distincts réalisant 
cette borne infërieure\ leu1' nlÎlieu 1 appartiendrait aussi à r et d'après (2.7) 
on aurait 211f 111 2 = 2(P - 1191 - g211 2 /2 < 2d2 ce qui est inlpossible. Cela 
établit l'unicité de la projection. 
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Par définition de la borne infërieure, il existe une suite Yj cl 'élérnents de r 
telle que III Oj Il tende vers d. En introduisant le rnilieu , de [Jj et Ok~ on 
déduit de (2.7) 

~ IIYj_Y/~1I2 = IIf-gjl!2 + IIf-o"dI2 
- 211r-f1l 2 

::; IIf-Yj112 + Ilf-Ykll
2 

2d2
. 

Le lllelIlbIe de droite tend vers 0 lorsque .i et k tendent vers Pinfini. La suüe Yj 
est donc de Cauchy. L'ensemble r étant fenllé et dOllC cOlnplet, elle converge 
vers un poiut 9 E r. Pm' continuité, on a Ilf - 011 = liIllllf - Yj Il d ce qui 
achève la délllonstration du point (a). 

Soi t ruaintenant h Er. Pour 0 < t < l, le point hl 9 + t( h - g) appartient 
aussi à r. On a donc 

En faisant tendre t vers 0, on voit que le coefficient de t doit clonc être positif ou 
nul, ce qui établit l'inégalité Cl-y 1 h-y) ::; O. Réciproquelnent, si un point 
g E r cette inégalité pour tout li, E r, l'égalité de droite (2.8L 
pour t = 1, nlOl1tre que la distance de 0 à f est inférieure à celle de li. à f ~ ce 
qui caractérise la projection d'après la partie (a). 

E;z;e'l'c-ice 2.5.6'. ,,,,- On note f r-+ p(f) la projection sur le convexe ferIllé 
r. Montrer que p est lipschitzienne de rapport 1 (on pourra considérer 
Re (p(f) p(g) If - 0))· 

Corollaire 2.5.7 (supplémentaire orthogonal). - Soient II un espace 
de Hilbert et F 'li/ft sous-espace vectoriel fenné de H. Posons 

F.L = {g E HI Vf E F, (f 1 g) = O}. 

L 'en.sembLe FJ.. est un so'U.s-eBpace vectoriel fermé de 1-1 appelé .supplémentaire 
ol'thogonal de F. Tout élément h E H se décompose de rnanière unique sous 
la forme 

h f+g lEF (2,9) 

En outre. les élérnents f et 9 de la décornpo.5ztion liont les pTo.iections de h sur 
F et respectivement. 

Soit en h E H et notons f sa projection sur F. Pour tout éMInent f' E F 
et tout scalaire À~ le point f + Af' appartient à F et on a donc d'a,près le 
théorèrne 2.5.5(b) Re (11, fi \1") ::; o. Il en résulte que l'on a (11, f If') = 0 
pour tout f' E F, et que 9 h - f E F.L, Cela prouve l'existence de la 
décOlllposition. 
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S'il existait une autre décOlnposition 11. fI + 91 du Inêrne type, le veeteur 
f - fI = gl 9 appm'tiendrait à F et à F.l, il serait orthogonal à lui-rnêrllc ct 
donc nul. 

Corollaire 2.5.8 (critère de totalité). - Soit H un C8]Jace de Hilbert et 
A CH. Pour (ju·e A soit totaL ilfo,ut et il suffit que le 8eulvecteHr orthogonal 
à tous les élérnerds de A ,'wit le vecteur nul. 

Soit P le sous-espace vectoriel constitué des cornbinaisons linéaires des 
1ne11l;s de A et soit F son ''ldhérence. Pal' linéarité et passage à la li1nite~ il est 

clair qu'un élélncnt 9 E H appartient. à p.l si et seuknncnt si il est orthogonal 
à tous les éléulcnt.s de A. 

Si A est total, ce qui signifie = H, l'unicité de la décOlnposîtiol1 (2.9) 

impose F.l {O}. RéciproquCIllent, si pl- = {O}l rexistellee de décOlUPO-
sition (2.9) irnplique = H, ce qui achève la démonstration. 

E:re'f'cicc 2.5.9. Soient!f et!( deux espaces de Hilbert) F un sous-espace 
vectoriel de If, et L une application linéaire continue de F dans !C 1\I!ontrer 
qu'il existe un prolonge1llent de L en une application linéaire continue L de H 
clans I( qui vérifieIILllc(HlK) = I~L"c(F,K) (on prolongera cFabord L en LI par 

cOlltinl1Hé à 
sur F). 

puis ou posera L = LI 0 P où P est le projecteur ort.hogonal 

I/analogue de ce résultat est vrai, luais plus difficile à démontrer, lorsque 
H est un espaee de Banach et !( le corps des scalaires. C'est; le théorèule de 
Hahn-Banach (voir la rClllarque 2.4.8). 

Théorème 2.5.10 (F. Riesz). Soit H un espace de Hilbert. ri toat 
élérnenl h E on peu/' faire cOl'respondre la fm'me linéaire continue LI! dé
ftnie par LI! cn = (f 1 h). Récip1'oque'lnenl, étant donnée une forme lin,éaire 
continue L sur fI. il e:Diste un et V:Tl seul h E If lei que l'on ait L LI!, 

Pour f E on a 

IL,,(f)1 = IU'lh)1 ::; Ilhil H IlflI H · 

Cela prouve qlle Lh est. cont.inue et que IILb IIHI ::; Il hll H (en considérant LI! (h), 
on voit facileruellt que l'on a en fait égalité). 

Soit maint.enant; L uue fonne linéaire continue non identiquClncnt nulle 
(c'est-il-dire différente de La). Le sous-espace vectoriel F = L-1(O) est fenné 
et distinct FI et n'est donc pas réduit à {O}. Soit g un éléluent non nul 
de F L . Il n'appartient donc pas à F et le scalaire /\ = L(g) est non nul. Pour 
tout f E Hl on peut poser 

f LU) ( f' LU)) f' f' 
• L(.11) 9 + -' L(9) g , 1 + , 2 
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et on retnarque que ]e second tenue, qui verifie LC!2) = 0 appartient à F 
tandis que le prenlÎer appartient à pl.. En faisant le produit scala.ire avec gl 
on obtient 

L(f) 2 ..L 
L(9) lIyll 1 O. 

Il suffit lluLÏntcnétnt de poser Il = ~(;r(J g pour obtenir L(l) 

soit f. Cela Inontre dOllC que L es t; égale à LI!, 

(f 1 h) quel que 

On obtient fadlelllent l\nlÎcité : si L;/j = Lh2 ~ le vecteur hl -
gonal à tout élélllCllt de H et est donc nul. 

est o1'tho-

Rernarque 2.5.11. L'application h J-+ Lh est une bijection isométrique de H 
sur H', Cette application est linéaire daus le cas d \111 espace de Hilbert réel. 
Par contrc) cette application esl; antilinéaire dans le cas cOluplexe (L,\ll = 
XLI!). Dans les notations de Dirac de la mécanique quantique. on dit que 
Lh est le :'bra" associé au ;;kef~ h (en lllécanique quant;ique. on convient 
le plus souvent que le produit scalaire est linéaire par rapport à la seeoncle 
variable et antilinéaire par rapport ~t la prclllÎère ; quelle que soit la eonventioll~ 
l'application h t-+ Lit est antilinéaire). 

L'application h J-+ dépend explicitement du produit scalaire de H. Si on 
le l'muplace par un autre produit scalaire fournissant une nonne équivalente) 
l'espace reste un espace de Hilbert, rnais le nouvel iSOlllorphisllu:1 de H sur Il' 
es t différent de l'éLncien. Ce Il' est que dans la llwsure Oil le prad ui t scalaire est 
bien fixé que 1'011 peut considérer que les espaces H et H' sont calloniquelnent 
(étllti-) iSOlllorphes. 

Définition 2.5.12. Soit H 'I/J/, espace de Hilbert séparable. On appelle 
base hilbertienne (Olt base orthononnale) de Hune S'I.I.'Ïte ,finJe ou infi'nie (ej), 
.i = 1l 2, . .. qui constituenn systèrne total dans H et qui vérifie les relations 
cl 'orthonorrnalilé : (e j 1 e,,) {)jk. 

On a utilisé ci-dessus le sYlnbole de Kronecker âjlL égal à 1 SI .1 k et à 0 
sinon. Cette définition n'ünplique nullement que les ej constituent une base 
de H au sens algébrique du tenne : on demande que l'espace cOlnbinaisons 
linéaires des ej soit partout dense au lieu de dernallcler qu'il coïncide avec H. 
En fait, un espace de Hilbert (ou de Banach ou lllêrne de Fréchet,) de dÎlnension 
infinie n~a.dlllet .laInais de base algébriquc clélloIllbrablc, ce que le lecteur pourra 
déInolltrer à titre d'exercice après avoir lu l'appendice B. 

Théorème 2.5.13. 
bases hilbertiennes. 

Dan" t,mt! e.'3pace de 11ilbert .séparable, il e:d.9te des 

A partir d~un enscluble total {al~a2""} :fini ou dénoll1brable, nous allons 
construire une base hilbertienne par le procédé dit (fortlIollonnalisation de 
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Sclunidt. On conllllellce par sllpprÎrner de la suite o,j tout. vecteur qui est com
billaisolllinéaire cles précédents. On obtient ainsi une suite bj qui est telle que 
l'espace vectoriel En engendré par h, ... , bn soit exactenlent de dÎlllension n. 
L'espace des cOlllbinaisons linéaires des (J,j est exactement la réunion des En 
et l'bypothèse assure qu'il est partout dense. 

Posons el = bI/II bIll, et IHont l'ons par récurrence que l' on peut construire 
une suite orthonormale Cj telle que pour tout n, les el, ... , Cn fOrInent une 
base de En. L'espace des cOl11binaisons linéaires des Cj sera alors égalen1ellt la 
réunion des En et le systùnlC des Cj sera bien total. 

Les Cj étant supposés construits jusqu'au rang n, posons 
n 

In+1 = bn+1 - L (bn+ll Cj) ej. 

j=l 
Il est iuunédiat que ce vecteur est orthogonal alLX ej pour j = 1, ... ,'n. 
D'autre part, il appartient à En+1 rnais pas pas il En et. il en résulte 
que (cr) ... ,cn1 fn+l) est une base algébrique de En+l' Il suffit de poser 
en.+1 = In+l/ Il.fn+lI1 pour en obtenir Ulle base orthononnale, ce qui achève la 
récurrence et la déuronstration. 

ThéoTème 2.5.14. - Soit JI an espace de Hilbert séparable, et (cjL .i = 
1,2, ... une ba8e hilberticn:ne de H. 

(a) Tou!' élérnent f E H peut se décolnposer de façon unique sous forme (rUne 
série convergente dans H 

f = L cj(f)cj 
) 

Le8 compo8antes Cj (f) sont donnée,,,' par 

et vérifien,t 

cj(f) = (f 1 Cj) l 

Il.f11 2 
= L ICj(f)12 (Bessel-Parseval) 

) 

(2.10) 

(2.11) 

(b) Réciproqu,em.ent l étant donné8 des 8calaù'e8 '"'1) vérifiant I:.i h) 12 < 00. la 
sé1"ie I:j '"'IjCj converge dans H et sa SOnL'/TI.e f vérifie Cj (f) = '"'1.1 pOUT tout j. 

La convergence de la séric figurant dans (b) est un cas part.iculier du 
théorèrnc 2.5.2, les '"'Ijej étant orthogonaux et de nOrIne ITi 1· 

On obtient facilernent le rcstc du point (b) et du 1nèu18 coup l'unicité de la 
clécornposit.ion et la nécessité des fonnules (2.10) : si la série I: '"'Ije) converge 
vers f, par continuité du produit scalaire, on a C~=.%l '"'IjCj 1 e,,:) -+ (f 1 cd et 
le n1c111bre de gauche est égal il '"'II.- dès que JV est supérieur il, k. 
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Soit enfin f E H, posons Cj (f) = (f 1 ej) et fN = 2:j'::1 Cj (f)cj. On a 

N N 

(f 1 IN) = L cj(f) (f 1 Cj) = L IC:i(f)1 2 
. 

j=l j=l 

Le ll1ell1bre de droite est égal, dlaprès le théorènlC de Pythagore, à IlfNII:.! 
et on a donc IIfNI!2 = (f IfN) :::; IIfllllfNII. Cela prouve que IIfNI1 2 est majoré 
pour tou t; N par Il f 11 2

, et donc que la série 2: le j (f) 12 est convergente. Une 
nouvelle application du théorèlue 2.5.2 assure que la série L: cj(f)c.i converge 
vers un éléulellt 9 E H. Pour tout j, on a (g - f 1 Cj) = cj(f) (f) 0, et 
l'éléulent 9 f qui est orthogonal à un systèllle total est nécessaireillent nul. 
Cela achève la dérllollstration. 

2.5.15. Convergence faible. Dans un espace de Hilbert H, on dît qu'une suite Uj 

converge faiblement vers 'LI (ce que l'on note 'Uj -->. '11.) si pour tout 11 EH, on Cl (u} 1 1)) -+ (LI 1 Il). 

Cette notion de convergence correspond en fait. à ulle topologie dite faible, mais celle-ci 
ne peut pas ët.re définie par une métrique, et. OIl peut démontrer que la boule unité fermée 
de H est compacte pour la topologie faible. Nous nous contenterons de l'énoncé suÎvant 
COllllf-mclte séquentielle). 

Théorème 2.5.16. - Soit 'Uj une suite d'élérncnf,s il 'u:n espace de HilbcTt sépaTable H 
vé'T'îfiani Il'lt j Il S AI pOUl' tOHt .i. On peut alo1's en extra'ire 'Uu e sous-suite Ul: qui con've1'ge 

faiblement uer'oS un élément v vén:jinnt Il vii S lU. 

Soit en une base hilbertienne de H. La suite numérique CUj 1 el) étant bornée, on 

extraire de ('lIj) uno premi(~re sous-suite, notée uy), telle que (ujl) 1 el) converge vers une 

limite 0'1 E C On pent de même extraire de ujl) une sous-suite uY) telle que (ny) 1 

converge vers une limite 02. On construit ainsi par récurrence UIle suite de suites lIt) l et 

on déIinit. enfin la suite VI: par VA' = Hi!:). C'est une suite extraite de la suite 'u.j et. pour tout 
vecteur de la base hilbert.ienne, OIl a (VI: 1 Cn) -+ On. 

Pour N fixé et. pour k -+ 00, on a (Vk 1 I:~ nH en) -+ I:~v IOn 12
. Le membre de 

ét;ant. d'après Cauchy-Sehwarz par lU (I:~V lünl:!)l/:!, î] en résulte que IOnl 2 S 
pour tout NI et dOllc que I:r' lart 12 S 1\J:!. 

Nous pouvons maintenant poser v = I: 0'71 en, on a Ikll S 1\1 et il reste à prouver que 
v Vk O. Donnons nous un élément quelconque w = I: Wntn de H et e > O. On a pour 
tout N N 00 

Vk 1 w) = (v - UI: 1 I:: Wn en) + (v - "th 1 I:: IUn en) . 
1 N-H 

Le second terme est majoré en IllocIu]e par 211l112:~_1_1 wnenll que l'ou peut rendre infé
rieur à en choisissant N assez graucI. Cet entier N éta!lt fixé, ]e premier terme du 
membre de droit;e teud vers 0 avec k et est S e/2 ponr l: assez grand. Ou a douc montré 
que (v Vk 1 -+ 0 pour tout UJ E H, co qui est ]e résu1tat vO\ùu. 

011 T\r.r~Tllll·OI au fait que la normc ct lc produit, scalaire ne p,L'5Senl: pas à la limite 
eX(~IIlT)le, la suite en eUe-même tend faiblernent vers 0 alors que lien Il reste faib]e. 
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à 1. On a toutefois le résultat suivant, que le lecteur pourra démont:rer après avoir lu le 
théorème C.3.1 : si 11.1 -+ 11. et Vj --'- v. on il (uJ l''j) -+ ( Il Iv). 

2.6. Espaces fonctionnels classiques 

2.6.1. Espaces de fonctions bornées. - Si _y est un ensenlble, res
pace F1J(X, C) des applications bornées de _y dans C est un espace de Ba
nach lorsqu'on le IllUllit de la nonue de la convergence uniforllte: IIfll = 
sUP;rEX 1J(:z;) 1· 

En efId, étant donnée une suite de Cauchy li, on a pour chaque point 
:1; l'inégalité l.lj(:1;) - Ida:) 1 ::; 11f} fJ\~II. La suite /j(a;) est donc de Cau
chy, et converge vers un élénlent de C qne r on notera f (;r.;). Il reste à 
Inontrer que fi converge vers f uuifonnément. Quels que soient :i et ;l:, 011 

a !.f(:z:) -.1] (:r)1 lil1lk-+:xJ I.h(:r) - .ti(~r)!::; sUPk2:j IIfj - .hll. On a donc 
Ilf - /ill ::; sUP/,:>j Il.fi - ,hl!, et le lllenlbre de droite tend vers 0 lorsque ,i 
tend vers l'infini.-

Si _y est un espace lllétrique, l'espace CIJ(.:Y) des fonctions continues bornées 
sur .X est un sous-espace du précédent que l'olllllunit de la 11161ne nonne. Une 
lilnite ullîforlne de fonctions continues étant continues~ cela signifie que Cll.Y) 
est un sous-espace fenné de Fb(.X, C). L'espace C1J(_Y) est donc c0111plet et est 
un espace de Banach. Dans le cas oil JX' est cOlllpact~ l'espace C/)(_Y) coïncide 
avec l'espace C(X) de toutes les fonctions continues sur .X. 

2.6.2. Espaces de suites. - Ces espaces sont analogues à ceux que nous 
étudierons sur un ouvert de !Rn, la solt1l11ation des séries rcnlplaçant l'inté
gration des fonctions. 

E:rcrôce 2.6.3. On appelle II l'espaces des suites '/1, = (un )nEH telles que 
2:~ IUn 1 soit fini. Ivlontrer que II est un espace de Banach si on le nlunit de la 
nonne Il'LI,II I = 2:~ IUn 1· DénlOntrer que renseluble des suites qui n'ont qu'un 
llolllbre fini de composantes non nulles est dense dans lI. 

E:r:ercice 2.6.4. - On appelle (2 l'espaces des suites '/1. (lln LIEîl telles que 
2:~ lull l2 soit fini. IvIontl'er que l2 est un espace de Hilbert si on le nlU':' 

nit du produit scalaire ('1.11' v) = 2:~=o v'uV; et, donc de la nOrIne lIul12 = 

{2:~=o l'Un 12 } 1/2. Démontrer que l'enselnble des suites qui n'ont qU\Ul nonlbre 
fini de COll1pOsantes non nulles est dense dans Z2. 

Dérllontrer que pour tout espace de Hilbert séparable de dhnensioll infinie 
H, il existe une application linéaire de H dans (2 qui est une isométrie bijective 
(cela lllOntre que tous les espaces de Hilbert séparables de ditnension infinie 
sont isomorphes). 
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E:rercice 2.6.5. On appelle l''Y:) l'espaces suites 'li, = CU n J qui sont 
bornées (c'est-à-dire l'espace JlJ(N~ l\IIontrer que l'x;, est un espace de 
Banach si on le nlunit de la nonne Ilull,Xl = sUPnEPI'u,n 1. Dénl0rÜrer que 
l'ellsclnble des suites qui n'ont qU'un nornbrc fini de COIUpOSal1tes non nulles 
n'est pas dense dans lcc 1 et que radhérence de cet ensernble est constitué des 
suites qui tendent vers 0 à rillfini. 

E:I:erC'Îce 2.6'.6. Déulontrer que ron a 11 C 12 C ZCC l chaque inclusion étant 
stricte, et que 1'011 a Il'1}·11 2 :s Ilull l pOUl' 'lJ, E 11 et IlulL:o :s 11u.lb pour 'll E [2. 

2.6.7. La relation d'équivalence f = [j p.p. - En étudiant les espaces 
Ll , L 2 et Loo, nous avons vu que l'on pouvait les lllUnir natul'ellCluent. de 
quantités qui sont. presque des nOrInes, le seul problèrne étant que la nullité 
de la "narIne" d'une fonction n'entraîne la nullité de la fonction que presque 
pmtout. POUl.' pouvoir profiter des reSSOlu'ces de Pana1yse fonctionnelle, nous 
allons être amenés à travailler sur des classes (réquivalence de fonctions plntôt 
que sur les fonctions elles-luêllies. 

Sur l'ensmub1e F(IPl ll 
\ C) des applications de lRll dans C, on voit ütcilellient 

que la relation f f'-J [j définie par f 9 p. p. est une relation d'équivalence. 
L ~enselllble quot.ient F(JPl,-n, CC) /( ,,-,) est. par définition rensemble des classes 

d~éqllivalence. Si .f E F(IT{rI ,C)/(f'-J), au lieu de dire qu'une (vraie) fonction 1 
appartient à I, on préfère dire que .f est un représentant de f. 

Il est Ïlnportant de faire la liste des propriétés (ou cles relations) qui ont 

un sens pour les éléulCuts 1 de F(IRII + et qui restent inchangées lorsqu'on 

rmuplace f par un é1é111e11t équivalent.. Elles deviennent alors des propriétés 
de la classc d'équivalence (on dit qu'elles passent au quotient). 

Le., opérations algéh'f'iqlle8. _Si f et 9 appartiennent à F(1P2' ,C) /( f'-J), et si 

~l en pr~l(~des rC}2!·ésentant.s f et g, on voit iUllllédiatelllellt que les fonctions 
.f + ?i, \1', tir (p f ne sont modifiées que sur un ensemble de nlesure nulle si 
on change les représentants de f et 9 (on a désigné par ,\ un scala.ire et par <:P 

une applicat.ion définie sur . La classe d'équivalence du résultat. ne dépend 
donG que de .r et 9 et. sera notée f + 9, )...f, .f 9 ou tD 0 .f. 

Il est hllnlédiat de vérifier que F(lPl" , C) /( f'-J) est un espace vectoriel une fois 
Llluni des delCe prelllières opérations, et une a1gèbre si on y adjoint. la. troisièlue. 

La 8om,lual)'il#é. ci l'intégl·alc. Conlllle nous l'avons vu, pour f appartenant 
h F(IRIl 

\ iC) /( ,,-,) ~ le fait qu'un représentant T soj!; sonnnable, et clans ce cas 1a 
valeur de l'intégrale, ne dépendent pas du représentant choisi. On dira alors 
que .f est sOlllnlab1e, l'intégrale de 1 sera aussi appelée l'intégrale de .f,et; on 
la notera .r f (:J;) d:r;. 
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On voit de rnéIue que les expressions f est de carré sOllullable, f est essen
tielleruellt bornée~ sont bien définies. 

La convergence presque partout . . ,- Soit .fj une suite d'éléruents de l'espace 

quotient F (JP~1 , C) /( ~) telle que, cn choisissant un représcntaIl:."0 de chaque 

/j, la suite fj converge presque partout vers un représentantf de f. Alors, 
pour tout autre choix de représentants fj et 1) la suite fj converge presque 
partout vers ]. 

En effet, posons Aj = {:cl f)(:l:) :J= .~(:l:)}, B {;z;17(:r) :J= ,{(a:)} et notons 

C 1'ensel11b1e des x où .~(;r) ne converge pas vers J(x). En dehors de 1'enselllb1e 
(U.i A.t) U B U qui est de l11eSU1'e nulle) la suite fj(:r) converge vers f(x). 

On dira dans ce cas que la suite fj converge presque partout vers f. 

Dans la pratique, on ne s'astreint pas à distinguer (avec tildes par 
eXCluple) les représentants d'un élénlerü f de F (]Rn, C) /( "-") COIIlll1e nous 
Pavons fait de rnanière (peut-être trop) détaillée ci-dessus. On n'hésite pas 
à désigner par la rllêl1le lettre l'é1élllent f et l'un quelconque de ses représen
tants. Cela ne peut; avoir aucune conséquence fâcheuse, à condition de ne 
lllanipu1er que des propriétés et, des quantités qui passent au quotient. 

U ne dernière rernarque : une fonction continue sur IR!.11 définît canonîque
nIent un élé111erlt de F(lR.l1 

l C)/("-") (sa classe cr équivalence) , et cette appli
cation est injective (deux fonctions continues qui sont égales presque partout 
coïncident). Cela penllet d'identifier C (iPlTl 

) à un sous-espace F (IRl1 
, C) /( "-" ). 

Théorème et Définition 2.6.8 (Espace LI(!R1l
). - C'est l'espace des 

clas.,es de joncfion.'J 80rnmablcs 1Jour la Telalion d'équivalence f = 9 p.p. 

(a) (Fischer-Riesz) Nhmi de la norme 

IIfllL' = ,~" 1f(~:)1 d:r, (2.12) 

Ll(~T!) t l B 1 .IR es; un espace (j,e anac L 

(b) L'espace Co ) des jO'ridions continues à support compact e:;t partout 
den.,e dans (IRl1 ). 

Le lllelllbre de droite de (2.12) é1 bien un sens qui ne dépend que de Pélélnent 
l EL1 , Si 11/110 = 0, un représentant quelconque de f doit être nul presque 
partout, ce qui signifie précisélllent que f O. Nous avons déjà vu autres 
propriétés assurant que \I.II L l est une nonne. D'autre parL la partie (b) du 
théorèlne no fait que refonnuler le théorèrne 1.5.2. Hnous reste à lliontrer que 
LI est cOIup1et. D'aprè~s le théorèuw 2.4.5, il suffit de lnontrer que tout.e série 
nonnaleIuent convergente dans LI est convergente. 
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Soit done ('Un) uue série llonnaleluent convergente. Nous choisirons pour 
chaque n un représentant de Un que nous noterons encore 'Un' Posons h(~c) = 
L lun(:r)I· D'après le théorèlne de Beppo-Levi, on a 

./ h(,r) (l:!: = L ./ lu" (x)1 d.'!; = L Ilu" lIu < 00. 

La fonction positive h est donc sOllllnable. En particulier, l'enseIllble A 
points oÎt h(:c) = +00 est négligeable. Pour chaque :lJ n'appartenant pas à il, 
la séde llulnérique I: Un (3:;) est absohullent convergente et donc convergente. 
Posons 

N 

SN(:r;) = L'Un (3::) 
o 

00 

S ( :J; ) L 'Un (:]; ) , 
o 

cette dernière fonction étant définie dans le cOlllplérnentaire de A. Les fonc
tions SN sont lnajorées en lllodule paT la fonction sOlunlable fixe h et la suite 
SN converge presque partout vers S. D'après le théorèllle de Lebesgue, on a 
donc 

Cela signifie très préeiséluent que la série de tenue général 'Un converge vers S 
clans LI et achève donc la délllonstration. 

Corollaire 2.6.9. - Si une suite .fi con/verge ven; .f dans LI, on pe'nt en 
e:rtraiTe une 8uit;e qu'i converge presque parto'nt vel'S .f. 

On peut en effet extraire une sous-suite !Jj telle que ron ait. Il!Jj .f1lL! ~ 2- j . 

On a alors 
)-1 

!Jj = 90 + L(!Jk+1 - 91.:)' 
k=O 

La série de tenne général 9/..:+1 - 9k est nonllaleillent convergente, et la dé-
111011stration précédente a nl0ntré qu'elle converge presque partout. 

Remarque 2.6.10. - La délll011stration ci-dessus a en fait prouvé une 
proque partielle du théorèule de Lebesgue: si une suite .lj converge dans 
LI ~ on peut e11 extraire une sous-suite qui converge presque partout et qui 
est nlajor6e en 1110dule par uue fonction sOllllnable fixe. Aucune de ces deux 
propriétés n'est vraie, en général, pour la suite fj elle-tuélne. 

E~œrcice 2.6.11. On considère la suite .fj de fonctions sur [0, 1] ainsi définie. 
L'entier .1 s'écrit de Inanière unique sous la. fonne j 2k + l avec ° :::; l < 2k ; 

la fonetion fj est égale à k dans l'intervalle [l2- k , (l + 1 )2-1.'] el; à ° ailleurs. 
1\I1ontrer que I/i t;end vers 0, l1u1Îs que la suite fj(~t) ne converge en aucun 
point, et que la seule fonct.ion qui 111a.1ore toutes les li est la constante +00. 
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2.6.12. Espace LI(A). - Si A est. un sons-enseluble de luesure > 0 de IRII, 
on peut de lllênlC définir l'espace LI(A) des classes de fonctions sOlIlluables 
sur A. C'est. un espace Banach pour la nOrIne J-1 If (~v) 1 cLe. Il s'identifie 
au sons-espace fenné de LI (I1lll ) const.itué des classes de fondions uulles (p. p.) 
dans le cOlnplélllentaire de A. 

Théorème 2.6.13. Soit n un ou,vert de IRn. L'espace des fOTl .. ctions conti-
nues ri support cornpact dans n est den.ge dans LI (n) . 

D'après le t.héorènl€ 2.3.10, rouvert; n est réunion d'une suite exhaustive de 
C0l11pacts 1{j. Soit (Jj une fonct.ion continue, à valeurs dans [0,1], égale à 1 sur 
!(j et. à support dans 1(j+l. 

Soit. fI la fonction à f dans !1 et à 0 ailleurs. Elle appartient à LI (lli1.11 
) 

et il existe dOllC des <Pj continues et à support COlllpact dans ]Rn telles que 
.I~!,1l !.h - <Pj 1 -+ O. Les intégrales sur n, qui sont inférieures, tendent aussi 

v;;rs 0 et. on a donc J~ If - <pjl-+ O. 

Nous allons lllOntrer que les fonctions <piJ} , qui sont à support cornpad 
dans n~ tendent vers f dans L 1(!1). On peut. écrire 

l'lf(x)-Oj(:Z:)<Pj(:z:)1 (l:z: s: r If(;z;)-Oj(;z;)f(:z;) 1 + r Bj(:l:) If(;r;)-<pj (:1;) 1 cl:];. 
Jn Jn Jn 

La seconde intégrale est rnajorée par celle de If - 1 et tend donc vers O. 
Quant à la prenlÎère, elle tend égaleillellt vers 0 craprès le théorème de Le
besgue : la fonction à intégrer est lllajorée par Ifl qui est s0l111nable, et elle 
t.end vers 0 presque partout. Cela aehève la clénlOllstl'ation. 

E:w'l'cice 2.6.14. - Démontrer que l'espace LI (fl) est séparable (définition 2.4.3). En 
utilisant le théorème de Stone-\Veierstrass, OIl montrera que les fonctions {}jP: oil Hj est 
couuue ci-dessus et olt P est un polynôme à coefficients ratiollnels, sont partout denses. 

Théorème et Définition 2.6.15 (Espace L2(IP1.11 )). - C'est l'eBpace des 
cla.'lses de foncf'ions de carré somrnable, pour la relation cl 'éq'lli'Ualence f=g p.p. 

(a) lVIuni du produit "cala'ire 

(2.13) 

l'espace est 'lI,n espace de Hilbert séparable. 

(b) L "espace Co (ocn ) est partout dense dan,., (JP~n ) . 

L ~ expression (2.13) est bien définie et ne dépend que des classes de fonctions .f 
et g. Nous avons vérifié au n°1.5.4 toutes les propriétés d'un produit scalaire 
à l'exception de la suivante. Si (f 1 f) 0 chaque représentant de f est nul 
presque partollt~ ce qui signifie préeiséulellt que f = o. 
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ivlontrons que l'espace est complet, par une détnonst.raHol1 analogue à relIe du 
thêon~~me 2.6.8. Nl montrant qu'une série (de terme général Un) normalement convergente 
dans est convergente. 

Eu posant Un (:r)l. on a 

N N N 00 

Vn IlL:! ~ L IIVnIlL~ = I: lIun IlL~ ~ L IlnnllL:.! . 
000 0 

En posant: h(.r) 1 nI! (:1:) l):!, on a. donc .r h(:t) d:r ~ (I:~ Il /l.Pl Il,).! ):J le théorème 
de .... aTH\n_. En p<u-ticulier. l'ensemble A des points:t où h(:r) = +00 est de mesure nulle. 

En tout point :e du complémentaire de A, la série numérique de terme général IUn (:1;)1 est; 
absolument convergente et donc convergente. Les fouctions SN (:l:) = 2:~ 'U n cOJlvergent 
dalle presque partout vers uue fonction S vérifiant S(.1:) :s h(~I:)1/2 p.p. Les fonctions 
IS(.1;) SN(:r)l2 sont majorées par la fonction sOlIlmable fixe 411 et convergent presque par-
tout vers O. le théorème de Lebesgue, on a donc 

ce qui le fait que la série 2: 'Un est convergente dans L'2 et: de SOlIlme S. Cela achève 
la démonstration du fait que L'2 est complet. 

Démontrons maintenant la partie (b) et montroIlS qu'une fonction f E , que J'OII peut 
supposer à valeurs réelles. peut être approchée à ê près par UIle fonction continue à support 
compact.. Considérons d'abord pour tout j la fonction fJ, égale à 0 si !:vI 2: :i ou si If(;c;) 1 2: .1, 
ct à f(:r) dans le cas contraire. Les fonctions IfJ - fl 2 sont majorées par IJI 2 et tendent 
vers 0 presque partout, et il résulte du théorème de Lehesgue que 1l1i-fllp tend vers O. On 
peut donc fixer j tel que IlfJ-JII1. 2 ~ ê/2. 

La fonction li ar)partient ;1 LI. En effet, J IfJ(:I:)1 rI:r = J Ifj(:1.')l1 B . d:r, en notant la 
J 

boule de rayon.i et on a J Ifj('!')1 rI;r ~ JI(Bj)1/21IJIIL~ par l'inégalit;é de Cauchy-Schwill·Z. 
Le nombre cr > 0 étant à déterminer ultérieurement, on peut trouver une fonction r.p continue 
à support compact telle que IIfJ - 'PIILI ~ (l'. 

Posons Ijt(.l') Sup { -.i, iuf {.i, r.p(:t)}}. C'est eu core une fondion continue à support 
compact, et OII voit facilement que l'on a Ifj ~'I:S '2j et Ifj Il'1:S IfJ - 'PI en tout point. 
On a donc Ilf) I,hll[.l $. 0: et 

Il li ./ If) (.r) - '~'(;L')I'2 d.l: :s l '2j Iii (:r )/N:z:)1 (h ~ 3jn. 

Il suffit de choisir ma.intenant 0: = ê'J. /8j et on a trouvé UIle fonction 1/' E Co(!R.71) telle que 

IIJ u'llt:! ~.::. 

Il reste à prouver que L'J. esl; sépa.rable. Nous allons montrer que l'ensemble dénombrable 
constitué des fonctions de la forme 1 B P, où .i E f:l et oit P est un po]ynorne à coefficients 

J 

rationnels des val'iahles );1, ... \ .Z:111 est: dense dans L'!. ). 

Soient: donc f E L'.! ct ë > 0 donnés. Il est; d'abord possible de trouver une fonction t.p 

continue et à support compact telle que Il! - 't'IlL::! :s Soit j tel que le support de 'P soit; 
contenu dans B.i' le théorème (1'e St.one- \Veicrstrass nous éI ... "isure que pour tout cr > 0, il est 
[)O:SSlIDle de trouver un polynôme Q tel que sUPXEB

j 
1.:p(:I~) - Q(3:)1 ~ Il. En approchant les 
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coefficients de Q par des nombres rationnels, il est donc possible de t,rauver un polynôme P 
à coefficients rationnels tel que l<p(:c) - P(:r:)1 ::; 20:. On a. alors 

II~ - lB_ pl12 ... = j' l<p(;z:) - P(:r}12 d.l: ::; 402 p(Bj ). 
J L-(a") lBj 

Il suffit de choisir 0 = pour terminer la démonstration. 

E:cerC'Îce 2.6.16. Délllontrer que si une suite li converge vers f dans L 2 , 

on peut en extraire une suite qui converge presque partout vers f. On pourra 
considérer les fonctions gj Il- .f:jI2. 

2.6.17. Espace L 2 (A). Si A est un sous-enseluble de lnesure > 0 de 
IR:.11

, on peut de rnêIne définir l'espace L2 (A) des de fonctions de 
carré sOllln1able sur A. un espace de Hilbert pour le produit scalaire 
(flg)L2(A) = .f4.f(:z;)g(:z:)d:r;. Il s'identifie au sous-espace fermé de L2(IR:.1l

) 

constituéçles classes de fonctions llulles (p. p.) dans le cOlllpléulCutaire de A. 

Ltespace L 2 (A), COIll111e d'ailleurs tout sous-espace d'un espace de 
Hilbert H séparable, est sépm'able. Il suffit de prendre les projec
tions orthogonales sur F des élélnel1ts d \U1 ensen1ble déno111brable dense dans 

pour obtenir un sous-ensenlble dénOlnbrable dense dans F. Dans ce cas 
particulier, la project.ion de .f sur L 2 (A) est tout sÎlnpleUlent la (classe de) 
fonction égale à f sur A et à 0 ailleurs~ identifiée à .f 1..1 . 

Théorème 2.6.18. Soit n 'Un ouve'rt de L'espace des fonctions 
continues à support compact dans n est dense dans L 2 (n). 

La démonstratioll1 que nous laissons au lecteur à titre est identique 
à que nous avons dOllnée dans le cas n = IR."I , en relnplaçant les boules 
Bj par une suite exhaustive de cOlnpacts de n. 
Théorème et Définition 2.6.19 (Espace D:>O (IP~11 )) 

C'est l'espace des cla"ses de fonctions essentiellement bornées pour la rela
tion d'équivalence .f = 9 p.p. JV1uni de la norme (notée souvent 11·IL:x) 

Iif Il D:o su p ess If ( ;-r; ) l , (2.14 ) 
;l~EJR:n 

est un eBpace de Banach. 

Il est clair, après le passage au quotient, que 11-lI u .;; est une nOrIne, et il reste à 
prouver que LOO est cOlllplet. Soit donc fj une suite de Cauchy d'éléulellt,s de 
Loo, dont nous choisirons pour chaque j un représentant (noté encore fj). Soit 
Ajk {;rll.tj(:r) - fdx) 1 > Ilfj hl 1100 }. C~est un enselnble de lnesure nulle, 
et il en est donc de lllênie de A U j k A,i k. En dehors de A, la suite des .fj es t 

Cauchy pour la 11orn1e uniforIne, et converge donc llniforInénlent sur CA 
vers une fonction .f bornée sur CA. En prenant la classe d'équivalence (notée 



2.6. ESPACES FONCTIONNELS CLASSfQliES 63 

encore .n des prolongements de f à Iftl! l il est clair que l'on a, Iif - /jllco -+ 0 
et le résultat. 

On peut 1110utrer que l'espace Loo(l.RII
) n'est pas séparable, et l'exercice 

suivant rIlontre que fonctions continues il support eOlllpaet ne sont pas 
denses dans L cc . 

E:rercice 2.6.20. DéulOutrer que l'adhérence dans LOC de l'espace des fonc
tions continues à support COlupact est respace des (classes des) fOllcticHlS conti
nues tendant vers 0 II l'infini. 

2.6.21. Espace (A). Si Ji est un sous-cnsclllble de lllesure > 0 de 
m[lI ~ on peut de lllêllW définir l'espace D::xJ(.,4) des classes de tonctions es
sentielleIl1cnt bornées sur A. C'est un espa.ce de Banach pour la nOrIne 
Iif Il L=(A) = sup essAlf (:z;) 1. Il s~identifie au sous-espace fel'lné LOO (lP{f1 ) 
constitué des fonctions nulles (p.p.) dans le de A. 

Proposition 2.6.22. Soit A 'Un .'3O'1t.')-en.,emble de 
(A) C L 1 (A). 

vérifiant !l(A) < 
ex). On a alors C 

On a en effet 

/ ' If (:1:) 12 
d:z: ::; l' Il.I'II!:, d;z: = Il f II~ l',(A), 

• .4 • ...1. 

et, en utilisant Cauchy-Schwarz, 

COlllllle le rnontreront les exercices qui vont suivre, ces inclusions sont 
strictes. Dans m:.Tl entier (ou dans un enseluble de rnesure ill:I1nie). on n'a, 
d'inclusion dans aucun sens, et on ne dispose que de la proposition suivante. 
Toutefois (voiT l'exercice 2.6.26), si on se préul1.1uit contre la présence de pics 
trop point.us, on retrouve la situation que l'on avait pour espaces de suites 
(lI C 12 C lCO). 

Proposition 2.6.23. POUT tout sous-ensemble (de rn.e,'i'I/,TC > 0) d(~ ]Rn 1 

On. (L Ll(A) n LOO(A) c L2 (A). 

On a en effet 

E;rereice 2.6, 
tion :t.; r--+ ;l:-n, 

j 'If ( :z: ) 12 
d;t.; ::; j' Iif 1I.:èO If ( ;1; ) 1 d:z; 5:. Il f 11.::v Iif 111 . 

A A 

TvIontrer que sur [0,1] l en utilisant par eX(:~ll1P 
inclusions de la. proposition 2.6.22 sont 

des fonc-
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E:l;C1'cicc 2.6.25. En considérant des suites Ûj bien choisies, et en formant 
une fèHlction conLinue .f nulle hors des intervalles Li O),.i + nj], linéaire dans 
chaque intervalle Li Üj,j] et. [i<j + Üj], et vérifiant ICi) j~ lllontrel' qu'il 
existe des f'onctjol1s continues appartenant à LI et pas à L2(iP~), ainsi que 
des fonctions contiuues appartenant ~t L 2 (W1.) et pas à D'X! (JR). 

E:rercicc 2.6 . .'26. Soit A Pespace des fonctions unifonnérnent continues de 
~II dans Détnontrer que 1'011 a An L l c An L 2 c . ..4 n 

2.6.27. Espaces locaux. On dit qu\ule fonetion f définie dans un ou
vert 0 de lR~1l est localernenf, 80'lTUnable si pour tout cOlnpact ]( de 0 on a 
.h.·IJldl d:l: < ex;;. Il est équivalent de dire (Borel-Lebesgue) que chaque point 
de 0 possÈ~de un voisinage dans lequel .f est sommable. 

On note Lf()(JO) le quotient de l'espace des fonctions localeluent sOllunables 
par la relation d'éqlljvalence f = 9 p.p. 

On dit de lnéIne qu\uw fonction est localernent de carré sOlllmable dans 
0, si sa restriction ~t chaqne compact de 0 est de cmTé sOIlllllable. On note 
LfrJJn) le quotient de l'espace des fonctions 10calernent de calTé sOlluuable par 
la rnènre relation créquivalcnce. 

On définit enfin par le Inême procédé l'espace L~c(O) des dasses de fonc
tions qui sont essentiellenwnt bornées sur chaque cOlllpact. D~après la propo
sition 2.G.22: on a L~~:(n) C Lfoe(!l) C Lfoc(O). 

Ces espaces ne peuvent pas être lllun18 de nonnes raisonnables. Le lec
teur pourra voir dans l'appendice C qu'ils peuvent être lllurlis (Pune structure 
(respace de Fréchet. 

2.7. Séries de Fourier 

On se donne dans ceUe section un nOlllbre T > 0, et on pose w = 27i /T. 

Si f est une fonction définie sur IR{ et vérifiant f(t T) = f(t) p.p., il en est 
de mêlue de toute fonct;ion égale presque partout à f. On dit qU~llne classe de 
fonctions f est T-périodique si l'un quelconque de ses représentants vérifie la 
propriété ci dessus. 

On définit l'espace L} conune étant l'espace des (classes de) fondions T-pé
riodiques localClucnt de carré sonllnable. Pour qu'une fonction T-périodiqllc 
appartienne à L}. il suffit qu ~elle soit de carré sOlllrllable sur un intervalle 
période ([(), par eXelnpleL tout COlupact de lR: pouvant être recouvert par 
un llOInbre fini de translatés [kTl (k + 1 )T] de celui-ci. Il eu résulte que 
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l'applicat.ion de L} dans L2([0~ TJ) qUI iL f fait. correspondre sa rest.riction 
à [0, est un iSOl11orphisllle. 

L'espace L} sera 1111111i du produit sealaire 

(fig) j'T 
f(t)g(t) dt/T. 

. n 

A la nonnalisation de la Inesure près, il est iSOl11ét.rique à L2([0, T]) et est donc 
un espace de Hilbert. 

Théorème 2. 7.1. - Les fon.ctions (t) = eÎp,",-", p E fO'l'1nen l 'l.lTU? luJ,.'w 
hilbertienne de L}. 

Il est très facile de prouver le caractère orthollonnal de cet enselnble~ et il 
reste à prouver que le systèlne des el' est tot.aL Nous en proposons deux 
démonstrations. 

La prelnière s' appuie sur les connaissances antérieures du lecteur sur les 
séries de Fourier. Nous n'aurons besoin que de fénoncé tr(~s faible suivant: 
si f est une fonction T-périodique de classe Co.:::! ~ sa série Fourier converge 
ullifonnéluent vers f (un énoncé plus fort, et sans doute conllU du lecteur est 
rappelé dans le théorèrne 6.3.3). 

D'autre part, llOUS verrons dans le prochain chapitre (théorè1ue 3.5.1) qu'un 
élérnent L2([0, T]) peut être approché en nonlle L'2 par des fOllctions de 
classe CN il support COlupact claus ]0) T[ (nous ne connaissons pour le mo
nIent. que l'approxiInation par des fonctions continues à support compact. 
( 1 l' 'J 6 18) . ". ffi· ") tworeme...... ce qUI seraIt nlSU saut ICI . 

Soient luaîntenant f E L} et E > O. Soit <p une fonction C'X) à support 

cOlupact dans ]0, T( telle que .I~T If(t) - <p(t)12 dt :::; E/2. La. fonction Ç5(t) = 
<p(t pT) est T-périodique de classe et cOlncide avec <p dans [O~ 

On a donc HI- Ç5IIL~ :::; c/2. D'autre part,~ il existe une SOllllne partielle SN 
T 

de la série de Fourier de Ç5 qui vérifie SUPt 1Ç5( t) - (t) 1 :::; ce qui ent.raîne 

que .f~T I<p(/:) - SN(t)\2 ât/T :::; [2/4. On a douc également 110 SNIIL~:::; [/2. 
Nous avons donc pu approcher, iL E près en norme 1 la fonction f par la [onction 
SN qui est Ulle cornbirtaison linéaire des ep ' 

seconde démonstration n ~utilise aucune cOllnaissance préalable sur les 
séries de Fourier. Étant dOllnés f et [ conunc ci-dessus, on ehoisü lll.te fonction 
<p continue à support COlnpact dans ]0, T[ telle que .f~~ If(t) <p(t)1 2 dt :s:;; [/2. 
On construit sa périodisée ip( t) = I::PE ::-: pT) qui est continue, T-pé
l'iodique et vérifie !If - $IIL~ :::; f./2. On s'appuie luaintenant SUl' le théorômc 

de Stone-Weierstrass qui afHnllc (voir exernple 2.3.22) qu'il existe un polynôllle 
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trigonmuétrique P(t) = ~;l=-P '\nen(t) tel que SUPt I~(t) - P(t)1 :s s/2. On 
conclu t connne ci-dessus. 

En explicitant dans ce cas particulier le t.héorèlne 2.5.14 relatif aux bases 
hilbertiennes 1 on obtient. le résultat suivant. 

Théorème 2.7.2. - (a) Tout élément f E L~ peut se décO'/npose'l' de façon 
'Unique SOilS la fonne 

f' - '" , (f) -ip:.,)! . - ~ cp, c ~ 

la série convergeant en rnoye:n:ne q'/uulrat'iquc (c ~est-à-d'Îre pOUT la norme de 
L~). Les composantes cp (f) sont données par 

l
'T 

cI.ln = (f 1 cp) = f(t)c- ipwt dt/T, 
.0 

et 'UéT'~fient 

(Be/3/3el-Parseval) 

(b) R éciproquern., en, t. étant donnés des scalaires rp 'vél'ifia:nt ~]JEZ Irpl2 < 00: 

la série ~ IpeÎP!..!Jt COTl-'Uer:qe en rnoyenne quadratiq-ue 'ver.') une foncl:ioTi f E L} 
telle q'ue l'on œil cp(f) = IP' 

Ce théorènw caractérise cmnplètenlerlt les fonctions de carré sonunable en 
tennes de leur séries de Fourier. Il Ile fournit. tout.efois que la convergence 
en nlOyenne quadratique, et ne dit rien sur la convergence ponctuelle. Un 
théorèrlle considérablerllent plus difficile (L. Carlesoll, 1965) assure que les 
souunes partielles sYlllétriques de la série de Fourier d \111e fonction f E L~ 
convergent presque partout vers f. 

E:Derc"Îce 2.1.8. - Soit f une fonction T-périodique deux fois continûrnent dé
rivable. Démontrer que l'on a ICJl(f)1 :s ete Ipl-2 pour p -:j:. O. En déduire que 
la série de Fourier de f converge unifolTnérnent vers une fonction g continue 
T-périoclique. En utilisant le théorèllle 2.7,2, dénlOntrer que ron a f = !J et 
que la série de Fourier converge clone unifornlémellt vers f. (Cela n'apporte 
rien si on s'est appuyé sur ce résultat. pour déInontrer que les ep fonnent un 
systèlne total. Par contre, si on a utilisé le théorènle de Stone-Weierstrass) 
on obtient un résultat de convergence unifonne sans aucune analyse du noyau 
'Ç"'"'N • -;>ip:.:..Jt) 
i....J-N C . 

E:r.:ercice 2,7.4 (Polynômes et fonclion8 d'Herm:i.te) 

( ) D '· t l'· ( 1/ l ) 'Il - 'z:::! (1) n - T:.! H () 'H a elllOn ,rel' que on a [, (,:1: e· = - e' Il:1: l ou 'Tl est un po-
lynôlne de degré exactelllent. n dont on calculera le tenne de plus haut degré. 
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(b) On pose 

'l1 TI (:r) Cn e-;I:~ /2 HI! (:D), 

ail Cil est une constante qui sera choisie ultérÎeureIucnt. IvIontrer que les \Y!n 

appartiennent à L2(IP:.) et calculer les produits scalaires ('l1 p l 'l1 q )L::!' On rap-
pelle que J e-;l:'2 da; = 7f1/2. On pourra intégrer]J fois (ou q fois) par parties. 

(c) En déduire que, en posant en = 7f-l/42-n/2(n!)-I/21 les fonctions \TIll' 
n E N, fOl'lllent un SYStèll18 orthonorIllal dans L 2 . 

(cl) On se donne .f E tel que l'on ait l e-:(·2/2 P(:l;)f(:r) cl:t = a pour tout 

polynôme P. On pose 9 e-:['2/2/. Montrer que 9 E LI En anticipant 
sur la suite du cours (voir le théorèlne 9.1.5), 011 achnettra que si UIle fonction 
somulable 9 a uue transfol'lnée de Fourier !]( ç) = l e- i .re g(:c) d:t identiquement 
nulle, alors 9 est nulle presque partout. 

(dl) Pour t, fixé, dénlOntrer qu'il oxiste une suite de polyllônles Qn telle que 
rOll ait; 

et 

pour tout :v (on développera en série entière). 

(d2) En déduire que g(ç) = a et que f = O. 

(e) En déd nire que les fonctions crHenni te wn farInent une base hilbertienne 
de L20~). 



CHAPITRE 3 

FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES ET 
APPROXIMATION 

Le point Îlnportallt de ce chapitre est le fait qu'il existe "beaucoup" de 
fonctions de classe ex à support COlllpact. Il eu existe sufIlsallUucllt pour 
disposer de partitions de runité~ pour pouvoir effectuer d(;s troncatures et 
pour que respace Cü(f!) soit dense clans de nOlubreux espaces fonctionnels. 

Le lecteur trouvera dans la section 3.1 un nünîmulll de rappels sur le ca.lcul 
différentiel dans W2' ~ assorti de notations très utiles. Un point, de vue plus 
intrinsôque est développé déU1S l'appendice A. 

3.1. Espaces de fonctions différentiables 

Rappelons qu'une application f définie dans un ouvert n de IR/I et il, valeurs 
réelles ou cOll1plexes est dite di:fTérentiable au point :D s'il existe une fonne 
linéaire L, appelée dlfréren.tielle de f au point ;z; telle que l'on ai\; 

f(:c + h) = f(:r) + L(h) + llil r(hL avec ,1.Î1l1 IT(h)I = O. 
1--+0 

La fOl'llle linéaire L est souvent notée ll;f'(:v) et L(h) s'écrit. alors (~f'(~l;)·h ou bien 
(~f(:D) j 11,). C'est un élélnent de l'espace C(lPl.fI

• (le dual de RII) on C(lP~n. C) 
selon les cas. Si f est diffërentiahle en :C. ses dérivées partielles existent cn ce 
point et on Cl df(:z:) . II. I:: af /a:ri(:Z:) hi. La réciproque est rausse~ ln ais 011 a 
le résultat suivant. 

Théo1'ème et Définition 3.1.1. - Boit f lù{finie dO'ns n. Les den,;}; pro
priétés suivantes son équivalent,es. 

(a) Les dérivées partielles af / a:l;i (:1;) e:ô.9{,enf et sont continues drUJ,B n, 
(b) La jonction f est différentiable en tO'H1 poùd, et l'application :7; H (~f' (:z: L 
de n dans C(lP2! 1 <C) e8t continue. 
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On dit que la fonction f est co'ntin'Ûm,ent diflé'l'entiable - 0'//, de classe Cl 
dans 0 8'1 ces vropriété.'i 80nt vérifiées. et on note Cl (O) ,'espace des fonctio'n.s 
de ce type. 

Rcrnarquc 8.1.2. - L'expérience et l'histoire 1I1Ont.rent que, rnênle en dinlcll
sion 1 ~ l'espace des fonctions différentiables en tout point doit être considéré 
conllllC un '~mal.lvaîs~' espace: son étude est difficile et il possède peu de 
propriétés intéressant.es. Le point de vue qui a prévalu est de slint.éresser 
principalCll1ent. ou bien aux fonctions continùlnent. diflërentiables~ ou bien à 
une notion beaucoup plus faible de dérivée (dérivée au sens des distributions) 
que 110US étudierons plus loin. 

Si f est. de classe Cl. ses dérivées partielles qui existent en tout point 
peuvent être elles-luênles de classe Cl, auquel cas on dit que f est de classe 
c 2

. Par récurrence, on définit l'espace C1.:(O) des fonctions f dont les dérivées 
partielles a//a;Vj appartiennent à Ck-1(!l). On dit enfin que f est de classe 
C'N si elle es \; de classe Cl"~ pour t.out k. 

Le lecteur connaît bien le lenune de Schwarz qui assure que, pO'UT tout 
f E (n), on a 

a (a f ) a (af ) 
aa: Î a:1;j = O;Cj a:1; i . 

Il en résulte que dans dérivées partielles (rordre k d'une fonction de classe 
C k

, llordre des dérivations n'intervient pas. Les notations suivantes nous se
ront très utiles. 

3.1.3. ll;InU-i'irulices et notations. On notera ;1,' = (:Z:t, ... ,:1;,,) le point cou
rant. de ]Rn et 1:1:1 sa nonne euclidienne. On appelle mulii'irulice,5 les élérnents 
a = (al, ... ,an) de 1\[11. Ceux-ci fournissent des notations COIlllllodes pour les 
InonÔUles et les dérivations part.ielles 

ai = a/a:Z:i 

aaf = a01 ann f' = aOl 
+"'+0.

7

1 f 
1 ... 11 • 1 

La notation ei-dessus doit être strictement réservée alLX cas où. on sait que 
l'ordre des dérivations partielles n'int;ervient pas, c'est iL dire soit. (1en11ne de 
Schwarz) si .f est de classe , k = al + ... + O'IH soit, COlllIlle nous le verrons 
plus 10ÎlL en prenant les dérivées au sens des distributions. 

L'entier Œl + ... + an est noté 10'1; on l'appelle longueur du lllultiilldice 
CL c'est le degré du 1110nôtne ;z;o., et l'ordre de la dérivation aa. On notera 
;3 ::; a la relation crordre partiel vi. /3i ::; ai. Enfin, la notation suivante 
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pour les factorielles et coefficients binomiaux généralisés pennet d'avoir 
des expressions concises et très, proches des expressions correspondantes en 
dÎlnension 1. 

ü! nI! ... nn! (n) o:! 
fi ;3! (n 

Le lecteur n'éprouvera pas de difficulté à dénlolltrer par récurrence les for
Inules suivantes. 

3.1.4. Formule du b,tnô'rne. 

3.1.5. F'orrnule de Leibniz. Pour f et 9 de classe 

I: (a) iXJc
-

J3f a,3 g. 
,:) j3 
lJ'S.o 

~ on a 

3.1.6'. Formule d-lt 1nultinôm,e. Pour :1; E m:rl et kEN, 011 a 

( ),. "'"' k! 0: 
;Cl + :1;2 + ... + :1: 11 "= L a! :z: '. 

lal=k 

3.1.7. Formule de Taylor. Nous donnerons iCÎ la int.égrale du 
reste~ qui a l'avantage cPen dOllner UIle expression exacte et qui pennet cren 
obtenir les Illajorations les plus précises. 

Théorème 3.1.8. - Soit f de classe C m +1 dans 'Un ouvert contenant le 
segment [a, b], on a 

.f (b) I: (b ~!a)" iJŒf(a) + R, (3.1 ) 

lul'S.m 
avec 

R=(rn+l) I: o:! t o (1 - t) 'TH aaf (a, + t (b a)) dt. 

Nous rappelons au lecteur fOrIne correspondante pour fonctions d'une 
variable de classe C m+1 dans l'intervalle [0,1] 

m 1 
<p(1) = I: k! 

1.:=0 

1 {1 dm +1 

(0) + 1'n!./o (1 - t)m <p (t) dt, 
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qui s'obtient en intégrant m, fois par parties l'int.égrale du luentbre de droite. 
Nous allons appliquer cette fOrInule à la fonction <.p sur [O~ 1] par <.p(t;) 
f(a -/- th) en posant h = b a. On a facilement <.pl(/;) L:i hiDif(a -/- th) et, 
par récurrence 

Regroupons tous les tenues égaux ft hCtéYl. f (a -/- th) dont le 1l00nbre est égal 
à k!j(Œl!'" Œil!) (c~est. exactenlBnt le InêIne calcul que celui qui établît la 
fonnule 3.1.6). On obtient. cp(k)(t) = LIŒI=k(k!/Œ!)hO: anf(a + th) et. la fo1'-

(3.1) en résulte iIlunédiateluellt. 

Corollaire 3.1.9 (lemme de Hadamard). - Soit f une fonction de 
claBBe C m+1 définie danB IH;.n et., 'annulant à l'origine. Il e~z;istc des fonctions 
Yh' .~ ~ Yn appartenant à cm tellc8 que Con ait f (a:) :l:iflî (:1:). 

La fOrIuule de Taylor écrite à l'ordre 0 fournit la décOlliposition 

{1 
f(:7:) = /(0) -/- :Di Ir O,}(t:C) (U = 0 -/- 2: :1:iYi(.rC). 

i ' a 

Il rest.e à Ill0ntrer que les fonctions Yi sont de classe cm dans IR:./l, ce que 
le lecteur clélllontrera facilel1lCut à titre d'exercice, à raide du théorènle de 
..LJ'-,U,"LJj:;,Ulu et du théorèlne de dérivatioll sous le signe SOlllnH~. 

Nous verrons plus loin 3.2.8) que ce leuune est valable, ainsi que ses 
extensions ci-dessous, en relliplaçant ]R1l par un ouvert quelconque contenant 
rorigine. 

E:rercice .'3.1.10. - Soient k S; rn et .f E C m +1 

ses dérivées partielles d'ordre S; k. DénlOntrer que 
suivante .f(~c) = I:lül=I.~+l (:1;) avec gu E Cm -l.:ClfJJ.I1 ). 

iL l'origine ainsi que 
a la décomposition 

3.1.11. On se donne rnaintenant .f (t, a: ) de classe cm+ 1 daus 
vérifiant f(t,O) 0 pour tout t DéulOntrer qne l'on a f(t, :7.:) 

;1; iQi (t, :r) avec .9i E enl ). Généraliser au cas où les dérivées par-
jusqu'à rordre k s'annulent pour :1: = O. 

3.1.12. Fonctions composées. - Soient n un ouvert de IF.rl et ;1; M X(:1;) 
(Xl (;C), ... l Xp(:r)) une application de n daus }Rfl. On dit; que X est de classe 
Ck si les applications COluposantes Xj sout de classe Ck . 

Soit maintenant. n'un ouvert de IRIJ qui contient x(nL et soit .f une appli
cation de classe eJ·~ de n' dans lE. ou C. L'application fox est alors de classe 
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cf,: dans n et 011 a 

[)(fox) 
,_ (:1:) = 
O;I;i 

1=1 

fi 

i = l~ ... ~ n. (3.2) 

Le Inelnbre de droite est une SOll11n8 de produits de fonctions de dasse 0"'-1, 
le prelnier facteur étant lui-nlêlne une fonction composée. Pour k > 1 il est 
dOllC possible de calculer les dérivées d'ordre supérieur de fox en utilisant 
récursivelllcnt la forrllule de Leibniz et la fonnule (3.2) clle-Inênw. fonnules 
explicites sont; passabl81ncllt eorupEquées, lllêrne pour n = ]J 1. 

E:rercice 8.1.1;1. --,-- Sons les hypothèses précédentes, pour ln ::; k montrer que "on a 

Otl les fonctions Tl.\, que l'on ne cherchera 
\1 et de leurs dérÎvées et sont de classe 

il 
r==l 

+ 

11 calculer explîcitement, ne dépendent que des 

E:l;crciec (Fo'f'T/l.ufc de F(w de Bruno). - Soient f et 9 deux fonctions définies sur R 
de classe en. Démontrer que l'on a 

dT! . 
-.1- !7 0 f(.r) [ ;v ll 

! (fI ( )) III 1 (fil (. )) Tn'l L, r n,. ,f1(l') (j(:r)) -f- ... __ ;1'_ ! 

ml., . . m'l' 1. q. 

où la somme est étenduo it j',ontes les suites finies d'entiers vérifiant nit +2m:!+·· '+qmlf 11, 

et oi:t on a posé p ml + nl2 + ... + m'l' 

3.2. Partitions de l'unité Coo 

Les espaces suivants seront cl 'utilisation courante. On désignera par ft un 
ouvert de ill~ll) par I( un COlnpact de lPll! et par 'ln) soit. un entier ~ a soit le 
SYlllbole '::N. 

3.2.1. L'espace Cm(n). - C~est llespa,ee des fonctions 'In fois continÙIlleIÜ 
différentiables n. En particulier l l'espace CO(O) (noté aussi C(O)) 
sigue l'espace fonctions continues dans n et C OO désigne l'espace des fonc-
tions ÎndéfinÏInent dérivables. 

3.2.:2. L ~e.)pace CK!. C'est respace des fonctions appartenant à cm (IP~n) à 
support dans Ii (c'est-à-dire nulles hors Ii). 
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8.2 . .'3. L ~e.'3pace CO'l(S1). - C'est la réunion espaces Cf{ lorsque ]( par-
court l'enseluble COIllpacts contenus dans S1. 

Il n'est pas cOlnplètemellt évident qu'il existe des fonctions de classe Cco à 
support cOlupact. Le lenune suivant nous sera utile. 

Lemme 3.2.4. (a) La fonction Œ, définie 8'11;1' ID: pm' Œ(t) = e-1/ t pou',. 
t > 0 et par 0 sinon, est cmis.'3ante, de cla8se , nulle pour' t ::; 0 el: sl'ricte
ment p08it'ive pour t; > O. 
(b) Il e:z:iste une fonct'ion \li défin:l:e sur C'f'o'Ï88ante et de classe Coo. telle 
que l'on ait \lI(t) = 0 pmtr· t ::; 0 et w(t) 1 pour t ~ 1. 

Il est facile dérllontrer, par récurrence sur k, que 1'011 a, pour t; > 0, la 
relation <Jl{k)(t) e-1/tPk(1/t) où Pk est un polynôlue. Il en résulte que 
lin1t-+o<Jl{k)(t) = 0 ce qui assure que <Jl{k-t) est dérivable il, droit.e à l'origine 
et que. cette dérivée est nulle. On obtient donc <l> E cco(lPL) et les autres 
propriétés de <l> sont évidentes. 

Considérons maintenant la fonction 9 définie par g(t) <Jl(t)<l>(1 t). Elle 
est positive, de classe COO et est nulle en dehors de [0,1], Posons] = .f~ g(t) dt. 
La fonetion 

w(t) = j
't 

-00 g(8) ds 

vérifie les conditions de la partie (b). 

Corollaire 3.2.5. - Il e:z:i.'ite des Jonctions non identique'ment nulles ap
partenant à Ccf (IRlTl 

). Plus précisément, étant donnée une bo'ule O'llverte 
B (a, 1'), il e.'riste une fonction tp E Ccf (lR.TI

) strictement positive dans cette 
boule et à SUPPOT"t dans son adhér'e'l1,ce. 

Il suffit de poser 

Corollaire 3.2.6. - So'ient n un ouvert de JR:rI et]( un compact contenu 
dans S1. Il e:riste une fonction f E Ccf(S1) ci valeurs dans [0,1] et égale à 1 au, 
voisinage de !(. 

Pour chaque :r.; E Ii l on peut trouver une boule B;!, centrée en d: dont. l'adhé
rel1ce est contenue dans S1. On peut lui associer) en nl111t.ipliant la fonction 
du corollaire précédent par une constante assez grande) une fonction positive 
<.p;r à support dans de classe COO et qui vérifie > 1. Les ouverts 
VI; = {yi <.p.l.' (y) > 1} constituent un recouvreulCnt ouvert de Ii, dont on peut 
extraire Ull recouvreluent fini Vl'I"" , '~l'N • 
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La fonction Il = L~V tp.l:j est positive, appartient à Go(O), et vérifie h(:1:) ~ 
1 au voisinage de le La fond ion .f \If 0 h vérifie les conditions voulues, W 
étant la fonction du lel1uue 3.2.4(b). 

E:vcl'C'lce 8.2. 7. Soient Ji l, ... ,Jip des cOlnpacts disjoints de lP~ll et soient 
fI, . .. ~ fJ11 des éléuleIlts de C OO C!R~n ) . Montrer qu'il existe f E Co C!R!") qui, 
pour chaque .i = l, . .. ,p vérifie .f (:2: ) fj (1;) au voisinage de J(j. 

E:z:ercice 3.2.8. (Lem/me de Hadarnm'd dans un ouvert) Soient 0 un ouvert 
de ffilll contenant l'origine et f E (0) s'anllulant à Porigine. IVlontrer qu'il 
existe des fonctions gi E GOO(O) telles que Pon ait f(:r;) = L~t ;cigi(:r) (on 
considérera une fonction tp de classe COO égale à 1 au voisinage de 0, à support 
dans une boule contenue dans 0 et on décOlnposera séparélllent la fonction 
tpf, à l'aide du lelIlllle de Hadalnard (corollaire 3.1.9), et la fonction (1- tp)f, 
ce qui n'es t pas difficile). 

Théorème 3.2.9 (Partitions de l'unité). - 80# Jo( '1./.11 compa.ct con
tenu dans la réunion (run nornbre fini d'ou,verts Wb . .. ~ WN. Jl e:riste alors 
des fonctions Xj,j = l, ... ,JV, appartenant li C{~(w.i), comprises entre 0 et 
1, telle., que l'on ait 

N 

L ",\.] = 1 au voisinage de Ii. 
';=1 

COlupte tenu du corollaire précédent, la dél1l0nstratioll est essentiellement la 
luêllle que celle du théorèlue 2.3.25. D'apTès la proposition 2.3.24, il existe 
des cOlllpads J(j C Wj dont la Téullion contient JC D'après le corollaire 3.2.6 
il existe des éléluents 'I/Jj de Gff(Wj) cOlupris entre ° et 1~ et égaux à 1 au 

voisinage de !(j. On a donc Lf=l '1/;.1 (:1;) > ° dans lUI voisinage li de JC Soit 
encore e E Gb(li) conlprise entre 0 et 1, égale à 1 au voisinage de I( et posons 
'l/JO 1 - e. On voit facileIllellt que les fonctions 

'lU' ,1. - ,J l' 1 N AJ - ,\"".!.V ,. = , ... , 
L.Ji=ü 'I/J; 

vérifient les propriétés voulues, le dénonlÏnateur étant une fonction de classe 
cex, strictement positive dans tout 

On peut cn fait démontrer le résultat suivant, où n est un ouvert de iRll
, une hypersurface 

ou une sous~ variét;é de !RH (voir appendice A), ou plus généralement une variété différentielle 
qui est réunion dénombrable de compacts. Étant donnée une famille non nécessairement 
finie d'ouverts (u...'i )iEI, dont la réunion est n entier, il existe ulle famille )o:EA d'éléments 
de Cü(f!) telles que: 

- Pour chaque n:, le support de 'Po: est contenu dans l'un des Wj. 

- La famille des supports des 'Po est localement finie : chaque point. possède un voisinage 
ne rencontrant; qu'un nombre fini de ces supports. 

la SOlllme des fonctions !.pL', qui est alors bien définie, est égale à 1 dans tout n. 



Ces part.it.ions de l'unité penuet:t:cllt de définir ou de construire des globaux 11 
partir de données locales. Par exemplol la construction de l'intégrale de surface que nous 
donnons dans la. scct.iou A.3 dans le cas compact s'étendrait'. au CilS d'une hypersurface 
quelconque à raide du résultat: ci-dessus. 

E:tercice 3.2.10. Soit (Hj) une suite llurnérique quelconque. Dérnontrer 
qu'il existe une fonction .f E COC(1p.) vérifiant (d/cU)Jf(O) 0'i pour tout 
entier.i (théorèlue de Borel). On consiclèrera une fondion <I> E C8\;)(lR:) égale 
à 1 au voisinage de l'originej et on posera 

.f L[Jj l fJ.j(t) = <I>(t/Ëj)o,jtJ /.i1. 
J 

On ltlOntrera qu'il est possible de choisir les E j stricteluents posi tiCs tels que 
l'on ait l(d/dt)kYJ(t)1 ::; pour tout t et pour k ::;.7 1. 

Plus généralement, étant données des fonctions il j (:1..,) de classe COO dans ]Rn, montrer 
qu'il exist,e une fonction f(t,:r) de classe C= dans JRn+l vérifiant â{ f{O,.r) = llj{:l:) quels 
que soient j et :1;. 

E:l;ercice 3.2.11. Soit F un fermé quelconque de ~11. Dérnontl'er qu'il 
existe une fonction f E ) telle que f-l (0) = On COIll111enCera par 
lllontrer qu'il existe une sui te Bj de boules Ollvert€~s de dont la réunion 
est CF (prendre toutes boules de rayon ratiollnel et dont le centre Ct des 
coordonnées rationnelles qui sont contenues dans CF). On prendra ensuite 
pour chaque j la fonction tpj fournie par le corollaire 3.2.5 et on lIlontrera 
que rOll peut choisir des > 0 tels que la fonction f = L Ëjtpj soit de 
classe Coo. COlluue dans l'exercice précédent, on lllOntrera qntil suffit d'avoir 
Ej 1180 

tpj IILCXl ::; 2- j pour .i 2: lol et que cela l1 ' hllpose qu'un nOlnbre fini de 
conditions sur chaque 

3.3. Convolution 

Théorème et Définition 3.3.1. - Si .f et 9 appartiennent à LI (1R?l L le 
prodHÛ de convolv,tion f * 9 est d~fini par 

(f * 9) (:v) .! j(x Y)9(Y) dy = .! g(:" y).f(11) d11, (3.3) 

l'intégrale étant bie'a définie pour presque tout ;1;. En O'Idre, la fonction .f * g 
q,ppartient li LI et on Cl 

(3.4) 

Pour :c fixé, le de droite de (3.3) est du produit de deux 
fonctions sOlll1uables (de la variable yL produit qui n'a en général aucune 
raison d'être sOllullable. le théorèlue de Fubini qui nous assurera de la 
sonunabilité pour presque tout :r. 
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IvlolltroIlS cl ' abord que la fonction f (:D V) 9 (y) est S0111nHtble dans 
D'après le théorème de Fubini pour les fonctions positives: on a 

.I/II(.r. - 11)[/(1/) 1 da: d!! ./ Ig(!!) 1 {./ 11('7: - 11) l 'h} dy. (3.5) 

Le changeuwnt de variable Z :1: - y, à Y fixé l ;'.1 un jacobien égal à L et on a 
donc 

./ I/(:/: iJ)1 d:l: = ./ If(z)1 dx = IlfllLI . 

La COllstallte précédente sort de Pintégrale (3.5L et. OIl obtient. 

Il II(:/: - 11)[/(11) 1 dx du = Iif Il LI 11911 l' < +00 

La fonction f(.T-y)g(y) est dOllc sommable dall~ l et l~ i;héor~_~llle de Fubini 
nous assure que la fonction 1/ r-+ f(:z: - y)g(y) est sOllullable pour presque tout 
:c et que la fonction (f * g) (a;) définie par (3.3) est elle-rnèrne sOl1unable. On 
a enfin 

IIf * gllL' ./ 1 (f * g) (x)1 d:" ::; .I/lf(:V 11 )g(1/) 1 cl:" dU = III ilL' IIgll LI . 

Il ne reste à vérifier que l'égalité de droite dans (3.:3) (commutativité du produit 
de cOllvolution). OL pour presque chaque :7;, la fonction f(:1: - y)g(y) est 
sOlllnHlble en 01 et on peut effectuer le chaugclllellt de variable ;;; = ;]; - y, dont 
le jacobien vaut (-1)T}. On obtient clonc 

./ l(x 1/)g(U) dU = ./ f(z)g(x - z) dz, 

ce qui achève la délnollstratioll. 

Re'lnarlj'llE: 3.3,,8. - Pour tout ferIné F: OIl posera = {:rl d(;t:, F) ::; p}. Les 
propriétés suivantes résultent inunédiatelnent de la définition (3.3). 

Si f est nulle (p. p.) hors (PUll fenné F et sî g est nulle hors d'unc boule 
B(Ol p): fonction f * 9 est nulle hors de Fp' 

Si g est nulle hors de B(Ol P)l la. valeur de f * g en un point :1; ne dépend 
que des valeurs de f dans BCr;~p). 

Corollaire 3.3.3. - So'it f E LlojIftrl
) et 80if g E Ll(ffi.Il

) n'ulle en dehors 
(fun compact. La fonction, y r-+ f (.1: - y )g(y) e . .,·f alors sornmable pour preHqu,e 
tO'ld :1: et la fon1L'ule (3.:3) d~finit un élérnent f * g de L}or/IRn ). 
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Soit P > 0 tel que 9 soit nulle hors de B(O~p). Pour 1:1::1 :::; R, on a 

'. '. 9 (:L' - y) f (y) d'Y = /' 9 (:1J - 'U) f ( 'lJ) d Y = (( 1 B (0 R + (J) f) * g) (:c ), 
./:::)1 .1 B(O,R+p) . 

la fonction à intégrer étant nulle hors de B(O, R + p). Le nleIubre de droite, 
qui est le produit de convolution de deux fonctions de LI (TItn ) est défini pour 
presque tout :r: et est 80nu11able. Il en résulte que f *g est sOlumable sur toute 
boule B(OI R) et appartient donc à LfocCfPlTl

). 

Théorème 3.3.4. - Soient f E LforJIPL11) et cp E Clt (~Tl L 'ITl, = O~ 1, ... ,'Xl. 

La fonction f * t.p appartient alors à cm (~r1 ). On a en outre. pOUT lai:::; rH, 

(3.6) 

On péüt se borner à dérnontrer le théorèlne lorsque f E LI (!Kil), ce que nous 
supposerons par la suite. En effet, il suffit de prouver que f * cp est de classe 
cm dans chaque boule fixée B(O, R) de ~n, et la dél11onstration précédente, 
dont nous gardons les notations, 1110utre que dans cette boule, la fonction 
f * cp coïncide avec le produit de convolution de cp et de la fonction sonu11able 

1B (o.R+p)f. 

Considérons d\\.bord le cas où rn = O. Pour prouver la continuité de .f * cp, 
appliquons le t.héorènle de la convergence dOlllÎnée (t.héorènle 1.2.4) à 

(3.7) 

où :Z:j est une suite tendant vers un point :r:o. La fonction cp est continue 
à support cOlllpact et donc bornée. Les fonctions à intégrer dans (3.7) sont 
donc Il1ajorées par la fonction sOlunlable fixe (luax l<pl) Ifeu) 1. D'autre part, 
elles convergent pour chaque U vers cp(:DO - y)f(y) par continuité de cp. On a 
donc 

ce qui dénlontre le théorènle pour 'In = O. 

Montrons lJlaintenant. (3.6) pour 10:1 = 1. La continuité de ai (f*<p) = f *OiCP 
résultera alors du cas ln, = 0 déjà ét.udié, et le cas lai:::; m, quelconque s'obtient 
par une récurrence évidente. Appliquons le t.héorèlne de dérivat.ion sous le 
signe sonnne à 

a l' O:
7J
i. cp(:r: - y)f(y) du· 
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La fonction à est dérivable partout par rapport au ;:paramètre" :l;j et 
la fOlldion 

(3.8) 

est lllajorée en nloclule par la fonction (lIlax léh<.pl) If(v)1 qui est sOllunable en y 
et indépendante de :1;. On peut donc appliquer le théorè~nle 1.2.6 à (:3.8) et on 
obt.ient (3.6) pour Inl 1. Cela achève la délnonst.ratioll du théor(~lne 3.3.4. 

E:ECrC'icc 3.3.5. IVlontrer qne, pour .r E CP (JP211 ) et 9 E 08 (TRII ). on a f *.rI E 

cp +q (]Rn) et que~ pour Inl ::; ]J et Ipl ::; ql 011 a üo+d (/*[}) {JO f * ürl g. 

E:Eerc'Îce 3.3.6. (a) Ivlontrer que, pour deux fonctions f et 9 appartenant à 
L2(~n), la fonnule (3.3) fournit une fonction bornée définie en chaque point.~ 
et que l'on a Ilf*gllvXJ::; Il.rIlL 21IgII L 2' 

(b) Délnontrer, toujours pour .f et. 9 dans L 2
, que la fonction f * 9 est continue 

et tend vers 0 h l'infini (en utilisant le théorèulc 2.6.15 (b) l on Inontrera que 
f * 9 est lirnite de fondions continues à support cornpact). 

E:L'crcicc 3.3.7. (a) Ivlontrer que, si / E L:!(iPLrl
) et [J E L1 (&.11)1 on a 

f * 9 E L2(lp~l1) et III * glIL~ ::; IIfllL 2 l!gllLl' On montrera d'abord que 

./lI If(:t - vlllf(:r - ;:) 119(Y) 119(=) 1 dx dy d" Iif Iiolli, 

en utilisant Cauchy-Schwarz. 

(b) IVlontrer que~ si f E LOO 
Iif * gll U:D ::; IIfII L = Il!JII u· 

3.4. Régularisation 

) et 9 E LI ), on a .f * 9 E L':x?(IR:II ) et 

COllllne nous llavons Vll1 si l~lle fonction 9 est nulle hors de B(O\ la valeur 
de .f * 9 au point a; ne dépend que des valeurs de f clans B(:Z:l Si de plus la 
fonction 9 est d1intégrale 1 et positjve, .f *g(:z;) devient une nloyenne pondérée 
des valeurs de .f dans B(:l;l . Pour é petit 1 on peut donc que f * g 
soit proche de .f. 

3.4.1. ApP1'o:ârnations de l'identité. - Soit X une fonction de classe 
positive, à support dans la boule unité et d'intégrale égale à l (il suffit de lluIl
tiplier la fonction fournie par le corollaire 3.2.5 par une constante convenable 
pOlIT ajuster son intégrale). Nous dirons que la fanülle de iOllctions suivante 

X:: ( ;c) = ê - nX ( :1; / ê ) . 

est une approxirnatioll de l'identité. Les fonctions Xê appartiennent à cgc, 
sont positives 1 d1intégrale à 1 et ont leur support dans la boule de rayon 
E. centrée à l'origine. 
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La tel111ino\ogie est classique, lliais "approxirnation régulière de <5" serait 
une dénonünatioll plus appropriée. COllnue nous allons le voir, ee sont. les opé
rateurs de convolut.ion par x~ qui convergent vers l'opérateur identité. Nous 
r11ontr8r0118 plus loin que les x~ e1L\:-ruêule convergent au sens des dist.ributions 
vers la 111é1SS8 de D ira.c â. 

E:DC'f"cicc 3.4.2. ------ Soit]( un COlllpact contcnu dans un ouvert D. POUl' E assez 
petit, on considère la fonctioll .Il égale à 1 si d(:z:, ]() ~ 2E el; ft 0 ShlOlL et on 
pose f = g * A:,' 1V10nt.rcr que l'on obticnt. ainsi une aut.re démonstration du 
corollaire :3.2.6. 

Théorème 3.4.3. - Soit XE un,e appro:rinwiion de l·identité. 
(a.) Si f e8l une fOT/,dion -u,'niJorm,é-rncnt contin.ue dan,,) ffi./1 (et notrurJ..'m.eni 8i .f 
est conlinae à .'jupport co 'mpa ct) , le8 fOTl .. ctio1l.8 l * XE convergent aniJorrn .. éTnen,t 
'vers t dans 1R~n . 

(b) rour fOl/Je f E LI (lR{Il). les fonctions .f * XE conVEI:qenl vers f en nonne 
dan8 LI. 

(c) Pov;r tO'lde f E L 2 (lP~!l ), les fonclions f * XE CO'T7,'IJel:qent uer., f en norme 
l-!t/J/,S L'2. 

RC'm.a7ï1'U,e 8.4.4. ---- Les fonctions f * XE appartiennent ft [,'00 d'après le 
t,héort~Ille 3.3.4. Les énoncés cî-dessus l ainsi que ceux du théorèll18 sui
vant assurent non 8eule111enl; que les fonct.ions de cla.sse crx; sont denses 
dans les espaces considérés, Inais ils fournissent lUI procédé systématique 
d'approxÎ111ation connu sous le nom de rég-uJarisation. 

On ne cherchera pnB à approcher en nonne un élénIent quelconque de LOO 
par ses régularisées, Ulle liInit.e unifonne de fonctions e oo étant llécessairen1811t 
continue. 

:3.4·5. Dé-moTl.st7'ation du théorèTne .'3.4.8. - L'intégrale de XE étant égale à 
Il on peut. écrire 

U * xJ(:I:) - f(:7:) = ./ (f(:I: -11) - f(:I:)) X~(lI) dU· 

La fonction à intégrer étant nulle hors de B(Ol f), on a 

Icr * X~:)(:I:) - f(:[;)1 :::; sup l.f(=) - /(;z;)I· 
:l',,:E?:H; 1.1"-.:I:=;"-" 

La fonction l étant urlÎfôrInélllent continuel le nWllIbre de droite tend vers 0 
,W8C f, ce qui exprirne que f * AS converge vers .f uniformément et achève la 
délllonstration de la partie (a). 

Nous utiliserons le fait (voir théorènw 2.6.8) que pour f E LI il existe une 
suite fi de fonctions continues à support. cOlnpact qui converge vers f en nonne 
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dans LI. On a 

(3.9) 

Un nOlIlbre /3 > 0 clonllé~ on peut choisir j assez grand pour que 
lili - fllv soit infërieur iL ;3/3. On a alors, d'après (3A) 

Il Ct' -li) * x€ II LI ::; III -li IILl Il:té Il Ll Iif li Ilv ::; IJ ;:3. 
L'indice j étant rnaintenant fixé, soit J( le support de ij et soit ]'(' 1'CnSel11ble 
des points dont la distance il I( est inférielue ou égale à 1. Pour E < 1 les 
fonctions Jj * Xi:: - .lj sont à support clans le cornpact [\.-' et convergent vers 0 
unifonnérnent d'après la partie (a) du théorèllle. Elles convergent done vers 0 
en nonne LI et on a 

Ilfj * x~ - fjllLl ::; p/3 
pour E assez petit. Le 111el11bre de droite de (3.9) peut être rendu infëriellr à 
tout nombre ;3 > 0 pour E assez petit, cc qui ach(~vc la cléulOllstration de la 
parUe (b) du théorèule. 

La dénlOllstratÎoll de la partie (c) est identique et; est laissée au lecteur 
à titre d~exel'cice. On utilisera le fait que Pespace Co est dense dans L 2 

(théorèrne 2.6.15(b)) et l'inégalité Il.1 * gllL2 ::s: IIfllL 2110llv (exercice 3.3.7). 

Théorème 3.4.6. Soit ,XE une appro;l;Î1nntion de (identité. 

(a) Soit f une appartenant à c'rn ). 'In O~ l~ ... ,+cx:. Pmu' 
tout compact J( de ~11, et t.ou,t m,uUiindice 0: de longueur ::s: TIL les Jonctions 
an Cf * X::) convergent vers (JO f uni] ormément sur J(. 
(b) Quels que so'Ïent la fondion f E LToe(lF.'J) et le cornpact !( C ~n. on, a 

Iif * XE - fIIL1(K) -t 0 pO'll,'(, E -+ O. 

(c) Quels que soient la fond'ion f E Ltoc(1PZ.n ) et le cornpact J{ C ~n. on a 

Iif * XE - fIIL:!(I\-) -t 0 pOUf E -+ O. 

Considérons d'abord le cas m, = O. Soit clone J{ un cornpact de IPl.1I et. soit J(' 
rensmnble des points dont la distance à !( est infërieure ou égale à 1. Soit, 
'1/' E CÜ (IP21) une fonction égale à l sur 1{' ~ et posons.1 '11'.f'. 

Pour :r E Jt, on a 

{' (/(;c-71) - f(:c)) X:::(U) d'fi 
JIJlIS) 

- ~ 

(f*xJ (:1:) - f (;1:) 

(3.10) 

en supposant .::...:::; l~ les points :D et :r - y appartenant alors à Je 1 oil les 
fonctions f et f coÏneident. D'après le théorèrne 3A.3(a), le rnerllbre de droite 
tend unîforrnélIlent vers 0 avec E, ce qui lllOntre que f * X.E converge vers .f 
ullifonnérnent sur J(. 
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Pour ln quelconque, et 10:1 ::;; Tn 1 on a aCter * Xc;) (âCl:f) * Xe: d'après 
l'exercice 3.3.5. Le résultat déll10ntré pour '!Tt, = 0 appliqué à 80: J fournit la 
convergence unilonue sur ]( des dérivées de J * Xê vers les dérivées correspon
dantes de f. Cela achève la dénlOIlstration de la partie (a). 

Soient rnaintenallt J E Lfoc et ]( UIl COIl1paet de ITJ~II l et définissons conllne 

ci-dessus le cOlllpact. ](' et la fonetion 1 qui appartient à LI ). Pour ;1; E Ii, 

on a f (:c) = 1(:1:) et, pourvu que E < 1, on CL (f * XE) (:1;) cT * 7ü )(:1;). On a 
donc 

IIf * Xé - fIIV(K) 111 * XE .nlv(l{)::;; III * Xe: -III 0, 

en utilisant ]e théorèll1e 3.4.3 pour f. Cela achève la délllonstration du 
théorÈnlle, le cas de L'2 se traitant de Iuanière absohlluent J.'-Lu'Ll''','-1 

E:l:e1'çiç~:J.4~ 7. X Ulle fonction sOlllluable, avec .r X (:1; ) d:z; = 1, qu'on 
ne suppose ni positive, ni à support cOlnpact. On pose X2:(:1;) = E-nX(:EjE), 
et JE = f * Xe:' lVlontrer que l'on a .lé -+ f dans LI. On reluarquera que 
fe:(:v) = J J(~r; - E's)X(s) âs) et on traitera d'abord le eas oil f E cg. 
E:Dercice 3.4.8 (distance 1'égularisée de lVhitney). Soit F uu fenué de 1R:JI.. 
On considè~re Ulle fonction X positive, C<X\ d ' intégrale 1, à support dans la 
boule B(0)j2) et vérifiant X(O) i= O. On pourra introduire a > 0 tel que l'on 
ait. X(:z;) ~ a, pour I:rl ::;; CL. Pour :z; E CF l on pose 

5(:r;) ./ X (~7;U, ;~)) d(y. F)-II+! d1!. 

(a) DéulOntrer que 5 est de classe C'X) dans CF et qu'il existe des constantes 

Ck > 0 telles que 1'011 ait C()ld(:z:, F) ::;; 5(:];) ~ Cod(:l:, F), et 18Ü 5(:z:)1 :::; 
Clo.1d(:î: 1 F)l-ioi. 

(h) La fonction (]) ét.ant celle du lenllue 3.2.4, 111Onl;re1' que la 'fonction égale à 
o sur F et à iD 0 S sur CF est de classe CN dans TItI! et qu'elle lournit une autre 
solution à rexercice 3.2.11. 

3.5. Approxhnation dans un ouvert 

Soit 0 un ouvert de 1P~1I (qui pourra être lui-lllêIne). Nous allons nloiltrer 
que Pespace Co(n) est dense dans de llorllbrelL"X: espaees fonctiollnels sur n. 
Il n'est pas possible d\rtiliser directeIllellt la : si f est définie 
dans 0, la fonnule f(:z; - Y)Xê(Y) dy ll~a sens que pour les :1: véri-

fiant d(:r;, Cn) ~ E. Nous devrons cOlubiner ce avec des "troncatures~' 
permettant de ne pas déborder de O. 
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Soit 1(.1 une suite exhaustive de COlupacts de n, le corollaire 3.2.6 montre 
l'existence pour chaque .i d'une fonction f)j de classe ~ vérifia.nt 0 :s; f)j (:1:) :s; 
1, égale à 1 au voisinage de I(j, e1; à support dans j(J+l' Soit Inaintenant (Ej) 
une suite tendant vers 0 avec é} > 0 Înfërieur à la dist.ance de !(J+l à Ci(j+2' 

Posons pour f E Lfoc (0) 

R)f = (fB)} * Xe:jl 

où Xe: est une appl'OXilnation de rident;it;é. La fonction RJf est bien définie~ 
classe Ccc et à support dans J{j+2' 

Théorème 3.5.1. - L'espace Co(O) e.,i 
Plus IJ'récisément, pO'U1' f E L 1 (O) [resp. f E 
de.58US convel:qent vers f en norme dar]..!; LI [resp. 

dansL1(0) etdaru:i (n). 
. les fonctio·n.,9 R j f ci-

La 'fonction f égale à f 0 et à 0 dalli2. le -SOlnpléluentaire appartient. il. 
Li ), et le théorèlne 3.4.3 assure que Ilf-f*xe:llu tend vers 0 avec: E. 

On a. 

Iif - RjfIILL(n):S; r If -.1 * Xiôj 1 + /' I(f - fBj} * X:é; 1· .In ln 
Nous avons vu que la prelllière intégrale l où on peut r81uplacer f par f l t.end 
vers O. Quant à 1a seconde, qui est inlërieure à ril1tégrale SUT lRIl entiCl\ elle 
est, lllajorée d'aprè~s (3.4) par III f8 j ll L1 IIXEj IILI' Le second facteur est égal 
à 1, et le preluier tend vers 0 d'après le théorème de Lebesgue, ce qui achève 
la déIIloIlstration. 

Le cas où .f E L 2 (0), qui se traite de lnanière identique, est laissé au lecteur 
à ti tre d' exercice. 

Théorème 3.5.2. - (a) Soit f E cm(o), ·ln. = O,lt ... ,oc. Pour tout 
cornpact J( C 0 et t.out m/ttltiindice a de longueu1':S; rn, aQ(R;jf) conve-(qent 
'Ver8 ao f uniformément S'W' !(. 

(b) Soit.f E LFoc(O) [resp. (0)]. Alors pOUT tant cornpact }( C 0, on· II 

IIf Rj f IIL1(}{) --+ 0 [resp. Il - R.ïf Il L2(K) --+ OJ. 

COlllI~act I( étant inclus dans un des eOll.:pacts J{jo de la suite exhaustive, 

posons .f = Ojol· Il est clair quo l'on a f = f au voisilla~e de I( et il n'est pas 
difficile de voir que rOll a, pour .i assez grand, Rjf f * sur I(. On est; 
alo1's 1'î::unené aux énoncés du t.héorèlue 3.4.6. 



CHAPITRE 4 

LES DISTRIBUTIONS 

4.1. Introduction 

La théorie des distributions a été introduite par Schwartz en 19,:15. 
Il s\tgit de "fondions généralisées" auxquelles on peut; nombre de 
concepts de notanlluent le calcul différentiel. des luanières de 
se convaincre de rutilité et. lllÛllle de la nécessit.é (rUne telle extension est 
d'avoir une réflexion critique sur l'utilisat.ion des fonctions en physique. 

La représentation systélllatiqn8, introduite au XVIIP' si(~cle, des phénomè
lles physiques étendus dans respace on l'espace-terllps par des [onctions de 
plusieurs variables, et l'expression des lois physiques en termes d'équations 
éULX dérivées partielles~ ont été un progrès considérable auquel il Il 'es(; bien sùr 
pas question de renoncer. Cependa.nt, cetteI:ppl'ésentat.ioll par une fonct.ion 
au sens Inathématique du tenne, assignant une valeur (ln chî:l,que point. pose 
problèlue. . 

On sait bien, par exemple 1 que la teIllpératllre en un point, ou Inèrne la 
température lllOyenne dans un vohuue de petites dirnellsÎons devaut; le libre 
parcours lllOyen des nlOléeules, est dépourvue de sens. NéarlInoins~ la propa
gation de la chaleur est régie par une équatioll aux dérivées partielles que nous 
étudierons et qui fOllrnit,~ à réchelle Inaeroscopiqlle, résult;ats eOlll:ormes à 
l'expérience. 

Une autre critiql1(:~~ qui nous fera progresser, est la suivant.e. Sans rcnwttre 
en cause la représentation des phénOluènes physiques par des fonctions. il est 
clair que les valeuTs ponctuelles de celles-ci sont. inaccessibles à llexpérience. 
Un a.ppareil de rnesure, qui a nécessairellltmt une ét.endue spatiale, 
ne pourra la valeur f(:l:o) d\lne fonction f en un point. Le 
lllÎClLx que rOll en espérer est de nous fouInir une Inoyenne pondérée 
J f(:r)tp(;J;) da; au lieu de f(:l;O), la fonction tp qui l'appareil ayant 
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un support. ';pl'oche'l de a:o et une intégrale proche de 1 pour un appareil précis 
et. bien réglé. 

Il apparaît donc raisonnable de considérer connlle Îlnportantes les quantités 
suivant.es, où cp parcourt l'espace Cù' des fonctions indéfinÏInent. dérivables à 
support cornpact (espace des fonctions cressai) : 

(f, <p) = .r f(x)<p(:lJ) rh, (4.1) 

et de faire passer au second plan les valeurs ponctuelles de f. Ce changeuwuG 
de point de vue~ si on veut. rester cohérent, en induit d'allt.res : 

Il faut se linüt.er à des fonctions f loealelll(~llt sOllllllables, pour que les 
expressions (4.1) aient un sens. 

n est raisollnable d'identifier l COlluue nous l'avons fait dans la sec-
tion 2.6, deux fonctions f et 9 égales presque partout. Eu effet, les expres
sions (4.1) relatives à f et 9 sont toujours égales. 

Enfin la vieille notion de convergence ponctuel1e V~G fj (a:) --+ .f (.1;) doit 
céder la place à la suivante 

vrp E ego , (fj, c.p) --+ (f 1 cp) (4.2) 

qui représente la convergence des quantités accessibles à rexpérience. 

Nous allons nlaÎntenant procéder à deux expériences luathéllléttiques qUI 

vont nous a111e11e1' à élargir le cadre des fonctions. 

E;J.;ernple 4.1.1. -- Considérons une suite de fonctions fjl positives et d'inté
grale égale à, 1, à support dans des boules centrées à rorigine de rayon aj l 

avec lirn:i-+:::x:J aj = 0, et. exalllÏllous leur cOluporternent du point de vue de 
cette nouvelle notion de convergence. On a : 

(fj, <p) = {fj(X)<P(O) d:J: + .r li (:")(<p(:I:) - <prO)) dx. 

La seconde intégrale est 1najorée en THodule par aj ma.."\: Ivcpl et tend donc vers 
0, taudis que la prenli~1re est constante et égale à c.p(O). Il en résulte donc que, 
pour toute fonction cressaÎ <p, on a 

.1h11 (li, c.p) <p( 0). 
)-+00 

Du point de vue de cette nouvelle notion de convergence, la suite fJ seluble 
tendre vers '~quelque chose". Toutefois, il n'existe aucune fonction f telle 
qlle rOll ait (f l rp) c.p(O) pour tout. cp (voir rexercice 4.4.2). Les notions 
usuelles de convergence pour les fonctions ne nous apprennent rien : la sui te 
des valeurs .tj(a:) tend vers 0 pour tout :r différent de O. et peut avoir n'Ï1nporte 
quel COluportemellt pour 3.: = O. Par contre, uu physicien, interprétant les fj 
COlIllne des densltés de luasse, aura UIle idée très claire de la lirnite : une masse 
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totale égale à uu, concent.rée dans des boules de plus en plus petites, converge 
vers la masse unité située à Porigine. 

Nous allons définir l'être lnathématique () (la distribution de Dirac) C0111n1e 
la forule linéaire sur l'espace des fonctions d'essai: 

Vip E cgc) (8. ip) <p(0). 

C'est ce concept mathéluatique, qui u l es!; pas une fonction lllais qui peut être 
approché par des fonctions, qui correspondra au concep t physique de luasse 
ponctuelle. 

E:cernpl e 4.1.2. N 011S aUons luaintenant faire la lllème expérience, en di
luension Il avec la suite de fonctions gj définie COllllne suit: gj(:1:) est égal à 
.j2 dans l'intervalle ]0, 1/ jL ft - j2 dans] ] /.i, O[ et à 0 sinon. On Cl 

/ 'l'(O)gj(x) dx + / "''1''(0)9) (:z:) d:r 

+ / ('l'(x)-'I'(O)-''''I''(O)) gj(J:) d.T. 

La prernière intégrale est nulle, et la seconde est égale à <p'(O). Quant à la 
trois ii:nne , elle est Inajorée en lllodule par lllé1X 1 <pli 1 /3.1 et t.end donc vers 0, 
On a 

Là encore, on a convergence vers un nouvel être Inathélliatique: la fortne 
linéaire qui à toute fonction d'essai <p associe <p'(O). Là encore, la convergence 
usuelle des fonctions ne donne rien d'intéressant: pour tout :E, la suite .9)(:1;) 
tend vers O. Enfin un physicien, placé devant une lllasse positive égale à j dont 
le barycentre est le point 1 /2,j, et une lllasse négative .i dont le barycentre 
est le point -1/2j l dira inlluédiateluellt que Pobjet linüte est un dipôle de 
lllOllleIl!; 1 à l'origine. 

En résulné, il a.pparaît que des concepts physiques qui ne se laissent pas 
représenter pal' des fonctions, luais qui sont. "linlites" de tels concepts, se 
laissent tr(~s raiSOlluablelllent représenter par des fonnes linéaires sur l'espace 
des fonctions d'essai. Une telle fonne linéaire '11" qui moyennant une propriété 
de continuité s'appellera une dist.ribution, ne possèdera pas de valeurs ponc
tuelles, luais aura des "valeurs 1I1Oyellnes pondérées~l : les qualltil;és (u, <p). 
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4.2. Définition et convergence 

Soit 0 un ouvert de Rn. On appelle fonctions d'essai(1) clans 0 les élénlCnts 
de Pespace Cb' (0) des fonctions indéfinÎlnent dérivables et à support COlllpact 
dans O. Rappelons (no3.2.2) que, pOUl' !( compact dans 0, on note CI! 
l'espace des fondions cressai ~l support dans ]( (c'est-à-dire nunes hors de ](). 

Définition 4.2.1. - On dit qae 'U, est une dÎ.'d'l'ilml'ion dan,s l'Ou.veTI: 0 
si u est une forrne linéaire sur C{)(O) qui vérifie la propriété de cordi'nuité 
S1.t;7,vo,n(,e pOUT tout CO'/TI.]Jact J( de 0 il e:z;i8te un entier]J cl une con,8t.an,te C 
tels qv,e 

V!p E C't', 1(1./" ip)1 :S cr sup liY'ip(:D)I· 
.l'EJ~-·I CtI:Sp 

On noie D/(n) l'espace vectoriel des dislribu,tions dans O. 

( 4.3) 

Lorsque l'enticr]J peut être choisi indépendarnnl,ent de J( on dit que la 
d'Îstl'ib'llIion 'IJ, est d'ordre fini. el. la plus petite valeur de ]J pos8ible est appelée 
l'ordre de 'U. 

La lllajoration (4.3) exprime bien une continuité de '/1,: pour une suite 
(tpj) de fonctions cl 'essai ayant leur support dans un rnênle COlnpact. Je si 4?i 
converge vers ~ unifonnéulCnt ainsi que toutes ses dérivées, il résulte facilernent 
de la ruajoration (4.3) que (u, ipj) converge vers (u, tp). La réciproque est 
vraie, on pourra le dérllontrer iL titre crexercice, ou se reporter à l'appendice 
C (théorèlne C.l.7 et nOC.2.2). 

Nous utiliserons systématiquenlCnt le crochet de dualité pour lllarquer 
radion de la dist.ribution 'li sur la fonction d'essai tp. Nous écrirons parfois 
(u (;r) , <p(:Z:)) 1 où 1: est une let tre muett.e, au lieu de (u: ip), bien que les valeurs 
ponctuelles U(.T) n'aient en soi aucun sens, par exernple lorsque <p dépend aussi 
d'autres variables jouant le rôle de paraluètres. Nous n'utiliserons pas la nota
tion J u(:z: )<p(:r) (b;, pourtant courante en physique et aussi en ruathéluatiques, 
nlais qui nécessite une bonne expérience pour être utilisée sans erreur. 

Définition 4.2.2 (Convergence des distributions) 
On d'if q'I1'une suite 'u,j de distributions dans 0 converge (dans V' (n)) uers 

'H s'i. ]Jo'ul' toute fO'1l,ction tp dm18 Co'(O). on a 

.1Îlll ('u,j , ip) = (u, ip) 
J-+OC1 

Bien entendu, on peut définir la linlÎte 'H, lorsque A tendant vers ~\o, d'une 
farnille '11',\ de distributions, où À parcourt un espace rnétrique. Cela signifie 

(l)On dit parfois fonction-test (test-function cn anglais). L'espace Cg:'(O) es!', SOu\.'elÜ 

noté D(O). 
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que pour toute suite ;\j tendant vers ;\0 la suite 'U;\j tend vers 'U. dans V', 
c1est-à-dire que (u,\ , rp) -+ (u, rp) pour tout rp. Nous ne chercherons pas id à 
définir de lirnite pour des espaces topologiques plus généralLx. 

La vérification de la condition (4.3) peut parfois paraître pénible. La pro
priété suivante, que nous achnettroIls, pennet souvent cren faire PécoIlOluÎe. 

Théorème 4.2.3. Soit u,j unie suite de distributions dœns n. On .'nlppose 
que pOU:I' tout rp E CC) (n) la suite TI/It'lnérique (11,) , rp) converge veTS une limite. 
Alors, Bi ou note (lt, rp) cette li1nite~ 'li, appartient à V'(n). 

Il est clair que la linéarité de 'U ne présente pas de difficulté. Il n'en est pas 
de ruelle de la continuité (aucune llnifonllité n'est requise a priori sur les 
constantes C et p (4.3) relatives alL"'-C 'll:i), pour laquelle nous renvoyons au 
nOC.3A. 

4.2.4. Premiers exemples 

Fonctions localenwnt 80'mJT/,tû>les. - ConfornuSmen{; à ce que nOlIS avons vu 
clans l'int.roductioll, nous associerons à une telle fond ion f, définie dans 0 7 

une distribution que nous noterons encore .f par 

U , <p) = / f(x)<p(X) dx, 

On VOl t facileulelIt que, pour !( COlnpact dans n, et pour i.p E CK 1 on a 

Icr, IP)I :; (!,'.I.f(;z;)1 d:1J) (sup.1rp(:r)l) . 
. I\. :rEI\ 

Cela prouve que .f définit une dist.ribution, et que celle-ci est cl 'ordre O. Il faut 
bien voir que l'utilisation de la tnélne notation pour la fonction et la distri
bution qu'elle définit serait très dangereuse s'il advenait que cleux fonctions 
nOll égales (presque partout) définissent la lllême distribution. Nous verrons 
(théorèlue 4.4.1) que ce n'est heureuselllent pas le cas. 

l\;fasses ponctuelle.s. 
par 

La distribution de Dirac au point a de R Il est définie 

(c)(!, rp) rp(a). 

Il est clair que c'est. une distribution cPol'dre O. On note plus sÎlnplement J 
cette distribution lorsque a est l'origine. 

Dipôles et multipôles. Il s'agit des dist.ributions du type suivant, ou de 
corubinaisons linéaires de celles-ci : 
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où a appartient à Rtl et a à N 11
• On voit facilell1ent que '/1. est une distribution 

cl; ordre inférieur ou égal à 10'1. 

H,Il',prY'f"If'1:> 4.2,5. Délllontrer que l'ordre de la distribution u ci-dessus est 
exacteillent 1 a 1. On pourra considérer les fonctions <Pé (~l;) :1;0 'IN (a: - a) / ê), 
où 4' E Co et est égale à 1 au voisinage de l'origine, 

Nous avons vu dans l'exeluple 4.1.2 une suite de fonctions convergeant vers 
un dipôle. L'exeluple 4.1.1 démontrait en fait un résultat utile de convergence 
vers () que nous énonçons ci-dessous. 

Théorème 4.2.6. - Soit.fj 'une suite de fonctions sO'l71.'fnables positives, 
d'ù'dégrale 1; dont les supports sont contenus dans des boules centrées cl 
l 'o1'ig·ine et de rayon tendant ve'rs O. On a alors lÎluj-J-oo.fj = 6 au sens des 
distl'ibn t'io ns. 

Nons allons dès maintenant Iuettre en évidence la raison essentielle de 
Pil1troduction des distributions. On peut non senleIncnt étendre le calcul 
diil'érent;iel à ces nouveaux objets, lnais on obtient un calcul beaucoup plus 
facile à luanier qu'il ne l'était sur les fonctions. 

4.3. Dérivées 

·,...."o,r"c.",",,,,,, une fonction f de classe Cl dans un ouvert 0 de ~n , et regar
dous l'action de ses dérivées partielles sur les fonctions d'essai. On a 

forunde conserve un sens si on relnplace .f par une distribution. 
donc pouvoir définir les dérivées d~une distribution quelconque '/.1" 

leur sens habituel dans le cas ail 'Li est en fait une fonction 

Définition 4.3.1. - Soit u. appartenant à 1)'(0). On note (JU./Ô;Di la dis
tribution, d~finie par 

(4.4) 

Il fa,ut que la fonne linéaire ôu/ ô;Z:j est bien une distribution, c'est à 
dire que l'on a l'estÎlnation (4.3). En fait\ pour <.p E GJ{(OL on a 

l\i:}U/Ô:Ei, <p)I::; G sup léyxaa~ (:1:)1::; G sup laô<.p(::c) 1 (4.5) 
.TEK, 10:1:5]1 J.'i ;rEJ\.I,8I:5p+l 
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oil C et p sont les constantes de (4.3) relatives il u et !(. La relation (4.5) 
exprime que a'Uja:Ci est uue distribution, et en outre qu'elle est d'ordre au 
plus ]J + 1 lorsque 'U est d'ordre fini p. 

RemaTque 4.3.2. Il est naturel de s'étonner du fait que la dérivation soit 
toujours possible, et cet étonnelllent devrait grandir au vu du théorèllle 4.3.4 
ci-dessous. On sait bien qu'il existe des fonctions localerllent sOlllluables et 
luérne continues qui ne sont pas dérivables. Pour le Ill00nent la réponse est 
facile: dans un tel cas, les dérivées sont des distributions qui ne saut pas 
des fonctions. Oela dit, il faudra apprendre à calculer ces dérivées, au 1I1Oins 
dans des cas shllples. sera l'objet, de l'exerllple 4.3.5 ci-dessous, et des 
sections 5.3 et 5.4. 

4.3.3. Dérivées successives. - Si on prend la dérivée par rapport a Xj de 
auj a;ri on obtient le Inênw résultat qu'en pennutant 'i et .i. En effet 

(ô211,j aa; jÔ:C j , i.p) = (1t, a2 i.p j Ô:l;jÔ:I:i) 1 

d'après le leuuue de Schwarz, le lllernbre de droite est invariant par per
lllutation de i et .1, Plus généraleluellt, on a 

Par exelllple, le ':rllu1tipô]e" 'Ut considéré précédeuunent, défini par (u, i.p) = 
Ôni.p( a) est égal à ( -1) Inl anba . 

Théorème 4.3.4. Si une suite 'u,j d'éléments de D'(n) COnVeT~]e ver., 'LL 

(au sens des distributions), alors la suite ao 'u.) converge ver" ôO:u. On peut en 
particulier' déri'ver terme li terme toute série convergente (c'e.st-à-dire dont les 
.'3on1,1nes partielles convergent) au .,ens des dist'ribuf'ions. 

On ct en effet, pour t.oute fonction i.p E Cb(n), 

( an 'LL j l i.p) = (-1) 1 ni (li j , ao i.p) . 

Le nlelllbrc de droite, pour j -+ 00, tend vers (-1)10 1 (u, ÔŒi.p) qui est égal à 
(Dn,1l, 1 i.p). La convergence du 111ernbre de gauche vers cette quantité exprÎ1ne 
exactelllellt la convergence des anU) vers Ba,tl au sens des distributions. 

Oette propriété est d'une Îlnportance capitale. La dérivation devient une 
opération toujours définie et continuel alors qu'il est bien eonnu qu'une telle 
propriété est eOlllplèteulent fausse pour la dérivation usuelle des fonctions. 
L'exelnple très shnple qui va suivre explique bien pourquoi: les dérivées 
usuelles peuvent laisser échapper l'essentiel (une nIasse de Dirac par exelIlple) 
de la ;'vraie dérivée" . 
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On a représenté ci-contre une 
fonction régulière voisine de la fonc
tion de Heaviside et ses deux premîè~res 
dérivées. 

La présente un pic 
étroit1 de masse t,otale égale à 1: et 
constitue Ulle bonne approximation de la 
rnasse de Dirac. La seconde montre un 
pic positif situé à proximit;é et à gauche 
d'lm pic négatif. Un œil exercé n'a au
CllIl mal à y voir un dipôle de momen t 
négatif. 

Seules: la convergence et la 
dérivation au sens des distribut.ions 
peuvent rendre compte de la sÎtuat,ion 
limite. 

CHAPITRE 4. LES DISTRIBUTIONS 

FIGUR.E 1. approxÏIllations de H et. de ses dérivées 

E:remple 4.3.5. - Calculons les dérivées d~ordre 1 et 2 de la fonction de 
lleaviside H définie COtllI1W suit. : H(:z:) = 1 pour :1: > Ol et. H(;c) = 0 sinon. 
On a 

(H' , 4') = -l' H(:z: )<p' (:1;) da: = - (XJ <p' (:.z:) d:r 4'(0), (4.6) 
. ./0 

(H" , <p) +.1 H ( :l; ) <pli ( :z; ) d.?; - <p' (0) . ( 4.7) 

On a donc aH/a:r 8 d'après (4.6). Quant à l'équatÎon (4.7)l elle expriule 
précisérllcnt que la distribution H" 1)' est un dipôle dont. le 1l10luellt est; égal 
à -1. La figure 1 lllOntre en quoi ces résultats sont naturels. La dérivée de 
H au sens des fondions (0 hors de l'origine et 1 si 011 veut, +iXl à l'origine) 
ne rend pas cornpte de la variation de Par contre~ affirmer que la dérivée 
de H est 15 et que celle de 2H est 28 donne tous les renseigUeIllents sur leurs 
variations. 

4.4. Exelnples de distributions 

A. Fonctions localement somlnables 

Le théorèlue suivant va. nous pennettre d'identifier COlllplètelllent l'espace 
Lioc à un sous espa,ce de V'. 
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Théorème 4.4.1. Soient. f et 9 lleu:r fonction.'! [ocalernent som.'lnableB 
dan.., un (J'/I,uerl n de 1P~!l. Les deu;1; propriété" suivantes .'Jont équIvalente8. 

(a) .Ilz;) = 9(:1;) 1J1'e8que pa1'tout dans n. 
(b) J f(:V)CP(:I:) da: = J g(:l:)cp(a;) d:r: pou.,. tout cp E Co'(O). 

En introduisant. h = f g~ il faut donc lllOntrer que h est nulle presque partout 1 

sachant que le produit de h par un élément de Cà est. toujours d'intégrale 
nulle. 

Soit ]( lUI cOlllpact de n. D'après le théorèlue 3,5.2 1 on peut approcher 11, 

en nOrIue LI sur ]( par les fonctions Rjh 1 et celles-ci vérifient pour :z: E f( et. 
pourvu que .i solt assez grand 

Cette dernière intégrale du produit. de h( z) par un élélnent de Coo est nulle 
par hypothèse. La fonction h qui est liInite en nOrIne dans LI (I{) de fonctions 
nulles sur ]( est clonc nulle presque partout sur f( et 1 0 étant réunion dé
nornbrable de tels cornpacts, nulle presque partout. sur n. 

E;z;ercice 4.4.2. -_.... Montrer qu'il n'existe pas de fonction localernent 80111-

lllable f telle que ron ait (f ~ <p) = <p(O) pour tout <p E Ctf. 

Remarque 4.4.8. - La relation d'équivalence "f = 9 p.p." est exactelnent la 
mêrne que la relation d'équivalence ' • .f et 9 définissent la IHéIne distribution11

, 

Nous identifierons t.oujours pm' la suite l'espace quotient Lfoc avec respaee des 
distributions qu'il définit;, de lllêulC que HOUS iclentiflerolls l'espace CO avec son 
ÎIllage dans Lfoc (deux fonctions continues égales presque partou t sont égales). 
On a clonc, par exetuple : 

ce,~qui donne un sens précis à des expressions du genre: t.elle distribution 'Lt 

est de classe C'2 . . , Une situation de lnème nature est bien connue: on écrit 
habituellenlent. Pi c Z c tQ2 C plutôt que les hOlllOlllorphislIles injectifs 
canoniques résultant des diverses constructions, 

Théorèm,e 4.4.4. Soil li une .'3uit.e d'élérnents de L}oc(O) convergeant 
vers f cn· norme L I snr chaque carl/pact. La .':inde fj conve1:qe alors 'ver" f au 
Hens des distrilmtionH. 

parliculie'r . .':if l;(:r:) -+ f(:1:) p.p. et s'il c:7:isf,e une Jonction 9 E L}oc(n) 
pnsitive telle qu,e IJo'll, aii If:i(;l;) 1 ::; g(:r) p.p. ]Jour toul.:j. la suite fi fe'nd ven; 

f an sens des distributions. 
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On a en effet, pour !.p E CI!, 

1 Cfj , !.p) - (.f 1 <p) 1 :::; llltlX l!.p ( :z; ) , /' I/i ( :1;) - f ( :1; ) 1 da; -+ O • ./1\ 
La seconde partie résulte du théorèlllC de Lebesgue: sur chaque COlllpact 1(, 
les .fj convergent presque partout et sont luajorées par la fonction sonllllable 
1K g, et convergellt donc dans L 1(!(). 

Rappelons enfin, pour des suites de fonctions appartenant il, L~c (ou L~c) 1 

que la convergence dans L 2 (ou L'Xl) snr chaque cOlupact entraîne la conver
gence dans LI sur chaque conlpact, et dOllC la convergence au sens des distri
butions. 

B. Mesures de Radon 

Théorème et Définition 4.4.5. Soit <P 1-+ (u l !.p) 'Une lorme Unéaire 
positive ,1;-1J,T Co(O) (c'est-li-dire telle que <p;:::: 0 entraîne ('H t tp) ;:::: 0). Alors 
'U, est Ime disiï'ibution li' ordrc D S'UT O. 

On appelle lllesure de Radon pos'Îl"ive une tellc di8t1'ilndion~ et on appelle 
me8UTe de Radon 'Une combhw,ison l'inéaÏ7'e Ul - 'Lt2 +'ÏU'3 iR! de telle., 'mesures 
pos'itive8. 

Renlarquons d'abord qu'une fonne linéaire positive est croissante: si !.p :::; 'if', 
on a (u l <p) :::; (u, 'ljJ). Soit l11aintenal1t !( un cOlllpact quelconque de n et 
(théorèlne 3.2.6 ) soit 'I/.' E Co(O) positive et égale à 1 sur]e POUl' tp ECK' 
à valeurs réelles, on a 

et donc 

Pour chaque cOlllpact ]( nous avons donc trouvé une constante C 
telle que 

(4.8) 

Cette inégalité, qui s'étend ÎUll11édiateluent aux foncl;ions à valeurs cOluplexes, 
exprÏIne préciséIllent (voir définition L1.2.1) que 'li est une distribution d'ordre O. 

4-4.6. Nles'llTes boréUen,nes ct mesures de Radon. - La définition donnée ci-dessus n'est 
pas la définition classique (les travaux de F. Riesz et de Radon datent de 1909-1913), mais 
elle lui est équivalente. Remarquons œahord qu'il est équivalent de se donner une distribu
tion d'ordre 0, ou une forme linéaire sur l'espace Cg(fl) vérifiant la propriété de continuité 
suivante: pour tout compact E il existe C tel que 

'Vip E C~· I(u., <.p)1 S; Cmaxlcpl· ( -t.9) 
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En effet) une telle forme linéaire défînÎt évÎdenUllent une distrihlll'.ion d'ordre 0 pa.r restric
don à . [1 suffit donc de rnontrer qu'uue distribution 11 d'ordre 0 se prolonge de llIélIlÎère 
unique en une forme linéaire sur ci] possédant la propriNé ci-dessus. Pour hO COIn pact. ct 
pour K' voisinage compact; de K, toute fonction 1 E cV, peut être approchée uniforrnérnent 
(régularisation) par une suite dp fonctioIls.pj C:,. La suite numérique (It, est alors 
une suite de Cauchy (utiliser (4.8) dans [{') et esl: donc convergente. Il l'C!sh: ~l vérifier que 
la limite obtenue ne dépend pa,s de la suite 'P.; et que 1'011 obtient ainsi une forme linéain· 
continue au sens de (4.9). Cela est facile, toute la démonstration n'ét,ètnt qu'une petite 
variation (pi:l.'3sage de f{ à K' ) sur le t.hème du prolongement des applications uI\iforn\(~ment 
continucs définies sur un sous-ensemble dense. 

Soit maint,enant tt une mesure borélienne (fonction d'ensemble déuolllbrablement addil'.ive 
défiuie sur la plus petite tribu contenant les ouverl,s) positive sur D telle qne l'on ait p(K) < 
ex} pOUl' t.ont compact K. Les fonctions continues ~L support compact, sont alors j.l-sommables. 
La ruesure Il définit ainsi la forme linéaire positive suivante SUl' l'espace cil 

(Ji, f) /1(.1:) dt/(:r). 

Un résultat célèbre (le "théorème de représentation" de F. Riesz) assure que la réciproqu(' 
est vraie: toute forme linéaire posit.ive sur C8(0) prOlrient (rune me5un.' positive finie sur 
les compacts) et toute forme linéaire sur cet. espace possédant la propriét:é (-10.9) provient de 
J.it - Il'], + iJ.l:~ - il"l avec les pj COlluue ci-dessus. . 

Il esi; donc équivalent de parler de distrihul;Îons d'ordre 0, de formes linèaÎres continues 
sur cg an sens de (4.9) (ce que l'on appelle habituellement. mesure de Radon) et de mesures 
ensemblistes finies sur les compacts. Kous n'aurons à utiliser que le n'~sllllat; (facile) du 
théorème 4.4.5. 

CorllIne exenlple de lllf:~SUl'e de Radon nous avons déjà rencontré les luasses 
ponctuelles (llleSUreS de Dirac) et. leurs cOlnbinaisons linéaires qui sont les 
lllesures les pIns "concentrées l'. À l'inverse, les lIlesures plus '·éta,lées1

' sont. 
celles qui ont une densité f (localenlent. sOllllnable) par rapport à la mesure de 
Lebesgue: sont définies par (p ~ ip) J f(a:)<p(a;) il:z; et ne se distinguent 
donc pas de la fonction f (identifiée h une distribution) ellc-rHème. cas 
intennédiaires de llleSUreS de Ra.don concentrées sur des sous-variétés (courbes, 
surfaces 1 ••• ) sont intéressants. 

4.4.7. Di.5tribtttions de :;irnple conche. - Considérons par exclnple le plan 
d'équation z 0 dans et soit f(:D, y) une fonction localenwllt sOlllluable 
dans JR2. On appelle distribution de siulple couche de densité superfIcielle f 
la dist.ribut.ion J1. E VI (R3

) définie par 

'1<p E Cgo (iR:3) , (/1, <pl = ./l"" .f (:1:,1/) <p(.T, 1/, 0) (h dU. (4.10) 

Il est dair que ft est positive si f est posit;jve~ sinon il suffit de décornposer f 
en .lt - f2 + fla - 'if.! pour voir que Il est une I1wsure de Radon. 

Plus généraleuu:mt, si E est une hypersurface de iRII dont on not.e diJ la 
luesure de surface et si 9 est une fonction définie sur E telle qne l'on ait 
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.I~nK Ig(Tn) 1 dam < 00 pour tout COlupact I{ de p{1l ~ on définit la distribution 
de sÎlnple couche not.ée !J da par 

(g da ~ rp) /' g(nl,)rpCm,) da rn · 

.I~nsupp(ip) 

On pent également définir~ par exmnple, la n1e8ure 1) ayant la densité g(::) 
(loealeulent sonnnable sur par rapport à la 111e6111'e de longueur, portée par 
l'axe des:.: : 

et on peut rernplacer l'axe des ;::; par une courbe quelconque. 

Il existe~ IlléIne en dirnellsion L des 111eSU1'es de Radon nettement. plus eOlll
pliquées. nIais nous n'aurons pas à les utiliser dans la suite de ce cours. 

C. lVlultipôles, couches Inultiples 

D'après le théorèule des ('rnasse:::t positives ne peuvent constituer que 
des dh;t.l'ibutiollS d'ordre O. Les distributions plus singu1i(~res feront apparaître 
des cOIllpellsations entre ma.sses infinies de signe contraire. Nous avons déjà 
rencontré au n°.;L2.4 les rnultipôles définis conunc les cOlubinaisons de distri
butions 'u, du type ('U ~ rp) = oCl.rp(a), et nous savons rnaintellant que l'on a 
'IL (-1)lü1é)nJ(l' Il est possible de définir des '~répartitions de 111ultipôles1

' sut' 
des sous-variétés) nous ne décrivons qu'un cas silllple à titre crexclllple. 

4.4.8. Distribution de douhle couche. Considérons le plan P d'équation 
z = 0 dans 1 et soit f(:1;l y) loca.lernent sOllllllable dans JR.2. La distribution 
'U suivante repr6sente une répart.ition de dipôles orientés selon l'axe des z, 
portés par P avec la densité f 

( ;z: 1 li, 0) (1:1: dy. 

E:J:en:ice 4.4.9. - Vérifier que 'li, est. une clistribnt.iond'orclre 1~ et. que 1/. est 
lirnite (ce qui justifie la tenllinologie "double couche")l pOUl' E -+ O~ des dis
tributions constituées crune sirnple couehe de densité ê-1f portée par le plan 
z = E, et d'une sÎlllple couche de densÎté -E-1 J portée par le plan z O. 

E:I:el'cice 4.4.10. IvIontrer que rOll a '1/, -01',/0::,01'1 p, est la SiU1ple couche 
définie par (4.10). En supposant la densité J de classe Cl lllOutrer que, au 
contraire, les dérivéC:ls I;augentielles DpJ o:v et op,/ Dy sont des distributions de 
simple couche. 
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D. Valeurs principales et parties finies 

U ne fonction non 10ca,leulCnt sOlumable n \~st pas une distributioll. Tou
teCois, certaines distributions dont. nous verrons rillt.érèt par la suite sont as
sociées~ par des procédures qu~il faut expliciter, à fonctions non loealcuwnt 
80n1111able8. Pour sirnplîfier~ nOU8 ne considérerons que le cas de la diluension 1. 

4.4.11. La distribution vp(l/a:). -- La fonction f€~ égale à 1/:1: pour l:z:1 2: E 

et. à 0 sinon~ est 10calelnent sOlllluable et définit. dOllC Ulle distribution sur iR:. 
:rvlontron~ que les convergent au sens des distributions pour ê -+ O. Pour 
R > 0 et pour tp E à support. dans [-R~ + R], on a 

-----d:r. 

Dans le lucl11bre de droite, la fonction il., intégrer est lllajorée en modnle par 
lnax 1'P'(:1:)l, qui est sur [-R,+R]. L'intégrale CL donc une linlÎte Ut 
savoir Pintégrale de la Inêlne expression sur [-R, ) lorsque [ teud vers O. 
On définit ainsi une linéaire 

( (1)) ~. vp - ~ tp = lim 
;c 2"......-;.0. l.r]:2:::: 

li:!: 

qui, d'après le théol'èrne 4.2.3, est autOlnatiquement une distribution, et que 
l'on appelle 'ualcur principale de 1/:r:. L\~xercke Slüvan!; montre qu'il est indis
pensable, dans la définition~ de préciser que l'on int(~gre dans le cOluplélllClltaire 
de voisinages symétriqucs de rorigine. La considération d'intégrales en valeurs 
principales reulOIlte à Cauchy. 

E:rcrcice 4.4.12. - Soit; g~ [l'es]). hE] la fonction égale ~1. 0 dans l'intervalle 
2ê] [l'es]). [-E, [2]] et à 1j:!: en dehors. DéIllontrer que, lorsque E tend vers 

O~ les gr::. tendent vers une limite que ron détennillera alors que les hE n'on(:. 
pas de linlÎte dans V' (IF(). 

E:Z;CTCicc 4.4.18. Délllontrer que la distribution vp(l/:z:) est d'ordre :S L 
puis qu~elle est d'ordre l exacteulellt (on pourra calculer son action sur la 
suite 'Pj(:Z:) = <Po (:1:) arctgCi~z;)' oü tpo appartient à , est paire~ et Vétu!; 1 
près de 0). 

4.4.14. E:rernple.s de flnie.s. - L\ltilisation de finies cl 'intégra
les divergentes 1'el:l1onte à Liouville, et Hadamard a montré leur irnportanee 
eu théorie des équations aux dérivées partielles. Nous aHons voir COlIllnent 
associer des distributions aux fonctions :r~ (en notant :z:+ max(:J:, 0)) qui ne 
sont pas localcl1u:mt sommables pour 0: :::; -1. 
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E;r;erdce 4.4.15. - Pour -2 < Œ < -1 rnolltrer que~ pour <p E G'~(IP?), on a 

.f'" :l'''CP('") dx = + R, 

où A dépend de i.p llIais pas de ê~ et oh RE: tend vers une linlÎte pour ê -+ O. 
On pose 

(pf (;];~) , <p) liIn R~. 
e-+O -

rvlontrer que pl' (~1;~_) est une distribution (rordre 1. 

E;r;erdce 4.4.16. 
peut écrire 

rvIontrel' que, plus généralel'nent, pOUl' tout Œ :S. 

['D :r"cp(a;) d.?; = PtE) + 

(4.11 ) 

on 

où P(ê) est une cOlubinaison linéaire de puissances stricteulCnt négatives de E 

(et, clans le cas particulier où Œ est un entier négatif, de log et où tend 
vers uue liInite pour ê -+ O. Ivlontrcl' que pf (x+.) définie encore par (4.11) est 
une distribution. (On pourra lllontrer que son ordre est égal à la partie entière 
de -0:). 



CHAPITRE 5 

OPÉRATIONS SUR LES DISTRIBUTIONS 

Il est possible d'étendre aux distributions~ de lnanière raisonnable, beaucoup 
cl 1 opérations définies sur les fonctions. La prclnière exigence pour une telle 
ext.ension est bien sùr que la nouvelle définition coïncide avec l'ancienne pour 
les fonctions. Quant au caractère "raisonnable') de l'extension: il sera garanti 
par la continuité au sens des distribut.ions des applications ainsi définies. 

5.1. Opérations élémentaires 

5.1.1. Restriction. - S'il est possible de définir la restriction d'une fonc
tion à un sous-enseulble A quelconque, la restriction d \111 éléulCnt. de Lfoc à A 
n'est définie que lnodulo les fonctions nulles presque partout sur A, concept 
dépourvu crintérêt lorsque A est de 111eSlll'e nulle. La restriction d'une distri
bution ne pourra en général être définie que sur un ensc-Hnble ouvert. 

Soient donc w c n deux ouverts de iRH
, et 'U E D'(n). Les élérnents de 

Cü(w) appartenant à C~(nL on définit la restriction 'u,lw E D'(w) par 

V<p E Cü(w) , (nl w : ip) = ('Il" ip) . 

5.1.2. Conjugaison complexe. - Si 'L/, E D'(n), on définit la dist.ribution 
cOlnplexe conjuguée 11 par 

Il est. clair en effet que cette définit.ion est. la bonn8 lorsque '11, est cn fait une 
fonction localenlent sOllllnable. On dit que v. est réelle si '/l, = Ti et on définît 
les parties réelle et irnaginaire d'une distribution par Re'/l, = (v, + Ti) /2 et. 
lIn'/1, = (u - fi) /2'L 
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Le lecteur pourra vérifier que les distributions réelles i-,tÏnsi définies s'ident.i
fient aux fonnes ill:.-linéaires sur respace des fonctions à valeurs réelles de ego 
qui satisfont li la coudition de continuité (4.:3). 

5.1.3. Translation. Pour une fonction f, sa translatée de veetelll' a E 
IRII est la fonction T(!f(:c) f{:c - a). COIupt.e t.enu de la relation évidente 
l f(:D-a)<p{:t:) (h = l f(:J:}<p(:r+a) (h, il devient naturel de définir la translatée 
d'unc distribution 'li, E D'(lE") C011llue suit; : 

5.1.4. Dilatation. - La fonction dilatée de f dans le rapport ,,\ =/=: ° est la 
fonction f\ d(~finie par .hCI:) l(:7;(\). Llintégrale .r f(:l;(\)<p(:l:) da; est égale 
à J f(y)<p( .. \y) 1/\1 11 dy, expression généralisable aux (Ustl'ibutiollti quelconques. 
POUI: 'll E D'(IRH

) on notera 'u,,\ (ou syrnboliqueuwnt 'u,(:,;j/\)L la distribution 
définie par 

Un cas particulier Îlllpor(;ant est celui de la symétrie par rapport à roriginc 
(/\ = -1). On pose alors ./(:1:) = /(-:1;) et on définit la syrn.étriquc Tt d'une 
distribution LI, par (li,) <p) = Cu ~ . On dit; que 'U est paire [T'CS]). i-mpairc] si 
on a 'U = il, 'U, = 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les opérations précédentes 
définissent bien des dist;ributiollS~ ét que si l/,J --7 'U au sens des distributions, le 
résultat des opérations ci-dessus relatif h 'u,j converge de luêulC vers le résultat 
correspondant pour 'o.,. 

E:z:crcicc 5.1.5. Ivlontl'cr qtle~ pour '/1 E -V' OR)) sa dérivée u' est la litnitc, 
pour h --7 0, des distributions h-l(T_h'Ll-U). Énoncer et dérllontrer l'analogue 
pour les dériv{~es partielles dans iR:1l 

• 

E:rercice 5.1.6. - Soit F Ulle fonction croissante définie sur OC. DéulOnt.l'Cr 
que sa dérivée au sens des distributions P' est nne 111e811re de Radon positive. 

E:t;erC'Îce 5.1. 7. On dit qu ~ulle distribution dans IR~1l est (po8itivcrnen,t) 11.0-
rnogè'flc de degré k si on a 'UtA = .-\ -I.:,//, pour tout /\ > 0 (ou) avec l'autre notation 
des distributions dilatées, U(p,:D) = J-I,k'u(:t:)). Démontrer que â est homogène 
cIe degré -1(. dans TR' 1 et que, sur la distribution vp(lj:J:) est 1l0l1log(me de 
degré -1. 

Ivlontrer que. sur îR , la distribution P['(.1:+') est homogène de 
ne soit pas un entier négatif. 

CI: à condition que 0' 
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5.2. Multiplication par les fonctions CF:O 

Il est ilupossible de définir cn général un produit dans 'D' x D' qui prolonge 
continfullcnt. le produit des fonctions. Par exel11ple l les fonctions fi égales à 
j clans [O~ 1 li] et à 0 ailleurs convergent vers 8 dans D' (IR~) tandis que leurs 

n~ont pas de linlÎt.e. On peut par contre définir naturelleIncllt le produit 
d'une distribution par une fonctioll de classe C''X!. 

Théorème et Définition 5.2.1. - Soienl 'If. E D'(n) et fECCD(n). On 
définit la disl'l'ilml.ion produit fu par 

(.!'H, cp) = (//', f'P). 

Il f~lUt. vériHer que la Conne IÎlléaire ainsi c1éHnie sur (n) possède la propriété 
de continuité (4.3). On sait que, ponr chaque COlnpact 1{, il existe C et p tels 
crue Pon ait 

1 ::; C sup IDo ) j 

Inl:Sp .. tEK 

que cp (et donc appartiennent à Clt En développa.nt iJü (f par la 
formule de Leibniz: on obtient une lnajoratioll 

1 (Ut , fcp)l::; CI .. , suP_ . lad(ip(a;)) 1 ' 

Idl:Sp .. l'f;:I\ 

en prenant conn11e constante C' le produit de C, du nlaXilllllln sur ]( des 
dérivôes cl 'ordre au plus p de f, et de la S011lIne des codlicients binOlniaux 
concernés. L'existence de p et de C' pour chaque !( expriule préc:isénwnt. que 
rU, est une distribution. On voit en outre que, si 'U, est d'ordre fini p. alors 
l~orclre de .lu est inférieur ou égal à !J. 

Théorème 5.2.2. Soien.t 'li) E V'(n) et fj E c''X!(n) deu:r 8/1,ites telles 
fj'll,e 'U.j -+ 'lf, au 8en.5 de.5 distribution . .'; dans n et fj'u'C /i -+ fll,niformém.en.l 
ains'i que chacu'ne de SC8 dérivées .'1'1/,'/' tout cO'Inpacf de n. Alors /ra) -+ lu 
dans D' (n) 

Il s'agit d\ulC situation qui se reproduira plusieurs rois dans ce cours. 
Nous allons dénlOutrer ci-dessous, ce qui est facile, la contin.uité séparée. de 
rapplication bilinéaire, e 'est-à-clire que f.j'u l'li: et que .fU) -+ .fu sous les 
hypothèses ci-dessus. Par contre, pour la. continuité énollcée dans le théorônlc, 
qui est conséquence d'un résultat difficile sur la continuité des appJicaticHls 
bilinéaires, nous renvoyons au lloC.L!.2. 

On a (fuj ~ cp) = (Vj, fcp) -+ (u, (ft/" tp). Par définition de la 
convergence au sens des distributions, cela prouve qne lu,.Î {U:. D'antre 
part, on CL 

(Ira - fv,: cp) = ('/l" (fJ f)ip) . 
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Par définition, il existe C et ]J ne dépendant que du support. ]( de ip t.els que 

1 U:tu - ru ~ i.p) 1 ::; C' su p 1 (yl (( lj ( :l: ) f ( :1; ) ) i.p ( :1; ) ) 1 . 

10'1 :5:P, :1:EI': 

En utilisant la [onnule de Leibniz~ on voit facileIuent que la convergence uni
fortne sur ]( des dérivées d'ordre::; [J de /i vers les dérivées correspondantes 
de f entraîne la convergence vers 0 du lllelllbre de droite. Ou a donc .flu -7 .tn 
au sens des distributions. 

E:rercice 5.2.3. IvIontrer que, pour f E c':xJ(n) et pour 'IJ, E 1)'(0), on a la 
forrnule de Leibniz: 

DO (lu) = L: (;) al'./' 
(/:5:0 

E:rercice 5.2.4. !vlontrer que) pour f de classe 
contenant a. on a f{)a .f(a)âa . I\![ontrer que, snI' 
;t; Vp(l/:l:) = L 

dans un ouvert de 1R,rl 

on a ~Z;O' = -0 et 

E:J;ETcice 5.2.5. Soit f E coo(IR). Montrer qlùl existe a E te et 9 E coo(J~) 
tels que le produit f vp(lj:v) soit égal à Ct vp(lj:r) + g. 

5.2.6. Éq-uatio'ns :c'U, 0 et :1;'/.1. = 1. - Soit 'il E 1)' (lR) vérifiant :z:u = O. 
Choisissons une tonction X E C'ü(lE) vérifiant X(O) 1. Pour t.oute <p E 
Cü(}R) la fonction <p <p(O)X s'annule à l'origine, et d'apr(~f:) le lenune de 
Radalnard (exercice 3.1.9)1 il existe 'IJ) E GoOR) telle que 

ip = i.p( 0) X + :z;'/I', 
On a donc 

(u l cp) = <p(O) ('Il, l X) + (/1, : ~D'IM • 

Par hypothèse, on a (n: :1:'1jJ) = \:1;'/1, l 4') = O. En appelant C la constante 
(u" X), on a donc ('/1" ip) C<p(O) pour toute <p et donc u Co. Réciproque
ment (exercice précédent) on a :J;Ô = 0 et les distributions solut;ion de :r;u = 0 
sont exactenlCnt les distributions de la tonne CJ. 

D~après l'exercice 
suffit que ;1:(V, - vp(lj:D)) 
distributions de la l'orule '1./, 

pour que 'l/, soit solution de :l:U 1, il faut et il 
O. Les solutions de cette équation sont donc les 
vp(lj:z:) + CJ. 

5.3. Dériv~tion (dÎlnensÎon 1) 

Nous avons défini la dérivation des distribut.ions dans la section 4.3. Nous 
allons lllaintenant essayer de calculer on pratique les dérivées des distributions 
qui ne sont pas des fondions de classe Cl. 
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Définition 5.3.1. - On d'il qu 'une Jonction f d~finie dans nn intervalle 
]a, b[ est de cla.'îse cm par morceau:!: s ''il e:ciste un nombre .fini de point.!) a = 
aD < (1,1 < ... < aN = b tels q'ue, dans chacun des intervalles Jai' O,i+l[. les 
dérivées de f jusqu'à l'ordre rn e:z:istent, soient continues, et Be prolongent 
continûrnent dans le" 'intervalles ]ao, al]; [ai, 0,;+1]; [aN -1, aN[. 

Pour 0 h:::; 'In. on note f(k)(o,; ± 0) le8 lim:itcs à droite ct à gauche de 
f(k)(;z;) au point ai-

Théorème 5.3.2 (Formule des sauts). - Soit f de classe Cl par 'fn01'

ceau;c da'n.s Jal br. On a alors, avec les notations ci-dess'lt.9 

N-l 
f' = {f'} + L [f(ai + 0) f(ai - 0)] Jai 

1=1 

O'LI, on, a noté f' la dérivée au sens des distributions, et {f'} la fonclio'n continue 
par nwrceO:U:D dérivée u.suelle en dehors des points ai. 

Par définition, pOUl' <p E C~ (]a, bD 1 on a 

(f' , <p) - f f(l;)<p'(J:) dx. 

En intégrant par parties dans chacun des intervalles [U'i, aî+l] \ on obtient 
d'une part des tennes dont la SOHune vaudra J {f'}(:Z:)<p(:I;) &1; et les tenues 
f(aj+l - O)<p(ai+l) - f(ai + O)<p(ad qui regroupés donneront les (JOi ' <p) avec 
un coefficient égal au saut de f en ai. 

Derivées successives. Lorsque la fonction f est de classe C2 par 11l0rCeatLx, 
OIl peut calculer la dérivée seconde de f au sens des distributions en appliquant 
le théorènle précédent à {f'}. On obtient 

5.3.3. Dérivée de log 1:1:1. - La fonction log I:tl est localement sOlllluable sur 
lli. et définit donc une distribution. Pour calculer la dérivée de celle~ci, nous 
allons rapprocher par des fonctions dont nous savons calculer la dérivée, et 
utiHser la continuité de la dérivation (théorbne 4.3.4). Soit le la fonction 
égale à log 1:[;1 pour l:z:1 ;:::: e et à log é sinon. C'est une fonction de classe Cl 
par 1110rceaux dont les sauts sont. nuls, et sa dériv6e est donc la fondion égale 
à 1/:1; pOUl' I:cl ;:::: e et à 0 sinon. 
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On a ,r;(:c) -+ log 1:1:1 p.p. et; clonc (théorèIne 4.4.4) convergence au sellS des 
distrihutions, ces fondions ét.ant majorées en lllodule par la fOllction locale
nHmt sOllunable fixe log 1:1:1. On a 

1 '), i' <p(:1;) \ (log 1:1:1) ,cp = Inn -, ,- (l:1; 
,I.rl::::::: .1, 

et clonc 

cl 1 1 (1) log :r = vp -
â:z: :z: 

E:u:l'cice 5.3.4. DéulOntrer que rOll a 

1 (1). _ lÎln --. = vp - =t= l:rrà. 
,:->0, s--+O ;D ± 'lE :1: 

(a) Par une démonstration directe, en posant. <p(:z:) 
pour <pE Cff. 
(b) En détennÎllallt 
et leur lüuite pour ê 

(théorènle 4.:3.4). 

prÎlnitives des fonctions 1/ (a: 
0, et en ut.ilisant la 

<p(O) + (<p(:Z:) - c.p(O)) 

s'annulant à l'origine 
de la dérivation 

E:ccrcicc 5.3.5. 1vlontrer que la dérivée de pOUl' 0: > 0, la fonction 
0' ;D~-l Pour -1 < 0; < 0 l110ntrer que sa dérivée est; 0: pf(;l:~-l). Plus 
généraleulcllt, lllOntrer que, pour Ct < -1 non entier, la dérivée de pf(;l;:~) est 
0: pf(;T;~-l), 

Le lecteur désireux de bien cOlllprendre ce qu'est une partie finie aura tout 
. ,~ '[" 1 f' t' 1/2 f' 't d 1 fi 1 Iuteret a aire pour a OllC ,lOU :L..L ce que nous avons al) 'ans CL guru pour 
la fonction de Heaviside: dessiner une fonction régulière "voÎsine~' et ses deux 
prenrières dérivées, évaluer les intégrales des pics qui apparaissent, cOlllprelldre 
pourquoi la première dérivée converge vers une fonction, et analyser le 1né
canÎsllle de cOlllpensatioll qui f~lÎt que la dérivée seconde converge dans D'. 

Rem,arque. Pour unc fonction (localeuH.:·rli', sommable) f, les rapports entre déri vêe au 
sens des distributions et, lorsqu'ellc existe, dérivée t,radit.iollIlelle peuvent: êt:rc complexes. 
Ce n'est que pour les fonctions de classe Cl qu'il y a identité évidente des deux concepts. Il 
peut y avoir coïncidence dans d'autres cas (voir exercice ci-dessus), mais cela nécessite uuc 
démonstration. 

Il faut: s'habituer il l'idée que, en cas de conflit, la "véritable" dérivée, celle qui rend 
compte cOIuplètement d{' la variation de f est celle au sens des distributions. Pour les 
fonctions do classe par morceaux, la dérivée usuelle qui existe presque }Hu't:out: laisse 
écha.pper l'essentiel de la variation: les sanj:s. 

Le cas où f est dérivable en tout point est plus subtiL Dans ce cas la fonction dé
rivée cont.ient aussi toute l'information sur la varia.tion de f) mais on ne dispos{' gu(:re que 
du théorème des accroissements finis, qui fait intervenir un point inC01lIll1, pour l'utilîseL 
Lorsque la fonction dérivée est localement: SOlllluable, on peut montrer qu'elle coïncide avec 
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la dérivée au sens des distributions. Sinon (penser à :/.':J sin(lj.I'IOOO) ) cette derni(:re eu est 
une "sorte de partie finÎe" qui peut être fort complexe. 

E:ve7'cice (J. ---- Soit f une fonction localement sOllullable sur 1Ft ct posons 
F(:r) = J~r f(t) clt. Délllontrer quc f est la dérivée de F au sens des disl;ribu
tians. 

Théorème 5.3.7. - Soit l 'II,'f]. -intervalle Dl/Vert. 

(a) Le" distributions u .':i'I/'/' l vérifiant '1/ = 0 .sont lcs fonction.5 conBt(l.'ntes. 

(b) Pmu' tou,te '/1 E V' (1). il e;r;-l8tc 'U E V' (1) telle que u' = 'v. 

Relnarquolls rPaborcl que <p E 00 (1) poss(~de UllC prÎnütive dans (J) si et 
seulernent si .r d:r = O. En etIet~ la seule prÎlllitive s'annulant iL gauche 
du support de <p est. <p(t) dt; et celle-ci ne s'annule à droite du support de 
<p que si rillt;(~grale esL HuIle. 

Soit () E 00 (1) telle q ne J B(:7:) (l:l: = 1. En retranchant: d'uue fonction 
<p E 00 (1) le produit de () par Pilltégra1e de <p on obtient. une fonct;ion d'inté
grale Bulle, et; il exist.e donc une unique '1/' E 0o(J) telle qlle 

(5.1 ) 

Soit rnaÎntenélnt 'Il. vérifiant '/1,' = O. On a 

Le dernier qui vaut - (u' . 'lM esl; nul, et on obtient, en appelant C la, 
constante ('iL ~ B), 

qui exprime que 'LI, est égale à la constante O. 

Pour trouver une prinütive 1J, de 'U l on pose 

où 'II' est runique fonction de 0o(J) associée à <p par la relation (5.1). Nous 
laissons au lecteur, à titre cl 'exercice1 le soin de prouver la linéarité el; la 
eontinuité de 'IL et le fait qll 'on a bien u' = v. 

E:rcrcice 5.:3.8. Résoudre. dans V' (JPi.) -l'équation diH:ërentielle :7:'/1,' + V' O. 
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5.4. Dérivation ( dhnension quelconque) 

La délllonstratioll de la fornllile des sauts en clilnension 1 reposait sur l'inté
gration par parties. En diInel1sion supérieure. nous alU'ons besoin de la fonnule 
de Stokes. Cette dernière a parfois Inallvaise réputation: les dérllollstratiollS 
en seraient (rUne rigueur douteuse ou très difficiles. Ce lllest pas exact, 1nais 
il faut être bien conseÎent du point suivant. Si on prétend prouver une 1'01'

Ulule faisant int.ervenir la nonnale extérielue à un ouvert et la lllesure de sur
face, il est nécessaire (ravoir défini rnathérllatiqu8111cnt ces concepts. Sinoll, la 
~'délllOnst;ratiOlll' devra faire appel, en un point plus ou moins bien caché, à 
l'intuition physique. 

Si, par contre1 on a défini rigom'eusernent ces concepts et prouvé leur ca
ractère invariant, c'est-à-dire leur indépendance par rapport alLX coordonnées 
choisies) les partitions de l'unité assorties d \111 choix judicieux des coordonnées 
pennettellt de se rmnener au cas oü rouvert est un s urgrap he , et la dérllons
tratioll devient alors très facile. 

Dans le cas d'un surgraphe, puis dans un cas raisonnablen1ellt général, nous 
allons donner des définitions et des énoncés corrects, en indiquant brièvelllGllt 
le principe délnollstrations. 

Le lecteur trouvera dans la section A.3 la construction de l'intégrale de 
surface. Cette lecture, quoique conseillée, n lest pas indispensable, à condition 
d'adruettre les propriétés énoncées ci-dessous. 

A. Formule de Stokes (cas d'un surgraphe) 

Nous nous placerons dans }R'l~l ~ en notant (3;', :Z:n) le point courant, avec 
a:' = (:1:1,'" ,:lJll -1) E p~n-l. Soit w un ouvert de m:n - 1 , soient, Ja, b[ un 
intervalle et. <1> une fonction de classe dans w, à valeurs dans ]a, b[. On 
pose 

n = {:E E wxJa, bl:! XIl > q:.(:z:')} 

fi = {~Z; E w x Ja, bU ;Z;n ~ <I> (;r') } 

an = {:1: E wx]a, bU :Dn = <1> (;c') } 
- ' 

en notant n l'adhérence de n dans le '·cylindre" w x Jal b[ pour éviter toute 
confusion avec l"adhérence dans mL'l. 

5.4.1. ]v[eS1lre de S'/I,l:face. -

à support compact. On pose 

r f ( :r:) du ( ;1: ) Jan 

Soit f une fonction définie sur an, continue et 

L f(,,,,', g)(a:')) JI + l 'i7'<I> (x') 12 d,,,,' (5.2) 
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où on a noté V' <I> le gradient (n 1 )-dÜllcusiollUel (Eh <I> 1 ••• ,Ôll -1 il» E -1 

Il s'agit bien d'une fOr111e linéaire positive sur l'espaee des fonctions continues 
à support cOll1pact sur an. 

On peut; hien sÎlr définir directcment l'intégrale de fonctions pins générales. Le membre 
de droite dans (5.2) a un sens) finÎ ou infini, si f est UIle fonction positive sur DO , et définit 
un nombre complexe si f est majorée en module par une fonction positive d'intégrale finie. 

5.4.2. Normale e:Dté7·ieuTe. - La nOrInale extérieure unitaire en un point 
(:1/ , il> (:1;')) est le vecteur 1/ défini par 

1/ (5.3) 

Thé!!rème et Définition 5.4.3. - Soil f une fonction définie el con/hl,lu; 

sur n. Les dewt propriétés s'uivantes .'W1Û équivalentes. 

(a) La fonction .f est de clo;!!se cm dan,ç n et .ses dérivées fns t} '1./, 'à l'ordre rn se 

prolongent continûment, à n. 
(b) 1' __ e:l:iste une fonction appartenant à cm (w X ]a~ bD qtâ corncùle avec .f 
dans n. 

On dU que f est de classe cm j'nsqu'all bord. ce qu'on note f E C T1l (O) 81, 

ces condit'ions sont 'lJér~fiées. 

En posant g(.1:' ~ t) = f(:1;', ql(:l:') + tL on sc ramène au problème de trouver uu prolongement 
fi, pour t quelconque, d'une fonction 9 définie pour t 2:: ° ct de classe cm jusqu'au bord 
au sens de (a). POUl' m 1, le lectcUl' vérifiera que g(;r;',-t) = 9(.1:',0) tât[J(:r',O) ne 
convient pa .. 5, mais que ?f(:rJ

, -t) = 2g(;l:', O) - g(:lJ, t) convient. Il constatera également 
que ?f(;c', -t) = 3g(:c', 0) - 3g(.1:', t) + g(:rJ

, 2i) résout. le problème pour 'Ill = 2, ct pourra 
généraliser à m quelconque. Les prolongements obtenus ne sont définis qu'au voisinage de 
fi, mais en les multipliant. par des fonctions C oo à support dans ce voisinage et à 1 
dans un plus petit de n, on obtient un prolongement dans w x la, b[. 

Pour m = +00, les ôZg(x',O) sont cie classe C OO
, et on prolonge pour t < 0 par le procédé 

de Borel (exercice 3.2.10). 

Théorèm~ 5.4.4 (ForIllule de Stokes). Soit X 'un champ de vecteur.c; 
défini SUT n~ dont le s'1.tpport est 'Un compact de n, et dont les composante,) 
appartiennent à C1(n). On a(l) 

l )(. 1) da 
.Ian 

l div .. Y (LI: . 
.In 

(1) On a pris nmbit.ude de désigner sous le nOlll générique de ';forlIlule de Stokes~' tou tes 
les formules d'int.égration par en plusieurs dimensions, ce qui est quelque peu injuste 
pour Gauss, Green, Riemanll, Ostrogradski .... 
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en notant div ~y = Ôl"Y l + ... + ônXn et ... Y, 1) le prodv,i{. ,'3calaire. en un point 
d'Il bord. de la va/CU,l' de ~y et de la nonnale e:ûér'iev:re unitaire en ce point. 
Rappelons brièvement: le principe de la démonstraHoIl que le lecteur COllnait: sans doute déjà. 
En intéb'Tant en :l: n , on obtient 

l ~~~H (:r1,'" r .l'11) d.l: -l' -'."'n ,<D(;/)) d.r' . .In '''11 , W 

Ponr i = 1, .. , n-l, on pose -'."'i(:,,'.;r: l1 ) 11(,7/,:1:11 -<pCr')), la fond.ion h(.l~,t) étant définie 
pour t ;:: O. On obt:ient 

Ôi-'."'i(:z:',:r: ll ) = Ôih(.v',:r:n <I}(:r')) ônh(:r',:rn - <ll(:t"))Ôj(Jl(:l:'). 

En faisant le changement de variables :1:' = :r' 1 t = ;1: n - q,(:,,') dont le jacobien es 1: égal il 1, 
on a 

/ â'-'."'i(:r:',.1:n )d;l: = l' Ôih(:r' , t) d:r' dt - J' ônh(:r',t)âifI{r')d.r' dt . 
.In . wX[O,cc[ , , • .'x[O,cc[ 

La première intégra.le du membre de droite est nulle, comme on le voit en intégTant d'abord 
en :Ci. Eu illtrgrant la seconde en t, on il 

r âi.\i(;r',:l:n)c!:r: = J' h(;l:', O)âi <p(:,,1) d.l:' = J' .\i(.r',c]i(.r'))DicJ)(:/)d:v' . 
.In . w • ,,-' 

On obtient donc, pour .I~ div -'.'" d:r, l'intégrale sur an (pour la IUesure d:r') du produit scalaire 
de -'.'" et. du vecteur de composantes Ôl <l>(;l;I), ' ., ,â,,-1 q)(:t;'), -1, ce qui est précisément le 
résultat voulu. 

B. Formule de Stokes (cas d'un ouvert régulier) 

Définition 5.4.5. - On appellera ouvert. régulier de]{n 'Un ouvert n tel 
q'l,I,e, pour tout po'jnt rIJ E an. on pcut trouver 

(a) lbn système de coordonnées orthonormales (Yb ... ,',I)n) (o'n désignera par 
m,' [resp. 'Inn] les n 1 1Yf'em,'ière.'3 [resp. la dernière] coordonnée., de 'In), 

(b) '/.1,17, O'lwert w E lF.2'I-l contenant ni et un inte'rvalle ]0., b[ contenant m'Il (on 
dé.'Jignenl par B le "cylindre" de iR;,11 s'éc'f'ivant w x ]0., b[ dans les coordonnées 
(y)), 
(c) une appli.cation q? classe C'X,) de w dan8 ]0., b[~ tels que, dans le sy~çlème 
de coordonnées (y)! on {tit 

n n B = {li E w x] (1" b [ 1 y Il > <I> (y') } . 

Cette définition exprÎllle que 0, se COlllporte conune le surgraphe d'une fonc
tion régulière au voisinage de chaque point de sa 1:i:ont.ière. Elle afIinne 110-
t.anUllcllt que ôn est une hypersurface de de lI{1I (voir la section A.2)1 lnais 
elle assure en outre que 0. est situé 10calelllel1t du mêlue côté de sa frontière, 
propriét.é bien utile pour parler de nonnale extérieure. 

Théorème et Défin'ition 5.4.6 (Normale extérieure) 
Soient 0. un ouvert régulier ct 1 Ti, un point de an. Avec notations de 

la définition 5.4.5. soit 1/ le vecteur {[mû les composa/ntes dan.fi le .'3y.'Jtè'fne de 
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coordO'/I,née8 (11) .SOlI,t donnée.s par (5.3). Ce 'oecleul' est 'Ïndépendœnt d'II, choi:1; 
de (y) et est appelé normale extérieure unitaire au point 171,. 

SoH; maintenant n un ouvert régulier borné. Sa frontière an étant COlllpacte, 
on peut la recouvrir par un nornbre fini de "cylindres" BU~ y. = 1, ... ,1V, 
vérifiant les conditions de la définit.ion 5.4.5 pour des données YU 1 <pu, .. ' 
D'après le théortnlle 3.2.9: on peut trouver une partition de l\lllÏté X.%" = 1 
au voisinage de an), par des fonctions X.%" à support dans les EJ!. 

Soit f une fonction continue sur an. Nous pouvons alors caleuler l'intégrale 
J f(;r;)xY.(:r) der(:D) par la fonnule (5.2), oil:z; et cI> sont: rernplacés par yX et; <D.%". 

Théorème et Définition 5.4.7 (Mesure de surface) 
La, 80Tnrne N ùüégnûes .r f(:r)\J!(:1;) der(a:). calc-ulées C011une précédem-

rnen,t, ne dépend que de .f et non d'il chO'i:l: des BU, Z/'t. <Dy. ef X.%". On note 

cette quantité 

(da, f) = /' .f ( :1:) der (:1: ) . 
. ôfl 

On d~finit fL1.'/1.8'I, la 'fneS'lln~ de Radon: positive der apl,elée rnesure de surface 
s'W' an. 

Rappelons (nQ ;(lA.7) que, plus généri:llement~ on note g du la distribution 
sÎlllple couche définie par 

(g da, <p) = l g( .1: )<p(1:) du( x) 
. on 

pour [} sOlllluable par rapport à da sur an. 
La démollsl;ratÎon des propriétés ci-dessus est un peu longue, mais elle sc réduit. à une 

succession de vérifications reposant sur le t.h(~orème d'inversion locale et; la l'onnule de chan
gement de variables dans les intégrales multiples. Le lecteur trouvera dans la section A.3 
la démonstration du théorème précédent et, en cont:rôlant Le des déterminants qui y 
interviennent, pourra également prouver l'invaria.nce cie la définition de la normale extérieure. 

Par contre, une fois établis ces théorèmes d'invariance, la démonstration des résultats 
suivants est facile. Pour prouver la formule de Stokes, on décompose, grâce à une partition 
de l'unité, Le champ de \'el:tclU's X en la somme de champs XY- ayant leurs supports dans 
les BA et d'un champ Su à support compact; dans n. Il suffit de vérifier L'égalit.é des 
deux membres pour chacun de ces champs, ce qui est imlll(~diat pour X o et déjà démontré 
(théorÈ'lue 5.4.-1) pour Lcs X y. puisque Fon peu (, utiliser les coordonnées !Ix. 

D'une 1llatli(~re générale) pour tous les énoncés du type "fonnule de Stokes" sur une sous
variété de RTl ou sur unc variété différentielle abstraite, le point important est la définition 
des concepts mis cn Œuvre et leur caractère iIlvariant par changement de coordollnées. La dé
U1emstration elle-même sc ram(~ne toujours) par parbtions de l'unité et choix de coordollnées 
locales, à une simple intégration par dans un demi-espaœ de iR:n . 

Théorème 5.4.8. Soient 0. un Olwe1't, borné régulier, Tri, 0, 1. .... (X) 

et f continue sur Les dCU:l: pl'o]J1'iété8 suivante,'; sont. éqtl:Îualcnfes. 
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(a) .f est de classe dans 0 et les dérivées de .f ,jusqu -'à l'ordre 171: se p'TO-

longent continûment à n. 
(b) Il e:c'Ïste une fonction appartenant ci, cm (nt17

) qui coi:ncide avec .f dans O. 

On dit que .f est de cla8se cm jusqu' au bord1 ce qu, 'on note f E cm (0) si 
ces conditions sont vérifiées. 

Théorème 5.4.9 (Formule de Stokes). Soit n un ouvert borné régu
lier et ..l'Y un champ de vecteuTS d~fini s'ur 0 dont les composantes appartiennent 
cl C1(0). On a 

/
' .Il' v da 

< an 
l div .. X rh:. 

./0. 

Rernar'que 5.4.10. Si on appelle 0' le cOluplénlentaire de n 1 c'est encore un 
ouvert régulier, nOll borné mais de frontière ao compacte. Le théol'èIIle 5.4.8 
esfvalablüÏnoij::wùi'ulot et perulefdedéfillir Cm(n'). La for11ll11e de Stokes est 
encore valable pour un chmnp de vecteurs dont les coefficients appartiennent 
à Cl (0') et sont à support conlpact. Il ne faut bien sùr pas oublier que les 
nOl'lnales extérieures à 0 et n' sont opposées en un mêlue point de an . 

Corollaire 5.4.11 (Intégration par parties). - Soient 0 un ouvert bor
né régulie'r, et f et 9 appartenant ci Cl (n). On a 

l 9(x)8i.flr) cl:z: = /' f(;z:)g(:z;) cos(u, ei) da(;t) - l f(:z:)8;g(:r) il:l: 
./n . an ./n 

D'iL les U'Î COS(1J , cd sont: les composantes du vecteur normal e:ctérieu1' 'lln'itaire 
ml po'int :c. 

Il suffit en effet d'appliquer la forrnule de Stokes au chmnp de vecteurs ;r; t-7 

f ( x) g ( x) ei . 

Corollaire 5.4.12 (Formule de Green). - Soient n un ouvert borné 
')-

régulier 'U et 'il appartenant à C- (n). On a alors 

l (u,llv _ vllu) d:r, = /' (lt ~v _ 11 ~'tL) 
ln . an au av 

en notant aH/Bu = \lu· 1.1. 

Appliquons la fonnule de Stokes au chanlP de vecteurs 'U\lv, On obtient 

r (\lu. \lv + ullv) d:v .In /

' '/J, (\l'V, u) da . 
. an 

Il suffit de retrancher la fOl'lnule syrnétrîque en u et 'U pour avoir le résultat. 



.5A. DÉR1VAT10N (DIMENSTON QUELCONQUE) 111 

C. Formule des sauts dans l'espace 

Soit n un ouvert. borné régulier et n' le eornplélnentaire de n. Soit f une 
fonction définie IR;.II telle que ses restrictions à n et n' se prolongent par 
continuité en des élélncnts de C1(n) et C1(n'). Pour:E E an: on notera fint(:Z:) 

et fext (!1;) les respedives de ces prolong81nents. 

Théorème 5.4.13. - Avec les nolationB ci-des.,:j'us. on a 

af 1 a~l;i {afl o:z;d + [fex!-.hlld COS(I}, der. (5A) 

Olt {af 1 a~G'i} est la fonction d~finie 11.0'1'.5 de on u.suelle l el ot!. le se
cond terme est la (listribution de si-mple couche allo:nt pOUl' den,.,ité par rapport 

à la mesure surface le produit du saut de f par le cosinus de l'angle (IJ, ed. 

Soit en e1fet rp (1R:.fl ). Nons pouvons alors appliquer le corollaire de la 
fonnule de Stokes clans n au produit par i.p du prolongement par continuité de 
fin l et dans (voir renlétrque 5.4.10), au produit. par rp du prolongernent de 
fini. On obtient 

/' fOi!.p cl;!: = /' rpail d;I: - /', <pfini COS(I/: Ci) der Jn .In Jan 
- { fÔi'Pd,z: = l'PÔ;! dx - { 'Pfexl. cos(-u, da, Jnl 

• n' Jan 
La sounne des de gauche vaut par définition (ai f ~ prenlÎers 
t.enues des Illelubres de droit.e donnent ({ oif} , <p). tandis que les tenues res
tants dounent 

l [J'ex! - .t'ïutl cos( 1J, eÎ)rp der, Jan 
qui est précisélnent. Paction sur !.p de la lueSllre de Radon dont la densité par 
rapport à der est [fext, .hnt] cos(v, ei). 

5.4.14. FotTne locale de la forrnnle des sants. - Soit B = wx]a,b[ Ull 

lindl'e~' dans w-!' 1 soit; cp une applieatioll de elasse cce, de w da.ns ]0" b[, et soient 
BI et B2 Ies sous-ouverts de B définis par :1:n < 1>(:1;') et :1;/1 > 1>(:z;'). not.e 
[} le vecteur nornlal unitaire (extérieur à BlOU B'21 peu iUlport.e à '",,,n.~,,,,,",HJ 

de C0111pter les saut.s le bon sens). La fOl'lllule suivante se dénlOlltre de 
mênle à partir du 5.4.4 

af 1 Ba:; = {a f 1 a~Li} + (f (:v+Oz/) - f(:z:-Oll)] cos( ll, Ci )der l 

où f est définie B et est telle que ses restrictions à Bjl.i = 1,2 se 
prolongent cn des eJ'"C.lll,C'Il\!u de Cl (Bj ). 
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D. Applications 

5.4.15. CO'/J,dilion Ra'l1,kine-Ilngon'Ïot. Les lois de conservation en Iné
cê1nique et en physique se traduÎsent fréquel111nent par des (systèlUüs cr) équa
tions aux dérivées partielles du type suivant 

alt/ at + div F(v,) = 0 

oil u( 1,. :z;) est une application inconnue de JRI1+1 dans 
co::; ~L valeurs clans IP~n. CeLte équation s'écrit donc 

ou/at + L Ô/é);]:i {fi Cu,(t, :v))} = 0, 

en notant li les composantes de F. 

et où F est de classe 

(5.6) 

Lorsque la fonction 'LI, est assez régulière, il est équivalent de delllallder que 
'1./: vérifie 

'/I 

Hu'; at + L.ff (u(t, :z:)) (J/I,/ a:l: i = O. 
1 

(5.7) 

Par contre, lorsque la fondion tt n1est pas régulière, il y a une grande 
dif1ërence entre la fOrIne (5.fiL dite "équation sous forme conservative", et 
la fOI'lne (5.7). Ainsi, si lf, est une fonction bornée, les fonctions fi 0 'Lb sont 
bornées et possèdent des dérivées au sens des distributions. Delnander que 
la distribution figurant au llielubre de gauche de (5.6) soit nulle a un sens 
parfaiteluent défini. Au contraire, le llleinbre de gauche de (5.7) contiendrait 
le produit d'une fonction bornée par la dérivée d'une fonction bornée, qui n'a. 
aucune raison cl 'être défini. 

Un cas particulier ünportant est celui oil on cherche des solutions 'iL du type 
décri t dans le l1l11uéro 5.4.14, ayant une discolltinui té le long cl 'une hypersurface 
E (ondes de choc). Dire que '/1, est une solution de (5.6) s'exprÎlne alors par les 
delLx conditions suivantes : 

les tennes correspondant aux dérivées au sens des fondions dans la for-
mule (5.5) doivent s'annuler, ce qui veut dire que, en dehors de la fonetioll 
LJ vérifie (5.7), 

.,.- les distributions de sÎlllple couche apparaissant dans les dérivées doivent 
également s'annuler. ' La fOrlnule (5.5) pennet d'en caklller la densité par 
rapport à da. On doit clonc avoir 

1/0 [v,(:c+O]J) - '/1,(:,;-01.1)] + L lJi [fi (U,(:I:+0]J)) - fi (u(:t-Ov)) ] 0 

en notant Uo et Ui les cOIllposantes telliporelle et spatiales du vecteur normal 
~\, 2::. 



5.4. DÉRIVATION (DIt\IENSION Ql.iELCONQUE) 113 

C'est la célèbre condition de Rankine-Hugoniot que, dans la. fornllllation 
classique, il [~),llait adjoindre ,ULX éqllations (éc.rites seulcnlCnt en dehors de ~) 
pour décrire la conservation .du flux à rendroit mênlC du choc. Par contre. en 
écrivant les équations sous fornl(~ conservativc et en considérant les dérivées au 
sens cles distributions, il 11 'y a aucune condition supplémentaire à introduire. 

E:rercice 5.4-16. - Soit '/1. une fonction d II type ci-dessus ayant une discon
t.inuité le loug de~. On suppose qu'il existe une suite Uj de fonctions de 
classe Cl qui sont. des solutions (usuelles) de l'équation (5.7). On suppose de 
plus que les 'I},j sont ullifol"lnélnent bornées et que v,j(:z;) -+ u(:r) p.p. Iv10utr8r 
que '/l, est solution de (5.6) au sens des distributions et qlù:~lle vérifie doue en 
particulier la condit.ion de Rankine-Hugoniot. 

5.4.17 . Calcul d'li, Laplacien de 1/.,.. On se place dans lP23 , en posant 
'/' = J:r2 + y2 +..:;-2 . La fonction 1/'1' est localement. sommable et définit. donc 
une distribution dont. on peut. calculer le Laplacien. Soient f'ô les fClllctions 
égales à 1/". pour". 2: ê et à 1/ E sinon. Ces fonctions sont majorées par 
la foncHon localell18nt sonllnable fixe l/T, elles convergent vers 1/,. presque 
partout et donc au sens des distributions. Par continuité de la dèri véc, on a 
donc ~(1./,.) = liln(~f~). 

On peut. appliquer la Ionnule des sauts à la fonction f~. l'ouvert. régulier 
ôt.ant. la boule de rayon E. Conuue le saut est nul, al" / a:z: est la fonction 
valant -;I; /,.3 pour". > E et 0 sinon. Par contre, clans le calcul de a2 foô / a:[;2, il 
apparaît d'une part la fonct.ion valant -1/TJ + 3:z;2/'1'5 pOUf '1" > ê et 0 sinon, 
d'autre part le tenne de saut. Celui-ci est; une mesure ayant pour densité par 
rapport. à la l118SUre de surfaee le produit de la. valeur du sa.ut -:1:/ E:3 par le 
cosinus :1:/ E de r angle de la nOl"lnale avec l'axe des :1:. On a donc, la SOlllme 
des fonctions étant nulle, 

cn notant da E la 1nesure de surface sur la sphère S" de rayon E. Il suffit 
lllaintmlCtnt de reprendre rargument de l'exelnple 4.1.1. On a 

(.6..f" I{!) = -E-~ Js, I{!(O) dCJ, - ê-~ /~, (I{!(:l:) -I{!(O)) dCJ,. 

Le prelllj(~r terme est constant. et égal à -LbT<p(O), et. on lllont.re facilcnlCnt. que 
le second tend vers 0 avec E. On a donc 

ce qui prouve que rOll a 

~(1/r) = -~lm5. 
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5.4-18. Autre rnéthode, e:LerÔce. Approcher l/,r par des fonctions gE, 
égales à 1/1' pOUl' T > E, et à lL;:.1'2 + bE. sinon. Choisir aé: et be pour que 
.oe et ses dérivées prelnières soient continues sur Se. Conclure péU' un calcul 
très sÎlnple. 
Ca.1culer de luêllle .6.(1/,rll-2) dans IRn pour 17, '2: 3, et .6. (log 1') dans 

E:rercice 5.4.19. Soit, dans ,la fondion gR égale à 1/," - IjR pour 
T :::; R et à 0 sinon. l\IIontrer que l'on a .6.Y

R 
= R-2da R - 47f5. 

Ea:e'f'C'lce 5.4.20. Calculer 8(1/ z) clans le plan eOlnplexe, 011 on a posé 
8 = D j D~t + iD/Dy. On pourra approcher 1/;:; par des fonctions égales à 1/ z 
pour Izi > E et à 0 (prenLière llléthode) ou à zje2 (seconde Illéthode) pour 
1::1:::; E. 



CHAPITRE 6 

ESPACES PARTICULIERS DE 
DISTRIBUTIONS 

6.1. Distributions à support COlnpact 

Théorème et Définition 6.1.1 (Support d'une distribution) 
Soit 'li appartenant à D' (n). Il e;z;isle un plus grand SOU8-ouveTI' W de n tel 

que la restriction tlkJ soit n/nl/e. Le complémentaire de cet Oil/veTt est appelé le 
support de u et est noté Supp(u). 

Le support de 'u e8l donc un sous-ensernble fermé F de n tel que, pour 
<p E Cr(n) nulle au voisinage de F on ait (u, !.p) = 0, et c'est le plus 
en.'3emble fermé jO'llis.'3anl de cette pr·op1·iété. 

Considérons l'enseulble des sous-ouverts w de n tels que uL = 0 et notons Wo 
leur Il suffit de délnOlltrer que 'lil wo = 0 et donc de 1110ntrer que~ pour 
pn',>,rn,u <p E Co:'(wo), 011 a \,U, <p) = o. 

COlnpact Supp( <p) est alors recouvert par des ouverts w auxquels la res
triction de u est nulle et, d'après le théorènle de Borel-Lebesgue, on peut en 
trouver U11 nOll1bre fini W'i l i 1, ... , h: tels que Supp(<p) C W1 U ... U Wk. 

u0l1S1.ae:rOI1S une partition de l'unité au voisinage de Supp( <p) par des fonc
à support dans Wi. On a 

k 

('lJ" <p) = I: (u, 'l/Jj<p) = 0, 
i=l 

ce qui achève la déIllonstration. 

PTnn','I'l'IIP 6.1.2. Pour une fonction continue, la définition coïncide avec la 
adhérence de l\mseIllble des points où la fonction est non 

Pour une fonction localenwut s ollullab le , c'est le cOIuplélnentaire du 
ouvert dans lequel la fonction est nulle (presque partout). 
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Il ne suffit pas que rp soit nulle sur SuppCu) pour avoir (li. ~ rp) = O. Par 
exelnple~ ou voit; facileulellt que Supp( â') = {O} et; que rp peut; être nulle à 
l'origine sans que sa. dérivée le soit. 

Il résulte inllnédiatetllent de la défini tion qU8 1 pour f E C'Xl (n), on a 

Supp(fu) c Supp(f) n Supp(u.). (6.1 ) 

Théorème 6.1.3. On note ['(0) l'e.9pace des di.siributions dans 0 à 
8uppod: corllpa,ci0 ). 

(a) Toute dislrilmiion 1t E ['(0) est lrordre .fin:i. 
(b) Plus jJrécisément. en notant jJ l'ordre de n, pou:,. tont 'uoi.'3inage cornpact 
!( de SllPP(U). il e:z:i8te UT/.e CO'TI."tanie C telle que 

Vrp E C'o(o,) ~ I(n~ rp)1 Se sup ]ao.cp(:c)j. (6.2) 
.l'Eh' 

Soit douc !\- un voisinage cOlupact. de SUPP(H), et soit X une fonction de 
classe à support; dans !( et égale à 1 au voisinage de Supp(u). Pour 
cp E CÜ (n)l la fonction cp x<p est nulle au voisinage de Supp(u,), et on a dOllC 

(u: cp) (II, ~ X(p). AppelOllS P le plus petit entier tel qu1il existe C,! avec (voir 
définition .éL2.1) 

( 6.3) 

On a donc 

( n) 1 I\'I/, l cp) 1 S C' 1 fi U plan ( X (P ) 1 . 
Jn lS;p 

En développant an (tCP) par la. formule de Leibniz1 on obtient l'estirnation (6.2) 
avec unc constante C faisant intervenir Cl ~ les bornes supérieures des déri vées 
de X d'ordre S Pl et des coefficients binOllliaux, 

Cela prouve que 'li, est d'ordre fini înfël'ieul' ou égal à J). IVIais d'autre pa,rt~ 
le t~üt. que 11 soit le plus petit entier tel que fesl;üllation (6.3) ait lieu entraîne 
que fordre est ~ Pl ce qui achève la dé1l10nstration du théorèrne. 

Corollaire 6.1.4. - Boit u E ['(n) ct soit]) son ordre. Pour toute fonction 
cp E Cü(n). nulle sur' Supp(u) (Û'/J.S7, (j'Ile toutes se" dérivées rronlre ::; p. on a 
(u, cp) = o. 
On notera !( le support de 'tt et I{p l'enscluble des points dont la distance 
à ft est S p. Soit [h la fonction égale à l SlU' !{2~ et à 0 (ùlleurs et posons 
4'~ = [h * ,Xe ~ où les :té fOl'lnellt une approxÎulation de l'identité. La fonction 

(l)Les notations originalE's de L. Schwartz, encore' souvent utilisées, sont D et E pour les 
espaces que n011S notons CCl et ex, d'où les llol;ations (universellement ul'.ilîsées) de leurs 
duaux. 
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'll'e est de classe C'::O, COlllprise ent.re 0 et t à support dans 
!(s et elle vérifie 
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l égale à 1 sur 

(6.4) 

On a (:1:) = (anx)(:r/EL et donc IléJoxEIiLl Coê-Inll en not.ant 
LI. Il résulte donc de (6.4) que 

sup 1 aÜ ,!,,, (:z:) 1 ::; Co (6.5) 

Soit Inaintenant 'P E Cü'(n) nulle sur !( ainsi que ses dérivées crordre :S p. 
Il est facile de luontrer que rOll a, pour 1/31 ::; p: et avec une constante C faisant 
intervenir le maxinnUll des dérivées cr ordre au plus 11 + 1 de 'P, 

sup ID'\?(:z;) 1 ::; CéJ
-1-1-!;,11 (6.6) 

.rEl\3e: 1 

(on écrira, le d/wplopp(~l11ent de Taylor ~\. l'ordre p - 1;31 de la, fonction aiJip r-m 
un point :ro E ]( tel que 1;,; :1:01::; 3E). 

Nous avons alors pour tout ê 

('II, 'P-

Le prelllÎer tenue est nul, la fouction éta.nt nulle dans le VOISInage ](E du 
support de H. Le second ternIe est 111ajoré cu ulOdule par uue constante fois la 
SOHune des bornes supérieures des an (rp'l/'E) pour Inl ::; p. Ces fonctions étant 
nulles hors de ](3E:) la formule de Leibniz: (6.5) et (6.6) donnent 

là" (<p4',) 1 :::; L (;) Cn 

,I,j::;o 

On a donc 1 (u: rp) 1 ::; C' € pour tout f ~ ce qui achève la délllollst.ration du 
corollaire. 

6.1.5. Distributions à support réduit à un point. - Soit 'il E V1(lR.r!) 
dont le support. est l'origine (par exemple). et soit 1) S011 ordre. Soit 4' E 
C~(1P?T!) égale à 1 au voisinage de l'origine. On peut alors écrire: pour toute 
fonction rp E (lE" ) 

4'(:1;) = L ~aQrp(O):rC\'IJ'(;l:) + 'r(:r), 
n. 

1001:s.p 

011 la diff'érence 1'(:1:) est nulle à rorîgîne ainsi que ses dérivées (rordre :S p. 
On a (u ~ Tl 0 d'après le corollaire précédent, et donc~ en notant bo les 
constantes ('/1, ,'I/J(a;):l/-t) /o:!, 

(u, L bcJf'ip(O) , 
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t ( -1) ktl 1).-.. 0, ou encore, en posan; Co Le ' 

U = L cùôGâ. (6.7) 

Inl::Sp 

En d1autres tennes, les dist.ributions dont le support est réduit à un point sont 
exactenwnt les conlbinaisom; linéaires de dérivées de la lllasse de Dirac en ce 
point. 

La décOlnpositioLl (6.7) est; unique, les distributions antS étant lilléaireUlent 
indépendantes sur Ce dernier point résulte du fait que (an 6 , :r,13'II)) = 
(-1)10:10:!8,{3 (le dernier delta étant celui de Kronecker, égal à 1 si les lluIltiin
dices Cl! et (3 sont égaux, et à 0 sinon). 

Définition 6.1.6 (Extension de la dualité). - So'ient 'U E E'(!1) et i.p E 
COO(!1). On pose 

(u, i.p) El ,C= = (n, ei.p) , 

où, () appartient à Cü (!1) et est égale ci. 1 au 'Voisinage du support de 'li,. le 
résultat étant indépendant de la fonction () choisie. 

Il est clair que le changeulent; de fonction 0 ne lllodifie Oi.p que par une fonction 
nulle au voisinage du support de 'LI, et ne change donc pas le résultat. POUl' la 
luêule raison~ cette définition cOlncide avec l'ancienne lorsque i.p est à support 
C0111pact. On oUlCttl'a parfois, lorsqu'il n'y a pas d1alubiguïté, l'indice du 
crochet de dualité. 

Remarque 6.1.7. --" L'estinla,tion (6.2) est valablc\ avec les rnênlCs constantes 
C, pour i.p E C'::::O(O). Il suffit cn effet de choisir la fonction e ci-dessus égale à 
1 au voisina.ge de Ii, les dérivées de i.p et de ()t.p coïncidant alors sur Je 

Cette extension identifie ['(0.) à l'espace des formes linéaires L sur COO(n) vérifiant la 
propriété de continuité suivante: il existe lm compact X C n, une constante C > 0 et un 
entier p tels que l'on ait 

IL('P)! :::; c sup la<\:(3:)1 (6.8) 
lül:'sl' . .rEK 

pour tonte fonction i.p E c=(n). Remarquolls d'abord que, pouru E ['(n), la forme linéaire 
<p 1-+ (II, r.p)CI,C= vérifie la propriété ci-dessus. C'est précisément ce qu'affirme l'extension 
de l'estimation (6.2) en prenant pour E n'importe quel voisinage compact de Supp( Il). 

Réciproquement, si L est une telle forme linéaire, en posant {Il., <p) = Lep) pour r.p E 
C~(n), il résulte facilement de (6.8) queu est uue dist.ribution. En o11tre, si SUPP('P) n. 
]\: = 0, l'estimation donne {Il., 'y~) = (1 et Il est donc à support dans K. Enfin, la même 
estilnatioI1 (6.8) donne L(ç - (J<p) = 0 pour 'P E C= et (j égale à 1 au voisinage de K, ce qui 
assure que L est bien l'ex!',ension de l'a.pplication cp f-7 (II, définie ci-dessus. 
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6.1.8. Autre e:Etension de la du,a,lit:é. - Plus généralement, soient F et G 
deux l'enllés de 0 dont l'intersection est COUlpacte. Pour 'U E V'(O) et <p E 
CCO(O) vérifiant Supp(u) CF, SllpP(<p) CG, on peut poser 

(u, <p) = (u \ ()<p) , 

où () E Co(O) est égale à l au voisinage de FnG, le rèaùtat ne dépendant pas 
de la fonction () choisie. Cette définition coïncide avec les précédentes lorsque 
n ou <p est à support C0111pact. 

6.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier 

A. Notions de régularité 

? 

L 2 
loc 

? 

Lfoe 
V~rdre 0 

V~rdre m 

V' 

FIGURE 1. Une échelle bancale 

La notion intuitive de régularité d'une fonction ou d'une distribution peut 
se traduire par un grand nOlllbre de concepts llutthématiques. On peut dire 
qU\lne fonction très dérivable est plus régulière qu'une fonction peu dérivable, 
qui est elle-rnêllle plus régulière qu'une distribution d'ordre élevé. Mais on peut 
dire aussi qu'une fonction localeulellt bornée est plus régulière qu \l11e fonction 
localeluent sOlIllnable, cette dernière pouvant avoÎr des "pics" en l/I:r;ln

-
ë 

, 

tandis que les fonctions localelIlCllt. de SOlnnlable occupent une position 
intermédiaire. 
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La figure 1 illustre ce qui précède, les espaces que nous avons nt.ilisésjusqu'iei 
fOrInent une "échelle" où la régularité décroît de haut en bas~ ruais selon deux 
t.ypes de critères assez différents : perte de dérivabilité ou perte du caractère 
localeulent borné. Elle 11101ltre égaleluent le earact(~re central de l'espace L 2. 

Le but de cette section est d~introduire uue échelle bien rectiligne cr espaces 7 

qui prendront la place des points d~interrogatioll dans la figure 1: construite à 
partir de l'espace L 2 el; de la dérivation au seus des distributions. 

L'(l,ppartenance à un espace fonctionnel traduit parfois une propriété pllre
tuent locale (CCX\ 1)', Lfoc ... ) 1 que l'on peut interpréter connue une question de 
régularité1 et1 dans (l'autres cas (Cal LI, L2

1 LOC! ... )1 ajoute il cette condition 
de d1g111arité une restriction sur le cornportement à l'infini. C1est ce dernier 
cas qui se produira pour les espaces de Sobolev que nous allons introduire. 

B. Définition et propriétés 

Définition 6.2.1 (Espaces de Sobolev). - Soit Tf1, un entier positif OlL 

nuL On dit que '/1, E Hm (!Rn) Hi 'U, E L2 (IRn ) et si les dérivées de 'U,~ an sens 
de8 di8irifmtions, jusqu'ù l'ordre 'In appartiennent égale'lnen,t cl ). 

l'on utilise souvent les espaces de Sobolev, en apparence rnoins 
au des espaces cm ~ ce n'est pa.s sans raison. Le théorènle suivant fait 
'èlT'\r'\':t'· ... 'r'·'t:\ une supériorité hnportantc des espaces Hm, dont la nonne est en 
outre étroitmnent reliée au concept d'énergie. Enfiu1 en théorie des équations 
aux partielles~ nornbre de propriétés que ron souhaiterait voir "'1:>",,11.'-'1:>1:' 

sont dans les espaces ClIl (de jllstesse~ Inais fausses quand 
que hOluologues dans les espaces de Sobolev sont vraies, 

Théorème 6.2.2. Le., e"paces Hm (}Rn) Bont hilbertisable., l1Hmis du 
"''''>,''1'/.: .. ,)'' scalair'e 

(u l 'lI)m = I: J anu(x)iJnV(.T) d.," 

IClI:5m 
(6,9) 

ou de tov,t autre produit scalaire donnantnne norme équivalente à la norrne 

I: lIaŒ'Ulli~, 
lo:l:5m 

ce 80nt des espaces de Hilbert. 

On voit facilelncnt que rexpression (6.9) est un produit scalaire. Il suffit de vé
rifier que l'espace est cOluplet pour la nOrIne a.ssociée l et il le sera évidenl1Uellt 
pour toute nonne équivalente. Soit clone 'u,j une suite de Cauchy pour cette 
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nonne. On a 

ce qui expriIlle que, pour chaque Ct de longueur inférieure ou à 'fn, la 
suite cYl'u,j est. une suite de Cauchy dans L2 . Ce dernier espace coulplet, 
il existe done des 'Un t.els que aaUj -+ 'On dans L 2 . La convergence dans L'J 
ilupliquant la convergence au sens des distributions, on a également 
et par continuité~ ao.Vj -+ ao.1)O au sens des distribut.ions, On a donc 
Llo, E l ce qui prouve qUB 'VI) E Iim . 

Il reste à prouver que 'Uj -+ Vo pour la nonlle de H TH
, On a 

Il'00 - 'Ujll~, = L Ilva - ao.v!jlli2 
et les nonnes figurant dans le rnerubre de droite tendant vers 0 par définition 
IlIÊnuc des 1\.1, cela achève la déulOnstration. 

Théorème 6.2.3. - L ~e.':ipace C(f(1R.II ) est denBe dans Ii!1l. 

Nous verrons au chapitre 10 une déulOllstl'ation de ce résultat très Îlnportant 
dans un eadre plus général. Nous proposons ci-dessous~ à titre cl 'exercice, des 
indications sur une démonstration directe par troncature ct régularisation, 

Nous admettrons d'a.bord que. pDur \ E Cff'. la relation {ll (u. * \:) = (Dn'Il) * \., valable 
(t:hôDrènH' 3.3.4) pDur tt. E cm est encore valable pDur IL E Hm. Nous venDns que ce résultat 
est toujours vrai (pour Il, E 'D' quelcDnque) dans le chapitre ï. 

SDit \." une approximation de l'identité. D'après le théDrème 3.4.3. on Cl alDrs (an u)*\F. -+ 
Dn 

/1. dans pDur 10'1 ::; rll, et dDnc 

11/1 Il * \.élllIrIl -+ O. 

Un nombre ,3 > 0 étant fixé, Dn peut chDisir e tel que, en posant u 
Ilu - vll m ::; ,,3/2. La fOIlctiDn L' appm'ticnt à la fois à Hm et il C oo

, 

1./ * \:e:, Dn ait 

Soit maintenant Ij· E 
IJR(:r) := /J(.1~)l/tl:/R). On a 

, égale h 1 sm la boule de rayDn 1, et posons 

-u)(:r)=DQu(;r)(I,b(iI)-l)+ :L (~,) 
-/$/·;111>0 

1 

Le lecteur montrera que la llDnne L'2 du premier terme teIld vers 0 lDrsque R tend vers 
'x' (utiliser le théDrème de Lebesgue). ct que les autres termes contiennent une puissance 
négative de R en facteur d'unc fDnctiDn de dDnt la norme est bornée. En chDisissant 

.R assez grand pour que Ill' un Iim :::; ;3/2. Dn obtient Ilu vR!lm::; ,13. La. fonct.ioll ull 
appartenant ~l. Cff', cela achève la démonstratiDn. 

Définition 6.2.4. - Soit 17(, E fT. On, 'note H- m CiF!.H) l'e8pace des d'istribv,
tions li telle.s qu'il e:riste ane constante C avec 

(6.10) 
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Cette définition, où on peut re111placer la nonne 11·11 m par n'itnporte quelle 
nonne équivalente, exprÏllle que la fonne linéaire <P H- ('/1,) <p) est continue 
lorsqu'on 111unît Cb de la nonne de respace Hm. Pour rn = 0, cet,te dé
finitioll 1 C0111111e la. définition 6.2.1, redonne L2

. C~est si on veut un 
cas particulier très sÏluple du théorèlue 6.2.7 ci-dessous. 

Théorème 6.2.5 (Extension de la dualité). (a) Pour tout 'li, E H-m., 
rapplication <P H- (tL, tp) se prolonge en, une form.e liném:re continue su'/' Hm. 
On notera 

(u" '1)) H-m)HlIl l 'lJ, E H- m ) 'LI E Hm) 

ce jJrolongem,ent (en omettant [Jar/ois l'indice du crochet de dualité). 
(b) L ~e:Lteruûon précédente ùlent'ifie H- m au dual Hm: pour toute forme 
linéaire L continue sur 1 il e:r.iste un et un seul 'li, E H-rn tel que 

\:Iv E Hm ) L('O) = (u, 

L'application linéaire <p H- (u, <p) est définie sur le sous-espace dense Co de 
Hm) et l'hypothèse assure qu'elle est continue, et donc unifol'lnélnent conti
nue. Elle adlllet donc un prolongerllent unique en une fonne linéaire continue 
sur HTI'. 

Soit maintenant Lune forl1lC linéaire continue sur Hm. En particulier, pour 
J( cOlnpact et tp E Cf(, on a 

IL(<p)1 ::; C 1I<Pllm ::; C' sup léYX<p(x) 1 l 
:l~El\,lal ::;lH 

l'égalité de droite résultant de 

lla°<pIIL:! :::; vi jJ,(J() Ilaa<pllv:~ 
en notant tt(J() la 111eSU1'e de Lebesgue de JC On peut en effet prendre 
connue constante C' le produit de C, de vi jJ,(J() et du nOIl1bre de ll1ultiin
dices concernés. Cela prouve que la restriction de L à ego est une distribution 
d'ordre:::; rn que l'on notera 'U. On a 1(1L~<p)1 IL(tp)l:::; Clltpllm pour 
tp E Co l ce qui Illontre que th E H-m . 

Les deux forines linéaires v M L ('LI) et 'LI H- ('11" v) H-m sont définies et 
continues sur Hm l et elles coïncident sur l'ensenlble dense Elles coïncident 
donc partout, ce qui achève la dérIlonstratioll du théorèllle. 

RemO/l'que 6.2.6 (Abondance de biens ne nuit pas). Nous disposons de plu
sieurs espaces auxquels s'identifie le dual de l'espace hilbertisable If/Il. Le 
théorènle précédent l'identifie à l'espace de distributions H-m. Cette identifi
cation sera dite canonique: elle résulte du prolongenient par continuité de la 
dualité usuelle entre distributions et fonctions, et est indépendante du produit 
scalaire que l'on peut choisir sur Hm. 
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Pour chaque choix d'un produit scalaire (noté (-" ),J sur }]Hl, on dispose 
en outre de l'identification de l'espace avec son dual qui est valable dans tout 
espace de Hilbert. (théorèlne 2.5.10) : pour toute forme linéaire continue L sur 
Hm, il existe llll unique II E H ll' tel que l'on ait l'égalité L(v) = (v l'iL) * pour 
tout 'V E Hm, 

Nous verrous ci-dessous que, loin d'être une gêne, Pexistence de plusieurs 
espaces s'identifiant au dual de Hm nous perrnettra d'obtenir des théorèrnes 
Ïtnportants d'existence de solutions. 

Le résultai; suivant fournit; une caractérisation très sÎluple des distributions 
appartenant à H-m . 

Théorème 6.2.7. Pour qu "une distribution 'U, appartienne à H- m , il faut 
et 'il suffit (J'tt 'elle so'it somme de dérivées d'ordre :s; 'ln d'éléments de L 2 • 

Il est facile de voir que, si 'LI E L2 et si 10:1 :s; rn, on a ao:v E H-m, On a en 
effet l pour t.p E Cff, 

Le 111eIllbre de droite est Inajoré par C IICPllm l où C est la nonne de v dans 
L 2 , ce qui assure préciséluent que an'/) E ,H- rn . La réciproque est un peu plus 
délicate. 

Soit il = {fi: E r":f lia] :::; ml, et considérons l'ensemble (L~r\ des familles U = (110 
d'éléments de L~. On voit facilement que c'est un espace de Hilbert si on le munit du produit 
scalaire 

(U 1 F) = L / na (:l.' ) Ile, (.z: ) ri:!:. 
oE.r\' 

Considérolls d'autre part l'application D de Hm dans (L2
)"\ qUI a tl associe 

Du = (ÔQ'U)oEA. Vu notre choix des produits scalaires! c'est une isométI"ie de Hm dans 
(L:.!yl. Si on note F l'image de D, l'applicatioll D est bijective de Hm sur et on not~era 
D- 1 

: F -)- Hm l'isométrie inverse. Enfin, F étant isométrique à Hm et donc complet, c'est 
un sous-espace fermé de (L 2 ri. On notera P le projecteur orthogonal sur ce sous-espace. 

Soit maintenant IJ, un élément quelconque de H- m . Considérons la forme linéaire suivante 
sur (L2)A : 

L(lF) = (/l, D- 1 PlV) l1- m ,rr!Ti . (6.11) 

Elle est continue, COlllme composée de trois applications continues: (L2 r\ -)- F -+ Hm -)- C. 
Il existe dOIle (théorème 2.5.10) un élément F de l'espace de Hilbert (L2

yl tel que l'on ait 

(6.12) 

Explicitons maintenant l'égalité des membres de droite dans (6.11) et (6.12) lorsque Hl' est 
de la forme (ô" 'P)o EA avec E Co. On a alors D- 1 PlY = 'P, et dOllC 

(u, cp) 2:= / ôa 'P( .1; )Va (:1:) (h, 
aE.-\' 
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où les COluposantes Ua appartiennent il L 2
• On a dOllC 

( ) ~ (- Ç\n) /~(_l)lnl (j' f\: ""' .• w) . U 1 <P = ~ /Jo, (.1 tp \.L.., <. • 

nEA 

Cela étant valable pour tout tp E CfF, on a 

1.1 = L (_l)Û'{)Ü V,:;, 

nE..! 

ce qui achè've la démonstration du théorÈ~rne. 

Le point import:ant de cette démonstration a été, outre bien s1Îr le t.héorème de Riesz sur 
Pidentilkation d'url espace de Hilbert avec sou dual, l'a.rgument: déjà vu dans l'exercice 2.5.9 : 
prolongement ~l t.out l'espace (L 2r\ de la forme linéaire continue \r ......;. ~ li) D- 1 iF) qui n'cst 
définie que sur l'image de D. On trouvera UIle autrf' démonstration de ce théorème dans 
l'exercice 6.2.12. 

C. Applications 

Considérons dans WlTl l'équation aux dérivées partielles suivante 

Ll.u - /\u = f 
où Ll. est le Laplacien et A une constante> O, ou plus généraleuH:mt; l'équat.ion 
suivante 

" a { a } L a '. ai j ( ;D ) 'U (:7:) - Au (:1;) = f ( :]; ) . 
.. 1 :1'1 I,J= 

(6.13) 

On suppose que les fonctions ai:; sont bornées dans IR~n et. que la rnatTÎcc (aij) 
est sylllétrique réelle et l1niforllléulellt définie positive, c~est-à-diIe qu'il existe 
c> 0 tel que 

'II 

L aij (~]; )ÇiÇj 2:: c lçl2 . 
'i.j=l 

Si on avait pris À = 0, la première équation (qui correspond au cas où la 
111atrke (ai)) est. la matrice unité) serait réquation de Laplace-Poisson, qui 
intervient dans unc grande quantité de phénOlllèlles physiques dans un espace 
isotrope et hOlllOgène. On doit introduire une l1uLtrice définie positive générale 
dans U11 llliUcu non isot.rope~ et la nULtrice doit varier avec :r dans Ull nlÎlieu 
non h0111ogène. Enfin, iln 'est pas sans intérêt cl'alltodser le cas de coefficients 
discontinus (juxtaposition de deux Illiliellx diflërents). 

Nous verrons au chapitre 10 que les argulllents qui vont suivre s'étendront 
au cas 1\ = 0 pour résoudre des équations du mêlue type dans un ouve-:\l't borné 
de . Lc cas A > 0 correspond physiqucluent à un tenne d'amortisselllcnt. 
Par exeIllple, la ternpératllre [resp. le potentiel] au point :1;, dans une plaque 
conductrice de la chaleur [re.5p. de l'électricité] Îlnparfaiteluent isolée du nlÎlieu 
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extérieur est 1 8n régÎlne penllanent, solution de réquatioll (6.1:3)l le second 
111e1ubre f représentant les sources ealorifiques ['T'csp. électriques]. 

Nous désignerons par A l'application de Hl (}RH) dans 

1/ 

Au, = L ai (aijBfu). 
i,j=l 

) définie par 

(6.15) 

En efTet on a BJLl E L 2 
l son produit par la fonction bornée ai) est encore 

dans L 2
l et la dérivée de ce produit appartient à H- 1 . 

Dans le cas où les coefficients ai} sout réguliers, on peut bien sûr développer 
la dérivée du produit pour obtenir Al/, = 2: o,ijDiB.rui + 2: (Bai) / [):Z;-i )o.ru. Par 
contre, lorsque les coefficients sont seulernent bornés, seule la prenüère fonne 
a un sens. L'équation (6.1~3) est dite ';sous forme variatioullelle'l, nous verrons 
plus loin pourquoi. Pour des raisons tout à, fait analogues à celles duno5A.15 ce 

écrivant ces équations sous fonne variationnelle, et en interprétant 
rlr:>."',-.r,t:>D.Q au sens des distributions l que l'on a toute rinfoITllatioll venant, 

des principes physiques (ici~ la luiniu1isation de réllcrgie) qui ont servi à les 
ét.ablir. 

Notre objectif est la dénlonstratioll du théorè1ue suivant, qui contient 
cotlUl1e cas particulier le cas où le second rnernbre f appartient à L2. 

Théorème 6.2.8. Pour /\ > 0 et pOUl' tout .f E (~n )! il e:âste un et 
Il'n selLl '11, E III (1R~!l) tel que 

(A-/\)'U.=.f 

Nous aurons besoin du lenDue suivant. 

Lemme 6.2.9. - L'e:rlYression 

('11,1 v);, = t J aij Dru Dj1' dx +./ ),uv <lx 
'Ï,j=l 

e.'Jt /ln fJl'od'U'il .'Jcala'ire su.,. Hl qui d~finit une nonne équivalente à la nonne 
usuelle. 

Il est clair que Pexpression est bien définie pour 'lJ, el; v dans Ill, et. que c'est 
un produit; scalaire. D'autre part: les coefficients étant bornés, il existe une 
constante 1\11 tel1e que ron ait ai) (:c )Çi(i ::; 1\11Ç-1 2

. En appliquant cette 
derniôre relation et (G.1 Ll) à ç \7U(:I:), 011 obtient 

c l\7u(:I:)12 
::; L aij(:7:)ôra(:r)Bj'u,(:z;) ::; 1vl 1\7'/1,(:1:)1 2 

, 
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En intégrant par rapport à ~r;, et en ajoutant À Ilulll2) on obtient 

lllÎn( c, 1\) Il 'ull i :::; Il'l.llI: :::; llléL",« lVI, 1\) Il'/1, Il î 
ce qui prouve bien l'équivalence des nonnes. 

Démonstration du théorème 6.2.8. Donnons-llous f EH-l, et considérons 
la fonne linéaire continue v H (f, v) H-l.Hl. En vertu du théol'èlne de Riesz 
(théorènle 2.5.10) il existe donc w E Hl tel que 

\Iv E Hl 1 (f l v) H-l,Hl = (v !'w)* . 

En particulier, pour 'P E C~, on a 

. j' ~ Bcp D'11) j' _ (j cp) = L..t aij a '. B '. d~r + ,\ tpw (Lu) 
;Z'l :LJ 

et donc 

L(aijôj'w 1 ÔiCP) + À (w, cp) = ( - L D.i(ai/J.rW ) + I\W , cp) = (f , tp) . 

Cela SlglllIle que, en posant '/1, = 
tions. 

on a (A À)'U = f au sens des clistribu-

L \lllÎcité de 'U se déulOntre facileulent. effet, la différence 'Uo de deux 
solutions vérifie (A - À)'Uo = 0, et le calcul ci-dessus montre que ron a alors, 
pour tp E Cff 1 

(cp 1 'uoL, = o. 
L'éléulellt 'Ua de respace de Hilbert Hl est orthogonal au sous-espace dense 

et est donc nu1. 

RemarquE 6.2.10. La démonstration précédente utilise un tU'gument devenu très clas
sique, dout des variantes sont connues sous le nom de théoTème de Lax-Milgmm, mais le 
lecteur non encore blasé peut t.rouver qu'elle tient du miracle. Elle est en fait étroitement 
reliée à des concepts du calcul des variations. 

Considérons la fonctionnelle suivante, qui représente physiquement l'énergie du champ 
de potentiel u: en du tenue d'amortissement représenté par ..\ et des sources 
sentées par f (en se limi tant à des fonctions ou dîstri butions n~elles pour simplifier) 

1 j' au au 1 j' ,> .](1/.)=- a.ij~~(h+-..\ Il,-d:r (f, u). 
2 . ,. u:rj u:l:j 2. 

1J 

Si u est un élément de Hl tel que J( li) soit égal au minimum de .] sur Hl, on a pOUf tout; 
'PE 
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Le mininmm dey,ml Nre atteint pOlir t = D, le coefficient de t doit {,t'.l't' nllL d; C'(·ci pour 
chaque ç E Co, ce qni précis'~1lleIlt que, au sens des distributions. on il 

;.)0 .. {ai) DD~,. } -"\u = f. 
[1.1 1 .t J 

Ce calenl est: \lU cas tJ'IlÏqUl' de nlÎsp l'Il évidpllc(, de (T qm' l'on appelle les équations I1'Euler
Lagnmge d'uu problème de calcul dl's varÎatiolls. \iotre équat'ion appitl'aÎt nat,nrpllplU"IÜ sons 
ronne variationnelle (ce qui explique' la terminologie qll(> nous avons utilisée). \e.s dérîv6C's 
(levant. ôtre C'l1t'(ludIlCS au sens des distributions. 

Si on petü prnllve'r qtH' J aU'Qint (lfl"pctivPlllput· son minimml1 ('n tIn point· (le fI l, c('la dl~
montrera l'existence d'uue solution. Or, 1'11 introduisant l'èI6nl(lllI', 1/0 r:!P HI t',f'! qlH' U. 1') = 
(110 lut pour tout t' E HI, on a 

J ( /1.) & ( II 1 HL U, li) = ~ (ulu) ~ - (II 0 111)" ' 

et donc 

J ( LI) = ! { (-u. -li il 1 tl-Il 0 L - (un 1 

Il est alors clair que le nlÎnimum est att.eint. pour li = uo. 

C'est le théorèrue de Riesz assurant qu'une forme linéaire conttmH' sur un espacp (}<, Hil1wr!; 
est donnée par h: produit'. scalaire avec un élément: de' jOlH' uu l'ole ch>!', nIais, 
('nmlIH~ nous l'avons vu. c'est lUI corollaire simple du théort~me r:l'exisl',('IH'P (k la prnject.ioll 
Slu" un convexe (un hyperplan en l'occurrence) fCHut,. Et ce théorème est l'lm des préciPtLx 
résult.ats dont on dispose pour prouver que des fOIlctiolluel]('S (id la distance ~l \lll COllvexe 
ferm6) atteiRnent leur IniniumHL 

Les fonctionnelles Ile sont pas t,oujours quadratiques, et les ,fElllC'r-Lagrange 
sont souvent:. non-linéaires. Il importe dans chaque cas de bien l'l'space rCl1l(~tionllel 
clans lequel on (Tewaillc, de bien prt'cîset' P11 quel sens lUI C':XÜ'('ll1l1111 est: solm,ion ''faible'' des 
équations cl"Elller-Lag-rallge: ct. de disposer de théor(~nlC.!s (liés en ~l la compacité dans 
l'espace fonc/:ionnel utilis(~) i:Lssurant l'existence cl 'e::d:rN!l 111115 (011 de poin [,S cri t.iq Ile~). 

E:I:eT'{:ice [J.2.11. (a) En reprenant la délllollstratioll dn t.héol'èulC 6.2.8 clé-
lllOntrer qu'il existe C tel que l'uuique solution de 

(~ - I)1I, = Ù//Ù:Z:i l E 

vérifie Il'ull H I ::; C IllII L '.? 

(h) En déduire que, pour II E F[2, on a lIullH2 ::; C t.(' (1I~'U,IIL2 + IlnII L 2)' (On 
posera f = (~ 1)'//' et 011 écrira l'équation satisfaite par fJu./ü:rd. 
(c) En déduire ql1e~ pOUl" /\ > 0, l'expressloll 

/

' (PU [P'!' /' "\"' ')' -;:-;) -;:-;) th + ~\ 'uv d:c L....t L-..i ch; -; D '(""': 
Î j' ). '.1 , 

est 1111 produit .l'-'''(.'-'l{.''U.'-J sur H2 et que la. nonne correspondante est. équivalente 
à la nonne usuelle 

(e) DéulOntrer qu'il pour /\ > () et pour tout l E J-I-'2 ~ uue et une seule 
solution '1/, EH'2 de réql1ation 

( 
'1 ) • ~-+A'lJ.=./. 
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E:rcrcice 6.:2.1.'1. On eonsid(~re ropérateur./l = L:lol:sm(-1)!ü:lô2cl:~ où Tf1, 

est un cntier positif. lVIontrer que l'on éL, pour 'II E Hm et. If' E C(f\ (Au., ij5) = 
(,//, 1 ~ le produit scalaire étant défini par (U)). Démontrer que il. est un 
iSOlllOl'phisll18 de J-I Ifl sur _H-m et; cu déduire une nouvelle dér11011strat.ion du 
I;héon~nle 6.2.7. 

6.3. Distributions périodiques 

Dans ce qui snH~ nous 110US donnerons un ll(Jlllbre T > 0, et nous poserons 
w = 211 /l', On dit; qu\m8 distribution 'LI: est; T-périodiquc si sa t.ranslatée 
pst. égale à u. 

Théorèm,e 6.3.1. - Soit CJ1p)PE= 'Une .'utite cl. CrOI.,811:nee lcnlc. c'est-Il-dire 
'oérUiant u.t/.C e.st'Îrn.ation du, type 

Vp E Z, bpi S; C(l + Ipl)N. 
La ..,éric 

-I-cc' 

~ 1'pciJlwJt (6.16) 
p=--c::o 

converge a/o'!'" au .':Ie'1/.8 des distributions ct [lr~finit une di.,:Jtrilnûion T-]Jério
diq'Uc. 

Considérons eu effet la série :z:.=p#() (1'p/(i.})w)N+~) . Elle est ullÎfonnérnent 

convergente~ la lionue nuifonne du tenne g6néral est. O(p-'2), La série converge 
donc a.u sens des distributions et, crapr('s le t.héorème L!.aA~ elle peut être dé
rivée tenne à terme. Il suffit de répéter lV + :2 fois ropération pour obtenir le 
résultat. D~autre part;, chaque sonune partielle S vérifiant TTS = S, il en est 
de lllème de la SOlInne de la sôrÎe. les translations étant. continues dans V'. 

Reman}'1le a.8.g, Le terme général de la série tend bien sür vers 0 dans V' 
et ou peut s'étonner de voir la suite plOOO(:)p:.:.!t tendre vers Cl en un sens raiSOll
naJ:ile. Cela reflète le fait ql1 \1n appa,l'cil physique (dont. le comporteruent reste 
lilléaire) est inseusiblc aux trbs hautes fréquences. lliême de grande anlplitude. 

L 'object.if de la, série d'exercices qui vont suivre est de dérnolltrer que~ ré
ei pro cj1Jelue nt , toute distribution périodique est S01nnH:~ d'nne unique serIe 
de Fourier: dont les coefficients son!; à croissance lente. Nons rappelons le 
l;héor(~l11e classique suivant. 

Théorème 6.3.3. - 80il f une Jonction, T-périodiqu,e de cla,<ise. Cl par 
m()l'Cf~all;t:. Si on pose. c]J(f) = ,CI

+T 
j'(t)f-;-iJl:.:Jt dt/T. les sonnncs JHIl'tiellcB 
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/3,1j'mitriques 2:;~=-k cp (f ) (/p.l.lf de la de Fou,rie.,. couIJerge'll.t. un.~fo'1'lné-
1nent ver's f dan,,, tout intervalle fer/né formé de points où f est c01Jtinuc! 
et cO'l7,vcrfjcnt vers 1/2(f(t; 0) + fU + 0)) en tout poinJ de discO'Idi'llu.ité. 

E:u:rcice 6'.:3.{ Déduire de ce qui prédxle que, si .l est T-pérîodique et de 
elasse l la suite des cp(f) est à décroissance rapide, clf~st-à-dire que rOll a 
Icp(f)1 :s; CN(l + Ipl)-N pour tOllt l\T et que la. différence 

/
,1 

l, 

./

' _ >. (' f') ,i [lu.-' f (p. c 

-k 

tend vers 0 uniforIllélnellt ainsi que chacune de ses dérivées lorsque k et 1/ 
tendent vers +c>o. 

E:t:el'cicc 6 .. 9.5. . ... ,- 1'10n1;1'er qu'il existe X E (jp~) telle que l'on ait 

I:kE: T"'T'X 1. On pourra prendre d'abord cp E Ci) positive pa.rtout et 

strictenlont positive sur [0,11 et poser X = CP/(L T',TCP)· 

E:rercice a.S.6. Soit 0: E Co (IR:) et posons Œ = :L T"'Tn. 1'1011tr81' que 

( ~) /' () -iJJ/ ,t i /T Cp Ct =. [-J, Œ t e u. ct .. 

E:CCTC'Ïce 6. S. 1. 
dessus. on a 

JVlontrer que pour (,jl) il croissance lente et 0: COllllue ci-

et e11 déduire que l'applic::üion qui à. U11e suite à croissance lente '-"fp associe ](1, 

distribution JpeiJlw.'f est injective (collsid6rer n = X CÎJ){f.!.'t). 

E:DeTc'ice (J', ,YI. S. Soit U une distribution T-pél'lodique. 1\110nt1'er qu~iJ exist.e 
v, E [' (1F.) telle que U = TkT'lL En posallt 

lllolltrer que la suite /3p est à croissance lente et que l'on EL 

En déduire que U "'"' ;3. e i pw t l...... jJ .' • 

Cela prouve dOllc le résultat suivant. 

Théorème 6.3.9. - Toute (listribntio'//, T-périodiqlle U pen,l s cc/'ire de 
rnanièreIl,rL'Ïque 80'H8 fonne ri 'u'ne série de Fourier C01!vé:1Ilerl.f.e dans 'D' 

U = L Cp(U)//JJ.:Jf, 

]JE':, 
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où la 8uif;e (cp ( U)) esl; à croiS8ance lente. Les coefficients de Fourier 1JeUvent 
se calculer par (U) = T- 1 (n, e-ip:.:Jt). en choisissant une dù:d'l'ilndion 'If, li, 

support. cO'fn.pacl telle qu,e U = L ÎkTt/,. 

On ;:}, ainsi obtcmu~ connnc clans le cas des fonctions de carré sOlluuable, une 
ca,rac(;ôrÎsatioll conlplète des distributions périodiques en tenues leur série 
de Fourier. Dans la plupart des espaces fonctionnels, et. notauuncllt pour les 
fCHldiollS périodiques sOllunables ou continues, la situation est. trè:~s loin crêtre 
(:1,11SSÎ siIllple, et de 1l0lUbrctlx problènws sont. encore ouverts. 

E:rercice 6. S . .1 O. DéulOntrer que l'on a l'égalité suivante, les convcr-

geaxü au sens des distributions, 
+00 
L ()kT 

1 +Xj 

TL 
!.-=-oo p=-co 

Eu déduire qlle~ pOUl' ljJ 

affa.iblie), on a 
Cû'(ITt) (ceUe hypothè1sC 

+00 1 +00 
'" YJ{2k1r) = - '" ip(p), L...J 271 L...J 

k=-,Xj P=-'Xj 

être notablcluent 

oü on a llot.6 Ç5(p) = J e- ipl 'P(t) dt la transformée de Fourier de 'P. Cette 
relation est connue sous le HOln de forrnule .'w1nmaloire de Pois.'ion. 



CHAPITRE 7 

CONVOLUTION 

7.1. Préliminaires 

Les clC1L"'{ théorèrnes qui vont suivre se réduisent rcspectiv81uent an t.héorèmo 
de dérivation sous le signe SOlnn)(:~ et au théorÈ~lne de Fubirü lorsque la àistrÎ
blltion '/l, est en fait une fonction localernent sonunable. 

Théorème 7.1.1 (Dérivation sous le crochet). - Soit. 'U E E' (lEP). et 
soit (Çl E Cœ'(JR.Jl+fJ). Alors la fonction y f-)- (l/,(:l:) , (Çl(:l:, u)) e.st. classe C''XJ 
da'ns 1P~!J . et on a 

(7.1) 

Posons f(y) = (u,(:v) , (Çl(:r~ y)) et nlOutrons d'abord la continuité de f. !( 
est un voisinage C OlUp ad; du support de 'u, et si Yj est une suite tendant vers 
'!JD, on a (voir relnarque 6.1.7) 

If(Y;i) - .t'ClJO) 1 :::; c syP IDi: (~(:D. Yj) <p(:r,yo))1 (7.2) 
:z:EI\..,1,31::Sp 

olt JI est l'ordre de '1/" dérivées de ~ étant unifonnément continues sur le 
produit !{ par un voisinage cornpact de 1/0, le llH:.~lnbre de droite tend vers 
OpOUl' .i ---7 00, ce qui prouve la continuité de f. 

IVlolltrOl1S InaÎntenéLllt l'existence des dérivées partielles /JI / DYi en un point 
y fixé. En appelant ei le ie vecteur de base~ on a 

_,1 (f(y + hei) - f(y)) - (u(a:) l a~1{J (:D~Y)) ('U(:r) ~ '1/'h(;r~y)), (7.:3) 
1 Yi 

en posant 
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Il est facile de 11lorltrer que 'lj'h a.illsi que ses dérivées en :D cPordre ::; ]J convergent 
unifonll(i~lllenl: vers 0 pour :1: E !(. L'estimation utilisée ci-dessus dans (7.2) 
1ll0lltre alors qne le mcrnbre de gauche de (7.3) tend vcrs 0 a.vec h. Cela prouve 
l'existence des dérivées partielles pTeuüères~ avec 

En reIllplaçant cp par éJy / am, rargullwnt qui nous a permis de prouver la 
coutilluité de f lllOlltrc la continuité de al/Dy;. Nous avons ainsi clélllontré 
que f est de classe Cl et que la. fonnule (7.1) est valable pour les dérivées 
crordl'e 1. 011 couclut par récurrence. 

L'éuCHlCé du théorhlle qui va, suivre llOUS sllffil'a~ lluLis les hypothèses pour
raient en ëtre nol;ablenlent af:faiblies : la clôrÎvabîlité de cp par rapport à y n~a 
rien à voir dans raH'aire~ ct les pa.v~~s n'ont pas de vertus particuli(~res pOllr 
l'in~;~gratîon, 

Théorème 7.1.2 (Intégration sous le crochet). Soient Il E El (IFtP ) 

el ~I E (Ipp+tj). Soil Q /ln pavé (produit li 'intervalles) con/pact de jp,:.il, On 
a 0./0/'8 

(11 ( 'J:), l cp (:J:, y) dy) 
.Q /

' (u(;,;) , yCr, y)) dy. 
,Q 

Il snfHt de prouver le tbéorfHlle lorsque q 1 et Q = [a, b], ce que nous suppo
serons d6sornlêlÎs, Il, cas gén{~ral s'y ramenant en intégrant sl1ccessivE\lncnt par 
rapport. à YI, ... ,UI]- Posons 

F (!I) (n ( ~D), /' 11 <p (:l; ~ t-) dl) . 
• (1 

En a.pplîquallt If~ théorème précédent. on obtient 

FI(y) = ('/I,(:r) , y(:D, y)), 

et donc 

j
'b 

F(b) - 0 . (U(.T): cp(:l;~ y)) dy, 
• il 

ce qui ôtablit le résultat. 

Pour l'étude cl Ll produit; de convolution, les concepts suivants nous penllet
!;rollt d'étendre syst61uatiqumnellt à des situat.ions bea,lIcoup plus géuérales 
des résultats obtenus sous des conditions de supports COlllpacts. 

Définit'ion 7.1.3 (Ensernbles convolutifs). - 0.11, dit: que. de'll:r r;·n.sc·Jn
bles fCTJJI.és F et. Cl de IR~n BOIl! convolutifs (on dit a'll,,':i.'); que le couple (F~ G) 
est con,pointif) si. pOIlf' fouf R > O. il r;:ristc p(R) iel que 

(;1: E F. Y E G, I:r + yI ::; R) =:;. (1:,;1 ::; p(RL Iyl ::; p(R)) . 
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On dit de '1nbne qa 'une farnillc .linJe (Fi (l'ensembles fe'l'më.'i est conllO-
lnUue st. PO'IlF loul, .'wus-en8cmble J de l et: pour !.out R. il e:/:isle p(R) lel 
que 

(:C;j EF.j , II>'-:jl :::; n) =? ('vi) E J ~ I~cjl :::; p(R)). 

Le lecteur vérifiera fad1J.->,·{nent les proprÎét6s suivautes 

1. Si les Pl, ... ,Fp sont f(->.nnés el; si tous, sauf pent-ütre lUI, sont cOTllpacts, 
ils sont cOllvolutifs. 

2. Eu acljoiglla,nt q ellselnbles conlTH:lds il, 11U p-uple cOllvolur,iL on obtieut 
un CP + q )-llple eouvolutif. 

:3. SUl' les il1tervalles [al, +,:x:l ... , +x [ fOl'lllcnt lUte falllîl1C couvo-
lutive. 

Ll. Dans l' espace- teulpS 1R~ x , dont ou llotera (t, r) k point courant:, avec: 
r lIt le "cône cravenir'~ G = {(t.r)1 t ~ 'r} et = {(t.,r)1 t. 2: O} sont 
('(Hl VI) 1 li t: ils. 

5. Si F et G contiennent respectivclnent deux dellli-droites parallèles ct (le 
direction opposées. ils 11e sont:. pas convolntifs. 

Proposition 7.1.4. - 8i F et Ci son/' co'n'pollt/,U:" "ensemble 80IJUne 

F+G={:1'13yE 3.:E :D !l+.:} 
est un 8ou",-e7l.':Jc'/nble fenné de lP~n . 

Il suifit de 1I1Outrer qlle, pour tonte suite :'J:j d'éléments dc' F + Ci qui cOllvergc 
vers U11 point :[;(1, on CL :ro E F + G. Il existe alors .lfj E F (lé Zj E Ci tels que 
Yj + =-j = :t:j. La suite convergeut.e :Z:j est lllajorôe eu nonne par lUl certain 
Il()lllbre Rl et l'hypothèse assure alors que les et ::j sont lllajorés eu nonne 
par p(R). 

Eu extrayant Hue pl'elllÎère, puis une seconde sous-suite (nous Olllettrons de 
challger les noms des indices) ou peut supposer qne lIj -+ Yo et -+ Zo. Ou 
a Yo E F et Zo E Ci, ces ensembles étaut ferUl(ls. On a culin par coutinuité 
~Z;O = Un + =-01 cc qui achève la dérnonst~ratioll. 

7.1.5. Utilisation des ensembles convolutifs. Nons a,llrOllS ;\ répéter 
plusieurs rois, dans des contextes difr(~n~lltsl 1';JrglllIwut qui va suivre. C'est 
pourquoi HOUS en dounons une présentation abstraite. 

Soient; A et B deux sous-espaces vectoriels de 'V' (IEII
) qui sont stables par 

llulltiplicatioll par Co (c'est-à-dire qneu E A et !.p E cg;: entraîne !.p'll .. E 
A). Dalls les applications, ces espaces seront Lf;)(' ou C'X' ou 'D'. SllppOSOllS 
de plus que 1'011 ait une application hüiuéaire (11ol:ons-la (u., l') t---+ u. * 'u) de 
(A n fI) ~'< (B n f') dans f' vérifiant 

Sllpp(U. * 'Il} C Supp(u) + Supp(u). (ïA) 
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On a alors 

1. L'application (tL 'V) H- 'Il * l' ., 'étend 11ahtrellcrnen.t atl,:l~ couple8 ('/I,~ v) E 
A x B dont les support., 80Tl,t con'iJol'lltU:':J. 

2. Pou.r de td.' couples. on a c'ncore la relation (7 . .::1). 

L'extension de l'opératioll * est définie de la façon suivante. On prend une 
suite de fonctions ()j E Co' telles que ron ait; ()j = 1 ponr 1:z:1 :s; ,7. Pour 
chaque tp ~ on pose 

(U*D, <p) ( ( Op l, ) * ({l/") ~ <p), (7.5) 

la. suite figl1rallt au 1ne1'nb1'0 de droite étant c:onvergent.e au sens le plus fort 
qui soit: elle est COllstante à. part.ir d'un certain rang. 

Dérnontrons ee dernier point;. Soit R tel que le support de <p soit c.ontenu 
daus la boule de rayon R. NOUH allolls montrer que dès <-lue ron a j 2: p(R), 
oü p est la fonction de la définition 7.1.3, le 1ne1nbre de droite de (7.5) reste 
constant. 

Soient en effet .i et k supéricnrs à p(R). On a 

( ( Op.). ) :!: ( Oj'LJ) - ((h 'U ) :f: ( (} 1 .. v) ~ <p) = (( Oj'u, - (h· 'il,) * (B.ru) , <p) 

+ (((-h'H) :1: ((}ju-(hv) , <p) . 

Le prmuif:;r tenue (le raÎSOllneuwut est identique pOUl' le second) ne pourrait 
être non nul qlle si l'intersection de Supp( ((}j-fh )'11,) + Supp( B)'u) et du support 
de <p était non vide. Il existerait alors un point;D y+z aveC;I; E Supp(<pL y E 
SUPP(((1:j-(hJu,) et z E Sllpp(t1j'11). On aurait alors ly+=1 < R, li E Supp(u), 
Ivl > p(RL ::: E SllPP(V) et c'est précisénncnt ce qu'interdit fhypothèse de 
eOllvollltivitè. 

On voit facilement (directenwnt ou pa.r le théor(~lne 4.2.3) que la forme 
linéaire ll,=I:'1) définie par (7.5) est une disl;ribution. Il reste il vérifier la propriété 
de support, et, donc à lllOutrer que, si Sllpp(<p) ne rencontre pas Supp(u) + 
SllPP(-P). on a (u * 'o. <p) O. Or, sous cette hypothèse, Sllpp(<p) ne rencontre 
pas a fortiori Supp(Oj'u,) + Supp(Orv). on a donc ((B/u') * (Bj'u) , <p) = 0 et le 
résultat. 

Remarqu.e 7.1.6. La dénlOllstration précédente montre bien sùr que la dé
finition de a * v 11e dépend pas de la suite O} choisie. En fait; la, restriction de 
'{J '" v ct la boule de rayon R est égale à celle de ((J,II,) * (O'V) dôs que la. fonetion 
() E ego est égale à 1 sur la boule de rayon p( R). 

E;rercice 7.1.7. Soient f et 9 localement sOlllluables dans IP~11 et dont les 
supports sont convolutifs. rvIontrer que le produit de convolution f * 9 peut 
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ôtre défini par la rnéthode ci-dessus, et. qu~il peut égal8111ent. être défini par 

(f * g)(.7:) = I f('c - y)g(y) dy. 

11illtégrale étant convergente pour presque tout :1:. 

7.2. Convolution d'une distribution et d'une fonction C\XJ 

Lorsque '/.1. est uue fonction sOlllmable: on peut écrire, pour <p E Co' 

(-u.*<,o)(:c) I <,0(:" y)"(y)dy= (u(y) , <,o(,c-Y))· 

Cet.te derni~~re expression conserve un sens lorsque 'U, est une distribution et 
va nous servir à définir le produit de convolution dans ce cas. La nouvelle dé
finit.ion: appliquée à une fonction sOlIllllable, coïncidera donc avec ranciellne. 

Théorème et Définition 7.2.1. - Soient 'lJ, E ['(iR./!) et tp E 

Leur p1'oduit de convol~tfion c/:d d~filli en chaque point :c par 

(u * ( :D) = ( 'li, ( 'U) , <p ( :/; y)) . 

La fonction 'li, * tp appartient à Co' et on II 

an ('U * <p) 'if, * (aO tp) = (80' 'iL) * tp ~ 

Supp ('Il, * c Supp(-n) + Supp(tp). 

(7.6) 

Le théorèlne de dérivation sous le crochet. 7.1.1 montre inl111écliatelI1ent que 
/J, * cp es t. de classe Ccx' et q ne 

(u ( li) ~ D.~ <p ( :D y )) , 

ce qui prouve la. prernière égalité. D'autre part, en reluarqual1t que 
D.~~<p(:z; -y) (-l)lo.ID;~<p(:r - U), le second lllcmbre de (7.6) est égal, par défi
nition de la dérivation des distributions~ à (Da,u(y) , cp(;1; y)), ce qui prouve 
la seconde égalité. 

le support de n * <p est coulpact. Plus préeisénlcnt, il est contenu 
claus Sllpp('lJ,) + Supp(cp). En effet, si :r; n'appa.rtient pas à cet ensOlllble, les 
supports de 'li, et, de U f-+ tp(:1; y) sont disjoints. 

Théorème 7.2.2. - Soient 'U, E [' ). tp d 1/1 E Co(IR;./I). On a alors 

(l/, * tp) * '1/' = 'lJ, * * 4') 
el: 

(7.7) 



136 CHAPITRE 7. CONVOLUTION 

Le théorè~lne cFilltégration sous le crochet donne iuullédia{;ellwllt. 

Itt(u) , r ip(:l:-Y-Z)ljJ(Z) il::) = r (u(y) ~ 'P(:l:-Y-Z)) d::;, \ .IQ .IQ 

Oll Q est; un pavé compact~ que l'on choisira contenant le support de/l', Les 
intégrales sur Q saut alors égales aux intégrales sur W!.Il. Le lllŒubre de gauche 
est égal à (n*('P*'il'))(:t)~ tandis que 10 rnernbre de droite vaut ((ll*ip) *'IjJ) (:r), 
ce qui délIlOutre la première partie du théol'ÈmIe. 

On a de mêlne 

(,,(:c) .l tp(y - ~:)'/>(11) dY ) l (u(:l:) , tp(y - :7:)) 'Ny) dy. (7.8) 

En notant que tjJ(;l: y) = cp(y - :1:), on voit que le lnernbre de gauche de (7.8) 
est; ôgal au Ulelnbre de droite de (7.7) et vice versa, d 'où le résultaL 

Corollaire 7.2.3. - Soient 'lf. E V' (TER?I) ef ip E Coo (IR") te'-'-; que leur.r; .'tup
ports Boient con,'/Johti'~f.'i. Le procédé du nO 7.1. 5 pennet de (lr~finir 'IL * !.p. C'c.st 
'une fonction appa'rten,arâ cl C'Xl(lR" L à s'/./pport dans Supp(u) + Supp(tp). 

Si on se donne en outre '1/' E COO (IRrJ 
). et .'ii le.') supports de U , ipl '1/' forrnent 

un triplet conlJolul~r o 'fi, a 

(v, * !.p) * 4' = '/}, * * '1/,). 

Les conditions d' application duno7.1.5 sont réalisées. avec A = D'et B = eoo ~ 
et 'Il) 'U*ip est donc une distribution bien définie, dont le support est contenu 
daus la SOlIlIne de ceux de ·u et <p. On sait en outre que la restriction de lU 

à une boule quelconque B(R) est égale il la restriction de (}'u * BCPl pour UIlC 

fonction () E Co convenable. La restrictiou de w il. chaque boule étant de 
classe G'XJ l ou a W E (Iltll ). 

Lorsque les supports de U, CP, '1/' fOIluent un triplet convolutif (on notera 
p( R) la fonction associée), nous laissons au lecteur le SOÜl de UlO11l;re1' que~ si 
'Ul,!.pl, '!fl} sont les produits respectif." de '1.1" !.pl '1/' pal' une fonction e E Co égale 
à 1 au voisinage de B(p(R)), on CL 

Va: E B(RL (u * <p) * 'il'{a:) 

'U * ( <p * '1/' ) ( :1: ) 

(-u,! * !.pl) * 'ih (:c) 

'u, r * (!.pl * 'ih ) ( :l: ) . 
Les 11l81llbres de gauche coïncident. clans tout.e boule et, donc partout;. 

Remarque 7,,'2.4. Les cas les plus fréquents d'utilisation de la condition 
précédente sont; d'une part le cas 'li, E Et l 'P E C,"X:; l et d'autre part Je cas 
'U E D' ~ <p E Crr. Dans les deux cas (vérification facile), on a encore 

(u.*<p)(:l:) = (U(y) , ip(:r-Y))l 

le membre de droite étant bien défini. 
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On pourra, à titre d'exercice, rmnarquer que, lorsque Supp(u) et SUPP(y?) 
sont convolutifs, l'expression (u(y) , - y)) est bie11 définie grf1ce à l'exten
sion de la dualité du n06.1.8, et qu'elle est égale à 'LI, * tp(;l~) telle que nous 
l'avons définie. 

Théorème 7.2.5. 8oien,t f2 'Un ouvert dc JE.II et '1../, E 1)1(0). Il e:ri.,tc 
alor.'i Il,/1e .'luite de jonc/ions fj E C(F(D) qui converge vers 11, au sens dc,'; 
distribu, tions. 

Nous allons llUl.intenallt pouvoir procéder par troncature et régularisation 
COllllne nous l'avons fait pour les fèmetiol1s dans le théorème 3.5.2. Soient 
donc 'I,bj une suite créléulents de C8°(0), égaux à 1 snr une suite exhaustive 
de COIllpacts. et. EU) une suite décroisSi:1nte, tendant vers 0, telle que E(.i) soit 
inférieur à la lllOîtié de la distance de Supp('lj';j) au COlllplénwntaire de n. Soit 
enfin XE une apprOXiUli:üioIl de l'identité1 et posons 

fj = ('I!)j'U') * X~U)· 
Pour chaque fonction d'essai y? dans n~ on a 

(7.9) 

d'aprôs (7.7). La suite:\:~ étant elle aussi une approxÏlnation de l'identit.é. la 
suite ,Xe(j) * cp garde son support dans un cOlnpaet fixe de n pour .i él.'lSeZ 
grand, ct converge vers tp uuiforIlléll1ent ainsi que chacune de ses dérivées (voir 
théorbllc 3.4.:3). 

On a clone (u, :y.~(j) * ip) -+ ('li, l tp). NIais d'autre part. les fondions 
ét.ant égales à 1 au voisinage de ]( pour .7 assez grand, on il égalellwnt 

(7.10) 

Il résulte de (7.9) et de (7.10) que (fj: -+ (u , cp), et. donc le résultat. 

Renwrque 7 . .2.6. --- Ce théor(.~llle inlportallt penllettra de cléIllontrer des pro
priétés sur les dist.ributions en passant à la linüte à partir de propriétés connues 
pOUl' les fonctions. Il signifie égalelnent que nous Il 'avons pas introduit un es
pace ·~trop gros" de f()l)dions généralisées. Conllue nous ravions suggéré clans 
la section ~1.11 on peut aussi définir VI COlIllue le plus petit espace contenant 
les fonctions et leurs liIuites (au sens des distributions). 

En reprenant (sans les troncatures) la déluollstrat;Ïon ci-dessus, on lllOnt.re 
facileuwnt. le résultat suivant;. 

Corollaire 7.2.7. - Si 'lJ, appartien.t à Vi (TIf.1l 
), 8es régularisée8 'li, * XE sont 

de8 fondio'lu; de classe qui convel:qent veTS 'li, au -"e.n.') des distribution.5. 
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E:"Ce1'cice 7.2.8. --, Il s\1git de cléulOutrer le résultat: suivant.: si toutes les 
dérivées aru (au sens des dist.ributions ) d'une distribution u E D'(IP1.lI ) sout 
des fonctions cOlltinues~ alors 'Il est en fait une fonction de classe Cl. 
(a) DénlolÜrer, en utilisant le théorème 5.3.7, que la propriété est vraie en 
dirnension L et se convaincre du fait que le résultai; n'est pas évident en 
dilllellsion supérieure. 

(b) Soient XE UIle approxirnatîon de l'identité, et. fE: 'LI, * XE' On écrira 

~/'l fr:(fl;) = I;:(O) + 6 :Ei ai 
1 . 0 

(t:J;) dt f~(O) + [Je (:z;). 

DéulOutrer successivernellt que a.ifE: converge uniforIlléU18ut sur tout compact 
vers aru et que DE converge unifOTlnéu18nt sur tout COlupact vers uue fonction 
continue D. 

(c) Soit <p une fonction de Co d'intégrale non nulle. IV[ontrer que (le, <p) -+ 
(u, cp) et; en déduire que f,;:(O) tend vers une lirnite. 1\!Iont.rer qne f::: converge 
unifonnéIl1ent. sur tout. cOlllpact vers Ulle fonction continue et conclure. 

7.3. Convolution et translatiolls 

A. Propriété caractéristique de la convolution 

Il résulte ill1l11édiat.eluent de la définition que le produit de convolution 
COllllllute avec les translations. On a en effet, pour 'iL E E' (lP""n) et pour cp E 

Co ) 
( 1t (11) l <p ( :l: ((J, + y) )) = (Ta 'Il (11) ~ cp (;1:: - y)) , 

et; le prmuier lllernbre peut aussi bien s'interpréter counue la valeur en:z; a, 

de 'LI, * cp que conllne la valeur en :D de n * (Tacp). On a donc 

Ta Cu * cp) = (Ta 'U) * cp = 'U * (Ta cp) . (7.11 ) 

Une reluarqllc qui nous sera utile est la suivante. On a (u * (0) 
(U(Y) l cp( -y)), ct donc, cn rCluplaçant cp par (jJ 

('l/" cp) = ('li, * (jJ)(0). (7.12) 

Les opérateurs de convolution peuvent ôtre caractérisés par le fait qu \ls COln
lluüellt avec les t.ntllslations, si on adjoint la propriété de continuité suivante. 

Théorème 7.3.1. - Soit 'li, E [' (!PIn) et .soit U [-'opérateu1' appliquant Co 
dans l'll:i,-mê:me défini }JŒ'" U cp = 'lJ, * cp. On a 

V f( compact, V]J E :0:f, 

Vcp E C'tf(lP!./l L 

compad, 3q E N, ::le, 

sup lan(ucp)(:r:)1 ::; C sup jaf.Jcp(:z;)I. 
:1.'EJ{, joj::sp :l'EL, !;3j:::;q 

(7.13) 
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Cette expression dehe cn quantificat:eurs siguifie simplement que l'application U est; conti-
llUC (voir le théorème C.1.7) lorsqu'on munit le sous-espace de ) de la topologie 
définie au 11

0 C.2.6. 

On a en (7.6) 

an (tt * y)( :1;) = (n (y), (aa y )( :C :Y)) . 

Si Test rordre de 1/" et; si H est un voisina.ge COIl1pa,ct du support de u~ on 
'LLH~'U.L.'«,~.L.L", 6.1.:3 estirner le Inelllbre de droite par UIle COllstante 

f6îs la borne sur H des dérivées d'ordre ::s: T y !-7 aOy(:z: - y). 
Ou a donc, [1; - y parcourant le COlupact I( - !i (différence algébrique) lorsque 
:r parcourt !(, 

laû(v!*ip)(a:)I::S: C sup lai1 <p(z)l. 
:.E]\- -H, 1;31::;101+1' 

La propriété (7.13) en résulte iUl1uédiatmnent, avec L !( H et q = }) + T. 

Théorème 7.3.2 (Propriété caractéristique). Soit U une applica.
tion, hnéaire d(~ (IR~TI) da.ns lui-rnèrne, qui CO'f7U1Jute avec les tnwslation:; 
(c'est-à-dire telle que U Tay = Ta U!.p) et qui ]JO!:ifH~de la propriété conti
nlûté (7.13). Il e;ciste alrn's une uniqu,e di.st1"ibution 'H cL ,support compact telle 
q'ne 

Supposons d'abord le problèrne résolu: on doit alors avoir 

({r: ip) . 

Il en résulte que la distribut.ion iJ, (et. donc 'u, cl1e-mêlue) est. si elle existe, 
uniquelnent clétenninée par U. 

Considérons llu1Ïntellant la fOl'lue linéaire v sur Co 
Uy(O). Eu utilisant propriété (7.13) dans le cas jJ 

) '-L~.;LJ'~L.L',' par (v , <p) = 
0, I{ {O},ol1obtient 

1 ~ exist.ence de q ~ L,e que 

E IUy(O)1 ::s: C sup l, 
10 .r:EL 

Cela exprime que 'il est; une distribution, et. qu·elle est à support dans L, le 
melubre de droite nul si le support de !.p est disjoint de L. 

Pour a E lR.n 
1 la de U cp au point a est égale à la valeur de T -li U cp = 

UT_aip à l'origine. On a donc 

U<p(a) 

On a donc U ip = 'Ü * YI ce qui achève la démonstration. 
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E:I:el'C'lee 7.:J. 3. de lllêlU8 qu'une application linéaire U de 
Cà(ID:Il ) dans qui COllllI1lÜe avec les t;ranslaJ;Îons est lléeessaireIuent 
de la fonne U cp = 'lt * cp avec l/, E VI (IRrl

) dès qu ~elle possède la propriété de 
cont.inuité suivante: 

'ïj le 3]), 'ï/cp ECK' IUc.p(O) 1 ::; c sup ItY1cp(:I;)I· 
;l'E[\',lnl:':;p 

B. Interprétation physique 

Considérons un syst.èIlle physique, que nous nous représent.erons connlle 
une "boîte noire" (on peut penser si OIl veut à un ;ullpUHcateur), qui lorsqu'on 
l'excite avec un signal 8(t:) produit uue réponse r(t). On f~1it fréquenunent. en 
physique les hypoth(~ses suivantes, 

- Le principe superposition : si Tl et l'::! sont les aux signaux 81 

et S21 alors la au signal À181 + /\282 est /\11'1 + 
_._. L'hOlllOgélléjté dans le teulps : la réponse au signal s décalé de T secondes 
est la réponse T de T secondes. 

- Une certaine stabilité: des signaux trôs voisins ne produisent pas des 
réponses très différentes. 

Si on considère rapplicatioll (de Cü'(1E.) dans C'X)(JR)) qui à 8 fait corres
pondre 7', la prerllière propriété assure qu'elle est linéaire, et la seconde qu'elle 
COnl111ute avec les translations. Si on interprète la troisièrne conuue la condition 
de continuité de l'exercice 7.3.3 (c'est une condition extrênlement faible : on 
accepte de perdre 1000 dérivées entre le contrôle que l'on a sur.., et celui que 
1'011 obtient sur 1')1 il en résult.e que la réponse est dounée à partir du signal 
par 

l' = k*s 

où k est une distribution sur M. Ce résultat très général explique l'intervention 
de la convolution dans tant de dOlnailles de la physique. Iln\~st bien sür correct 
que dans les conditions de validité des hypothèses ci-dessus: un systènle qui 
sature) on dont conlposants évoluent, ne rentre pas ce cadre. 

En anticipant un peu sur la suite du cours, oil nous verrons que â est l'élé .. 
nlent neut.re de la convolution, on obtient que A: est la réponse il Pexcitat.ion S 
(on appelle souvent h; la réponse iUlpulsive), et. que la réponse à la fonct.ion de 
Heaviside H (t) (facile à réaliser en fenuant un interrup teur) es t, une prinü ti ve 
de k. 

Si on fait l'hypothèse de causalité (si .s(t) est nul jusqu'à l'instant. T: il en 
est de Inêl1l<:~ de 'r), il eu résulte que A: est. à support da.ns et on obtient 
la forme familière 1'(t) = I~C() k(t - T)8(T) dT lorsque k est une fonction. 
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En aclluettallt que les résulta,ts précédents, que nous avons irnplicitcu18nt 
étendus à des signaux .'3 E [,', se laissent aussi étendre à des signaux de type 
sinusoïdalL'C (ils ne sont pas ~l, support eOlnpact~ mais si k est. une fonction 
assez petite à l'infini, le résulta.t est. encore valable par passage à la linlÎte) , on 
obtienL pour 8(t) = eii.L1t la réponse 

1'(t) = I e;wU-')k(T) dT = k(w)C;~'1 

Ott 011 a noté k la translbnnée de Fourier de k 

k(w) j e-i~"k(T) dT, 

Il en résulte qu'un signal purerncnt sinusoïdal de l,lulsation w produit une 
réponse de luênle t.ype, arnpliHée dans le rapport jk(w)1 (le "gain" à la fré-

quence w/2ïr) et. déphasée de arg(k(w)). NOlIS verrous par la suite que la 
t.ransfornlation de Fourier et la convolution SOl1l très (~i,roil.elllelli; reliées. 

Il ne faut pas confondre la linéarité de la courbe de réponse, tant vantée par 
les constructeurs de rnatériel haute fidélité, avec la linéarité de rapplicat.ion 
.s t-+ T. La prenlÏère signifie, si l'on en croit lesdits COlL"tructeurs~ que k (en fait, 
son lllodule l et dans un intervalle de fréquences) est presque une constante, ce 
qui équjvaut à dire connlle nous le vorrOllS que k est proche d'unllllütiple de cl. 
Par contre, la linéarité de .5 t-+ T, qui signifie eu gros l'absence de saturat.ion, 
est parfaitement cOlupatible avec le fait qne k ait une amplitude appréciable 
sur un grand intervalle de tcnlps. ou que k(w) varie beaucoup avec w, toutes 
choses désastreuses pour l'audit,ion lllllsicaie. 

Des argulllents du mênle type sont égaleu18ut valables en toute dimensioll. 
Ainsj par exernple, dè~s que 1'011 affinllo en électrostatique que toute répartition 
de cha.l'ges p. produit un potentiel \l, que le principe de superposition est va
lable, et que si ou translate les charges~ le potentiel subit la lllôme translation, 
l'argurnent ci-dessus entraîne que rOll a llécessaÎrenlont F = h: * p, olt k est le 
potentiel eréé par la niasse de Dirac. Nous a.vons bien sùr supposé une certaine 
contiuuité de l'applicat.ion p t-+ FI des hypotbèses de ce type ét;allt (presque) 
toujours faites et (presque) toujours Îlnplkites en physique. 

Rern.(J,rqlle 1.3.4. On peut s'intéresser aux opérateurs linéaires qni ne vérifient pas la 
propriété de commutation avec les translations. Par exemplp, si une fonction k(:1:, 0) est loca
lement sommable da.ns 1ft" x on peut: lui associer l'opl~rateur intégral 'P H .r k(.r, !/)ç(y) dy 
qui applique Cg(IR,'l) dans Lloc(JRP). Ce dprnier n'est un opérateur de convolution que si p = q 
et si li: ne dépend que de :f - J1. 

On lwuf généraliser cc qui pr6d~de comme suit. Si E E 'D' (lR,z,+q), on peut lui associer 
l'opérateur linéaire 'P H Ky de C/f' ) dans 'DI (]RTl) délini par 

(k:C,.p(:d, I/{r)) = (.K(:r, y), tl-(.!'}'Ç(Y)). (7.14) 
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On vérifie facilement: que A.: est linéaire, et que si unc suit:e ''Pi converge vcrs 0 ainsi que 
toutes ses dérivécs, les supports des 'P.i restant: dans un compact alors la suite J(>r.i tend 
vers 0 au sens des dist.ributions. 

Un résultai; rélèbre et: difficile: le "théorème clps noyaux" de L. Schwartz, assure que la, 
réciproque est vraie. Toute application linéaire A:. vérifiant la. propriété de cont:inuité ci-dessus 
est de la ['or111(' (7.1-1), où la, distribution JO: est: dt"t'crminée de malli(~rc unique par A.~. 

7.4. Convolution des distributions 

Nous allons définir ci-dessous le produit; de convolution de deux distributions 
lJ, et; 'V à support cOlllpact:.. Il existe déjà deux cas oil ce produit est défini: 
pour tl et v dans LI (rUne part, et pour v, E E': t1 E cgo. Dans les deux cas, 
on sait que, pour <p E Cer, on a 

(u, * v) * <p = 1/, * (v * <p). 

Dans le prelllÎer, ctest une conséquence sÎlnple du t.héorèlne de Fubini, clans 
le second, c'est le contenu du théorèl11e 7.2.2. Nous allons prendre en fait 
le llleIubre de droite C0111111e définition du produit de convolution de deux. 
distributions, ce qui nous garantit qu'elle prolonge les définitions antérieures. 

Théorème et Définition 7.4.1 (Supports compacts) 
Soient 'U, et 'lJ appartenant ct E' OR?l ). Il e:risfe alors '/1·n et un Beul w E [' (lR~n) 

tel que 

w * <p. 

Cette distrilmtion west Twtée 1/, * 11 et on, a 

Supp('U*v) C Snpp(u) + Supp(v). 

Soient U et V les opérateurs de convolut.ion pal' lL et v respectiv8Inent., ct 
posons TV = U a V. L'opérateur TV est linéaire de Cil' dans lui-lnèlne et. 
COlIlIllute avec les translations, COlllme cOlnposé cropérateurs possédant ces 
propriétés. En ol.Itre , il possède égalelucnt la propriété de continuité (7.13). 
En effet, I( et p étant donnés, on peut trouver LI et ql tels qu'on ait une 
majoration du type (7.13) pour U, pllis 1 LI et ql étant détenllillés, on peut 
trouver L et q tels qu'on ait une Inajoration du type (7.13) pour V. On obtient 
alors 

sup léylU(V~)I:::; Cl sup 18°1'<p1 ::; CCI sup lôü<pl. 
:rEK.lnlS;p .rEL J·lo 1S;t]1 .eEL, !(l:I:Srl 

D'apl'l~s le théol'èlUe 7.3.3, il existe donc une unique distribution 'W telle que 
vV <p = 'li! * <p, ce qui penllet de définir 'Ll * '1). 
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Il reste à clélllOutrer ]a propriété sur les supports. Il faut donc prouver que 
1'011 a ((u,*v) ~ ip) = 0 pour ip E Cff telle que 

Supp( <p) n (Supp('u,) + Supp(v)) = 0. (7.15) 

On a 

par définition de 'l/, * P. En utilisant deux fois le théorè·mle 7.2.1. on ohtient 
que le support de 'U * (v * sb) est contenu dans Supp('//,) + Supp(v) + SupP(45). 
Si 0 apparteuait à cet en6e111ble, on él,lll,Üt :D + 'lI - ;; 0, avec :1:, 1J~:; dans les 
supports respectifs de 'U,~ 'LI, <p. ce qui contredirait (7.15). La fonction li, * ('il * ys) 
est; douc nulle au voisinage de 0, ce qui achève la déulOnstration du thôorônle. 

Relnarque 7.4.2. - La précédente, et celle de l'extension qui va 
ne fournissent pa,s lUI procédé très eH't:1dif de calcul de 'Il * D. Il est 

souvent préfërable d'utiliser la fonnule (7.17) ci-dessous, ou bien de passer 
~l, la lilllite (Théorètne 7.4.9) à partir de produits de cOllvolution facileinent 
calculables (cas de deux éléulents de L 1 , ou d'une distribution et cl 'une fonc
tion CCC). 

Corollaire 7.4.3 (Supports convolutifs). - Solen./. 'U, el 'LI deu:r distri
butions 8U'1' lP21 tels q1le SUPPCIl) et Snpp(v) soient ccm'llolulij:" Le procédé 
du na 7.1.5 perTnet de définir le ]J'rodnit de convolution 'lf, * '1) E D' (IP~n ) ct on (1, 

SUPP('lL* '/}) C Supp(u) + Supp(v). 

Ou cst en effet, dans les conditions d'applications du 
et. B sont tous deux égaux à 'DI, 

.1.5~ oü les espaces A 

Théorème 7.4.4 (Associativité sous condition). - Soient 'U, 'V. H.I de.'i 
distrib'll.lion,.':i dan., jp{1l telle.') que Supp(u). Snpp(v) el Supp(w) jornwn!:uf7. 

triplet, con,vol'll,fif. On, Il alor8 

(u * V) * ID = 'LL * Cu * LU). (7.1G) 

Dans le eas où les trois distributions sont à support eOlllpact, il suffit d'écrire 
définition. En notant \i, 'VV les opérateurs convolutioll par u, li, Hl 

respectivement, le llHunbre de gauche [TeS]). de de (7.16) est runique 
distribution qui, convoluée avec <p, donne (U 0 V) TV <p [re.sp. U 0 (li 0 

Lorsque les supports fC)l'luent un triplet convolutif, on vérifie facilerllent que 
la restriction des (lc~lD:: lllelllbres de (7.16) à B(R) ne change pas si on rculplace 
'IJ" v, 'LU par leurs produits péU' une fonction () à support; c01upact et égale à 1 
au voisinage de B(p(R)) (pour la fonction p du triplet). On est alors lï:uuené 
au cas précédent. 
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7.4.5. Remarque importante. - Il est possible que les deux membres 
de (7.16) soient parfaitement définis. et qu1ils soient cependant différents. 
Il peut ardver en efret que les supports de 'U et v, de v et 'tU, de 'IJ, * 'IJ 

et 'lU, de '/1, ct 'U * H) forment quatre couples convolutif:'5 1 sallS que le triplet 
(Supp('n), Supp(v): SllppCW)) le soit. Nous verrons ci-dessous un exernple de 
ce phéuOluène. 

Il ne s\tgit pas du tout de ces contre-exemples que rOll ne rencontre que 
dans les listes (rexereiees. Dans la résolution des équations de convolution, 
l'usage injustifié de l'associativité conduit très facilerllent à des résultats faux. 

Théorème 7.4.6 (Comlnutativité). SOie'lI,t tl./, el v appaT"feno,nt à 
V' (IP?Il) dont les supporl.':J sont. convotul'U9. On lb alors 'IJ, * v = 'LI * 'U. 

n suffit de délllolltrer le théorèruc lorsque '/J, et v sont à support cOlllpact, le 
eas général s 'y ramenant con11ue préeédernlueut eu relIlplaçant 'lJ, et v par Bu 
et ()v. 

D'après la définition 7A.1 1 il suffit de prouver que u* (v*rp) = v* (u*rp), 
et donc de montrer que 

quels que soient ip, 'II' dans Co. Le preulier melubre valant (u * 'V * <p * '17')(0), 
il suffit donc de démontrer que l'on a 

'U * V * rp * 'IJ, = V * 'U * ip * 'IJ,. 
Nous allons utiliser rassociativité (tout est à support COlupact L et le fait que 
la COlllulutativité est; connue ponr le produit. de convolution de dClLx fonctions. 
On a 

= v * <p * ('U * '/J,) li * ('U * 'IJ,) * ip = '1) * 'lJ, * 'IJ, * <P = v * 'I}, * <P * 1~, 
ce qui acl!c!ve la délllonstratÎon. 

Théorème 7.4.7. - (a) Soient 1J, et v deu:r di"tributions dont l'une est ri, 

support co rnpa ct. On (l o,lor" 

Vip E Co ~ (u * v ~ ipl = (u, D * <Pl 

(b) Pour toute distTibutiOTl. 'iL on, (L 

J * u 1/, 

(Dn ()) * '/1, = (l'X'li .. 

(7.17) 

Pou'/' dériver (D'lL ftn'f1.s1ater) un produit de convol-ution, il suffit de dét'ive'/' (ou 
translater) l'un des facteurs. 
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En utilisant (7.12) et l'associativité (deux des trois fadeurs sont à support. 
cOlllpact), on obtient 

Il suffit de renlarquer que (v*~ t = D*tp et crut.iliser encore (7.12) pour obtenir 
la partie (a) du théor(~lne. 

Pour tp E Co, la fonction 6(1 *tp est égale à Tatp. On a. en effet ((50 *tp)(:z:) = 
(Joel)) , tp(:z: - u)) = tp(:z: - (1,). On Cl, donc d'après (7.17) 

('tl * (5 a , tp) = ('u" (5_ (l * tp) = ('li" T _ (/ tp) = (Tu ,//" tp) . 

Cela l110ntre que 6a *'11, = TaU, et en particulier, pour a = 0, que (5 est l'élérnent 
neutre de la convolution. 

On a de mèrne (ao. (5) *tp = ao.ip. En effet. on a 

((aŒ (5) *tp)(:r:) = (ao.(S(y) , tp(:t;-y)) = (_1)10.1 (()(U) , DI7ip(:1:-Y)) = aO'tp(:r). 

On déduit do (7.17) , la distribution Do.(5 étant paire ou irnpaire selon la parité 
de lai 

('li, * (Da Ln , tp) = (-1 ) lo:I (-u" (aO (5) * tp) = (-1 ) 1 (1 1 ('l/" éP tp) = (Da '/[" ip) , 

Si les supports de 'LI, et 'V sont convolutifs, on obtient un triplet convolutif 
en leur adjoignant un cOlllpact. On peut donc écrire, en utilisant associativité 
et C011nllutativité : 

6(1 * (v, * v) = ((S() * 'u,) * v = 'u, * ((5n * v) (7.18) 

d'où 

(7.19) 

De Inên18, en groupant diffëreullnent les fadeurs de (aO 8) * ,//, * 'P, on obtient 

an (u * 'LI) = (aO 'U,) * v = '/l.. * (an '1)) = (a tJ li,) * (D-J v), 

pour 0: = ;3 + f' 

7.4-.8. Cont'ÎnuaUon de la rerno:rqae 7.4-.5. ---- On a sur 1R 

(1 * 8') * H = 0* H = 0, 

1 * ((S' * H) = 1 * <5 = 1. 

Chaque produit. de convolution écrit a un sens (1\111 des fadeurs étant à 
support cOlnpact). On a utilisé le ütit que. pour toute distribution H, on a 
(5' * 'U, = v,'. 
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Théorème 7.4.9 (Continuité). - Soient F et G deu:l: fcnné8 convolutifs. 
Soient 'u,j el, 'LI) deu;1; SUitC8 de distributùm"ï, rcspective'mcnt à supporls dans F 
et G. et convcJ:qen,tes au sens des rhstl'ibu.tions. On a (1,[01'8 

,lirn Cu.- * v·) = (.lirrl 'l/,') * (.1ün 'U') 
}-+c:r::; .1 .J .1-+;;0 J .1-+00 J 

au sen.s dcs distributions. 

Nous nous bornerons à délllolltrer la propriété plus faible de eonl;Ïnuité séparée, 
c'est-à-dire que. pour v à support dans G et Hj C0111111e ci-dessus convergeant 
vers 'Uo, la suite * 'li converge vers 'UO * li. 

Pour étudier la convergence de (I.lj * 'V ~ <p) ~ il suffit de connaître les restric
tions des distributions en question à une boule contenant le support de <Pl et 
on se ra1nène, gràce à l'hypotbèse de convollltivité~ au cas où les 'Uj et 'U sont 
il support cOlupact. On a alors craprès (7.17), 

('LI, j * v , 'P) = Cn} , f) * ip) . 

La fonction {) * <P appartenant à Cff, le dernier 11181nbre converge vers 
(uo, 'TI * 'P) qui est égal, par le nIème ealcul~ à (uo * v, ip). 

Cela tenlline la. preuve de la continuité séparée l qui est très souvent suf
fisante. On trouvera une démonstration de la continuité énoncée dans le 
théorènle au nOC.4.3. 

7.5. Mode d'elnploi 

Ce résumé ne dispense pas de lire les sections précédentes, il cn présente les 
principaux résultats daus un ordre difl:ërellt. 

L!ordre logktue de l~exposition a en effet conduit à întToduire successivmuent 
des définitions de plus en plus générales du produit de convolution. Au niveau 
de rutilisation, c'est bien entendu le concept le plus général qui doit être luis 
au prenlÏcr plan, les autres 11' apPéu'aissant plus que connue des cas particuliers. 
D'autre part, il Ütut bien distinguer, dans ce chapitre conlllle dans les autres, 
les définitions théoriques et les propriétés - que nous privilégions ci-dessous 
- directement utilisables pour déulOllstra,tÎons et les calenls. 

A. Conditions de Définition 

Pour tout couple de distributions '/1,,1) E TJI (IR./1) clont les supports sont 
convolutifs [caH pOJ'l.iculier hnportant : run des dCICD BUPPO'I't8 est co'mpact], le 
produit; de convolution u*v est défini et appartient à V'(m:. I1

). 
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Il 11 'est pas utile ici de réécrire la définition. Par cOl1tre~ duq propriétés 
suivantes (alLxquelles il faut adjoindre bien sür la bilinéarité) sont cl 'une iln
portance capitale. 

B. Propriétés fondalnentales 

7.5.1. Support. - Supp(u, * 'v) C Sllpp(U) + Supp(v). 

7.5.2. COll1ffiutativité. v, *v = li * 'U .. 

7.5.3. Associativité sous condition. - Si les trois fennés Supp(v,), 
Supp(v) et SllPP(W) fOl'lllent un triplet convolutif [cas particulier important: 
dewr des troiB sUP1>or'ts sont compacts] ~ on a : 

('l), * v) * 'W = '1}, * (v * w). 

7.5.4. Dérivation et translation. - ()(I * 11, = Ta'/./" 

7.5.5. Continuité. Soient F et G deux fenllés convolutifs. Soient 'u,j et 
v:j deux suites de distributions, respectiv8l:nent à supports dans F et G, et 
convergentes au sens distributions. On a alors 

('lJ, j * '/) j) = (.lÏln '1}, j ) * CHrn 'LI j ) 
.1---+0'.) .7-+00 

au sens des distributions. 

C. Modes de calcul 

7.5.6. Deux fonctions localell1ent sommables. - Si li, et 'U appar
tiennent à Lfoc L l'un des deux supports étant COlllpact(l), on a 'U * v E 
L I (lr!111) loc K"o.. avec 

Cu * 'v) (x) = I ",(~: -11 )v(y) dy, 

7.5.7. Une distribution et une fonction 0':::0. Si U E DI(IRn ) et 11 E 
O':::-C(lPITl

), l'un cles deux supports étant cOlupact(2), on 1:1 '1/, * 'V E C':::O(IR~77) avec 

('/1, * v)(:1:) = \'U,(U) ,v(;r y)) . 

Le crochet. eÎ-dessus désigne, selon les cas, la dualité usuelle entre DI et. CIr 
ou bien la dualité entre [1 et Coo. 

(l)Le résultat est encore valable en supposant seulprIlf:'rlt: les supports convolutifs. voil' 
l'exercice 7.1. Î. 

(2)Le résultat est; cncore valable en supposant, seulement les supports convolutiE;, voir la 
seconde partie de la remarque 7.:.t4. 
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7.5.8. Utilisation des propriétés fondaIllentales et des cas prece
dents. - Un cas typique est l'utilisation de la continuité: pOlU' calculer 
'u, * V, on peut par exenlple approcher 1/, par des fonctions '11'1 E C'X) (c'est 
toujours possible) qui soient suHisanllllent explici tes (cela arrive), on est alors 
ramené au calcul de 'LLj*'u (c'est le cas précédent) et, en supposant les conditions 
de support sat.isfaites, à celui de la lilllÎte des 'u,j * v. 

De mênle, en dimension 1 pour fixer les idées, si 'Ll est la dérivée de U, il 
peut être plus sÎlnple de calculer U *11 et. d'utiliser le fait que u*v = (U *'0)'. Si 
au contraire c'est v,' dont l'expression est particllliôrernent sÎlnple, on pourra 
calculer crabord 'Il' *v et u*v sera détennillé il une constante additive près pal' 
le t~tÎt que c'en est. une prünitive. Le fait que Supp(v,*v) C Supp(v,) + Supp(v) 
permettra souvent de détenniner la constante. 

7.5.9. En désespoir de cause. - Si run des deux supports est cornpact(3) l 

on a 

\/ <p E Cr: , (-IL * 'U , <p) = ('U, , 'i) * cp) . 

Ce rnode d'elllploi est loin de réSUIl18r tout le chapitre. Les théorè
Ines de dérivation et. cPilltégration sous le crochet ont leur intérêt propre. 
L'approximation des distributions par régularisation est très iInportante. En
fin, nous avons souligné llintérêt conceptuel, sur les plans mathélnatique et 
e:xtra-illathéuuüiquc, que présente la propriété caractéristique de la convolu
tion. 

(3) A titre d'exercice. on pourra montrer que la formule est: valable dans le cas de supports 
convolutifs, le crochet du membre de droite étant bien défini grâce à l'extension de la dualité 
du n co G.1.8. 



CHAPITRE 8 

QUELQUES ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE 
l\IIATHÉl\IIATIQUE 

8.1. Généralités sur les équations de convolution 

Une équation convolution est une équation de la tonne 

A * u. = /, (8.1) 

où A et f sont des distributions donllées~ et oil Ll est nne distribution inconnue. 
U 11 grand nOlnbre cl ~éqll(üiollS rentrcnt clans ce cadre. 

Les équations aux dérivées partielles linéaires à coefficients C011stants. En 
effet, l'équation 

peut êtrc nlÎse sous la tOrIne (8.1) avec A = I: anôn(L 

Des équations aux diffërences finies. Par exelllple7 en cliluensÎon L l'é-
quation u(:v + IL) - u(:z;) = f (:t) se Inet sous la fonne (8.1) avec A (tS-h - 8). 

Des équat.ions intégrales du type J k(:l: - U)'U,(Y) cl'!) = f(:1:), nlH.is anssi des 
équations intégrales en va.leurs principales ou en parties finies. 

Des cOlubinaisolls linéaires des cas précédents: équations aux (lérivées 
partielles avec retard, équations intégro-différentielles, ... 

Le concept suivant jouc un rôle fondanwntal clans la résolution de ces équa
tions. 
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Définition 8.1.1. - Soit. A E ['(]Rn). On dit qIl~un.e dist".ibu!:ion E E 
V' (Rn) efif: une solution élém8ntaire(1) de Ji (on di/. palloiB .solution élénwnfa';re 
de (équation (8.1)) si on a A * E = o. 

Il n'existe pas toujours de solution élérnentaÎre (clérnontrer à titre d'exercice 
qu'un élénwnt A E ego n'en possf~de jarnais). S'il existe une solution élénlen
taire on obtient toutes les autres en ajoutant à E une solution quelconque 
v de l'équation homogène A * 'LI = O. 

Un théor(~nte cél(~bre de rvIalgrange et Ehrenpreis (1955) assure que toute 
équation aux dérivées partielles à coetlkients const.ants (non tous nuls) possède 
une solution élémentaire (ct en fait une infinité). On peut prouver qu'il n'en 
existe jaurais qui soient à support COlupact d($ que ]e degré de l'équation est 
au rnnins égal à 1. 

Une solution éléntenl:airC' résout l'équation (8.1) lorsque le second Illernbre 
est l'élénlent neutre (). Elle jouit cl\1l1e partie des propriétés que posséde
rait l'inverse de 1-1 dans une algèbre associative, llULis cPune partie seulement, 
rassoclativité n'étant valable que sous certaines conditions. Par exernple, si 
El et E2 sont deux solutions élérncntaÎres de A~ on a (El * A) * E']. E2 et 
El * (.A * E2 ) = Eb et il ne faut surtout pas vouloir en déduire réga.1ité de El 
et E2 . 

Théorème 8.1.2. - Soit A une distribution à support compact possèdant 
une solution, élémentaire E. 
(a) Pour tout f E ['(]p~n), il e:dste au 'moiTui une solution de (8,1) appa.rtenant 
à V' (]Rll) et LI, = E *.f en est une. 

(b) Pont t.ont .f E E'(IRIl), il e:I:iste a'Il pIns une solution de (8.1) ap]Ja1'/'enanf.' 
à [' (IR:/!) ct. 8 lil en e;û,,/'e une, C ·e.'3f, E * .f. 

En effet, les supports de A ct f étant COlnpacts~ on peut écrire 

ce qui dérnontl'e le pre111ie1' point. Si on suppose que 'LI, est une solution à 
support eonrpacL le triplet (Supp(u), Supp(AL Supp(E)) est convolutif, et. on a 

ce qui adûwe la dél1lonstral;ion. 

(1) On dit aussi ,solution fO'l1dl1'lnenta.le. Les physiciens disent le plus souvent., fonction de 
Gn:ClI alors que les math6maticît'lls li 'utilisent: en général cettC' expr(:ssioll que pour 1 jéqllatioll 
de Laplace. 
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8.2. Équations de Laplace et de Poisson 

Nous noterons r (:1:,1/, le point courant de 1Pl3 ~ et nous poserons r 11'1_ 

Nous nous intéressons à l'équation de Poisson 

~'U = f, (8.2) 

Ott ~ est le Laplacien et olt f est une distribution donnée à support COlupact 
dans ]R3. Lorsque le second membre .f est nul, on dit que '/1, est une fonction 
ha:rm,oniquc (nous allons vOlr que c'est eH'ectivel'nent toujours une fonction). 

Pour cette équation, counue pour les autres équations alDC dérivées par
tielles, on ne cherche pas en général à obtenir toutes les solutions il y en a 
beaucoup trop rnais on cherche à. obtenir une solution (si possible unique) 
satisfaisant à des conditions additionnelles (conditions aux IÎluÎtes, ou à l'infini, 
ou ~t l'instant initial pour les problèmes d'évolution, ou bien invariance par les 
groupes de sYlnétrie de l'équation, ... ). Nous dernanderolls icL guidés par 
l'interprétat.ion physique (électrostatique par exelnple) que 'U tende vers 0 à 
l'infini. 

Nous cOllnaissons déjà (voir 11°5.4.17) uue solution élélllentaire du Lapla
cien : en posant 

E= __ 1_. 
47rr· 

on a = O. Il existe bien d'autres solutions élénlCutaires (on peut ajouter à 
E n'hnporte quelle fonction hannonique)~ mais nous allons voir que c~est E*.f 
qui possède rneillenres propriétés à rlnfini. 

Théorème 8.2.1. Soit .f E f,' (1R3 
). Alors la distribution 'U = E * f est 

une .'wlution de (8.2). En deho'/'s du 811P1w1'f, de f! c Jest '/l,ne fonction de classe 
C'X) qui tend /Je'!'" 0 à l'infini. 

Le fait qne 'lJ, soit une solution est un cas particulier du théorème 8.1.2. Soit 
(/~ une fonction de classe CCC" égale à 1 hors de la boule de rayon E centrée 
à rorigine, et égale à 0 au voisinage cle l'origine. La fonction = BëE est 
alors de classe C':N dans et on a Supp(E - Eë ) C Bë' 

On a 

Le preillier tel'lne est U~le fonction Coo et le second est une distribution dont le 
support est contenu clans Supp(f) + Bë' Si r est un point du corllpléuwntaire 
du support cle f, eu ehoisissant ê à la 11l0itié de la distance de r iL Supp(f), 
ou en déduit que 'tL est de classe au voisinage de r. 
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Soit 'In l'ordre de J. choisissons !\- voisinage COlupact de Supp(f) et E > O. 
On a (E~*f)(r) (f(r /). (r - ri)) et on peut majorer (Es*f)(rL cPaprc:s le 
théorbme 6.1.:3 et la remarque 6.1.7~ par la borne supérieure sur !{ des dérivées 
(fordre :::; rn de la. fonction r' f--7 E(r - ri). On a donc 

I(E,,*.f)(r)j:::;C sup 10~~Eé(r-r/)I, 
r'EI":,lnl:Sm 

(8.3) 

et donc, dès que la distance d(r. !() est supérieure à c, 

Iv,(r)j :::; C sup 10~}E(r - r/)I, 
r'EK,lnl:Srn 

C'est un exercice facile de lI1OIlt,rer que la fonction r f--7 (l/r) et toutes ses 
dérivées sont lllajorées en 0(1/'1') pour r ---7 00. Il en résulte que le meluhre de 
droite de (8.3) est majoré pal' C' /d(r 1 J(), et tend donc vers 0 lorsque r tend 
vers l'infini. 

Re'marque 8.2.2. - Pour dénlOntl'er que E * f est de classe Coo en dehors 
du support; de f, nous n \wons pas utilisé la fOrIne particulière de E, nIais 
seulen1ent le fait que E est de classe COO dans le cornp1émentaire de l'origine. 

Le corollaire suivant assure que les seules distributions hannoniques (c ~est
à-dire solutions de !l'u, 0) sont les fonctions hanuoniques usuelles. 

Corollaire 8.2.3. Soit 0 'lLlI ouvert de rH:3 • et 'il, ttne distribution dans n 
vé'r'ifiant !lu = O. Alan; 'il est une foneiion de classe Coo. 

Il suffit de prouver que 'LL est de classe C,:::<:) au voisinage de chaque point ro E 0,' 
et donc de montrer quel pour toute fonetion 'P E Co (0), égale à 1 au voisinage 
de ro, on a 'P'U E C,:::<:) au voisinage de ro. 

On a 'P'il, E * (!lc5) * ('P'LL) E * (!l ('P'u) ), deux des trois supports étant 
COlllpacts. On a d'autre part !l('P'LII) = 'U.!l<p+ 2vu· v<p eL les dérivées de 'P 
étant nulles près de ro, le point ro n 1appartient pas au support de !l(<pu). Le 
théorèlIlc précédent assure alors que 'Pu est de ela.sae crx, près de ra, ce qui 
achève la clénlOllstratioll. 

E:rercice 8.2.4. -,~, Dérnontrer que, plus généralenlent, si P est un opél'atelu' 
différentiel à coefficients constants dans ]Rn qui possède une solution élé111en
taire de classe COO en dehors de 1 'origine~ on a la propriété suivante : toute dis
triblltjon li dans uu ou vert n c lR,/l qui vérifie Pu, 0 (ou lllêlue P1J, E 0 00 (n) ) 
est de classe COO. 

Nous savons déjà que le Laplacien eu t.oute dimensiol1~ et l'opérateur a /0:1:+ 
'ifJ/oy dans le plan, possèdent cette propriété (voir exercice 5.4.20). Nous 
verrons qu'il en est de 1uéIne pour l'équat.ion de la chaleur. 
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Théorème 8.2.5 (Propriété de moyenne). - Soit n 'Un ouve'!'t de 
cO'Iltenant la boule fermée de centre ro et de tauon R. et. .soit '/}, une fonction 
harnwnique dans n. On a alors 

1 {' Li R:.! 'itdURl 
7r , • SR 

e:l1, notant SR la sphère de cen.t.re ro ct de Tayon R~ et da R la me.'fIlTe de s'll'lface, 

On peut supposer que le point ro est l'origine. Considérons alors la fond ion 
gR, égale à 1/1' 1/ R pour 1" :; R, et il 0 sinon. Le lecteur sa.i t certainement 
déjà (c'est le contenu de l'exercice 5.4.19) que l'on a 

fl.gR R-2daR - 41f6. 

Soit 'u une fonction appartenant à Cà(IP:./I) coïncidant avec 'lJ, au voisinage de 
la boule de rayon R. On a alors 

La fonction étant nulle au voisinage du support gR, le lllelubre de droite 
est Ilut el; il suffit d'expliciter le llIel11bre de gauche pour avoir le résultai;. 

Corollaire 8.2.6. - Si '/J, est lln,e fO'luJio/1. hanno'nique dans IR:3 qui tend 
vers 0 à 1 ~in.fi'l1,'i, on. a '/1, = o. 

Il suffit eu effet, pOUl" chaque ro E , d'écrire que u(rn) est, la nloyenne de 1/, 

sur la sphère de centre ro et de rayon Rl et de faire tendre R vers rinfinÎ. 

E:cerc'Ïce 8.2.7 (FO'f"me forte du principe du ma:I:im,um) 

DénlOntrer qu \111e fonction harmonique dans une boule qui atteint son maxi-
11U1111 an centre est constante. En déduire qu'une fonction hannonique dans 
un ouvert conne:1JC qui atteint son nULxünulll en lUi point de rouvert est né
cessairenlerIt constante. 

Nous pouvons 1naintenant énoncer le résultat essentiel de cette section. Le 
lecteur pourra 1110111;1'er que le Inê111e énoncé (en lllodifiant la tonne explicite 
de la solution élémentaire) est valable en toute dilnension Tl, ~ 3. 

Théorème 8.2.8. - POUT toute distribution, f à support compact dans 11(3: 

il e:z:iste une injin'ité de solutions 'li E D' (~3) de l'équation IJ.'U = f. Tonles 
cc.', solutions smû de classe en dehors d'Il 8 rnp]Jort de f, Parmi celles-ci: il 
en e:t:Ï."1te une el une seule qui tende ver:; 0 à l'infini, et elle est donnée par 

( __ 1 ) * f. 
47fT ' 
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Nous savons déjà que E * f est une solution en dehors de Supp(f) et 
tendant vers 0 il, rillfini. Dire que 'U est une autre solution de !J.u = f équivaut 
à dire que '/1, - E * f est une (ljstriblltioll hannoniqllc et donc 1 d'aprôs le 
corollaire 8.2.3, une fonction hanllollique . Si elle tend vers 0 à l'infini 7 

elle est idelltiquenlent nulle d'apr($ le corollaire précédent, et cela achève la 
délnolls tratiou. 

8.3. Équation des ondes 

On notera (t, r) = (/;, ;1:, 1/, z) les coordonnées d'un point dans respace-tenlpS, 
et 0 le d' AleIllbert.ien 

0= al !J.. 

On notera r la surface du (denlÎ- )eône (l'oude d'avenir définie par t; = r. Bien 
que r ne soit pas une surface régulière à rorigine, on peut facileulellt définir 
sa 111e8UTe de surface par 

r f da = J2 r f (r\ r) dr: .Ir .IJE3 
pOUl" f Ct, r) définie sur r, continue et iL support cOll1pact. 

On notera enfin p Jt2 + '('2. Nous adlnett.rons provisoirell1ent (voir le 
n09.6.5) le théorènw suivant. La tral1sfonnation de Fourier nous donnera ulté
rieurenwnt des llléthodes générales pour chercher des solutions éléInelltaires. 

Théorème 8.3.1. La dÙ3t'l'ibution de . .,hnple conche der/(L17rp) est une 80-

ln,tion, élbnentaire de l'équation des onde., : 

o (~~) = 411,5, (8.4) 

Il s'agit d'une mesure de Radon positive bien définie en reillarquant que 
l'ou a p ,,.-12 sur on a 

/ der , cp) ',' '1'(", r) dr, 
\ p 1e:3 l' 

(8.5) 

La fonction 1ll' étant localernent sOllnnable dans IIè3 
l l'intégrale figurant au 

lllClubre de droite est finie, et la fonne linéaire ainsi définie est. positive. 

Si on veut seulement vérifier que la formule (804) est valable, il de prouver que, 
pOUf tout 'P E Cff (RI L on a J~ 0 'P da / p = 4rrcp(O), ct, le lecteur soigneux pourra s'y essayer. 

On aura intérêt. à utiliser les coordollIlées polaires r tO , (J E de lR.a, et; à écrire le 
Laplacien en coordonnées polaires: 0; + (2/r')ol' + ,.-::! .6.0 • On note dO la mesure de surface 
et .6.0 le Laplacien de la sphère §:.!, la seule propriété utile ici étant la cOllHéqllcnce suivante 
,de la fOfmule de Green sur la sphère : .~"'2 .6.o~, dO = 0 pour 1/-' de da.'lse C:.! définie sur la 
sphère. 
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On pourra ensuite ,-,u'l,au"",-" les coordonnées (t, r) par (t + '/'. f ,.) au voisinage de r, et 
faire les int;égnüions par qui s'imposent pour (t + r) [.::, 

Nous dirons qu'une djstribution 'U dans lPti est nulle dans le passé, s'il existe 
To E IP? tel qne le support de 'U soi t contenu dans [To ~ 

Théorème 8.3.2. Soif, f E V' (JP{..t) nulle dan<'i le passé. Il e:âste alors 
une et Il/ne seule sotntion 'IL E V' (IRtl.) de D'Il, = f qll,l .'wit nulle dans le passé. 
et on a 

( d(J) f' 
'U = 47fp *.' 

Le support de 'LI, est contenu dans l1ensemble des (t: r) tels qu. ~il f;:J:Ïstc (to, ro) E 

Supp(f) a'Uee t;;: to et t to = Ir - roi. 

L~observation iIllportante est ici que r et [T, cx[ xIP23 sont des enseulbles convo
lutifs. Si en effet (tl~ rd et (t2l r~) appa.rtiennent respectiveUlent à ces deux 
ensel11bles, avec If:l + t::!1 ::s: R et Ir l + r21 ::s: R, on en déduit d'abord que Itll 
et 1/;21 sont majorés par ITI + R~ puis qu'il en est de même de Ird = Itll, et 
qu~on a dOllC Ir 21 ::s: + 2R. 

Il en résulte d'abord que, en posant E = d(J/(47ip) , la distributjon u = E*f 
est bien définie, et que 

Du (OS) * E * f = f. 

Si 111aÎlltenant 'v est une solution de la mêlue équation nulle dans le passé, 
les supports de E et 'LI sont. convolutifs, et on a 

v = E * (0 J) * v = E * f. 

Enfin, la description du support ne fait que paraphraser la relation 
Snpp(E * f) c Supp(f) + r, 

Physiquernellt, f représente les causes (sources sonores) lunlÎnellses: ... ) des 
ondes décrites par 'Lt. Il est assez remarquable que, à partir d \lne condition 
de causalité très faible (des causes nulles dans le produisent des effets 
nuls dans le passé), on en déduise la relation de causalité beaucoup plus forte 
fournie par 1a Inajoratiol1 du support. de '/1, : les causes ne produisent d ~effets 
que par propagation à la vitesse 1. Ces effets sont postérieurs aux causes, non 
seUleU1811t clans le repère initial, rnais aussi dans tout qui s'en déduit 
par une transfonnatioll Lorentz respectant le sens du teulps. 

En particulier, d(J / 41i P est la seule soIn tion élélnentaire qui soit nulle dans 
le passé. 
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8.3.3. Problème de Cauchy. - Pour les équations eOll1pOl'tant une va
riable de telllpSl on se pose souvent la question de dét,errnîner l'évolution 
(libre ou avec second llwmbre) connaissant la situation à l'instant initial. Ce 
problèlue prend ici la fonne suivante, olt ho et hl sont des fonctions données 
dans , et où 'LI, est inconnue. 

O'/J,(t, r) 0 pour (t, r) E [0, oo[x1R3 

u(O, r) = ho(r) pOlU r E 

â(U(Olr) = hl(r) pour r E }R3. 

L'équation des ondes étant invariante par rellverseluent du tmnps, il sc trouve 
que l'on peut en fait résoudre le problèlne dans lK·1 entier. 

Nous supposerons ho et hl de classe CI=:<:!. Dans un prenlÎer telnps, en 
adlliettant l'existence d'une solution de classe C2 , nous allons n10111;1'er qu 1elle 
est nécessairement. donnée par Ulle l'onnule bien précise. PUi8 nOlIS 111ontrer0118 
que cette fonnule donne effectivculcnt. une solution de classe Coo du problènlc 
de Cauchy. Le lecteur pourra luontrer que les conditions de régularité Îlnposées 
alL"'\: hi peuvent être affaiblies. Nous verrons plus loin que c'est dans le cadre 
des espaces de Sobolev que POll peut obtenir les résultats les plus précis sur 
ce point. 

8.3.4. Condition., nécessaires. Supposons donc qu~il existe une solution 'u, 

de classe C2 , et considérons la fonction H(t)u(t, r). Il s'agit d'une fonction de 
classe C 2 par l11orceaux, dont nous pouvons calculer les dérivées (rordre 1 et 2 
pal' la fo1'nu11e des sauts clans l'espace. Pour les dérivées spatiales, les termes 
de saut sont nuls, fangle de la normale à l'hyperplan t 0 avec les directions 
de dérivation étant égal à 7r/2. On a donc par exelliple o;;(H(t)u) = H(t)D;;u. 

Par contre~ on a Dt(H(t),u.) = H(t)Dtv, + P.o, en notant 1/'0 la distribution de 
sÏluple couche portée par Phype1'plan t = 0 de densité ho(r). De IIlênle, OIl 
obtient 

o[ (H(t)'u) = H(t)ol'lL + Pl + âtP'o, 

en notant {LI la siulple eouche de densité hl' 

En SOlluuant ces dérivées, et en ut.ilisant le fait que O'u. = 0: on obtient 

(8.6) 

La fonction H(t)'/1, est nulle dans le passé, ct il en est de luêllie de la distri
bution figurant au second lllelllbre de (8.6) l dont le support est contenu dans 
l'hyperplan t = O. Le théorèule 8.3.2 s'applique alors, et OIl obtient 

(8.7) 
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en notant toujours E = da'j(41fp). Cela prouve déjà que la solution 'tl, si elle 
existe. est nécessaireulent pour t > 0 (la rnêll18 preuve s'appliquerait 
à t < 0) 1 pal' la fonnule ci-dessus. 

8.8.5. E:rplidtation (ie (daj(41fp)) *fL On notera p, une distribution de 
sirnple couche de densité h(r) E c oo (IPl3) portée par t = O. Nous ne disposons 
pas de fonnule explicite pour calculer le produit de convolution de deux siInples 
couches 1 dont rune de sureroît est portée par une hypersurfa.ce non régulière. 
La rnéthode consiste à approcher l'une d'entre elles par une fonction Coo, à 
calculer expliciteulellt le produit. de convolution, et ~1 utiliser la continuité de 
celui-ci. 

Soit X,,(t) une approxirnation de l'identité sur lR'.1 et considérons les fonctions 
p,::(t, r) XE:(t)h(r). Elles sont de classe , et c'est un exercice facile de 
lllolltrer que Pê -+ fi, au sens des distributions. D'autre part, pour S; 1, elles 
ont toutes leur support dans oo[ xlRJ , qui fonne un couple convolutif avec 
r. On peut. donc appliquer le théorèlllc 7.4.9, et on obtient 

E * tt Ibn E * p'€' 
ê-î-O 

Les fonctions E * I-"ê sont données, pour chaque point (t, r) fixé, par 

(E*tt~)(t)r) \E(t'lr')l/-"ê(t-t',r-r')/, 

fornn11e que l'on peut expliciter en utilisant (8.5). On obtient 

(E )( ) 
l X:::(t r-')h(r - r') 1 

, * ILê t, r = Jp:l 41fT' dr . 

Il sera COllUllocle cl \ttiliser les coordonnées polaires r' = 'l" () l () Elen notant 
la sphère unité de }R3) et dS 11leSUre de surface de celle-do On a 

(E * Pô) (t, r) ff, XE (t - ·,.')h(r - ,.18)1" dT' dSj4", 
., [0,00] ><5-

L'intégration en () a111ène à considérer la quantité suivante, rU:l1Cn-.lIO dans Ift x m:3 

M(a, r) = ,f., h(r a8) dSj4rr, 

égale à la rnoyennc de h sur la sphère de centre r et de rayon lal On obtient 

(E*i-L,::;:)(t,r) = l x;;:(t-'r /)r'l\l(T'lr)d'l". 
J[Q,co[ 

Nous avons pu appliquer le théorè1ne de Fubini, la fonction à intégrer étant 
bornée, et le dOllw,ine d'intégration eOlupact au tenue Xé(t-rJ ). 

La suite de fonctions r' H XE. (t 'r') converge vers âl. l et la fonction 1vl est 
de C''XJ (voir ci-dessous), on a donc convergence vers 0 pour t < 0 et. vers 
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la valeur en ,,.' = t pour t > O. La convergence presque partout de fonctiollS 
unifonnélnent, bornées entraînant la convergence au sens des distributiol1s~ on 
obticllt 

(E * Il,)(t, r) = tH(t)M( t, r) = tH( t) ,l:, h(r - tB) dB !4rr, 

8.8. fi. 11 érification . ..... - En reportant le calcul ci-dessus dans rexpression (8.7), 
il reste à prouver que nous avons efIectivelnent obtenu UIle fonction C,x.: vé
rifiant les conditions initiales voulues. 

Dans l'expression intégrale définissant A1(a, r)~ la fonction à intégrer h(r
aB) adnwt des dérivées de tous les ordres par rapport au "paramètre" (a, r), dé
rivées qui restent llniforlllén18nt bornées lorsque (a t r) reste dans un cOlnpaet. 
D'après le théorèrlle de dérivation sous le signe sonlnle~ la fonction 111(a, r) est 
clonc de classe 0 00 dans lit-J. . 

Par définitionlllénle de 1\1, on a j11(0~r) = h(r). La fonction tl'1(t,r) est 
donc une fonction C,x" nulle sur l'hyperplan t = O~ et dont la dérivée par 
rapport il t Y vaut h(r). La dérivée seconde y est égalelllent, nulle, la fonction 
étant; hnpaire par rapport à l:. 

Si on revient au problè,me initial~ et si on pose 

'ur t, r) t ,l:, hl (r - tB) dB !4rr + Dt {t ,~, ho(r tB) dB! 4rr } , 

on obtient donc une fonction de classe Coo, égale à ho pour t = 01 et telle que 
â(u, est. égal à hl sur ce ruéllle hyperplan. 

Il est inutile de refaire un calcul pour rnontrer que r on aD1/, = O. La partie 
"E;rpUcitation . .. ,) ci-dessus a prouvé que E * (J.f'l + âtp;o) est égal au produit 
de H(t) par la fonction 'Il. ci-dessus. Le support de D(H(t)n) est. contenu dans 
t 0, et on a donc D'LI, = D(H(t;)u) = 0 pour t > O. Par continuité de Du, 
c'est encore valable pour t = O. 

Rernarquc 8.3.7. La résolution du problème de Cauchy non homogène 
(DlL f avec les lnêlues conditions pour t = 0) se nUllène en principe aux 
deux problèInes précédents. On résout d'abord D'Ua f avec '11.0 nulle dans 
le passé. Dans les bons cas, on pent définir ko et kl conlIue les traces sur 
l'hyperplan t = 0 de '/1,0 et; de Brno. Si on appelle 'U la solution du problènle 
de Cauchy h01llogène, associé alL"X données ho ko et hl - kl, on obtient la 
solution 8n posant 'iL = UA + V. 
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E;vercice 8.3.8 (Équat.ion de.':! ondes (!:n dirncn."ùJ!I ,tJ (Fespacc) 

011 cOllsidc-'!re dans IR: ::< IPP. dont on notera (L;1;, y) le point courant. Je c:ône 
plein Ci défini par t ~ O. + y2 :::; 1:2 . Soit E la fonction définie par 

E(t, ,J. y) = { 
pour ('l, ;1:, y) E G 

pour ;/.:, y) ~ Ci 

(a) Démontrer que la fonction E est. loealenwut s011lmél,b1e. On (l,cbuettra que 
l'on a 

(
Da 

:.'It'l '::1 ') u)- u:Z;-
a ) a- ') E zr 

s. 

(b) Énoncer et dérllolltrer ranalogue du théorèrne 8.:3.2 da.ns ce cas. 011 mon
trent que, C0111111e en clÎTllensioll 3, les ca.uses ne produisent pas d'effet se pro
pageant à une vitesse> 1 mais que) à la. différence de la dilnensioll 3, elles en 
produisent se propageant à des vitesses < ~. 
(c) DOliuer les fOl'luules pennett.allt de résoudre le problèlne de Ca,llchy. 

8.4. Équations différentielles et intégrales 

Nous allons considérer l'espace 

V~ = {'/.l, E V' (lE) 1 Sl1PP(v,) C [O~ 'x· [ } . 

Il est clair que p exe111plaires de [O~ 'x[ constituent, 1111 p-nplet convolutif. Le 
produit de convolution est UIle loi interne daus D~!_ ~ assoeüüive et cOlullllltative. 
Pour u E V~, il existe au plus un '1.' E V~ tel que 'l/, * 'LI = 8. S'il existe, on 
notera 'V = 'L~,*-l. Plus généralmnent, on ;lOtera u*JI, pour n E le produit 
de convolution de In·1 èxernplail'es de u ou v selon le signe de n. en désignant 
conune il se doit par '/1,*0 réléllwnt neutre â. 

E:z:e-mple 8.4.1. - On llloiltrera à titre cl ~exercice (lue, pour ,,\ 
butioll 8' - 1\6 est inversible, et que ron é1 

(J' ,,\8)*-1 H(t)e,\f 1 

t'l-leM 
(S' - ,\â)*-fl = H (t) (' ~ 

n-

la distri-

Il en résulte qu'une équation difTôrolltielle linéaire à coefficients consta.nts (llon 
tous nuls) possède toujours une solution élémentaire appart.enaul; iL D~f-' Il 

suffit factoriser .il. = 2:;;=oo" .. 8k sous la fol'luC 

1 ( -1 \ ,)*n l ( -1 \ .'\' Hl[ 
j- = (J/I Ô ,,\] (1 , *, .. '* () -, /fJ) - , 
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où les /\i sont les racines du polynôme 
solution élémentaire est 

0,,,1;'" ef', les CtJ leurs lllu1tiplicités. La 

'1*-1 - -1 II( \' \ . \)*-ü; r - a Il (J - AJ (} .. 

Remarque 8 .. {2. Bien entendu. un élénwut à support COllll1act et inversible 
de D~ peut pOtis6cler d'autres solutions élélnclltaires dans V'(1Pl), luais il n'en 
existe ([li ~uue seule à. support daus [O~ 

Il est be;:mcollp plus él,gréable de I;ravaillcr comme eÏ-dessus dalls une alg(~
bre (associative) de convolution nous l\wons vu, ce n'est pas toujours 
possible. En dÎlllcnsion quelconque, [' (lP{lI) en est une, lllé:ÜS SOlI illtérèt est 
lÎlnit(~ car très peu d'élélllOnts y sont inversibles. Dans respace t,CllllpS 
ralgèbrc de convolution fonnée des distributions à support dans {( L r) 1 t ~ r} 
est intéressaute, et présent.e beaucoup d'analogies avec D~. 

3; Équations intégrales de seconde ey'J]Jèct~. ._. Le problèllle cst souvent 
IfJrnuIlé de la Inani(~re suivant.e : trouver 'u( t) sur [O~ oc [ vérifiant 

l
't 

u(t) + k(t, -
.n 

dB = f(t). (8.8) 

Nous supposerons l.: et f localement'. sonullables (y cOlllpris au voisinage de 
l'origine L et reformulerons le problèmw eonlnlC suü trouver '/1, E D~ vérifiant 

(8.9) 

pour [J E 'D~!_ (par exemple, [J = Hf). La résolution repose sur le résultat 
suivant. 

E:Dcrcù:e DéuI01ltrer que la série (_1)11 (Ifk)*/J converge en 
nonne L l sur chaque eornpact. On pourra dél1l011!;rel' d'abord le résulta.t 
lorsque JI k cst à support dans [E ~ ::x[, puis écrire H h: daus le cas gélléra.l 
eonl1W~ SOlllnlC d'uuc fonction du type précédent, et d'une fonction dont la. 
norme dans L1 est strictement inférieure à L 

nous notons H (t)l (t) la. [onction loca1cnleul; HOlumable SOlIune de la 
précédente, eu appliquant. le t.hÔOl'(HllC 7.·::1.9 sur la continuité du produit de 
convolution (avec F G = [0, 'Xl[)~ on obtient 

ce qui fournit. nnverse de convolution de (5 + Ifh. Le problèuw (8.0) est. donc 
résolu par u (â + Ill) * g. En particulieL le problème initia] (8.8) se résout 
par 

I·
t 

u (t ) .f (t) + 1 (t - s) f ( .., ) â.., . t 2:: O . 
. 0 
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8.4.5. Éqtw.i:ions intégralcs de première ---- Tl s'agit d'équations que 
l'on écrit souvent 

j
't 

k(t - .s)'U .. (.s) d.s = .l(/;) , j;?: 0 
. 0 

(8.10) 

et qu'il est nécessaire cette fois-ci (ce n1était qu'utile dans le cas précédent) de 
reforllluler en tennes de dist;ributiollS : pour .li E D~, trouver 1/, dans le Inèrne 
espace vérifiant; (,H k) * 'U = fi. 

Nons supposerons k de classe Cl, avec /,;(0) =1= O. L'équation précédente est 
équivalente à l'équa.tion obtenue en dérivant les mClnbres (on passe de 
rune à rautre cn convoluant par <5' ou par son inverse fI) 

(k(O)â + I-J 1/) * 'U = g' 

où on a. utilisé la fonnule des sauts. En posant (J. k(O), il s'agit de détenllÎner 
rinverse de {) + a-1H k'. La. résolution des équations de seconde espèr:e nous 
a appris que cet inverse existe et est de la fortne â + ,Hl. On obtient dalle la 
solution de (Hk) * 'lJ, g pal' 'l/, = o,-l(g' + I-Jl * fi'). 

Revenons lnaintenant au problënle (8.10)~ qui correspond au CilS 9 II.r 
en supposant la fonction f de classe Cl. Ou obtient done 

'li, = 0.-
1 ((â + Hl) * (f(0)8 + Ifl')) 

=a~l (f(O)r5+H(i) {l(t) +f'(i) +.{l(i 8)f'(S) d,,}) , 
Si /(0) = O~ le problbnG fonnulé par (8.10) poss(~de UIle solutioll donnée par la 
fonction entre accolades ci-dessus lluIltipliée par a-1

. Dans le cas contraire, il 
n~y a pas de fonction solution qui était prévisible dès le début en regardant 
les lirnites pOlU' t -t 0) l 1uais il y a une distribution solution qui est SOlllme 

d'une fonction et. d\llW luasse ponctuelle à Porigin8. 

E:r:crcice 8.4.6. - Résoudre la luênle équation en supposant /,: de classe C'J) 
avec /,;(0) = 0 et k'(O) # O. 

8 .. 1.7. Calcul syrnboliq'l1,e de Heaviside. -- Les distributions dont le support 
'cl' 'l' .. cl 1 c . ~II -k ,\,,11 (. \/)*J' Eli est 1'8 lut a 'ongllie sont e a 101'1ne LJ.~;:::::;o o,/.:ù' = .:: .... ;/ .. =0 (l,\. [1 \'. .; es 

fOrlnent un a.nneau P pour la convolution. is(nnorphe à rallneau des po
lynôules. COllllne nous l'avons vu plus haut., tout élérnent 110n de P 
adlnet Ull inverse dans V~, et le corps des fi'actions de P s'identifie donc 
à un SOllS-COl'pti J( de D~, î~orIlorpbe au corps des fractions rat.ionnelles (pour 
la rI1ultiplieat.ion usuelle) en une variable. 

Il est traditionnel de noter p la variable en question. L'isorllorphisrne 
précédent; est facile à décrire. A la distribution â correspond l'élélnent. 
neutre t il {)' correspo1ld p, à SIL = (1.5' )*k correspond Il, et iL la fonction 
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H(t)c·\tlk-l j(k 1)! = (8' - ,\())*-k correspond (p - /\)-k. La décOluposition 
des fi'actions rationnelles en élélnents shllples nous assure que K est constitué 
des combinaisons C-lin6aires des distributions précédentes. 

Si Ina.Îlltenant on veut résoudre daus V~ l.llle équation de convolution 

A*U B 

où A et B apparUennent à !C, on écrit fractions rationnelles A(p) et; B(]1) 
correspolldantes. La solution doit correspondre à U(p) = B(p)jA(]J). On dé
COlnpose cette fraetion rationnelle cn éléllWllts sÏlnples, et les correspondances 
ci-dessus donnent 'IJ, sa.ns aucun caleul supplélncntaire. 

Cette llléthode fournit 110ta1111118nt les solutions élénl(~ntaires à support dans 
[O~ ex: [ de toutes les équations différentielles à coefficientR constants, r11ais aussi 
d 'ôquat ions intégro-ditIérentielles. 

E:rCTcice 8.4.8. - Résoudre u'(t) +.I~ cos(t s)u(s) d8 = lU) pour t 2:: 0, ou 
plus préciséluent 1 pour f E Lfoc(1F.), résoudre dans V~f-

(S' + JJ(t) cos(t)) * 'lJ, = Hf. 

Nous verrons plus loin que la t.ranSfOl'lllation de Lapla.ce nous donnera une 
autre int.erprétation de l'isolllOTphisllle ei-dessus. et nous pennettra de l'é
tendre à un ensemble de distributions beaucoup plus gros que K.. 

Ce calcul sYlnbolique a Întroduit 1 avec conuue on l'imagine des ;;justifi-
cations" très cliflérent.es, par l'ingénieur anglais Heaviside en 1893. 



CHAPITRE 9 

TRANSFORMATION DE FOURIER 

La transfOrlnatioll de Fourier nous perulettra l grâce au théorèrue d'inver
sion, d'écrire une fonction sonunable et plus généraleillent une distribution 
\;ell1pérée cornme une superposition de fonctions exponentielles cOlllplexes. 
C'est un outil très puissant pour étudier les équations de eonvo]u!;ion, la, réso
lution de celles-ci se ralUCllant il, des problèllles de division. 

COlluue on l'huagine, il est hllportant de pouvoir utiliser cette transforma
tion dans des conditions les plus générales possibles. NOlIS la définirons d~abord 
dans le cadre, trop restreint, des fonctions sOlunlables. Pour fétendre) nous 
aurons ensuite recours à uue stratégie dont refficacité n~est plus à c1érnontrer : 
reculer pour Ini81LX sauter. Nous introduirons un espace S beaucoup plus petit 
que LI. - nIais dont le dual S'est beaucoup plus gTOS qui jouit de bonn8s 
pTopriétés d'invariance pour la transf:ormatioll de Fourier. Pal' clualit;é~ nous 
pourrons enfin étendre cette transfonnation à S'. 

Il n'est lllêLlheureusclnent. pas possible de définir la tranSfOrlllée de Fourier 
crune distribution quelconque 'lI. Cela dit: la linlit.ation '1/, E S' n'est pas 
trè~s restrictive: cm un sens qu'il faudra préciser, les élél1l8nts de S' sont des 
dÜ:it.ributions quelconques à distance finie, ruais dont la, croissance doit être au 
pIns polynomiale à l'infini. 

9.1. Transformation de Fourier des fonctions sonnnables 

Théorème et Définition 9.1.1. - Soit f E Li (lR~n). On appelle f'l'ans
fonnée de Fourier de f la fonclion" notée T Oll F(f). pOUl' ~ E lttTl 

par 

Î(ç) =./ .f (:1:) da:, (9.1) 
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en n,oto:nl ;r; • ç le prod'Llit .':i(,:alaire de iRn . La fonction, T e.,t co ntin:u.e. tend 'Ocr.., 
o ri. l'ÎnIùl.'Î, cl. vérUic 

(9.2) 

Il est clair que ht valeur de .Î' en chaque point est lIlajorée en ulOclule par 
J lf(:z:)1 d:c~ croù finégalité (D.2). D'autre part., si une suit.e {j converge vers 
ço. les fonctiolls (,",-i:l'·E.,i/(:r) convergent cn cha.que point vers e-i.r:·~Of(;DL et 
son~11lajoTées cn lIlOdu1e par la fonction SOllllllé:l.ble lixe If(;(;)I. La continuité 
de f résulte du !',héorèlne de Lebesgue. 

Nous verrons ci-dessous (théorèule 9.2.4) que, si rp E Cff ), la fonction 
rp tend vers 0 iL rinHni. Pour chaque f E L 1 , 011 peut trouver une suite rp} 
cl 'éléuwuts de Co telle que III - 'Pj" Li tende vers 0 (voir théorbne :3.5.1). Il 

résult(:~de{9.2) que liT - zpj!IL/'o tend vers 0, et. la fonction .r quj est linüte 
unjfonne de fonetions t.endant vers 0 à l'infini. possède la luêl1l8 propriété, 

9.1.2. Trallsforlnées des fonctions gaussiennes. - Nous présentons ci
dessous, sous forme d'uue suite d'exercices élélneutaires, la dérnonstration du 
résu] tat classique 

:F (e -a l.r I2 ) (9.3) 

Oll (t, est une constante> O. 

E:rerôce 9 .. 1..:1. En dirnension 1. posons g(O = J e-i:I:~c-·r2 (h;. Déll1011trer 
que 9 est. de cla.sse 0 1, et déduire de l'expression de r/ que g est. solution de 
réquation djfrérentielle 2g'(E,) + 67(~) = O. 

Démontrer que l'on a !7(~) = vfiie-E,2j-! (011 utilisera .I~. d:,; = fi). 

E:l:ercice .9.1. 4. Ivlontrer que, si f E LI (IR), la transformée de Fourier de la 

fonction f(:;;j,\) est. la fonction lAI T(/\O~ et en déduire (D.3) pour 'fi. l. 

Soient li'.i 1, ... ~ n" des élélllellts de LI (lE). DéulOntrer que la trans
formée de Fourier clans JItIl de la fonction F(:c) = fl(:1:1) ... fIlCI;n) est la. fonc-

tion F(ç) = .h(Çl)'" h(çn). En déduire (D.3) dans le cas général. 

Théorème 9.1.5 (Inversion de Fourier). - Soit f E Ll(lR:.") tell(~ que 
lE LI ). On il alors 

(9.4) 

OÙ 0'11 n noté l'an,alogu,e de la f;ra,'n..~Jo'l·,n(ltion, de Fourier ollie'nue en rem,-
plaçant i par -'Î dans (9.1). 
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La valeur au point :z: de la fonction figurant au lll(jlnbre droite peut s'{~(Tire 
(21ï)-n I (.1' ei(.r-y)-E,f(y) dy) d( mais il est Ïlllpossible (rappliquer le tbéor(~llle 
de Fubini, la fonction à intégrer n'étaut pas SOlllllHlble claus _ NOL1s allons 
la, lllultiplier par la fonction e-~21~1:! /"1 qui tend vers 1 pour E 0

1 
et évaluer 

de deux manj~~res différentes l' int{~grale. 

Posons donc 

1 ~ 1 ~ (1 f (11) dU de. (0.5) 

Cette rois-ci, le théorèlue de Fubini est applicable, (:1; on obtient Cil iutégraut 
d'abord par rapport à 1) 

f(~) dt:,_ 

Lorsque E -+ 0, lél fonction il. intégrer reste major6c en nlOdule par la fonction 
sOllllllable Ilxu If(ç)l. Le UH~~orÈnlle de LelJ(~sglie cntra.îne que l'OH :1. pour 
chaque :1: 

lÏln L(:r:} 
~--;.o - .. 

Si nous calculons llw.intcnallt (9.5) en illtégrant cl 'abord par rapport à ç ~ on 
obtient 

c\:st-à-dire JE 

1,('':) = ./ Gz {" - !J).f(y) du, 

* .r où on a, posé 

Gz(z) = (27r)-n ./ 

En utilisant. (9.3) avec n = E~ (L ou obtient. 

avec 

En notant que la fonct.ion G I est d'intégrale L on voit que la fa.tnille des 
a tontes les propriétés d'une approxÎ1nation de l'idcnt.ité, à l'exception du 

fait que les gaussiennes ne sont pas il support COlupact. Ceht u'empêcIie p<:L':i 

les * f de converger en Bonne L 1 vers f pour toute fonction sOlumable f 
(voir exercice (3.4.7)). 

En résulué, les fonctions [2: convergent vers (27f) -0 Fe!) (ln chaque point ;I;~ 
et donc au sens des distribntiolls puisqu'elles sonl; Inajorées par la, constante 
(21ï)-Il.II.nILl' D\L1Jtre part, les ICi convergent vers f en llonue dans et 
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donc au sens des distributions. Les fonctions f et; (:hr)-n :F(/) sont égales en 
tant que distributions. et donc en tant qlllélélIH~nts de L1 • 

Remarque 9.1.6. A posteriori, on voit que les hypothèses du théorèule ne 
peuvent être relllp1îes que si .f est (égale presque partout à) une fonction 
eontinuc tendant. vers () à finfilli: :F transfonnant les fonctions sounnables en 
des fondions de cc type. Cela écarte des fonctions d \111 usage tout à fait 
eourant en lllathélluttiques connue en physique. 

La. nécessité de sortir du cadre des fouctions sOlIllnables est en fait apparue 
très tôt. Les grandes étapes cn sont la définitiol1 de la transforInée de Fourier 
des fondions de carré sonunable par Plallcherel~ et l'extension par L. Schwartz 
aux distributions t.culpérées. 

E:t:ercice D.l.7. D6tenlliner. sur la transfol'lnée de Fourier de la fonction 
égale à 1 sur [-0" al et à 0 ailleurs. 

Détcrminer~ pour /\ > O~ les transforulées fonctions I-J(:z:)r:;-'\;!: et 
En déduire la transfonnée de Fourier de la fonction 1/(:1:2 + /\2). 

Remorque, 9,1.8 (Questions d'-inIlŒria,n,ce). La structure euclidienne de lP~n 
Il 'est nullernellt nécessaire pour définir la transforInation de Fourier. SnI' un 
espace veet.oriel réel E de dirncnsion n" la transfonllée de Fourier d'une [onction 
sOllllllable f est définie de llléulÎère naturelle connue une fOllet.ioll sur le dual 
E* par 

'if f, E E* , 1(1;) = J , Ç) f ( :r:) cl:z:, 

le seul choix arbitraire est celui de Pélément de VOlUlIIe (l:1: qui n'est défini par 
la structure vectorielle de E qu'à un facteur près. 

Plus géIH~rah'Ill('nt, sur HU groupe abélien localement compact G, ou introduit le 91'1J'lIPC du.al 
ê constitué des car(1.ctère.' de G, c\est-à-dire des hornornorphismes continus de G dans le 
groupe mnIt,iplicatif des nombres complexes de module 1. Il exist'e d'autre part une mesure 
d!! SUl' G inva.riant.e par t:rallslatÎOTL unique à un facteur près. La transformée de Fourier 
d'ml(' fonction sommable sur G est: la. fonction définie sur ê par 

Le groupe ahl'lien ê est-. naturellement IHUlli d'uue topologie cl'espace localelnent compact., 
son groupe dual est canoniqllement', iSOlllOl'plw il et: la formule d'inversion de Fourier est 
valable dans c(' cas .. 

Le groupe dual È d'un espace vectoriel E s'identifie à, son espace vectoriel dual E- par 
l'applicaiiou (lui Ü ~ E E'" fait. correspondre le caract-c'H' .1' t-+ ,~) ; on retrouve la définition 
ci-d0SSlIS. Le groupe dual de ) s'îd('ntifie à Z par l'application qui à l'entier p fait 
correspondre le canu:J-ère .r t-+ ; ou retrouve la t.lléorip des séries de Fourier. 

Rc-rnon]'ae D.l.D ((J'ue"tio'HS de normalisation), -- Ilexistecles val'ÎautesdallS 
la définition de la transformation de Fourier dans IP~n. La plus courante est 



9.2. L7ESPACE S DE SCHWARTZ 167 

la suivante, qui revient à choisir la fréquence au lieu de la, pulsation COllllue 
variable: 

L'avantage est. que l'on a FI. et que FI est une iSOluét.rie de L 2 . 

L'inconvénient est que les ütdeurs 27r réapparaissent lorsqu~on écrit la t1'ans
l'onnée de Fourier d\l11c dérivée. 

On utilise aussi la transfonnatioll f H (27r) -n/2 F(f), qui est une isoluétrie 
de L'2, nulÎs pour qui la convolution n'est transfonnée en lllllltiplication qu'à 
un facteur près. 

Il est i111portant, en lisant un ouvrage ou une table de transfol'1l1ées de 
Fourier de s l assurer de la nonnalisatioll utilisée. Il est bien sftI' facile de passer 
de rune à rautrc des conventions. Le 1eeteul', rOlUpu aux problèlnes de chan
gClucnt d\lllÎtés en Physique, trouvera là un nouveau champ d'application à 
son activité favorite. 

9.2. L'espace S de Schwartz 

Définition 9.2.1. On dit que ~ a.ppartient à S(ffil1
) si ~ E Coo et si cp et 

tout.es ses dédvécs sont "à décl'oi.ssance rapide", c'est-cl-diTe que leul' produit 
par U'II, polunôrne quelconque C8t une fonction bornée. 

Il est équivalent de dire que les quantités suivantes 

~)(<p) = L Il;I;OalJ~(;z:)I'D~';; 
Inl:S1' , I,d l:Sp 

sont finies pour tout p. 

Rf:rnarqv.e 9.2.2. L'espace S contient Crr. En fait, alors qu'j] n'est pas 
totalement évident que Cir contienne des fonctions non nulles, il est beau
coup plus f~Lcile d'exhiber des élérnents cIe S. Par exelllple~ le produit (rUne 
gaussienne par un polynôn18 appartient à S. 

Proposition 9.2.3. - L'espace S est sta.ble par dérivation et par 'ln'1lltipli
cation par les polynô'me8. Les élérnents de S sont de., JOT/ctio'us sonl'lTutbles 
te'nelant vers 0 à 1 ïnfi:ni, et il e;û.,te des constantes Cp telle8 que 

'ïfcp ES, L ,,~Doa-{Jcp(:1;)IILl :S C]>.A0J+n-t·l(~). (9.6) 
10 l:Sp , 1.i31 'S,p 
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Il s'agit de conséquences illunédiates de la définition. La dernière lllajoration 
provient du fait que, pour Inl ::::; p, 1;31 ::::; ]J, on a 

li(l + L 1:z:;\1l+1);J;O af3 'P(:z:)IIL= ::::; J~j+rH-I('P)' 
On obtient donc 

et, Pintégrale étant finie, PestiInation (9.6). 

Théorème 9.2.4. (a,) La tran.sfonnation de Fourier applique l'espace S 
dan" lui-1nê'lne. et il e~I:Î.ste des consro,'ntes Cp telles que 

(9.7) 

(b )~atrlJ'fJ,.'donn(l,tign Fou'l'ic1' Fesl un isorfl.orphùnne tle S BUT hâ-rnème. 
d'inverse F-1 = 

Il suffit de délllontrer la partie (a), En effeL le théorèrue d'inversion, applicable 
lorsqu'on sait que 'Il et ip sout dans S et donc sOlnmables, assure que (271)-11 FF 
et (21f)-IlFF coïncident avec l'identité sur S. La partie (a) résultera des dmDc 
lenuncs suivants. 

Lemme 9.2.5. Soil 'Il ES. Alors rp C8t de clas.o:;c Cl ~ et on (]/ 

Il suffit d'appliquer le théorèlne de dérivation sous le SOl1une à l'intégrale 
J e-i:r·t:'P(.E) d:/;, La. dérivée pm' rapport à ~j donne (-LDj )'11(:1:), fonction 
Inajorée en Inodllle par la fonction fixe 1:Z::i'P( :1:) l, La fonetioll ;1:j'P appartient 
à S et clonc à LI. croil le résuHat. 

Lemme 9.2.6. Si 'Il E S. on a 

Pour sÎlllplifier notations) nous supposerons .i H, et nous poserons :1;' 

(;q, ... l :D n-1). Pour chaque :];', on a 

r ~I (,.t " ) 1" - 1 (:t ) -i;l:n~n (,.1 " ) l,' JE un i.p .Z; ,.Z; Il (',1, n - .lm: /.çn C i.p .l, l,l, /1 (,,1, n 

par intégration par parties, la fonction tendant vers 0 pour :1: 11 -+ ±'X'. Il 
suffit lllêüntenant de nulltiplier chacun des par e-i.lJ,~, et d'intégrer 
par rapport à :1;' pour obtenir (9.8). Nous avons pu appliquer le théorèllle de 
Fubini : les fonctions 'Il et ôn tp appartiennent à S et sont donc SOlnlnables 
dans 
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9.g.7. Fin de la démonstration du théorèrne 9.2.4. - En appliquant 1/31 fois 
de suite le le1111u8 9.2 .. 5. on obtient [)~Ç5 (-'i)li:lI:F(;/;Ô<p). En appliquant 

, <., 

ensnite loi fois le lCllune 9.2.6~ on a 

A raide cIe l'estiluatioll (9.2L on en déduit 

~)( (P) L Ila.~: (:1:/
J 
<p) Il Ll ::; CfJ L Il:1;(1' o:J;:' <pllv 

, 1!3I$p 10'1::;1' , IJ,j'l::;p 

en utilisant la l'onnule de Leibniz. Pour conclure, Hue reste plus qu'à 111ajorer 
le lllell1bre de droite par C::)\/~)+n+l (<p) à raide cIe la proposition 9.2.3. 

Renut'l'quc 9.2.8. On voit apparaître ici pour la preIuière fois U11 phéllolllène 
très Ïlllport.ant : la transfol'luatioll de Fourier échange régularité et décrois
sance à ril1fini. C'est paree que les produits de <p par les nlOnÔlnes de degré::; p 
sont SOl1unables que Ç5 est ]J fois dérivable, et c'est. parce que les dérivées de <p 

jl1squ'à fordre p sont sOlllmables que Ç5(ç) est U11 O(lel-p
) à l'infini. 

Le lecteur pourra vérifier que les A'~) sont des nonnes Sllr S el'.l s'il a lu l'appendice C, 
WlTCl que la InajoratÎon (9.7) expriuH> que Fopérat:eur :F est continu de S dans IUÎ-même, 
lorsque ce dernier espace est Illuni de la structure cl 'espace de Fréchet associée aux ."\I~). De 
même, le thôorèmc suivant signifie que Ci)-' est dense dans S. 

Théorème 9.2.9. - Soil <p E s(~n). Il e:riste aloTs une suite <Pj (Félé
ment" de Co (W[lI) telle que l'on ait pour lout p 

Jiln ~)(<p - O. 
J-+OO 

Soit \fi E Cff' une fonction il 1 dans la boule de centre 0 et de rayon 
1, et posons <Pj (:z;) = <p(:r) \Ji (:1: /j). Ces fonct.ions sont à support C01npact, et 
coÏlleident avec <P sur la boule de rayon j. D'après la fonnule de Leibniz, on a 

En nlllltipliant par :cO: la relation précéclent;e~ et cn prenant les bornes supé
rieures, on en déduit 

Le prerllier tenue tend vers 0 pour j -+ 00, la fonction :z;o f).d <p tendant vers 
o à l'infini, et le second tenne contient l/.i en fact.eur cl 'une quantité finie. 
L'expression ~)( <P <PJ) est ainsi une SOllllUC finie de quantités tendant vers 
O. d'où le résultat. 
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9.3. L'espace S' des distributions telnpérées 

Définition 9.3.1. - Soit 'li, E V'(JR:H). On dit que '/.1, est une distribution 
t elllpé rée , ce qu'on note 'IL E S' (WIll )! s'ü e:âsf;e pErI et C ~ 0 tels que 

(9.9) 

Théorème 9.3.2 (Extension de la dualité). - Soit n ES', L'applica
tion tp t-+ ('11, l tp), d~finie s'ur Cif'. se prYJlonge de manière 'l.tn:lrj'lJ,C en n'ne forme 
hnéail'e 8'//,1' S (q-ae l! on, notera encon~ tp t-+ (li, ~ tp)) qui vb''ifie 

(9.10) 

Cette e:dension de la lÎ'llalité identi,fie S' à l'espace des fonnes linéa'i'l'f~s s'Ur 
S qui 'VéT~fient une e!itimation du t:lJpe précédent. 

Cett.e situation (existence et lluieité cl"IJ.prolollgelllent continu d\llle fonne 
linéaire continue définie sur un sous-espace dense) est bien connue du lecteur, 
au lnoins dans le cas des espaces norrnés. On utilise ici le théorèlue 9.2.9 : pour 
tout tp E S l on peut trouver une suite tpj daus Cb telle que Np( tp - tp}) -+ 0 
pour tout]J. Si 'il E S' l il résulte de la Inajoration (9.9) que la suite llulnérique 
('li, l rpj) est de CauchYl et ct dOllc une 1Î1llite. La 1nêl118 estinlation assure que 
cette 1inlÎte, que l'on notera ('/1" rp) ne dépend pas de la suite rpj choisie~ et que 
l'on a l'estÎlnation (9.10). Enfin1 si un autre prolo11gellHult 'L/,l vérifiait (9.10) 1 

011 aurait (ur, tp - tp j) -)- 0, et dOllC '/1,1 'Ll. 

Si on se donne luaintenant une fonue linéaire sur S vérifiant une Inajoration 
du type (9.10), elle définit évidenuuent par restriction ft Co une distribution 
tClllpérée '/1" et l'unicité précédenlluellt dénlOntrée prouve qu'elle coïncide avec 
l'extension de 'LI,. 

9.3.3. Exelnples importants 

-- Toute fonetion .f 10ca1enlent SOllllllab1e et lllajorée par un po1ynôlue est une 
distribution tempérée. Si en effet on a f(:D) ::; C(l + 1:1:I N ): on voit facileluent 
que J f(:z:)tp(:'/;) dx est majoré en module par C'NN+n+dtp)· 

On 1110lltrera de lllêll1e1 à titre d'exercice, que tonte fonction SOllllnablc1 ou 
de carré sOlllnUtble, appartient à S'. 

--- Toute distributionu à support COlupact est ternpérée. On sai\; en effet~ 
d'après le théorènle 6.1.3, quel si If est un voisinage de Supp(u), il existe C 
et ]J tels que rOll ait 

I(U,tp)I::;C sup léY1tp(:r)I, 
;rEA-, 1(\I~p 

et on majore faeilenrellt le 11181n131'e de droite par C'~} (tp). 
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- Une rlléthode courant.e pour prouver qu'unc distribution est ternpérée 
consiste à récrire COllnue une 80111111e de distributions vérifiant Pun des critères 
précédents. 

E:rercice D. 3.4. Dérllontrer que 'Il vp (1. /:r) appartient à S' (JR). On écrira 
tt = <pl/, + (1 - <p )u, où <p appartient à Cff et vaut 1 pr(~s de l'origine. 

E:re'f'cice 9.3.5. - DénlOutrer que, pour tout <p E Co et pour chaque entier 
]J. il existe une constante C telle que ~)(T(l<p) 0(1 + Ird)1J. En déduire que 
la fonction c,r n'appartient pas h S'(l~). 

E:cc'l'C'ice 9.3.6'. DéulOntrer que la distribution '/1, (J'k6k appartient à 
S' (lF.) si et; seulernent si la suite a" est à croissance lent.e (c'est-à-dire s'il existe 
Cet N avec lal,~1 S; C(1 + Ikl)N). 
E:u:.rcice 9.3.7. Soient 'In un entier positif et t/, un élément de l'espaee de 
Sobolev H- m . Démontrer que 'U E SI. 

Définition 9.3.8 (Convergence dans S'). - On dit que la Huite tt} 

d'éléments de S' (ffi.Il ) converge vers 'U, dans S' (]Rn), 8/ on. il 

E S (ffi./I) , .Li III ('lt j , <p) = ('U, l{J) . 
J-'rCO • 

Rem(L'f'q'I/'(~ 9.8.9. Il est clair que~ si 'li) -+ 'lJ, clalls S'~ alors 'Uj -+ 'Il dans V', 
les élél11cnts de appartenant à S. 

D'autre part~ si Uj ont leur support dans 11ll111èn18 eOInpact !{ l la conver-
gence dans V' est équivalentc à la convergence dans S'. Il suffit de choisir 
f} E Cff égale à 1 au voisinage de K, et ou a, pour <p E S~ 

dès que l'on a convergence dans V', 
La difT6rcl1ce entre les deux llotions de convergence n'apparaît clonc qu'à 

l'illfinL et est bien illustrée par l'exercice suivant. 

E:rcrcice 9.3.10. Soit ak une suite lluluérique. IvIolltrer que l'on a toujours 
nF)/, -+ 0 dans V' OR), ruais que cette ruème suite tend vers () dans S' (TI«) si et 
seulement si la suite (J,k est à croissance lenl;e. 

9.3.11. Exemples importants. Soient lj, j E N et f des fonctions 
localeluellt S0I11111ables. Le lecteur dénlontrera à titre cl 'exercice que sous rune 
des hypothèses suivaut;es l on a /i -+ .f da.ns S'. 

- Les ij sont sOlluuables et III - /jllLl 0 

Les .Ij sont de carré sOllunables et Ilf - li -+ 0 

Les li sont bornées et Iif - fjllu'O -+ 0 

- fj -+ .f presque partout. et les l/j(:7:)1 sont ll1ajorées par lm POlYllôlllC fixe. 
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Théorème 9.3.12. - Si 'LI, E S' (IR:n ). alo'l's toutes seB dérivée" appar-
tiennent à S' ). De plus, .si 'LI,j -+ tt dans S', 0'//. a ()Ll.'l/,j -+ (Pa dan . .) S', 

Pour !.p E Co ~ on a en effet 

ce qui prouve que Oru, appartient à S' s'il en est de luème de u. 

Il résulte inunédiateu18ut de funieité dans le théorèrue 9.3.2 que la relation 
\ oru, <p) = ('LI" Oj!.p) est encore valable pour <p ES. Si Uj -+ 'li, dans S', on a 
alors pour !.p E S 

ce qui dénlOntre le réslùtat. 

E:rel'ôce 9.3.18. Délllontrer que la fonctioll e,r (cos(e·r ) + Jsin(él:)) appar
tient à S' (R) (on en cherchera une prÎnlÎtive). Le lecteur COlnparera avec le 
résultat de l'exercice 9.3.5 et y verra une nouvelle illustration du fait qU\lne 
fonction qui oscille beaucoup est "petite" au sellS des distributions (voir aussi 
la renLarque 6.3.2). 

Définition 9.3.14-. - On dit qn''Ilne fonction f e.st à croissance lente ainsi 
que toute ses dérivées, ce qa ton note f E (.\u (IPl'l), si .f est de classe C·X), et 
.si ]JOUT tO'ld {J E Gr l

, il e:âste C;3 et nIf) tels que 

Cff -rS-r OZ,! 
4- ~-
E' S' 

FIGUR.E 1. Les flèches représentent des inclusions 

Théorème 9.3.15. - Soit.f E OM. 

(a) POUl' tout <p E S, on iL f!.p E S. 

(9.11 ) 

(b) Pour tout li E S' 1 on a IH E S'. Si 'u,j -+ '/1, dau.') S') alo'f'/3 f'Uj -+ fu 
dans S', 

Il faut prouver que les quantités ~)(frp) sont finies pour <p E S. En utilisant 
la l'onnule de Leibniz~ on a 

L I:ro 88 
(f<p )(;z;) 1 ::; Cp L 

loi::;p, 1/31Sp 101S]) , 1i-'/ISp • 
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où Cp s'exprime à partir d'un 1101nbre fini de coefficients binolllÎalDc Si on 
désigne par .A1p le plus grand des rtl'rl intervenant dans (9.11) pour If JI ::; Plon 
obtient avec une autre consb.tnte Cil indépendante de i.p 

~llyJ) ~ C:)~)+Mp(yJ). 

On en déduit la partie (a) du théorèrne. 

Si Inaintenant 'u. E S' ~ il existe C et ]J tels que l'on ait, pour i.p E Co, 

1 (f 'U, <p) 1 = 1 ('iL, .f yJ) 1 ::; C Np (.f yJ) ~ C C;J J~I+ Ml' ( yJ) . 

Cela prouve que la distribution Iv. est t.crupérée. Enfiu, si 'Uj -7 u dans 
S', on a (f'llj, tp) = (Ilj, fyJ) -+ ('/1" fi.p) = (l'u, i.p) lorsque i.p et donc fi.p 
appartiennent à S, ce qui adlÈ~ve la dénlO11stration. 

9.4. Transfornlation de Fourier des distributions telnpérées 

A. Résultats généraux 

Nous avons vu qu'une fonction sonunable est une distribution ternpérée. Si 
f E LI et si tp ES, on a 

(I , ij3) = ./ f(;I:)ij3(:l:) d;I: = ./ /(:1:) {./ c- i·'··!ltp(lI) dY} d:l:. 

La fonction If (:r )<p(y) 1 étant, sonullablc dans lPPll, on peut appliquer le 
t;héorbn8 de Fubini, et on obtient 

cr , ij3) = ./ .f(lI)tp(y) dU = (r tp) . (9.12 ) 

Nous allons utiliser le rnelubre de gauche de la relat.ion ci-dessus, qui a un 
sens nlênle pour f E S', COllnue définition du lllelnbl'e de droit.e. Cela nous 
garantit que la nouvelle déHnition coïncidera avec l'ancienne pour les fonctions 
sonunables. 

Théorème et Définition 9.4.1. - So'lt 'LI, E S' (JP!f' ). La tTansformée de 
Fourier de '/.1. est la distribution telnpérée notée Û O'If, :Fu d~finie par 

Vi.p E S(IR~I1) ~ (-û ~ i.p) = (u, ép) . 

Il faut. nlorÜ,rer que la fOrIne linéaire ainsi définie sur S vérifie bien une Inajo
ration du type (9.10). On a 

1 (u 1 fP) 1 ~ C/Vp ( fP) 

où C et ]J ne dépendcnt que de 'n. En ut.ilisant le théorèule 9.2.4~ on obtient 

1 (u. fP) 1 ~ C'~J+I1+I(yJ), 
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ce qui assure que 'fi E S'. 

Théorème 9.4.2. - La trnni3lonnation de FO'II,'rie1' e8t 'Un isonl0rphù:i'fne de 
S'(IRrl

) .':lur Ini-m,ème, d·';'nv(~r.ge F- 1 = (271)-I1F. 

On définit bien entendu Fu par la relation (Fu, ~ rp) = (u. Fip) (011 voit faci
lement qu~on peul; aussi le définir par F,Lt = Fu). 

On a cn effet par définition (F:Fu~ rp) = (F'u,~Frp) (Lt,~FFip) 

(27r)r1 (u, rp). On en déduit. dOllC que (27r)-nFF, (et pour hL luèmc raison 
(271) -II F F), coïncident avec l 'identi té. 

Théorème 9.4.3 (Continuité). - Si 'u:j ---1- tJ, dans S'. alo'l'13 nj ---t u 
dans S'. 

La dénlonstration est inllllédiate. Pour ehaque rp E S, on a 

Renwl'q'ne 9.4.4. La définition de la transfonnée de Fourier d\me distribu
t.ion 'lJ, ne constitue pas un nlOyell de caJcnl effectif. On dispose de fonnules 
explicites lorsque 'li est; une fondion sornlnable et, connue nous le verrons 
ci-desHous, lorsque 'U est. une distribution à support COlnpaet. A partir de 
résultats déjà connus, on peut en déduire d'antres par inversion de Fourier, 
par passage à la linlÏtc, et (voir plus loin) par dérivation, convolution, ... 

9.4.5. E:I:emple : transfonnée de Fourier de 1. Nous aVOIlS cléja calculé 
(voir n09.1.2) les t.rallsforInées de Fourier des gaussiennes, on a 

Le IneIubre de droite peut se Illettre sous la fOrlne ('J7fyIE-IlG(~/E), en posant 
G(::) = 7f-H/2e- l.:f , Cett.e dernière fonction étant d'intégrale 1, on sait que 

G (ç / E) converge vers J dans 'D'. 

Il est facile de voir (rcnlarque 9.3.11( d)) que les fonctions e-=::.!I.!f /4 conver
gent vers 1 dans S' pour E --+ O. Il en résulte que leurs tran~fonnées de Fourier 
convergent vers FI dans S' et donc dans V', Or elles convergent aussi vers 
(27r)l1 â. On a donc 

Nous aurons l'occasion de voir des applications p1us convaincantes de cette 
Inéthode. Nous verrons en effet que la fonnule F8 = 1 est uue conséquence 
inunédiate du théorèlIle 9.4..7, et la formule crinversion de Fourier pcrrnet d'cn 
déduire innnédiatelllent FI. 
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9.4.6. Propriétés élénlel1taires. - Nous laiss(}lls au lecteur la délnonstra
tiOll des propriétés suivantes. Elles se délllOlltrellt d'abord pour les fOllctiolls 
sOlnnlables~ et en particulier pour les éléInellts de S. par un sÏlllple chall
gelllent de variable dans rintégrale définissant la tra,llsfol'luatioll de Fourier. 
Elles s'étendent ensuite aux distributiolls tempérées en utilisant diredernent 
la définition 9 A.1. 

ConJugaison. cornple;t;e el: parité. Si 'U, possôde la syulétrie hennitienne 
(c'est-à-dire il,. = Ti). alors il est r6(~llc et vice versa. Si v. est paire [n:sjJ. 
Îll1paire], alors iL est [resjJ. i11lpaire], et Oll Cl. plus généraletncmt la li.Jrllllllc 
suivante 

ü =ù. 

qui pourra.it figurer un chapitre célôbre tl est réelle et; 

paire~ il en est de 11lêlllC de 

Translatio'n. On a 

Par inversion de Fourier. on en déduit 

'L { )0',/:" } - - ""l' J C .1. - '0.1 .. 

Dilala/ion. En notant synlholiquenlent I/,(:1;j .1\) la transformée de 'I.l, dans la. 
dilatation de rapport r\ (voir n05.1.4), 011 (.1 

F fu.(:cr\)} ~ 1.\1 11 Û(/\~). 

Il est iutportaut de relllarqller qu'à. la dilat.ation de rapport .\ sur 'U corres
pond une dilata.tion de rapport inverse sur il. Pour /\ petit, '11(:1:/ ,\) est t;r(~~s 

concentrée~ alors que sa translarmée de Fourier est très étalée. Il s'agît de l'un 
des (nolnbreux) théorèllles correspondant au principe rrincertitude. 

B. Transforluation de Fourier dans E' 

Lorsqu'ulle distribution u, est à support:. cOlupad, on peut définir (l/., zp) 
pour toute fonction <.p E C'x" et en particulier pour la fonction :r 1-+ ('-i.I"E, 

Cela. fournit un mode de ca.lcul explicHe des trallsfol"lllées de Fourier. 

Théorème 9.4.7. 
à QJI (fon,clions 
on a 

Si 'U E E' (!R:/l ). sa Im.n.s.làrméc de Fou.rier appartient 
à Cl'OiS.90/fu:e lente ain.si que. tOlite., leurs dérivées). et 

(9.13) 
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Désignons par '0(0 la fondion figurant au mClllbre de droite de (9.13). D'après 
le théorÈHllc de dérivation sous le crochet, c'est une fonctioll de classe CiX

;', et 
on a 

DO '0(0 = (U(:J:) 1 (_ü;)O ) , 

Si I{ est uu voisinage cOlllpad du support de li et si ]J cst rordre de 'n, aIl a 
(raprès (6.2) 

1 (yI l' (ç) 1 ::; C ~up 10:;: (;/:(\ c -i":'I;) l' 
.l'El\, l.dl:5]1 

011 obtient dOllC IDo'v(Ç")1 ::; Co (1 + 1ç-I)Jl, où 0(1 ne dépend que du luaxÎnnllll 
de 1:1:1 snI' 1\.-, cc qui prouve que 'U OM. 

Il reste à prouver que v '1/,. Pour cp E Co ~ on a d'après le théor(~Ule 

cl 1intégrat.ioll sous le crochet, eu intégrant sur un pavé cont.enant le support 
de cp, 

(v ,'P) l \11(:1:) , e~i"{'P(()) de = (n(:") , l C~;""<'P(e) de) , 

et douc 

ce qui adlè~ve la dérIlollstration. 

9,4·8. Application . .'). Un calcul Înunédiat donne les trallsfonnées de Fourier 
de (), de ses dérivées et de ses trauslatées. 

F(â) = 1 

F( a(\5) ;Ioleo 

F(8
n

) e-ia.~ 

cl ~où l'ou déduit par inversion de Fourier 

F(l) = (27r)"8 

F ( e i (1 .. 1') = (2 7r ) Il Sa. 

F(:l;Ü) = (27f)/1 i 101aa 8. 

9·4. [). Tran,8forr;,.ée de FOl/l'ier de la nl.c.<w,re de 8w:face 8'11'" la sphèn~ 

Notons dO' R la lllCsure de surface la sphère de rayon R clans 

:J- (c' i -i:I"E ·1 (J,O' R !,,) = e {. ,a R . 
. l·rI=R 

On a 
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En introduisant. fangle tp des vecteurs :1: et ç, la, fonction à intégrer ne dépend 
que de tp. et on est. raulené ~t lïntégrale simple 

(~) j'ïi eiR1E,1 cos'r'27fR sin (pRdtp . 
./0 

En prenant cos tp COrllnle nouvelle variable, on o!,tient L17rR(sin R I~I)/ lei, ou 
eneore, pour la rnasse unité unifonnélllent répartie sur la sphère, 

F ( da R,)) = sinE, lçl. 
L17r R- RIE,l 

C. Transforluatîon de Fourier dans L 2 

Les fonctions de SOUllllable ne sont pas en sornrIlables~ et on 
ne peut pas définir transfonnée de Fourier par la fonnule intégrale (9.1). 
Par cont.re ce sont d(~H distrihutions t(~lnpérées: et on douc définir lel1rfi 
tranSfOrlllées de Fourier qui appartiennent a priori à S', sonl; en fait de 
carré sOllllnable connue pour les séries de Fourier, on obtient une isométrie 
d'espa,ces de Hilbert. 

Théorème 9.4.10. L'application 'U 1-7 (27f)-n/2F'U, est nne i801nétrie 
biject'iue de L2(IPl.n) su'!' lu:i-'1nérnc. d'invcrsc (27f)-n/~ F. 

:NIontrons d'abord que (27f)-n/2 F est une isométrie de S sur lui-lnônlc lorsque 
celui-ci est muni de la norme de L2 , Soient f et g appartena.nt à S ~ et. posons 
Il = [;. On Ct J f(;r:)h(:7:) rI:e .r .f(:r)h(:r:) rl,:r d'après (9,12). En rernal'quant 
que 

FI ~ F--- (')) n-:-1. = .r 9 = 9 = .... 7f g, 

on obtient iUlluédiatcment. 

(2rr)" ./ 1(:")!I(":) d,,: = ./ f(:,,)g(:c) da:, 

ce q ni lllont.re qne (27f) -/1 /2 F conserve le produit scalaire~ et; clone la norme 
L2 pour les de S. 

En utilisant le fait (théorème 3.5.1) que S, qui contient ~ est dense drillS 

L 2 ~ le tllé01.'l:nne va en résult:er aiséuwnl;. Soit (l, E ,et soit. li une suite 
crélérnen!;s de S telle que 11v, - fi IlL'.:! tende vers O. La suite fj est done de 
Cauchy et, péU' Il,fj ,r;,·11 L'2 tend vers 0 lorsque j et. Â: tendent: vers 

rinfini. La suîte de Cauchy .1) converge donc vers Ull élément: [J E L 2
. Lf-t 

convergence dans impliquant; la, convergence clans S', on obtient d\uIe part 
que Ti -7 9 dans S', crautre part que .fj -7 11 .. et. donc (continuité de F) que 
li -7 'ù da.ns S'. . 
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On a donc li = .rJ--.E 
partir de Il (:27f) -11/2 /dl u 

pour un élément quelconque 'u de L 2
• En outre, à 

IL(j II D :!, et; par continuité de la narIne, on a 

Il (21r)-n/2û lI
L2 

= Ilull L:! • 

Ce qui précl~de s'applique égalmuent à (21r)-1I/2 F. Nous avons donc deux 
isométries de dans lui-Illêuw dont les cOluposées à droite et à gauche sont; 
égales à ridentité. Cel(\, t.ennine la. dérIlollstration du théorèuw. 

Renwl'q'lle 9,4.11. Soit'U E L2(IF!.II), et notons V.R la fonction (sOlllmable) 
égale à u(:z:) pour 1:];1 ::; R et à 0 sinon. On a 'UR -+ '11, dans L 2 lorsque R -+ -'XJ~ 
et û est; clone la lÏlllitc cn nonne dans L 2 des fondions 

'îi'R(O = l e-i.r·çll(:l:) d:t . 
.I,.tlSR 

Cette propriété est; CIl fait la définition originale de la t;ransforInation de 
Fourier-Planeherel. 

Le corollaire suivant dOllue un ruode de calcul pratique en t.enues cnllté
grales selllÏ-convergentes. 

Corollaire 9.4.12. - Soit'U, E L'2 
E,. on. ait 

) et 8VppOSOT/,S que, pOUf' prcsq'll,e tout 

l e-i:t"(u,(:};)d~D -. :_y(E,) . 
. hrl~R R---,.co 

Alon;. on. Ct û(ç) = g(ç) p.p. 

Si RI! tend vers finfilli avec Il ~ on sait. que 'ûR v converge vers û clans L 2 . Quitte 
à, extraire Ulle sous-suite (ef. exercice 2.6.1GL on peut supposer que rOll a de 
plus Tlnl! (ç) -+ û(ç) p.p. Cette même sOlls-suite converge aussi vers 9 presque 
partout, d'où le résultat. 

9.5. Les propriétés fondalllentales 

A. L'échange de la convolution et de la Inultiplicatioll 

Le t;héor~;nle suivant, dont il existe de nornbreuses variant.es l assure que 
la. transformée de Fourier d'uu produit de convolution est. égal a.u produit 
ordinaire des t.ra.llsfornH:~es de Fourier. C01111ue nous le velTons~ ce résultat 
penuet de l'êtlneller la résolution des équat.ions de convolution (et clone des 
équations aux dérivées partielles à, coeffic.ient.s constants) à problè~lnes de 
division. 
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Théorème 9.5.1. - La rclal'ion 

:F(u * 'u) = (:F'U,)(:Fv) (0.14) 

est, valable dans les den:!; ca:; su,ivants. 

(a) Les fonctions lJ, cl v sont somm,a,ble.'l. 

(h) On a 'LL E [' el v E S'. On a a/or" 'n * v E S'et :Fu, E (JM ce qlU, assure 
Q'ue les deu:rmembTc" de (9.1.:1) sont définis. 

Dans le prcnlÎer cas. on a 

,,*,,(0 .! e-i.r.~ {.! ,,(": -y)v(y) d1l } da:, 

On peut appliquer le théorème de Fubilli7 la [onction à intégrer étant sornrnable 
dans ID'l.2n (son module vaut IU(:l: - y)llv(y)l). Eu le eballgeuleut de 
variable (:z: l y) Ho (:D y, y), on obtient 

u:kV(ç) If e-i(!I+=)·~l/.(~)"/)(lI) d1} dz 

{.! e-i=.~"U(~) d~ } {.! e-i!l{v(y) dy } , 

Cela ach(~ve la déulOllstratÎoll de la partie (a). 

Considérons maintenant le cas où les deux distributions 'lJ, et 1) sont à support 
COlllpaet. Les transfonnées de Fourier de 'n, v, 'I.l * /J sont. alors des fouctions, 
et on a, en notant la fonction :z: t---7 e- i.r{ 

(9.15) 

D'autre part, on a 

et; done 

(D * )(:D) (v(y) ,e-i(.':+lI){) v(Ç)e-i;r.~. 

En reportant clans le melnbre de droite de (0.15), on obtient. 

= (u(;z;) ~ v(~)c-i:t.ç) v(~)û(~). 

Pour tenniller déIl10nstratîon de la partie (b) du théor(,~lne, nous aurons 
besoin du len11ue suivant. 

Lemme 9.5.2. Po'ur to'ut 'u, E S'. il e;r;iste une suite 'li} li ~éléments 
vérifianl 11) -r 'li. dan.'3 S'. 
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Nous avons lllOntré (théorème 9.2.9) que, si 'II' est une fonction cressaÎ égale à 
1 au voisillagc de l'origine, on a. 

pour tonte fonction <p E S. Si maintenant; 'U appa.rtîellt à S' ~ et si on pose 
'U} = '11{f/J)'U,~ on a ponr <p E S 

1 (II.-a) ,<p)1 = 1('1.1" (<p(:v) Ii'(;l;fj)<p(;c)))):; CJ~) (<p(:l:)-IIi'(:r!'j)<p(:r)) , 

où C et p 11e dépendent que de '/1,. On a clone (u - Uj , <p) -+ 0 pour tout IfÎ E S 
ee qui ach(we la démonstration clu leullue. 

D. 5. S. Fin de la dénl,OJl,8I:ra!io'/l. du théorbne D. 5.1 (b). Soient do ne '1.1 E e', 
li E S'et nue snite Vj d'élélllents de e' convergeant vers v clans S'. Nous avons 
vu que :F(u * v.1) = ti/J}. Lorsque j t.end vers rînIinL on a 'li] -+ v dans S' ~ 
et (théorème 9.4.7) la fonction û appartullélnt à OM, on a û-uj -+ v:v dans S' 
d'après le théorÈu1l8 9.3.15. 

Nous avons ainsi montré que FCn*vj) -+ ûV dans S'. et clone~ par cont;jnuité 
de F- 1 que 'U * Vj converge daus S' ven; une distribution tempérée 'ID vérifiant 
-fi) = .m;. La convergence dans S' cntraÎnant la convergence dans V' ~ il cn 
résulte que v, * Vj -+ 'UJ clans V'. IvIais crautre part, ci 'après le t;héor(~lne 7A.9~ 
on a.. '/1. * Vj -+ 'II. * v daus D'. On Cl donc tt * 'v = 10 E S'et F(n * v) = W. ee 
qui achève la d6nonstl'ation. 

E:t:ercice 9.5.4.--- Démontrer diredmnent que~ pour 'u, E e' et <p E S, on a 
L/, * r.p E S, et; que pClUI' chaque P, il existe q et Cf tels que l'on ait ~)(u * <p) :; 

C.Nq(<p). Retrouver ainsi le fait que, pour 'U E S', on a '/./, * 'U ES', 

E:z:el'cice 9.5.5. Démontrer que, pour <p et 'Ill appartena.ut à S l 011 a <p*'l/' E 
S. Ivlontrer que, pour 'li, E S' et <p ES, la fonction ;r t-+ \,u,(y) , <p( ;1; - ',If)), que 
rOll notera cneore '/J, * <p appartient à S'. IvIontrer que ron a encore F(Ll * <p) = 
Ç5û sous ces hypot.hèses. 

Re'll/arque [J,s.a. Plus généralement, L. SclHvartz a introduit uu sous-espace O~., de 
S'. constitué des distributiolls llui sont, "à décroÎssance rapide" à l'illIini. La déIinition précise 
est que /1 E O~. si toutes ses régularis6es 1./. * t..p avec cp E C(T' appart.iennent it S. Il est clair 
que cet. espace eonl'ieut E' et S. 

L'espan' O~, op(lre Sllr S' pm- convolution (de luême que O,U opère par mulf'iplication. 
cela jl1stilî.c k'5 indj('(:,s) c'est-à-dire que 1'011 peut déliuir de manière raisonnable le produit 
de convolution d'uu élément de Oc' t'i. d'un él6ment de S'. La transformation de F'oItrÎer est 
\lue bijectiou de OM sur O~, et on a. pOUl' 1/ E O~. el v E S', l'idenhté F( Il * l') =ûû. 

Au vu des exercices et de la. rernarque qui précèdcnt, le lecteur souhaiterait 
SilllS doute disposer d'uu crit.è~re général pcnnettant de savoir daus quels cas 
le produit de convolution est défini. La remarque 9.0.14 h la fin de cette 
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section lui lllOnt.rera qu\m tel espoir ('st va.in. Dans la pl'atique~ chaque i"ois 
que 1'011 peut douner lUI sens raisonnable à l'un des mernbres de (D.l"l)~ on 
peut douner un sells à l'autre llleIllbre et régalité a lieu, rna.is cela llécessite 
une déulOnstl'a,tioll dans chaque cas. 

Les dérivat.ions et les tra,nslatiolls sout des cas pa.rtiell1iers de convolution, 
et, on obtient; les résultats suivants qui généralisent les fonullies obtenues pour 
les fOllctÎ011S dans la section 9.2. 

Corollaire 9.5.7. 

(b) Si 'll E S' et st 

8uppo'rt. compact. on a 

(a) POUl" 'U, E S'. on II 

F(oO'u,) = il(tI~(\'Fu.~ 

F( ) -ill·f,F 
Ta LI, = e 'll,~ 

:F(~D() lI) = i 1o:18° :Fu,. 

E C!3t tclle que sa 

F( ) ('1) -I! '" '" <pu, = ..... 7r rp * n. 

de Fo urier csf à 

Les deux prmlli{~res relations sont. des conséquences de (O.1t.1L eonlp(;e 
tenu des expressions des transfo1'1nées de Fourier de () et; 80 obtenues a.n 
n09.4.8. Quant à la troÎsièu18 relation et à la partie (b), elles rtSsllltent de hl, 
1'o1'111ule d'inversion de Fourier. La restriction sur le support de cp pourra.it ôt.re 
levée eu utilisant Oc-
E;rercÎce .9.5.8. Déterminer la transfonn6e de Fourier de vp(l/:t:). On 
pourra rellUll'quer que vp(l/:l:) est runique distribution 'Il, qui soit. Îlllpa.ire 
et qui vérifie :l:U = 1. . 

B. Équations de convolution 

Soient .4 E [' et f E S', La transformation de Fonrier donne 1111e uH~thode 
sÎlnplc pour détenlliner les solutions fernpérées de 1 ~éqlla.t;ioll 

il * 'U, = f. (9.Hi) 

Ce sont les 11., E S' que l'on ait Â(ç)û(~) = T(Ç). Cette derni(~\re équation 
est inllllédiate à résoudre lorsque la fonction ,,4 ne s'annule pas (il sufllt de 

nnlltiplier T par la fonction 1/-,4(~) qui est de classe ). Dans le cas contraire, 
se pose le probl(~lll(~ de la divisioll cl 'uue distribution par U1H::: l'ollctÏon C'~ ~ qui 
a.lllène souvent à définÎr des parties finies plus ou moins cOlllplexes. 

Il Üll1t rema.rquer que cette luéthode ne dit rieu sur les éVf'utuelles solutions 
de (9.16) dans D' ne sont pas telllpén~es. 
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.9.5 . .9. Équalion de Laplnce. --- Cherchons les distribul;ions ternpérées u. solu
tions de ~1l = 0 da,us iP?/l. On a :F(~Ô) = -1Ç-1 2

• et la transforlnée de Fourier 
de 'u doit doue vérifier - I(f û o. 

Il eu résulte que la restrict.ion de Ti au cOlnplérnelltairc de l'origine est 
à O. La distrHnüion û dont le support est forigine est clone une 80111n1O de 
dérivées de la 1llasse Dirac à rorîgil1e~ ce qui signifie que 'Il, est un polynénne. 
Nous avons clone obtenu le résuHat suivant. 

Le8 .'ielll(~s distribulioru:i hannoniqucs tempérées .'io·nt les polynô'Ines harmo
·niqu.es. En rrautres tenues~ toute fonction hannoniql1e Inajorée par un po
lynÔlTle est UIl polynônlC harmonique. 

part;iculier~ on retrouve le fait qu'une fonction hê:u'IIlonique qui tend vers 
o à rinfini est nulle. On obtient aussi qu'une fonction hannonique bornée (ou 
111ètne 0(1:1:1) à l'infini) est. nue const:allt;e~ et.c:. 

Nous avons cl(~ià lllOl1tré que toutes les distributions hannoniques sont cles 
fonctions . Il en existe qui ne sont pas t,elllpérées~ par exelllple e.l' cos y (ou 
la partie réelle de Il'iulporte quelle fonet,ion holOlnorphe) dans le plan . 

. 9.5.10. Équation de POÙ;!:JO'lL Pour trouver les solutions tempérées de 
~'Il = f avec .f E S'l on doit. résoudre l'équation 1Ç-1 2 û -T On ,!2eut. 
montrer que c'est toujOlU'S possible. Nous nOlIS lirlliterons iei au cas où f est 
une fonction, l)orl1ée dans un voisinage de l'origine, en cliulension n· 3. 

Dans ce cas) la fonction g(ç-) = .{(Ç) /lçl2 est localernent sOllllllable, et il 
n'est pas diffieile de montrer (Exercice: le faire) qu'elle est telnpérée. On 
obtient donc une solution en posant '/l, = 

L 'hypot.hèse contient le cas f E [' que nous avons déjà résolu dans la 
section 8.2, ln ais aussi les cas f E LI et .r E O~. 

E;t:ercÎce D.5.11. Calculer la tranSfOl'lllée de Fourier inverse de la fonc-
tion 1/1ç-1 2 clans ,et retrouver ainsi la solution élémentaire du Laplacien 
cOllsidérée dans la. sedion 8.2. 

9.5. J:2. .Équation (~ - /\) 'II, = f. Soi t /\ 0 et cherchons les solutions 

tClupérées de cette équat.ion. On a ~l, résoudre (-I~I:!-/\)û f. En renwl'qul:ll1L 

que (I~f E OM: OIl voit que l'équation possède UIle et une seule solution 
t.mnpérée. On a donc le résultat suivaut. 
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Pour ch(uj'l1,e f E S'. il e:rl8te une et lIJ/,(-; seu,le .'iolatio'//. tern.pérée 'u. de 
r(~ql1ati()n (~ - /\)11, = f. eJ celle-ci c8l donnée par 

( '> )-nr{ -1 rt'} li, = ... ..'ii .r ') .r . . 
I~I- + /\ 

Lorsque f E Sl il en résulte fa,eilenl(.:~nt que '1/, E S. Nous verrons que les 
espaces de Sobolev nOlIS pennettront. de dé~crire plus finelllClü la régularité de 
la. solution '1.1, en fonction de eelle du second lllenlbrc f. 

E:rc'f'cicc 9.5.1 S. - DéulOntrer que la solut:ion (~lômenj',;ürC' de (~- ,\) ainsi construite est 
de classe C X en dehors de l'origine. En déduire qu'une dist.ribution 'II sohüion de (~-,\)II = 0 
dans un ouvert est nécessaireluent une fonction ex (voir le corollaire 8.2.:j et la remarque 
q ni le précède). 

Ren/,.a,'rq'llc 9.5.14 (Cor/.8ùlém,tioT!,s S/lT le prolongement des applicafions bi. ... 
linéaires) 

Lorsqu'une application linéaire (:.F par exemple) est, définie sm un espace (L l par 
exemple) que l'on est,ime I",rop peUt, on peut chercher à obt.euir uu prolongclnent par conti
nuité. Il s'agit de trou ver un espace A muni cl 'une notion de convergence, dans lequel LI soit; 
dense, et un prolongement continu (lH'!cessaireme11t: unique) de :.F conllne application de A 
dans 1111 espace raisonnable (les distributions par exemple). \'lême si, posé ainsi, le problè>lue 
n'a pas toujours de solution optimale (avec A le plus grand possible), on peut: lui apporter 
des soltü.ions très sat,isfaisant".es, l'extension de :F à S'étant. l'un des meilleurs exemples. 

La situation est tr(~s diff<~rent.e pour les applications bilinéaires (penser au produit. oreli ... 
nain~, au prodnit de convolution, à la dualité). On cherche cette fois des couples d'espaces 
A. B tels qllC' l'application bilinéaire se prolonge contimîmelLt à A x B. rnais il est clair que 
l'on ne peut: pa.s espérer "nue" boune solution. Plus 011 sera exigeant pour Pappartenance ~t 

A. plus on pourra être laxist.e pour l'appartenance ~l H, et on peut avoir une grande qUi1nf:if:ô 
de théorèmes Înf:6ressant:s correspoILdant à ces phéuOlnènes de cOlupensation. 

On ne peut pas définir en général le produit de deux distributions. L'obstacle n'est pas 
la croissance à. l'infini (on peut multiplier deux fonctions continues quelles que soient: leurs 
croissances). mais la régularité. Plus l'un des factcnrs est r{~glllier; plus on peut admettre 
de singularité pour l'aut.re. Par exemple. on peut définir le produit d'unc fonctioll e= et 
d'une distribution quelconque; d'une fonction de cl,L,;se cm et". d'une distribut:ion d'ordre 
ni ; d \lll élément de Hm C't d'un é16ment de H- m ; d'un élément de L~c pt d'un élément de 
Ltoc ; de deux élélnents de L?oc, ... La liste est; loin d'f~t;re limitative; Pt: nous évoquerons des 
extensions de nature t.r(~s diIrôretües dans la section g. ï. 

POUl' le produit de convolutioll, il n':r a. aucuu problème de régularité (il est. défini pour 
deux distribut.ions à support corupact). Il s'agit d'un problème de d6c:roissilnce ~l l'infini, cf: 
plus l'un des facteurs est petit il. l'infini, plus l'aut".re peut: Ôt".re grancl. Par exemple, on peut: 
définir le produit: de cOll\'olut:ion d'uIL élément de ri (ce qui se fait de plus petit à l'infini) 
avec Ilne distribution quelconque; d'un {~lém('nt de O~ avec un (~l(;m(,llt: de S' ; d'uue fonction 
localeml'llt sOllunahle O(I:1:I- P ) à l'infini par une fonction O(I;rl p

-
n

-
I
); d'un élénlent de LI 

par un élément de L = ; cie deux éléments de L ~ .... Le mécanisme de COIn pensat,ion peu t être 
même pIns subtil, puisqu'ml(' grande croissance de l'un des fact.eurs clans certaines directions 
peut être compensée pa.r la nullité (ou Ulle grande décroissance) de l'autre dans les directions 
opposées: c'est la signification des hypothè'ses de convolut,ivité du chapitTc 1. 
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En ce qui COllCf'rnC la dualité, les deux ph6uOlnènes sc sUIH!rpOsent. Il doit y avoir COlIl

pensatioll des régularités et: des COIU})Ort:ements h l'infini. Les deux cas ext',l'('mes soni: les 
définitions de (il, 'P) pour tJ E 'D' et ç E Cg':J d'nue part., et', pOUl' 1./ E f' et r..; E c= d'aur,re 
pclrt. Nous avons également: rencontré le cas tp E Ir" et 1/ E If-Ill. le cas 'P E S et tI. E Sr et 
le cas du n06.l.8. Le lecteur pourra en imaginer bien d'aut,res. 

On aura remaHlué. bien sÎtr. la cohérence entre le f~lÎt; qne la transformation de Fourier 
échange la régularité et, la décroissance il l'infini, le l'aH qu'ell() échange multiplication el: 

convolution, el', lt? fait qu'elle I:ransfôrmc la dualité en elle-lllênH' (aux conjugaisons complexes 
et', au (2:i1)-71 près). 

9.6. Transforlllation de Fourier partielle et équations 
d'évolution 

Dans l'espa.ce-temps fr!,:T1+1 ~ on veut souvent faire jouer ft la variable de telupS 
un rôle spécifique (rester local en t. distinguer passé et avcnir 1 ••• ) qu \UH:~ 
transformation de Fourier globale prendrait mal en COlnpte. Il est souvent 
préfërable de faire une transformation de Fourier en les variables cl lespace 
"à t fixé'l (ce qui a un seus clair pour des fonctions, lTmis doit être défini 
pour des distributions). Seules les dérivations cu ;r sont alors transformées en 
lnultiplications l et fétude équations aux dérivées partielles à coefficients 
constants est ramenée à l'ét.ude (féquatiol1s différentielles cn t dépendant du 
paramètre e. 

Nous nous liruiterons à ce cadre, nlais il est bien sùr possible de raire une 
transforIllation de Fourier partielle en :1; clans x lP.1.b. 

Théorème et Définition 9.6.1. - Sod rp E S(JP1.n+1 ). On définit sa 
t'ransforrnée de Pourier' partielle. notée :F' rp ou par 

r{5(t, 1;) = / e-i''''<<p(t, ,t) ri:!:, 

L'opérateur applique b'Uectivement S(lP.:n +1 ) dans lui-'m,ém .. e, et son inVel'Be 
-1 

est (27T) -/l:F . 

Nous laissons au lecteur le soin de lllOntrer, en reprenant les argulnellts du 
théorènlc !J.2A, que :F' a.pplique S dans lui-lllêlnc: et de démontrer que ron a 

)~)( 0) ::; Cp Np+I1 +1 (YJ). (9.17) 

Quant à la déulOllstra.tiou de la t'onnule d'inversion, il suffit d'a.ppliquer pour 
chaque valeur de l le théor(~lne 9.1.5. 

Théorème et Définition 9.6.2. - Soit u E S' (1En+l ). La transfornl,ée de 
Fo'uriel' pa:l'tielle de tt e.,t la dist1"ibtdion tempérée. notée :F' 1/, ou 'u. d~finie par 

Vrp E S(iR.n+1
) , \'U, = (li, ~ 0) . 
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L 'opératcz/"l' F' est un ÙW'f/W11Jhi"nw de S' (IR/d-l) s'Ut' lui-rnèrne il 'in,ucI'"C 

(21T)-TlF'. En ollt're. si '1/,) ---1 'li, dans S', on a 'tLj -+ u dans S'. 

Le fait que :u: appartienne il S' résul te sÎlnp le lllell t de (9.17). dénlOllstra
bons des autres ne font que reprendre mot; pour rnot celles que nous 
aVOllS vues dans la sous-section 9A.A. 

On obtient de lIH~Ille facilenlCnt. les formules suivantes 

F' (a~.\ '1/,) = i !nl é,0 F'u, 

F/(at'll) = af (F'l{,) 

(:rnu,) = ilola~ (F'a) 

F' (lu) = tkF'u. 

Rem,o:rqtu-; 9.6'.8. l est lUI intervalle ouvert de on peut définir l'espace 
des distributions partiellelnent telupérées en :z: sur l de la. Inanière sui
vante: c'est J'espace cles tI. E '0'(1 X j}l~ll) telles que, pour cha,que fonction 
',Nt) E C'[f(IL on ait '1/{t)U E S' (IRn +1 ). 

Pour une telle distribution 'U') on voit f~leilelnent que, si 'li' est égale à 1 
clans un intervalle l)[ : la restriction de (i/ru, à ]0" l)[ x ne dépend pas de 'Il', 
Cela penllet de définir une distribution notée encore u particllcnllcnt telllpérée 
en ~ dans J x lEIl, caractérisée par le fait que, pour tout 'l/' E 08°(1), on ait 
F' (1f"LI,) = 'l,bu. 

9,6.4. Tra:nsformée de Fourier partielle de iL On doit. avoir par définition 

(J, tp) = (J , (Pl = ip ( 0, 0) 

et done 

La, transfonnée de Fourier partielle de 8 est clone la distribution de sÎlllple 
couche cle densité 1 portée par l'hyperplan t, = o. 

9.6,5. Solution, élémentaire de l'équation des ()'ndcs. En dünension d'es
pace n 3, il s'a,git de détenniner une dist.ributioll E nulle clans le passé 
vérifiant 0 E (). Ell espérant que E soit teIIlpél'ée, il est équivalent de 
de1l1:J,llder que soit nulle clans le passé et 

(al + lçl2)È = J. (9,18) 

En dehors de t = 0, on doit donc avoir (Dl + 1~12)Ë = 0, équation diffé
rentielle dout on conna.ît bien les solutions pour chaque ~ fixé. COlupte tenu 



186 CHAPrrllE 9. THANSFOR~vlATTO\' DE FOURIER 

de hL condition de nullité da.us le passé, il est donc raisonnable de chercher 
sous la fonne (rUne fonction du t.ype 

E(t, f,) { 
() pour t < 0 
a(Ç-) cos(Iç-1 t) + b(Ç) sin(Iç;1 t) pOUl' t > 0 

où les fonctions a ct b sont. il détenlliner pour que (9.18) ait liou. En appliquant 

deux fois la fonnule des sauts pour calculer al E, on obtient 

(al + 1Ç-1 2 )E Dttt, + 1/. 

aIl p, et 1/ sont distributions de sirnple couche portées par t 0, de densité 
respectives a(Ç-) et Iç-I b(O. 

En choisissant (l, 0 et b = 1/1ç-1 nOllS avons donc obtenu une fonction 

E, égale iL 0 pour t < 0 et à Sill(t lçl) / Iç-I pour t > 01 qui est. solution de 

réquation (9.18) et qui est une distribution telIlpérée (on a en effet 1 E(t~ Ç") 1 ::; 

lUê1X(t:,O)). On sait done que (F,)-lE sera une solution élénwutaire, nulle 
pour t 0, et il ne reste plus qu'à Pexplieiter. 

Cette explicitation sera facilitée par le fait que nous avons calculé, au n09.4.9 
la trallsfonnée de Fourier de la Inesurc de surface da R de la sphère de rayon 
R, qui est la fonction 47rR(sinRlçl)/ Iç-I. Pour r.p E S, on doit. avoir 

/ ) /,"::x::l j' Sill(t 1 cI) (E ~ $) = \ E l tp dt tp ( t l Ç-) 1 1 ~ dç . 
. 0, ç 

Nous avons appliqué le théorÔllle de Fubini, la fonction à intégrer étant luajorée 
cn liloclule par It:r.p( t) Ç) 1 SOllllllable dans IRJ

. En utilisant la tranSfOl'lllée de 
Fourier da,ns 1R:3 pour chaque t fixé non nul, on a donc 

(E l 

En l10sant ;p = et en utilisant les coordonnées polaires :z; TO , ',. > O, 
o E §2, on obtient 

(E ~ 'lM (OO dt ! 4~(t;, TO)1·2 dCJo 
.Jo 41ft. r=t 

j'j' '/l{r. r 0) <) 
, . '1'- d:r dao . 

" [0.00] xc.:.! 41f',. 

On reconnaît là la Inesure de Radon da /41f{J définie par (8.5) et l'expression 
de la solution élénlenta,ire de 0 que nous avions (lchnise jusqu'ici. 

RenJ,G,rqll,e 9.6.6. Une partie de l'analyse ci-dessus est valable en tonte di
llWl1siOll : il existe une solution élénwnr.aire telupérée à support dans t ~ a 
dOlinée par E = (F')-l (H(t) sil1(t Iç-I)/ IÇ-I). D1autre part, l'argulllent du 
théorèlne 8.3.2 Illontre que c~est Punique solution éléInelltaire nulle dans le 
passe. 
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Par contre la forme explicite de E dépend de la clÎlllensioll. Pour Tl, 2, on 
obtient l'expression de l'exercîee 11°8.:3.8. Pour '11, 2: 3 ÏlnpaÎr. on obtient une 
couche n:;-l-lllllltiple portée par la surface du cône d'onde, tandis que, pour n 
pair, on obtient (à une constant.e près) une partie finie, qui doit ètrc précisée, 
de H(t T)({~ - r2)-(Il-I)/~. 

9.6'.7. Solution,/:) élénu:ntaires des éqll,tdions de la chaleur et de Schrodin,qer 

Les exercices qui vaut suivre pennettent d'obtenir, pal' le lnêllle procédé, 
l'existence de solutions élémentaires et la fonne précise de leurs transfonnées 
de Fourier. L 1écritllre de la solution élélllclltaire elle-mêrne, qui est HU peu 
délicate pour l'équation de Schroclinger, sera donnée ensuite. 

E;re'l'cice 9.6.8. DéulOntrer q ne l'opérateur de chaleur 

éJt - ~ 

dans l'espace-telllpS possède uue unique solution élémentaire E Çjui soit 
telllpérée et à support dans t 2: 0, et que l'on a E = (F')~l (H(t)e-/Iç-I). 

E:tercice 9,6'.9. Délnontl'er que l'opérateur de Scllrodinger 

'lat + ~ 
(hUIS respace~telnps possède une unique solution élémentaire F (Lui soit 
tempérée et h support dans t 2: Dl et que l'on a F = (F')-l (J-I(t)c-UI.;-I). 

E:Ee rcice 9.6'.10. Montrer qne sur ~ la fonction '1/, (:D) = ci,l':!. vérifie '1.1,' 

2ùr;lJ,~ et que réciproquell1el1t~ seules distributions solutions de cette équation 
diffërentielle sont les fonctions Cci;!':!. 

déduire qu'il existe une constante Cl telle que la trallsfonllée 
de ci:r'2 soit égale à C\c-ie;'l ~ et que l'on a. en dimension n 

F (c il 'If ) = Cn 

avec Cn = (CI )'/1. On adllwttra que l'on H. Cn = eÎ
'/I7r j-!7ï1l /'J. 

Fourier 

D~aprôs le prelnier de ces exercices, la solution élélllentaire E de l'équation 
de la chaleur vérifie donc, pour toute fonction <p( t , ;z:) ES, 

(E , êp) = < E , ip ) = {'XJ dt /. ip( t, ç)e-tl~12 d~ . 
./0 . 

En utilisant, pour chaque 'l > 0 fixé, le fait que nous connaissons bien les 
trausformées de Fourier gaussiennes dans , on obtient 

(9.19) 

Il est; facile de vérifier que la [onction H(t)(47ït)-fl/~c-I.z:12;'!t est localcllleut 
sOlllma.ble, et qu ~elle devient sOllunable après lllultiplication par un éléIllellt 
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de S. On pcut donc appliquer le théorè:~nle de Fubini et il en résuHe qu'une 
solution éléulentaire de l'équation de la chalcur est la fonction 

E(t, :1:) = H(t)(.::l7rt)-n/2 e- I.I:I:.!/-tt. 

Pour l'équation de Schrodinger. on peut répéter HW!; pour lllot l'argluncnt 
précédent jusqu'à l'obtention de l'équivalent; de (9.19). Il a aucune difficulté 
à utiliser le théorènw de Fubini clans l'espace des (t, ç), et l\~xereîce n09.6.10 
nous donne les valeurs des trausfol'lnées de Fourier des gaussiennes ima.ginaires. 
On obtient 

(F , «5) .10"" dt {( 4?ri)-n/2 e-h'r. /~ .1 é'l~ /4t<;5(t, ,r) Ch} . 

La fonction H(l;)(47rt)-n/2 e- i l.lf/-!t , dont le rnodule vaut H(l;)(47rt)-11/2, n'est 
pas localcluent sOllunable (sauf pour n = 1) dans JR,JI+l, ct il est exclu 
d'appliquer le théorèrue de Fubini. que l'on a démontré doit. être énonc8 
avec préeision: l'équation de Schrorlinger pOBsèdc une soZ,ution élérnenta'ire 
tempérée ri, 8'UPP01't dans t ~ 0, Il s'agit de la di.,:if,l'ibufion F d({finie, pour tout 
'1/' E S(IB;.n+l). pa1' 

ce qui précède garantissant la convergence de cette succession cfintégrales 
(Exercice: le prouver directement). Cette distribution n'est pas une 
tion (c'est si on veut une sorte de partie finie ou de valeur principale). En 
part;iculier~ ce n'est pas une distribution d'ordre O. 

9.6.11. Résolution du lJ1'oblènl,e de Canchy. Cherchons par exeluple une 
solution partiellernent tempérée de l'équation ondes vérifiant u( 0, :1:) 
ho (a:) et O(u(O\ a:) = hl (;c L où les fonctions hj sont données et appaxticllllel1t 
à S. transfonnée de Fourier partielle doit donc vérifier (of + lçI2),u = 0 

avecü(Ol e) = h";;(e) et; O(u(O, e) ht (e)· 

On cherche 'u sous la forme 

ù(t,O = a(ç) cosUel t) + b(t;) sin(I~1 t), 

les deux conditions pour t 0 détennÎnent a et b de façon unique, et on a 

u( t, e) = h; (e) cos( IÇ"I t) + h"; (tJ sin( 1t;1 t) / lei· 

On vérifie facileluent que la fonction u ainsi obtenue est telupéréc, ct il 
sutfit de prendre -la transformée de Fourier partielle inverse pour obtenir le 
résultat. Bien entendu, 1a f01'1nu1e générale donnant 'U eu fonction des hj sera 
la lllêlue que celle que nous avons obtenue da.ns la, section 8.:3. Cela dit, il peut 
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ardver q Ile pour des valeurs particulières des hj , le calcul explicite soit très 
SiUlplifié. D'alItre part, pour des hj ternpérées n \tppartenant pas à S mais 
dont les transfonnées de Fourier sout des fondions, on peut plus facilement 
prouver que la fonnule eÎ-dessus fournit effectÎvelUellt Ull(~ solution. 

Le lecteur pOUlTa montrer que la mêule méthode penne!; de trouver des 
solutions 'U de rôquation de la chaleur (pour f; 2: 0 lnaÎs pas pour t < 0 8n 
général) ou de l'équation de Schri)dillger (pour t quelconque) v(~riHallt 1/'(0, :1;) = 
h(:z:) avec h E S. On obt.ient 

1i(t~ ç) = h(Ç")e- fj ';j2 

pour Péql1ation de la chaleur, et. 

1i(t. Ç) = h(Ç")e-itlçj2 

pour l'équation de Sdlrôdlnger. 

9.7. Vers l'analyse lllicrolocaie 

La transformation de Fourier permet; de lire la régularit;é cl 'une distribution Il sur la (1<)

croissan('e ft l'infini de û, mais il s'agit. d'uuC' analyse globale, qui ne permet pas de distinguer 
t'Ili,rt' uue li singulière en un point, et une 'u singulière partout. En o1ltre, on uo peut pas 
parler de t.ransformée de Fourier pOUl" une distribution définie seulemellt. ChUlS un ouvert. 

Une autre rigidité de la transformation de Fourier est sa relation étroit.e avec la structure 
vectorielle de IR!!. Si elle fournit immédiatement des résnltat,s précis SUI' les équaHons aux 
dérivées part.ieLIes h copfficieni;s cOIlstants, elle n'est pas diI'ectemellt efficace lorsque les 
coefficients sont variables. Si on Cl I: al:> (:t')8n 

Il =: 0, clans l'équation correspondante pOUl' û 
les dérivations seront bien transformées cn multiplications. mais les nmltiplicatiolls par les ao 

seront. transformées cn des dérivations (si les an sont des polynômes) ou en des convolutions, 
et le problème n'est pas simplifié. 

C'est à part,h- de 1970 que sont apparus des COUCl::'pts mathématiques permettant de faire 
unc analyse locale à la fois dans l'espace ambiant (de la variable :d d, dans l'espace des 
fréquences (de la vcll'iable Ç). Nous Ill' pourrons ici que décrire l'un de ceux-dl en essayant 
de donner une idée de l'efiicacÎté de cette branche récente, connue maÎntenant sous le nom 
cl' ana.lyse microlocale. 

Une notion dôjà ancienne est celle de sUPJlort singulier d'une distribution. Si HE V'(O), 
on montrp comlne dans le th60rèrne 6.1.1 qu'il pxiste un plus graud sous-ouvert: w de n tel 
que la restriction de '1/ à w soit de classe C=. Le cornpU'Illcntaire de w se note Suppsing(u,). 

La propriété ;ro fi!. Supp sing( LI) est équivalente h la propriété suivante: il exist.e un 
voisinage "'"" de :1:0 tel quC', pour tout 9 E Co (w), la fonction :F( tpu) soit à, d(~('t'oissance 

rapidp (c!est-~\'-dil'e 91l(é.) = O(jÇ-I- N) pour tout N). En efret'. pour tout n, la fonctioll 
Dn (Çll) a alors UlLe transformée de Fouripr sonnnahle et est donc cOllt.inlle. 

La ddinition suivante, due l:ùnsi que les résuH.ats qui vont, suivre hL. Honllélnder, tL'5socie 
aux singularités de u un objet géomdrîque pIns rÎche : un ensemble fermé de l'espa.ce des 
phases (espace dt's couples 0). 
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Définition 9.7,1. - On dit que Il CBt de da.'}sc C= Tn.-tcl'Oloca[entcnt (1,'/1, l'OlS IT/,lIgE. dc 
(:rû. ço) E n x \ {O}) .Ç"il e:l,;i8t{~ un '/JO'Î8'Îr/.ll.g(: w.J de .l·n et 'r.m ooùiinaye conique r de 
ço td que. PO'ILT' '-P E (uJ). la fonction F(cpll) soif. à décroisMLTlce lnpùle dans r. 

On appelle front d'onde de 1/(1), cf. ml note \VF(1I) If: cOTllplémc71ta'ire de l't~nseTllble dcs 
points (./'0, ~n) au voisinage desqne!s Il est '{f/,'ÎC'f'olocalenIcnt de clas.'N:: C=. C'est Ull /jOU.'i

en .. 5cHlble fc'/'mé de n (Rn \ {O}) dont la j)'rojt;clùm SIl1" l'espace des .r c.'!I. SuppsÎng(u), 

Cet ensemble coni;ient des renseignement:s 110n seulement sur les endroits où tI, est siu
gulihe, mais sur les directions (qu'il faut considérer COIllme des vecteurs covariants) cle ces 
singularités, Par exemple, si 11 est une distribution cIe siInple ('0I1I:he portée par .I~n = 0 
de densit.é "(.1") C=(Rn- I

), son front d'onde sera constitué des (:r').l'n;E',Ç'n) vérifiant. 
.1." E Supp(h) , :r n = 0 , ç' = 0 , Çn #- O. Plus généralelllC'nt, le front d'onde d'nue disl'ribu
tion de simple couche. on de couche llluHiplü, de densité CCG portée par une hypersurface ~ 
sera contenu dans l'ensemble des (.v,t;) av('c ./' E ~ et ç orthogonal il ~ en .1'. 

Une propriété remarquable est que l'on peut définir de ma.nière raisonnable le produit: de 
deux distributions u et /J sous l'hypothèse suivante 

Sa.ns en dOllner de cléntOllstrat:ion, on peut indiquer que 1)0\11' <p de da.ssl.:: ('= ~l, suppori: da.ns 
un petit voisinage d'un point .L'o, les fonctions <Pli,(~) el: sont à décroissanc{' rapide en 
dehors respectivement de deux cônes qui sont convolutifs. On COlH~Oit: que l'on puisse en 
dêduîn~ le fait que <Pli * $V existe, et clone Ull<:' définition raisoIlnahle de :./ uv puis de Ill'. 

Les a.pplications les plus spectacula.ires CDnrement. les équaUons aux d6rivées partielles à 
coefficients vm·iaùles. Si Il est nne solution de 

L 17 1.,(:l:)DCt u(;I') = O. 
Inl$m 

Oll a 

\VF(u) C {Cr, ç) 1 L (lt); (;1:)(' o} . 
I/.\I=m 

En outre, pour dl" nombreux problèmes d'évolution (penser par exemple ~l des propagations 
d'ondes dans des milieux anisotropes inhoulOgènes). la conIlaissance du front d'onde de H 

dans le passé dt'!terrnille compll,tcmC'nt et. explicitement celui-ci dans l'a,venir. fi y a pro
pagation de \VF( il) dans l'espace des phases le long des courbes lL"iSociées au hamilt'orlÎen 
2:: 11I1 =m a ü (:r)ç'°. 

Les opérateurs permettant d'écrire la. valeur de 'li à l'instant t il partir des dOllnées de 
Cauchy kt l'instant a 11(' s'écrivent plus ni par des convolul'.Îons, ni en tenues des transformées 
de Fourier. Par contre il en existe des écritl11'es voisines sous ['orrne d'opôratel1rs intégnmx; la 
difFérence essentielle Na.lIt que la phase ;/" ~ de la transformation de FourÎc>r est remplacée par 
UUE' phase <P plus générale, ma.is conservant le caradèrc essentiel qne, pour ç grand, la phase 
<P est grande. ci; doue l'exponelltidle très oscillante. Les opérateurs de ce type, appelés 
opérateurs intégTaux de Fourier, jouent en quelque 501'1:(' le rôle d'uue "transfol'mat,jon de 
Fourier il coefficient.s variables", 

Un point de vue a.ssez différent et. se prêtant: bipll au calcul numérique, mais relevant d0 la 
m0me philosophie, est celui des ùases d'ondelettes (Y. lvleyer, 1985). rI s'agit, C'11 dimension 

(1) \Vave [l'ont en anglais 
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L de bases hilbertiennes de L'.:. formées des translatées et. (lihü6es dyadiques d'Ulle mème 
fonction II' 

Une fonctÎon f de carré sOlllmahle se décompose donc sous la fOrlllP 

f = I: q .. j(f)lh, . .i' 
1ê • .iEz 

La foncl:Îon doit bien entendu lIes propriéhô.s [d:':=; pari:Îculii>res. 11 HOUS sufllra 
de dire ici qlll" est oscillanl;p et: ~l décroissance rapide ft Pinf1nL si bien que l'Oll peut 
considérer que, pour l,' grand l ~·k • .i a 111H' "fréquPIlce" d<> l'ordre de '2 k et esr. "coIlcentrèe" 
autour du point: 

On peut lire la réglliarit:c' dp 1 sur la décroissance. pour !.: +x', de scs codIicÎ(\ut:s 
d'ondelettes CI,·,j(f), mais le point important, est que l'cHl1lC1lI'. y lire' la régularité locale de J 
au voisinage d'un point .1'0 sur la décroissauCl' ('II '" des CL) (f) corn.'spondant aux olltlelettes 
concentrées autour de points voisins de '/'0. 

9.8. TransfOrlllatÎon de Laplace 

L'étude de cette transformation nécessite quelques COIlIlaissallCt"S sur les fonctions d'unc 
variable complexe, Rappe10ns qu)une foncl'.ioll F de la variable 11 " + if!. défillie dans un 
ouvert w du p1an est dite holomorphe si elle est dérivable au sens complexe, c'est-il-dire si 
(F(p+h) F(p))jh tend vers une limite qu'on note F'(p} 10rsque " E iL \ {O} iplId \'('1'50, 

On démontre (lU 'il est équivalent de dire que, pour tout: clisqtw ouwrt D (de centre po et 
de rayon l') contenu dans w, la roncHon F est développable cn série entière 

~ Fj(po) , 
Yp E D, F(p) = L -,-, -(p - }Jo).! 

.1. 

convergente dans ce disque. 

Définition 9.8.1. Sod f 'U'lle fonction localement sO'/nnl,ablc. à support dan.') [O.x[. 
telle qu'il e:ri..sf.e C '\0 œllt:;c 11(t)1 ::; Cf:,\ol. La Imn,,'ilormù de dE: l e.'.;/ la jO'llctioll 

fi holollwrph e dans R.e p > ,,\0, défin i e pa'/' 

Pour lllDnt:f(~r que .cJ est holomorphe, on applique le t,h60l-(:me de défi vat ion sous le signe 
somme de qui est valable pour l('s fonctions dérÎvablf'5 d'lIU pararnètre complexp. 
En eHet;, dans chaque demi-plan Rel' > /\1 > ,'\0, la fùnction p Ho e-p

/ f(1) a pour dériv01' 
_fC-1JI f(l) qui est: en module par la fonction CIf:('\O-'\l)t sOlIllllahle dans [0, 'X:.[. 

Définition 9.8.2. Soif. il E E'. Sa ll'oTI8jonnée rie Loplace est III fonction 

fJ(p) = \1I(t); (,-Pl) 

qui est hol(1))J)f])hc da'l18 tmlt le plun. 
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Il suHirait de montrer (lue le tbéorè'me de dérivai:ioll sous le crochet. s'applique aussi aux 
dèrivations complexes pOUl' obtenir le ré~sultaL 

La transformation de Laplacf' des fonctions est insuflisante pour beaucoup d'applications. 
On souhaite ponvoir utiliser la formule des sauts pOlu' dériver des fOllctions discontinues, 
el: éventuellement utilisf:'\' des pmt.ics finies. La sous-algi:hre suivant,(' de 7)~ est sOIn'('nt 

:-:inlfisant/;. 

D.S.:1. Une algôbrc de onlllollltioH. Ou nol'.era A l'ensemble des Il E D+' qui peuvent 
s'écrire de la nliHIÎÈ'[(~ suivante: Il = U + f oit l' appartient ~t E' et où f pst une fOllction de 
classe C'N, il. support dans ]0, '::-0[. telle qu'il existe '\0 E IR avec e--'ol j(t) ES. 

Cette prnpriét;b signifie simplement qll(:'l en dehors d\m compact. la distTibut.ion tt est 
de classe C= l et que ses dérivées ont une croissance au plus exponentielle (avec un même 
exposant pour i otites les dérivées). Si 'f E est égale ü 1 au voisinage du compact; CIl 

question, il suffit en t'fl'et de poser l' = yU et f = (1 ;;)11. 

On peut alors définir la Irausfonnée de Laplace LI/ de LI comme i;tant il LU + LI, 
CP:::; d('ux fonctions étant données par les défillil:ions 9.8.1 et. D.8.2. Il faut: bien sùr verifier que 
la fOllction obtenue, qui est holomorphe pour Re p > "0, IH.' dépend pas de la décomposition 
Il. == t' + 1 choisie. Cela revient à vérifier que les deux dNinitions coïncident pour une fonction 
Cr:c à support cornpaci" ce qui est 0videu!;, 

On dira qlle '\0 esi une aV.,cÎ88c de déjhût.ion de la transformée de II. 

E:r:aC'ice 9. S.4. Démontrer que. pour 111 et w! appartenant ~t '0,+. et; pour ,\ l'ôd, on a 

En déduire que A est une algèbre de convolut.ion (ou vérifiera que, si w E E' et; si 
est COrnIlle ci-dessl1s, on a e-'\/ (w * f) ES). 

(0.20) 

lES 

9.8.5, Tro,nsjonnée8 de Laplace et de Foul'ia, 
de définition '\0. Pour ,..\ > '\0, on a 

Soit u = v+ f un élément; de A, d'abscisse 

J.,. (! ( + IlJ = Il t ,e e = eu, e l' (\ ') (() -,\1 -il)!) (-'\/ ('t) -ir'/.) 

Cela montre que la '/lI11C1I'" au pO'lnf p == ,\ + Îll de la ll'lln401''llH~C de Laplaœ de 1f, est égale li 
la valeur au ]/oill,' l! de la f,"'fJ.'Itsj()l'nu~e de FOIf,'t'ier de e-·\f 1/. 

Les propriétés hien connues de la t,ransformée de FOllrÎpl" donnent Ïlnmédiatemeut le 
thèorhne suivant (dont: la démonstration directe n'est. pas très difficile). On lltilisl'l'a (9.20) 
pour la démonstrat.ion de la partie (c). 

Théorème 9.8.6. Soient Il, Ill, Il::! E A. 

(a) (inj('ctivit6) Si les lnmsjorTn,ùs de Laplace de lI1 et 11.2 coTllcùlcnt lJO'!J'f' Rep as.sc::: ynwd. 
ahJT'1? 1/1 li:!, . 

(b) On 11 

L( ) = pLU(p), L (tu(t}) = r;~, L.1l. 
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(c) SoÎt '\0 lŒ plus 
(J POIlT Re p > ~\o 

des abscissc,~ de (h~fillifion de.s 
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,r;"r/l'I"II""'" de Loplace dc.~ Il,!. On 

l.(Ul * It::?)(p) = LU t(p).c u',;!(p). 

On peut reconstruire Il h partir dE> sa transformée de Laplace' Hl llt.i1isallt la formule 
d'inversion de Fourier sur une droite Re p = ~\. Gràce aux })l'opriôtés des fonctions holo
morphes. on a UUl' propriét:é d'injE'ctivité beaucoup plus forte: il suffit: que .cil 1 l't~ .cu':!. 
coïncident sur Uli ensemhle a:vant un rPaccumulatioll (un segment de l'axl' réel par 
exemple) pour avoir 1/ 1 = Il',;!. Pour pou voir utiliser "h rem'C'rs" les tables de transformées 
de Laplace, il suffit donc de connaît,rp .cll(p) pour p réel assez gra.1ld. 

!J.S.J. U'II,C algèbre de conuollltio'n pl'IJ.$ gronde. On peut plus généralüllll'lÜ consÎ(U'rer 
l'ensemble El des /,[ E D~ vérifiant e -'\0 1 

II E SI ponr uu '\0 réel. L'ensemble B est une algèbre 
de convolut.ion pour laquelle on peut; définÎr la transfonnation de Laplace. POUl' Re' JI > Ao, 
on pose 

Cu(p) / ", -'\0 1 , (t), '\0/ 
\(- Il,' e W(t) ) (9.21) 

où la fonction \TI I~st, de cla~s(' C'XJ, à support dans et {'gak à 1 au de [0, 0::{ 
La fonction figurant ~l droite dans lc' crochet; est: alors daus S(IRL ce qui dOlllW un sens 
il (9.21). La fonction ainsi définie ne dépend pas des choix de q-, et: /\0, et: le l'lléorème 9.8.6 
s'étend aux éléments de B. 

Ea;en:ù:.e !J.8.8. l\Ionl:rer que la trRIlsformatioll de Laplace est un ÎsoUlorphisme du corps 
K défînÎ an n° 8A. I, sur le corps des fractions rationnpjles eu p, et que cet: isolIlorphisnw est, 
précisément celui du calcul symboliqU(~. 

Dans l'exercice suivant, aIl notera i', pour k réel ('t Re p > 0 le 1l00ubre complexe de 
module IplJ.o et d'argmnent k arg p, avec -TI /2 arg p < if /2. 

E:/;(TÔCC 9.S.!J (Dé'rivatioT/s cf'o'l'dn: 110'11 l~nficT). - (a) Démontrer que la t.ransforrnéc' dt, 
Laplace de H(t)t k

-
1

, pour k > 0 est égale à Cj,.p-J.', où Ck est une COllstant.e. On pourra 
montrer que q. f(h), où r est la fonction d'Euler (voir l'exercice 1.2.12). 

(b) Eu utilisant. Pexercice 5.3.5 montrer que pour k non cutier, la transformée de 
Laplace de pf(t~-l) cst: égale à 

(c) Mont.rer que) pour t.OlÜ li: E il existe une disl:ribution Tk el', une seule ar)partenallt à 
dont la transformée de Laplace est jl. En notant: DA- l'op6rateur 'li f--io- TI: * Il, montrer 

que l'on a 

\/1.-,'111 E 

et que pour k entier posit'.ir~ DI.: Il est la dérivée d'ordre k de /1 taudis que D-~' tI t'u est l'unique 
primit:ivc rFordre k à support da.ns [0, 



CHAPITRE 10 

ESPACES DE SOBOLEV 

Nans avons déjà défini les espaces IflH crexposallt entier. COllllue nOlIS 

allons le voir, pour décrire avec précision leurs restrictions à des hypersur
faces, il est indispensable d'introduire des espaces crexposaut fractionna,Ïre. 
Or, la principale application que nous avons en vue l le problème de Dirichlet. 
pour l'équation de Laplace dans un ouvert borné de 1R:" l nécessite l'ét.ude des 
restrictions à la frontière des élérnellts de respace Hl. 

Cela dit, grâce à la transforInation de Fourier , l'étude des espaces de Sobolev 
d'exposant quelconque n'est pas plus difficile. Pour les espaces d'exposant 
entier, certaines déulOnstrations sont 111êrne grandelncnt simplifiées si aIl les 
COlnpare aux dél1l0nstrations directes. 

10.1. Structure hilbertienne et dualité 

Définition 10.1.1 (Espaces de Sobolev). - Soit.s E 1F.L On dit qu ''lI,ne 
distribution 'U dans ]RII appartient à l ~e.'jpace H,t; ,t'il '1J, est tempérée. si û est une 
fonction localclncnt sornrnable. et Bi on a 

Cette définition cOluporte detL"X: aspect.s. D\u1e part. elle une certaine 
régulari té de û: ôtre localernellt sOlIllnable (et 1nênre localement. de carré 
sOIluuableL ce qui interdit à 'U d'être ;'trop grande'l à l'hlfini. D'autre part) 
elle exige une décroissance de û à l'infini, crautant plus rigoureuse que .s est 
gra.nd, qui correspond à une régularité de 'U. 

Une fonnulation équivalent.e consiste à dire que (1 + IEI 2 }8j2û appartient à 
L 2 • Lorsque s E 'PT, cela équivaut à. deulé1nder que ç0û, appartienne à L 2 pour 
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10:1 ::; 8, et dOllC à la condition [Y'v, E L2 pour ces rnêlllCS ct. On retrouve bien 
la définition dOllnée dans la section 6.2, 

Il est évident, au vu de la définition, que les espaces H S décroissent avec 8~ 
et que, pour 11, E H 8

, les dérivées d'ordre Tri, de '/1, appartiennent à Hs-m. 

Théorème 10.1.2. - Les espaces liS sont hilbertisables : rn1lni8 dn produit 
scalaire 

(1.1.1"), = ./(1 + l.;fpj:(Ov(ç) 

on de loui autre produit. 8calœire donnantH,ne nonne éqniuoJente lI, la T/.Or/ne 

ce sont des espace., de Ililbe'l"f. 

Il est cla.ir que (.I.)s est un produit scalaire. D'autre part, rapplicatioll 'li, t-+ 

(i+I~12).'ij2û est par définition une bijection îSOlllétriql1e de Ii'" sur L 2 ). 

Ce dernier espace étant complet, il cn est de lTlênlC de IP, pour la nonne 
ci-dessus ou pOUl' toute nonne équivaJente. 

Théorème 10.1.3. L'espace e"l de'luu~ dCl1I,.':I H.':I pOUT tont 8. 

Il esl: facile de voir que S cst dense dans .FP'. En dIe!;) l'îsornétrie inverse de 
'U t-+ (27r)-n/::!(1 + 1~12)s/2û doit transformer le sous espa.ce dense S de en 
un sous-espace dense de Hô. Or cette mêlne application est; une bijection de 
S sur hlÎ-lnênlC : elle est cOluposée de la !;rallsforInatioll de Fourier et de la 
nlultiplication par (1 + 1Ç-12)s/2 , fonction qui appartient à OM ainsi que son 
inverse. 

lvlontrollS nli:l.Întenant qu'il existe pete, ne dépendant que de 8, tels que 

(10.1) 

Pour chaque 1\T l on a cn 

11(1 + 1~12)s/2Ç1IIL:! ::; Sl!P ((1 + 1~12).~/2+N 
(" 

En choisissant N > n/2, le lllelllbre de droite est rnajoré par une constante 
fois .Alq(rp), où q t'S(; le plus petit entier supérieur ou égal i.t ..,/2 + N. D'apr(~s 
le théorènw 9.2.4, on a l'estÎlllatiol1 (10.1) avec p = q + n + 1. 

Un élérllellt v de liS et E > 0 étant donnés l on peut d'abord trouver 'P E S 
vérifiant Ilu 'Pli,,::; c/2. D'apr(::!s le théorèllle 9.2.9, il existe une suite E 

telle que l'on ait ~)('P - ) -+ O. Il résulte de la lllajoration (10.1) que 
ron a. Il y..1j Il s :; é /2 en choisissant :i assez grancl. On peut donc~ pour 
tout E, trouver un élément:. E ego que Il'/1, cp)II.')::; E, ce qui achève la 
délnolls t. ration. 
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Théorème 10.1.4 (Extension de la dualité). - S'oit.5 E et. 'lJ. E 
fI- 8

• AlorB, l'appl'ication cp 1--;' (u. ~ cp) de S ,!tUI" te se prolonge de 'mJI,TI.iè'('f~· 

aniq/l,e cn, 'U,'JI,C fOl"rne li'néairc contin /I.e sur H·~'. On 'note'l'U (:'n,co1'e. ('II, ~ v). ]HJ'l/.'J' 

LI, E H- 8 et 'LI E 118
• cc prolO'/lgemenL 

Cette e:flcn.'3ion illeT/fUie cŒlJ.oniqHcrnenl H-'~ au du. al df:H8 : p01/.,{, toute 
fonne linéaire L conlinae sur IlS. il e;rislc un. el un .'Jeu! '/1, E H- 8 l'érijiant 
L(v) = (11" v) po'ur louf 'U E .fl'". 

Soit donc li, E Il-s. On a ~ I!') ~1/' .11) pour /j) E s, En posant ,7 1.;--"\ on 

obtient pour tout E S 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz (et un changement de variable ç H 

donnent inlluédiatelnent 

Cela prouve que la fonne linéa.ire rp H (u. <p). qui est définie sur le sous-espace 
dense S de R's est continue. Elle se prolonge done de fa(~on llUiqlle eu lUle:' fôn1l8 

linéaire continue sur Hf,. 

Réciproquenlent;~ soit L une forme linéaire continue HUI' H8. et l'OrIllOnS 
l'application suivant.e AI de L'2 dans C 

Si on pose 'lU 

continuité de 

1\1 (l) = L (F-1 
[ (1 + 1 éf ) -s / '2 .n) . 

((1 + lçI2)-8/2.fl on a 11) E Il 8 et Il'/.llIL~ 
il exist.e HIle constante C t.elle que 

YI E L2 
. 1111(/)1 :; C Il ''lOI!." = C IIJII L :! • 

Cela montre qne la f()l'UW liné:aire AI est continlle sur l'espace de HUbert L'.2 ~ 
et il exist.e clonc un é16ncllt [j E L'2 tel que 

E L 2 
• M (f) = l g(O.f (Ç) "i;. 

Notons '/l, la dist.ribution F[(l + 1~12)'~/~g]. On a (1 + lçl2 (2ïT)llg E 

L 2 ct. donc 'I.t • D'antre pa,rL pour <p E Sl on 11 

(V'l rp) = \F[(l + 1~12)s/2[J]. <p) = \[(1 + lçI2)1!/2g], i"i5), 

et; clone 
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ou encore~ par d6Hllition cie j\1 

Nous obtenons donc (u ~ = L(rp), et ces delLx forrnes linéaires continues sur 
Ifs qui coïncident snr S sont donc égales. Cela achève la cléInonstration. 

Rem,arque 10.1.5. - COlnpte tenu du théorèlue 6.2.5, le résultat précédent 
11l01lt.re que, pour s entier négatif. la nouvelle définition des espaces Ir; coïncide 
avec celle que nous avons donnée clans la section 6.2. 

COlInne pour l(~s espaces (filldice entier) le dual de H 8 s'identifie eanollique
HIent; à II-fl. Pour chaque choix (fun produit scalaire sur HH on dispose aussi 
de Pidentification dépendant de ce choix de l'espace lI H avec son dual, 
COlnnle ponr tout. espace de Hilbert. 

10.2. Régularité et caractère local 

Les inégalités élénlcntaires suivantes nous serviront à Inajorer des produits 
de convolution en E., et donc à contrôler la régularité de produits dans l'espace 
des :/:. La seconde est connue sous le nont d1inégalité de Peetre. 

Lemme 10.2.1. - Ponr E. et TI dan,!) , on a 

(10.2) 

( 10.3) 

La prellli(~re lllajoration résulte sÎlnplelllCllt cIe rillégalité triangulaire et de 
la Inajoration ((f, + b)S ::; 28 (o:~ + bS

) pour des nOIllbres positifs. Quant à la 
seconde, il est équivalent; de r11011tre1' que 

(1 + 1E.12)S(1 + 1''712)-,<; ::; 2181 (1 + lç - 1JI2)1,<;I, 

et on voit, en échangeant éventllcllerncnt e et 'fl~ qu'il suffit de cléJuontrer (10.3) 
lorsqne B est posit.if. Par hOl11ogénéité, il suffit alors de le prouver pour .s = l, 
ce que ~lOllS pensons pouvoir laisser au lecl;eur. 

Théorème 10.2.2. Po'U,l'.5 > n/2 les éléments de H'') ,')mû de8 fondions 
continues tendant 'Uers () à /. 'infini. En outre. le produit de deu:r élénenls de 
IP' esl c'fI,core dans H 8

• 

On peut en effet écrire 

û(Ç') [(1 + 1Ç'1 2
)s/2û(e).I[(1 + leI2 )-.9/2J. 
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Le prernier fadeur appartient iL L 2 si 'iL ElIs, et le second facteur appartient 
à L2 dè:~s que 8 > n/2. On a donc li: E LI, et d'après le théorèuw 9.1.1. la 
fonction 'lJ, est continue et tend vers 0 à l'infini. 

Pour dérIlontrer que H 8 est mw algèbre, on écrit pour deux éléments 'LI, et 11 

de cet espace 

ûV({;) = (271r" ./ û(t; - 1])V(!]) dl]. 

C'est en effet, "lue à l'euvers", la partie (a) du théorèulC 9.5.1, qui assure que la 
tral1sforlllée de Fourier du produit de convolution de delDc fonctions sOluluables 
est le produit des transforInées de Fourier. En lIlllltipliallt les deux l11e1ubres 
par (1 + lçf)s/2, et en lllajoraut cette dernière quantité à raide de (10.2L on 
obtient 

(1+ 1t"12)'/2IûV(ç)1 :::; c ./ [(1+ IÇ-TI12)sI2Iû(Ç-1])I]lv(I))1 dl) 

+ c./ IÛ(I;"-1]lI [(1+ 1'1712)"/2 IV{1J) 1] d!1 

On reconnait dans chacun des deux tenues du Inculbre de droite le pro
duit de convolution d\ule fonction de LI et d'uue fonction de L 2 qui, d'après 
rexercice 3.3.7, appartient à L 2 . On a donc (1 + lçI2)''1/2V;V(e) E L 2 et uv E Hf.!. 

Corollaire 10.2.3. - Pour Tn (~ntier positif et.'3 > n/2+rn: les élérnents de 
HS sont des fonctions de clas8e cm. En particulier. une fonction appal'ten,aut 
à HS pou.,' tout .'3 est une fonction de classe 

Il suffit d'appliquer le théorènlc aux dérivées de '/1, d'ordre:::; 'rrL 

Théorème 10.2.4. 
I{JU E H S

• 

Qu,el que soif; s E pour u E H S et cp ES. on II 

Le théorènw 10.2.2 entraînerait ce résultat~ luais seulement pour s > '0,/2. Ou 
écrit encore rPii,(ç) sous fonne d'un produit de convolution (c'est cet;te fois-ci 
le résultat de rexercice 9.5.5 '~lu à renvers"), et 011 utilise ici l'inégalité (10.3) 
pOUl' ruajol'er (1 + lçl2 )8/2. On obtient 

(1 + lçI2).5/2IrPii,(ç)1 

:::; c I { (1 + It: -'1)1 2
) l'I/2 Iiô(ç -1))I} { (l + 1'1)12 )"/2 lû( 1)) I} dry. 

On recollnait encore là le produit de convolution de la fonction 
ç r-+ (1 + lçI2)1.~1/2IiP(ç)1 qui appartient; à LI) et d'uuc fonction de L':!.. On 
a donc (1 + lçI2yi/2rPii,(e) E L 2 et la conclusion. 
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Remarque 10.2.5. Un tel résultat pennet de définir les espaces F[I~)c(n) dans 
un ouvert n c IRll 

1 et. de lllOutrer qll1ils jouissent de propriétés raisonnables. 
Si 'Il E 'D'(n), on dit que li, E Hi~c(O) si pour toute!.p E C(f(O), on a!.pv, E H S

• 

Le théorèlne précédent assure que la restriction à 0 d'uu élénIeut de liS ()FLn) 
ap partient. à I{Î~c (n), ce qui est le rnÎnÎlruull q ne r on puisse exiger cr une telle 
notion. Le lecteur pourra lllOntrel' à titre d'exercice quel pour que 'U, appar
tienne à Hi~)c(O)l il faut et îl suffit que rOll puisse trouver eu chaque point 
;co E 0 une fonction !.p E Co (n) non nulle en :1:0 telle que !..pli, E H,q (utiliser 
les partitions de Puuité et la cOlupacité). 

Le corollaire 10.2.3 montre que les éléInents de HÎ~)e appartiennent it cm 
pour .5 > n/2 + 'ln. Il est clair crautre part que les élérnents de cm appar
tiennent à H{gc' Il slagit de deux échelles de régularit6 qui ne sont cOlllparables 
qu'à un décalage près. 

Localelncml;, les espaces H8 couvrent tout l'éventail des régularités. L'inter
sect!Qll des Hl~c est respace des fonctions oœ, et le lecteur pourra montrer 
que la réunion des HI~c est l'espace des distributions d'ordre fini. 

10.2.6. Application: régularité de" solutions de l'équation 

(10.4) 

Nous avons vu au nO 9. 5.12 quel pour f E S'et ,\ > O, cette éq:Hüion po~sède 
t 1 1 · t " t l' -- (1 Cl 2 \)-1 f' S' uue e une seu e so utlon ,ernperee, e J que on a 'li, - ~ + / " l 

rllaintenant f E HS l on a 

La fraction étant uniforlllément bornée, il en résulte que le ruernbre de gauche 
appartient à L 2 . Nous avons clone montré que po'//,r f Elis. l'n,nique solut-ion 
tempérée de (10A) appartient li H 8+2 . 

Il est clair qu'un tel résultat est le 1uei11eur possible, l'opérateur ~ - /\ appli
quant ,Hs+2 dans H'~. ContraÎrernent à ce que l'on pourrait penser, l'analogue 
dans les espaces C'1Ii est faux. Si (~ - À)u est de dasse G'rl, on peut lllOntrer 
que la fonction 'U est de classe Gm+l, mais elle n'est pas en général de classe 
cm+2. 

10.3. Traces et prolongelnents 

A. Trace d'une fonction définie dans lEI! 

Consiclérom':i l'hyperplan :1:/1 0 dans R.Il • Nous nous intéressons à ropé-
rateur de trace J qui à une "b01l1H:1" fonction cp (:1/ l a: TI) dans JP~l1 associe la 



fonction ,<p(:r;') = <p(:I;', 0). Cet opérateur~ qui est bien défini pour des fonctions 
continues, n ~a. pas de sens a priori pOllr des (dasses de) fonctions ]ocal81uent 
sOlllmablcs, Phypcrplan étant de 111e811re nulle dans IR.1l

• D'aut.re part, il exist.e 
des élénlent.s de L'2 (IP21l

) qui sont. des fonctions continues pour :];11 i=- 0 et. qui 
tendent vers +,~o lorsque :Z:n tend vers 0, et il paraît exclu de définir la t.race 
cl 'une telle fonction. 

Nous allons 11lontrcr que ron peut. définir raisonnablenH~nt ,'1./, dès que 'LI, E 
H'~ avec 8 > 1/2. Sauf en dimension 1: une t.elle condit.ion n'irnplique pas 
la continuité de 1/', qui 11 'est" a priorL qu'une classe de fonctions définies à 
un cllselnble de Inesnre nulle près, C'est le prolongement par continuité de 
l'opérateur de trace usuel qui nous fournira la solut.ion. 

Nous noterons systélnatiquelnent (:1;': :Dn ) le point courant de Mn, avec: :1;' E 
JIJ:.n - 1 : et nous ut.iliserons des notations analogues pour la variable de Fourier. 

Théorème 10.3.1. - (a) rOUF tout /) > 1/2. l'opérateur)', de S(lP~n) dan.'! 
S(IR.n- 1) rl~fin.z paT ,Lp(:z;') = <p(:Z:', 0) Be prolonge de rnan.ière n:niq'l/'e en un 

opén1tc:'l1,'r linéairr: continu, '!/.Oté encore, de l·r:l(~I1) dan.') HS-l/'2CiF~!l-l). 

(b) L 'opératcu,l' , C8t. sH.'r:jedif, de HH(IT!~n) SII,r HS-l/2(w-~n-l). 

Pour dénlOlü,rcr la prenlière part.ie~ S étant dense dans RH l il nous suffira de 
prouver qulil existe une constante C telle que 

(10.5 ) 

Le point important est d'écrire ropérat.eur de trace en tennes de transforma
tion de Fourier, On a 

(", 0) ('">-) -n Il' Î:l,l·( ~(C' e ) lei le Lp ,1" = -' /1 •• e <p .., ,.., Il C.., 0,.., n 

d'après la forrnllie d'inversion clans ]Rn, On a donc 

<p(,"',O) = (27T)~("~1) ./ eL'·'.( {2~ ./ <p(Ç', ç,,) d,;,,} dÇ' 

et il en résul te que la transfonnée de Fourier (dans iPlll -
1 ) de "'Y({J est la fonction 

entre accolades. 

Nous désignerons désol'lnais par f(~) et g(Ç') les transfonllées de Fourier 
respectives de ({J et '({J. On peut écrire 

g(t) = (l/27r)'/ [/(Ç'.,;,,)(1 + 1(1 2 H~)'/2l [(1 + 1,;'1 2 +Ç~)~,/2l ri';". 

L ~il1égalité de Cauchy-Schwarz donne 

'17r2 IgœW ::; U If(Ç)l2 (1 + lçI2).' ri';,,) U (1 + 1('12 H;, )~' dE,,) (10.6) 
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en remarquant~ c'est là qu'intervient l'hypothèse 8 > 1/2, que la seconde 
intégrale est finie. Cel1e-ci se calcule il, L:tide du challgcluellt de variable ~n = 

') / (1 + le 1-) 1 ::! À, et on obtient 

/ 
(1 le'l::! c::!)-S le . (1 + IC'1 2 

, + ~ + '-,n ('''''11 = Cs \., (10.7) 

avec 

En lllajorant Ig(Ç') 12 par (10.6), ct cOlllpte tenu du calcul précédent \ on obtient 

/(1+1( 

Ces intégrales étant rcspectivenlent aux carrés 1I1soIlH5-1/~(P:n-l) et 
de IIIPIIH!l(]RTl)' nous avons établi restirnation (10.5), ce qui achôve la délllOllS
tratioll de la. partie (a) du théorèlue. 

Pour u E H'" ) ~ .5 > 1/2, on peut d'après ce qui précède expliciter 
ropérateur 'Y de la suivante: 

où on a ulÏs en indice de la transfol'lnation de Fourier la dinlension de l'espace 
concerné. 

10.3.2. Démon.9tmtion dit théo1'ème 10.3.1 (b). Soit luaÎlltenant 'il un élé
l11ent de H,,-1/2 ). En notant g(ç') la transformée de Fourier de LI, nous 
allons définir une distribution 'lJ, dans JR:!1 C0111111e la transformée de Fourier 
inverse de la fonction f sui vant.e 

Notre but est de , en choisissant. judicieuseulent. les constantes N et 
h:N, que l'on a.. 'YU, v et 'U E H S

• On est donc ri::Lll1ené à prouver que fOll a 

(10.8) 

(10.9) 
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On a, par définition de f 

/(1+ IEJ)' If(OI2 df, ::; C./ le 12)2N lo((W cl!;' ./ (1 + 1!;12)8~2N-l cl!;". 

(10.10) 

La seconde intégrale est finie à condition de choisir lV > .5 /2 - 1/4, et elle est 
égale d'après (10.7) à une constante fois (1 + 1e'1:\,,-2N-I/2. Le lUelnbl'e de 
clroH:e de (10.10) est donc égal à U11e constante fois J(1+1(12)";-1/2Ig(e')I~ de', 
dont la finitude exprÎlne précisélllent l'hypothèse v E II,Q-l/2. Nous avons clolle 
établi (10.8). 

D'après rexpression de /, on a 

/
' ((cl C ) le l, (1 t lé l j2)N (Cl) /'(1 1 ICI 2)-N-1/2 de 

, • '" 1 I...,'fl (,1...,11 = h, N T 1..., 9 ~. T ~ '" TI • 

L'intégrale de droite est égale, craprès (10.7) h CN+l/2(1 + 1(12)-N. Il suffit 
donc de choisir la constante kN égale à 2rr/cN+l/2 pour avoir (10.9). Cela 
achève la délllonstration du théorèlne 10.3.1. 

Nous noterons ïEt~Î- le derlli-espace ouvert de défini par :I:Jl > O. Bien qu'il 
soit possible, et utile, de définir les espaces de Sobolev d'exposant quelconque 
dans un ouvert régulier - le delni-espace étant le cas le plus shnple nous 
nous linlÎtcrons au cas de , qui nous suffira pour l'étude du problèule de 
Dirichlet. 

Pour bien cOlnprendre ce qui va suivre, il est bon de considérer d'abord 
les conséquences de la formule des sauts pour une fonction .f appartenant à 
Cl (IR+). Si on prolonge cette fonction par 0 pour ~rn < 0, on obtient une 
fonction Zf bornée dont les dérivées ne sont pas en général des fonctions. 
PIns préeisérnent, la dérivée pa.r rapport à :1;1/ fait. apparaître une sÎlllple couche 
ayant pour densité la trace de f sur l'hyperplan :Z;n = O. 

Il est donc équivalent clans ce cas de dire que la trace de .f est nulle, et de 
dire que dérivées de Zf sont; des fonctions. Par contre: si on prolonge f 
par sYlllétrie par rapport à :1;11 = 0, 011 obtient un8 fonction de classe Cl par 
Inorceaux dont les sauts sont nuls, et les dérivées de ce pl'Olongelllcnt sont; des 
fonctions. Nous retrouverons ci-dessous les équivalents de ces rCluarques. 

Définition 10.3.3. - (a) On appelle }II(lR~_) l deB'/l, E L 2 (JR+) 
dont les dér'inées prem,'ières au sens des distrilndions appartiennent également 
cl, L 2 (ïEt+ ) . 
(b) On appelle HJ (iP1.+) l :espace de . ., fO'nctiolls '/1, E 
:Z:n < O. Il s'identifie a.u sous-espace 'U E Hl 

(iPY') qv:i sont nulles pour 
) tels que Zn E Hl ). 
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où le pl'oloTl,gernent Z e.'d défini pa'!' Zv,(:I:) = U(:D) pOUT :I: n > 0 et ZU(:D) = 0 
.'l'l,no'!"!. 

Ce.s deu:z: espaces! 'rn/un/.s dn, produit scalaim 

(u l 'IJ) = L .I~+ 8i1/.(",)8i"('o;) d;" + ,~_+ 1/,('")1)(;1;) rh 

sont des e,"paceB de Hilbe1·t. 

Il est facile montrer le caractère hilbertien de ces espaces el; dOllC que 
HJ étant 1'<"'''' .... ,-,.1,..,1- est fenné daus Hl (JR~I_) en la délllonstration 
Cl11 6.2.2. 

Il ne faut pas confondre Hl(IRr+) avec l'espace Hl~c(.ITt+) dans la section 
précédente. Rien ne lÎlllite la croissance d'un élénwut de ce dernier espace 
lorsque ;[; tend vers l'infini ou vers rhYPeI'plall ;l:1l O~ tandis que le fait 
d'être de sOllunable dans le denli-espace (et la condition sur les dérivées) 
constituent une linlÎtation sérieuse pour les éléIncnts de (IR+' ). 

Théorème 10.3.4. - (a) L 7cBpace C<f(IR:+') consf'itué des reûriction8 ri, IP~+ 

des éléments de Co (ll{Tl) est dense dan . ., Hl (1R~+' ). 

(b) L1cspace CoOR+.) cst den.se dans HJ(IPl+'). 

Les éléInents de C<f(IR+) sont des fonctions de dasse dans , nulles 
en dehors d'un ensernble borné) et dont toutes les dérivées se prolongent 
continfunent. iL Les élénlel1t;s de Cir(W!.~-) sont de plus nuls au voisinage 
de la frontière :Z:n O. 

Nous allons utiliser~ dans les deux cas, la luéthode habituelle: régularisa
tion et troncature, 1.butefois, le fait que les éléllWllts de Hl (IR+) ne soient 
pas définis dans tout fespace, et le fait. qu'on veuille clans le second cas des 
régularisées nulles de ~1:11 = 0 nécessite un contrôle plus précis des supports. 

Soit \ une fonction positive de classe C oo
, d'intégrale 1. à support dans t'intersection 

de la boule unité et de {.rl.r H < -1/2}. On forme l'approximation de Fidcntité \.e:(.I:) 
ê-

7L,j:rjE:.). La importante est que, pour '/J. définie et de carré somma,bIe sur 
la fonction 

est parfaitement définie et: de cla.sse C= pour :1;11 > -ê /2, la fonction '1/ étant alors définie sur 
le domaine d'int.égration. La démonstiation habituelle tllolltre alors que, pour lt E ) 
et pour .l:n > on Cl Ôi Hf = te: * (Dnt). 

Si 011 note u E ) un prolongement quelconque (Z u par exemple) de l.t, on a 
Il * \,;: dans ot donc 

1111." -
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On montre de ULètne (en prolongeant l'élément'. Di n de 
o en nonne L'2 dans Cela montre que l'on il 

11110- llIIIll(~+) O. 

Un Hombre ,13 > 0 ét.ant donné, on peut, donc fixer un ~ tel que la norme ci-dessus soit 
inférieure à ,13/'2. Il ne reste plus qU'~l prendre une fonct.ÎOIl '/1 E CÜ(lEtll ), égale il 1 sur la 
boule unité) et urL(' fonction e E C=(iR), il support dans [-ê;'1, égale à 1 au voisinage de 
[0, cx:{ et ~l post'r 

;pn (:r) 1/'(.1' / R)(}(:r n ) Us (.f). 

Ces fonctions appart.iennent: à ), et le lecteur montrera facilement que les épR et les 
cOllvergent respectivement vers U é et ai /le: pour la norme dans lR+'. Pour R assez 

grand ou a douc lIu,; - if'" n Il < ;3/2. 

La restriction de '?n à appartient ~l (lR:i_ L et approche Il en norme à ,/3 près. Cela 
achève la démonstration de la partie (a). 

La démonstration de la partie (b) est semblable, mais on choisit. cette fois la fonction \ 
il. support dans l'intersection de la boule unité et de {.rl,r n > 1/2}. Si Il E HJ c'est; 
donc un êlément de Hl (Rn) nul pour :l'n < O. On sait; déjà que les lié = 1/. * \" convergent 
vers Il dans HI (R1l). La nouvea.ut.é est qne les 111;: sont ~l support da.ns .1: 11 ;:::: La fin de 
la démonstration est analogue~ on approche ensui te li E: par les Il,, 1;"(' / R} qui appartiennent ~t 
Cff ). 

Théorème 10.3.5. - L'appUcation, qui ci, u:nefonct'ion de Co fait 
co.,.re.':ipml,dn~ sa res[,riction ri. :r'T) = 0 .':îe prolo,//,ge de nw,nière unique en 
'une application linéaire cOTl,tinue 8'UT:iective. notée encore , de Hl (1'lf.::-) .':î'lt1' 

H I / 2 (IRn-1 ). 

Considérons cl 'abord le prolongenlent pa.r sYluétrie S qui à une fonction 'lJ, E 
Jl l (IR+') associe la fonct;ion Su définie par SU,(:J;'l :1: n ) = 'U(a/, 1:];/1 1). Il est, clair 

que Su E L 2 (IRI!) et que l'on a IISu,IIL1(I?,H) J211'UIIL'2(2+')' 

Soit ipj une suite d'élérnents de Co qui converge vers 'U dans Hl (1R+'). 
Alors les fonctions Sipj sont de par rllorceaux, et le saut est nul 
SUl' l'hyperplan :E n = O. Les dérivées des Sep} sont donc des fonctions définies 

presque partout, et on a aussi IloiSU,IIL1(?:Il) = 118i'uIIL'2(rr1::U' Il en résulte que 

(au J2 près) la restriction de S à Ccr (~~l-) est iSOluétrique l;our les nonnes Hl. 
L'espace C[f étant dense dans Hl (IR{+), l'application S est Ulle isométrie 
de ce dernier espace dans III (1P~Tl ). 

Nous pouvons InaÎntenant définir ropérateur de trace de (1R:+) dans 
Hl/2(rp~n-l) connne le cOluposé de S, qui envoie le prcllüer espace dans 

), et de ropératellr de trace défini dans la section précédente~ qui ap
plique Hl (lRll

) clans H 1/ 2 ). Cet opérateur est continu connue cOluposé 
(fopérateurs continus, et donne évideUlluent la t.race usuelle pour fonctions 
de 
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Il est facile de voir que, est surjectif. Si 'v E Iil/2(IRt1-l)1 on peut. d'après 
le théorènle 10.3.1 trouver 'W E Hl (WLTl

) dont la trace est égale à 'O. Il suffit de 
désigner par '1.1, la restriction de 'W à lR~. On a '/1, E (IP,{~) et ,u = u. 

Théorème 10.3.6 (FonTIule des sauts). Soif 'U E 1:l1 (IPL+ L et Boit Zn 
son prolongernent par D. On (l alO'l'.'3 ai (Zu) = Z (aru) pOUl' .; = t ... ln - 1 et 

(10.11) 

Oll fi, est la di8t1"ill'/},fio'l7. de sùnple couche, portée par :rn = O. de den.8ité TU. 

Il suffit d'approcher un élÉnnent quelconque VI 1:l1 (lR+) par une suite <P,i 

créléments de Cü(lF!+). Pour ceux-ci) la fOrInule des sauts habituelle donne 

(10.12) 

oir la sirnple couche P'j a pour densité ,<P.J' Pour j -+ ex), on a Z<Pj -+ Z'll, dans 
L 2 et doncau sellS distribut,~~~~~l~equi entraîne i]n(Z!.pj) -+ qn(Zu) 
au sens des dist.ributions. Il est clair que Z(Dn<Pj) -+ Z(Dnu,) dans L 2 et donc 
au sens des distributions. On a enfin, pour '1/) E Co ) 

(fl'j, ~)) = / 1''Pj(:vl )41(a:' ,O) d:r' -+ .! Tu(."1)1jl(:r' ,O) d:,,', 

les '!.pj tendant. vers ,'Il, dans H l /'2 et donc au sens clistrÎbutions dans ~n-l. 
Le Inelllbre de droite étant égal à \/-t ~ 'lM, fégalit.é (10.12) entraîne donc (10.11) 
par passage à la lintite. Le cas des dérivées tangentielles est plus facile et laissé 
au lecteur. 

Corollaire 10.3.7. Pmu' qn ~un élément 'Ll E JI I (IR~~) appartienne à 
JIJ (~+), il faut et il suffit que ,ll = O. 1 

Nous savons que 'IJ, E HJ ) peut être approché en nonne Hl par des élé
lllents !.pj E Cer' (lR+ ). Les t.races des <Pj sont nulles, et convergent. vers ')"U dans 
H I / 2 (lp?,7I-I) rraprès le t.héorème 10.3.5. On a donc l'Ut = O. 

Réciproquement, soit 'U E Hl (lR+) tel que TU = O. D~après le théorèlllo 
précédent~ on a ai ( Z'lt) Z (aiu) E L2 pour 'i 17 ... ,n. Cela signifie que 
Zu E Hl (Rn), et dOllC que li, E HJ (IR~. ). 

10.4. Problèlne de Dirichlet dans un ouvert régulier 

Le probl(mle de Dirichlet dans un ouvert consiste à détennÎner une fonction 
hannoniqlle (ou une solution de ~'U = f) prenant des valeurs données à la 
front.ière de rouvert. Ce problème se pose dans les multiples dOlnaines de 
la physique lllat;hérnatique où int.ervient le Laplacien. Une autre quest.ion 
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importante est le pr()bl(~lllC de Neumanll1 où on ÜUI)OSe les v,deurs df~ la dérivée 
nOl"lllale (c\\st à dire le flux du gntdiellt du potentiel u.) à la frontière. 

Les 1néthocles hilbertiennes que nous avons aPI)liquées clans la section G.2C 
à l\'~quation (~ - ).,)'/1, = f da,ns tout l'espa,ce vont nous penllet.tre de 111ontr8r 
l'existence et runicité de la solution du problè~nle de Dirichlet. Cela llécessite 
ici non seulen1ent. rînt.ervent.ion de l'espa.ce Hl da,ns rouvert 111ais aussi l'étude 
des traces des élénwnt.s de cet eSpë,l,Ce à la front:iôre. 

A. Traces 

Soit n un ouvert borllé régulier (défillition 5A.5) et soit. an sa frontière. 
Nous ll'ut.iliserons que l'espace de Sobolev Ji l (n) dont on dénlOnt.re le carac
tère hilbertien en reprenant 11lOt pour Tnot l'argument du thci'ol'cmw G.2.2. 

Définition 10.4.1. - On n.ote II1(n) l"c8pacc dcs u, appartenant à L2(n) 
do'nt lcs dérivées aru, au sc'ns des dist.ribut.ions appar!icnnen.l. é.fJolenH:nl à 
L 2 (n). 

C~e.'it un C8j)(/'ce de JIilbert pO'I/.r le produil scalaire. 

('/1,1 "'h = r [kl/,i:J(I) d;r; + r Il,V rh .Jn .Jn 
Olt pou'/" tmd antre produit. scalaire d07l'l/,an.t 'Une norme équÎl'ale,n,te. 

Il est. possible de définir les espaces .H'" sur la sous-variété DD., ct nous au
rons besoin efTectiv811wnt de l'espace ]{lj2(an). Nous aclrnettrons les rôsultats 
principaux, et n1indiquons ici que le pri ncipe de la ddinit.ion des _H S (ün) pour 
oS ~ o. 

Soit f une fonctio11 définie sur ûr2, de carré S0111nHl,blc pour la '1nesure de 
surface. Soient (voir les définitions 5.4.6 et 5.4.7) (:I/~): B:r.; Q):r.; .X:r. respec
tivernellt des SystèUlCS de coordonnées orthogonales, des ';cyliudres" recou
vrant an. l'équation locale de an, une partition de l'unité associée. Ou peut 
alors écrire, dans les coordonnées Cy%), la fonction ,\%(y)f(y) SOllS la forme 
g%(yr ... · lU::-l)' On dit alors que f appartient à H8 (an) SI toutes les fonc
tions g:r. a.ppartiennent à H-s(lRlI-1 ). 

Il faut bien sùr vérifier qlle cette définition Ile dépend pas des choix des 
Cy:r.); B:r.; ~;!; :\:;~. L'ingrédient essentiel de cette vôriJication est Ull thôorÔllw 
qui, pour oS non entier. n '(1 rien cl 'évident : si u E L'2 est à support C'Olupact 

dans Ull ouvert. U de lP~n , et; si <I) est un diffôOlllorphismc de U sur un ouvert 
[T'. on a 

'l, E H.'i(TIJ:Il) ..'--'-. l, (T)-l E H S ('ii-1JIJ ) /, __ ':"""'T _/ 0 10 .•.• • 
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Nous pouvons maint.enant éllollcer~ sans démonstration, les t.héorènles sui
vants. Ils se prouvent en se rall18Ilcult, par partition de l'unité et cartes locales 
cornIlW ci-dessus, aux théorèrnes analogues que nous avons clÉnnontrés pour 
0., 

Théorème 10.4.2. L ~appl'icat'ion J de rcstl'ic/.ion, an bord l dc C\X!(O) 
dans Ccx:.: (an) se prolonge en u.ne application, linéaire COnlill'1l,e surjective, notée 
encore 1"\(, de II1 (n) sur H 1 j2(aO). 

Théorème 10.4.3. - Soit lI, E H1(n). Les lrois p'ropriété8 8,/i,Îvantes sont 
équinalenfes : 

(a) "'Iv' = CL 
(b) Z1t E III ), où Z'U désigne la fonction égale cl. 'U dans 0 et ci. 0 ailleurs, 
(c) il e:riste 'Une 8u,ilc (rélé'llu~nt8 de (0) tclle qv,e lIu - <pj1l1 -+ o. 

On note H(Hn) l'espace des fonctions 'l1. vérifiant les co'/uliUons précédentes. 
C '('):li lUI sÔ'ii::~:espace fC1"Iné. et don.c hilbertien" de Hl (0.,). 

Si les th60rèlues précédent.s généralisaient des résultats valables dans le 
dmHi-espace. l'inégalité qui va suivre est particulière aux ouvert.s bornés (ou 
au 11loÎns aux ouver!;s contenus clans une bande). 

Théorème 10.4.4 (Inégalité de Poincaré). - Il e:â.slc une c.on.,lante 
C t.elle que 

(10,13) 

Considérons crabord le cas d'uue fonction <p E Cif(O). Soit R > 0 tel que rOll 

a.it n c {:rl R :::;; :1:/1 :::;; R}. On a alors 

j
';t'll 

<p(:V',:Z:ll) = an<p(:z;',t)ât . 
. -R 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz, 8n majorant le clOlnaine d'intégration par 
[ - R~ RJ ~ donne 

On obtient douc 

//

'. 1 <p( :1:', :r Il) 1 ~ d:r' cl:/,; Il ::; Il'/' 2R 1 ôn <p( :r'. t;} 1

2 
dt (1:1;' ri:?: Il 

,. n . ,. 1:I'n!:SR:III:SR 

::; 4R:J l''{ 1 Dn<p{a:'. t)1 2 
da;' dt, 

.ln 
ct l'inégalité voulue. avec C 2R. lorsque <p E Cü(n). 



10A. PROBLÈME DE D[lUC'HLET DANS LTN OUVERT RÉGULIER 209 

Si llutÎntenant 'Lf, E H(1 (n). il existe une suite de fonctions !.pj appartenant à 
Cif(O) telles que lIu !.p:illl -+ O. L'illégalité (10.1;3) est valable pour chaque 
!.pj ~ et chacun des deux membres converge vers rexpression correspondante 
pour 'U, ce qui établit le résultat. 

10.4.5. JVolation8. Pour 'U, et v appartenant à Hl (n L on posent 

B(n, v) = L t Dru/kil d:D, 
i .In 

et on appellera éner:qie de 'll la quantité 

E('U) = n(u: 'li) = r l\luev) I~ cl:r . .In 

La quantité E(u:)lj2 n'est pas une nOrIne sur II1(Sl), les constantes aya.nt; 
une énergie nulle. On a par contre le résultat suivant. 

Corollaire 10.4.6. SUT l'espace HJ(Ü). la BCu, v) est un· produit 
SCallLi'l'e. et la T}·onne E('u) Ij~ est équivalente cl la. nonne lIuliI . .En particulier, 
I-I{~ (n) muni de B e8t ·un espace de Hilbert,. 

On a en effet 

Iluili = E(u) + Il'ull~:! , 
et, pour 'll E .llJ(n)l on a d'après rinégalité de Poincaré 

B. Problèlne de Dirichlet homogène 

Nous ne considérerons plus que des fonctions à valeurs réelles. La fOl'lue 
bilinéaire B est; alors symétrique. 

Lemme 10.4.7. - Soit '/1, E Hl(n). Il e:l:ùde alors nn· élérnent 'u E I-IJ(O) 
tel qv,e 

(10.1-1) 

Considérons en la fonne linéaire L{v) = B (,u. '1)) sur fit} (n). On aiL (v) 1 ::; 

E(u) 1/2 E(v) 1/:2. C'est donc unc fonne linéaire continue sur respace de Hilbert 
]16 (n) llluni du proclui t scalaire B, et il existe clonc un éléllleut 'u de l'espace 
HJ tel que L(v) B(îi, v) pour tout v E H(t. 

Théorème 10.4.8. - 80it g E H'lj2(ôn). 
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(a) Il e:l:lste u'/w el une 8enle fonct-i,on 11, E 111(0) solution du problèrne de 
Dirichlet 

!lu = O~ 

lU =g. 

dans 0 

(b) La solution 'U parmi les élérnenls de Hl (0) dont. la trace e.':Jt égale à 
g, l'unique fonction dont 1 )/h1,eq}ie HOit minirnu'ln. 

L~opérê1t;eur de trace étant surjectiC il existe Ul E Hl(O) telle que lUI = g. 
Soit 1/:î la fonction fournie par le lenuue précédent. Elle appartient à HJ et 
est donc de trace nlIlle: et; la fonction 'LI, = 'Ill - vérifie donc It/, g, 

L1égalité (10.14) appliquée à UI donne înuuédiateuwut que B(V'l '1.1) = 0 pour 
tout v E II(}. On a donc en particulier pour <p E Co(O) 

B(n, =0 L.f Di",Dicpd:" =0 L (Di'/! , f)iCP) = 0, 
1 1 

et donc 

(!l'U,l <p) O. 

Cela assure que 'u, est une solution du problème de Dirichlet. 

Délllontrons l \lllÎci té. La différence U de deux solutions doit être un élérnent 
de III de tra.ce nulle l et donc appartenir ~t HJ, et doit vérifier = O. On a 
alors~ pour toute fonction <p E Co (0) 

(/,;U, cp) = - L .f DiU D,cp d:!: = o. 
1 

Ou a B(U, <p) 0 pour tont <p E Co(O). L1élérllent U de l'espace de Hilbert 
H(L qui doit ètre orthogonal au sous-espace dense Cü(O), est clonc nécessai
l'eIllent nul. 

Démontrons lllaintenant la partie (b) du théorènle. Soi\; 'LU un élélllCnt 
quelconque de (0) dont la t.race est égale à g. La différence 'LU 'li, Ct dOllC 

une trace nune1 et appartient h HJ. On a 

E(w) = B('I1), 10) = B('U111,) + 2B(u, W '11,) + B(uJ 'U1'LU 1/,). 

Nous avons vu que 'li, est orthogonal à t.ous les éléInents de Het et en particulier 
à 'W - H. On obt.ient donc 

E(w) = E(u) + E(w - 'li,), 

ql1a.ntjté toujours supérieure ou égale à ECu,) , et qui ne lui est égale que si 
rél<:nnent 10 - 'U, de IIJ Ct uuc énergie nulle 1 ce qui entraîne 'LU = 'IL 
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C. Problèlne de Dirichlet non homogène 

Définition 10.4.9. - On dit qUJtl1U~ distribuJion f dans D appartient: à 
1 H- 1 (n) .<)!i{ e;âste une constante C tellc qne 

Vtp E Cü(n) l 1 Cf l <p) 1 ~ GE(<p)lj2. 

On voit facilel'nent qU\lIl élérnent l de L 2 (O) appartient à H- 1 (n). On 

a en effet I(f ~ <p)1 ~ IlflIL :! 11<pIIL:! ~ G IlulIL:! E(<p)lj2 d'après rinégalité de 
Poincaré. De toujours pour f E L2 (n) on a 8 i f E (n) : on a en 
effet 

Nous verrons ci-dessous la réciproque de cette propriété. 

Théorème 10.4.10. - Pour tout .f E 
appartenant à H(} (n) tel q-v,c ran ait 

Llu = -f. 

(n), il (~:1;i8te un et un 8clûn 

La fOrIne linéaire <P -+ Cf, tp) est définie sur le sous-espace dense Gif (n) de 
HJ; et est continue pour la nonne E 1 j2 cet; espace. Elle se prolonge donc 
en une fonne linéaire continue L l:iur Hf; entier. Il existe clonc ,//, E Hf; tel que 
rOll ait L(v) = B(u\ v) pOUf t.out V E HJ. On a donc en particulier~ pOUf 

<P E Co(D) 

On a donc Ll'U, = - f. L'unicité a déjà dérnontrée daul:i la preuve du 
t;héorbne 10.4.8 : la cliHërence U de detLx solut.ions appartiendrait à Ii{~ et 
vérifierait LlU = 0, et nous avons vu que cela irnpliqllait U O. 

Corollaire 10.4.11. 
rrélément8 de L 2 (n). 

Tmd élérnent f E H-1(n) est sornTne de dé1'ivéc8 

On sait en qu1 il existe ,//, E Hf; avec Llu = -f. On peut donc écriro 
f - Li 8i(8ru ), et les fonctions 8j 'll, appartiennent à L2

. 

Corollaire 10.4.12. - Saient.f E H-1(n) et 9 E H 1 j'2(8n). Il e:J:Î.'lt.e alo1's 
une et une "cLde solution '/J, E H 1 (n) du problèrne de Dirichlet 

~:u. f 
"'(U = g. 

Il d\uw part un élél1l8nt v E H 1 (D) vérifiant Llv = 0 et IV = g, cfautre 
part un éMurent 'W E (n) vérifiant Llw = -f. La fonct.ion 'il, = 'LI + 'li) el:it 
une solution du problèllle posé. 
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Quant à runicité, elle rèsulte encore du théorènle 10A.8 : la difl'érenee U 
de deux solutions serait un élérnellt de Ii(~ vérifia,nt !::t.U = O. 

10.4. ,1;G. Un peu d 'histoire. Les dénlollstrations précédentes reprennent, 
cl 'assez pn~s des idées de Gauss et de RienHI,nn. Toutefois, ces l1utthénlaticicns 
qui furent des nlOdèles de rigueur dans ffalltres branches des nlathéulatiqlles 
étaient luoins stricts (collune beaucoup de leurs conternpontÎns) cn physique 
lua,thématique. Riemann, pour délIlOntrer notre théorènle 10.4.8, considère 
une fonction u, dont; l'énergie est luÎnÎlnurn panni fonctions égales il, 9 sur 
an, et prouve trÈ~s COl'l'ectclnent que 'LI, est alors une solution. Par contre, ilne 
délllontre pas que le nlÏllÎnllull est efrectivernent aUeint. 

Des dérIlonstrations rigoureuses. utilisant; cles idées différentes, ont été 
données par NeUlllé1nn et Poincaré, et Hilbert prouve vers 1900 que le rninilluun 
de l'ônergie est effeetivelllont atteint. Ce n\lst toutefois que depuis 1950, avee 
l'introduction systérnatique par .1. Deuy des espaces du type III et eu 
théorie du potentiel, que l'on peut utiliser presque telles quelles les idées de 
Gauss et de Rieula,nn, 

L'exercice suiva.nt reprend les idées d'un mélllOire 
potentiel cl 'équilibre) datant de 1843. 

Ga.uss (existence du 

E:l:ercice 10.4.14. 
compact: daus n. 

Soient n un ouvert borné régulier, et w un ouvert relativelncnt 

Soit C l'ensemble des /} E H(l vériIiant u(:r) ;:::: 1 presque partout: SUl' w. DéuIOlürer 
qu'il exist,e un et un seul élément li de C dont l'énergie soit, minimum. :Nlout;rcr que rOIl a 
Beu, v) 0 pour J;01tt u E H(~(n) s'anuulant sur w et; cn déduin- que ~/I = {} dans n \ ûJ. 

(b) On admettra le résultat: suivant: si F est une application contractante (c'est-à-dire telle 
que IF(s)-F(t)1 :::; Is-ti) de IR dans lui-même s'aullulant il l'origine, ct. si l! E HJ(n), alors 
F li appart:i(~nt au même espace, et OH a E(F u):::; E(v). II s'agit d'un résultat assez 
naturel (si l/l'(./') - w(u)1 Io(:/:) - du)1 quels que soient ;r et !lIe gradient de w en chaque 
point, doit être plus petit eu llorllle que celui de Il), maÎs dont la démoIlstration nécessit,c des 
résultat.s fius sur les rapports entre dérivées usuelles et dl'rivées au sens des dîst:rîbut.ions. 

Démontrer que la fonction u est presque partout comprise entre 0 et: 1, et qu'elle est 
(p.p.) à 1 sur w. On pourra considérer F(I) = max(O, min(l\ t)). 

((') On pose p - ~ /1. DénlOntrcr que l' qui appartient à H- l (n) est. UIlO mesure de Hadon 
positive dont:, le support', est contenu dans la frontière de w. On écrira que ECII + ;:::: E(tl) 
pour ;p E C;f(n) positive. 

(d) On pose C(w) ECo). f\'Iontrer que C(u}) est aussi égal à la rmL'5Se de fi (c'est-à-dire h 
(,l , 1)), 

En ékrt:rostatÏqlH'. la fonction u représente le potentiel crê6 par un conducteur chargé 
(W") en 6Cfuilibre (énergie minimum). Ce potentiel est constant (nonnalisé ici à 1) sur le 
conducteur et harmonique en dehors. Les charges If qui rellgeudl'eni, se répartissent h la. 
frontière du conducteur. Le rapport: C(w) ('Iltrc la ruasse et le potentiel créé s'appelle la 
capaciti- llewtonil'UIll~ (ou conlornbîeIlul') de uJ. Le concept g6néral de capacit~ (G. Choquec, 
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1953) est uue ext,ension de la notion de rnesul'(' ensembliste. Le lect',eur pourra montrer 
fadlcment id fille l'application u..' f--J- ('((J .. !) est croissante et. sous-addiHn,~ [('(;..:JI U ::; 
C(Wl) + ('(w'.!)l~ et plus difficilement: qn'clle est fortemplli: sous-additive Uu}~) + C(wJl n 
uJ~) C((klt} + C(u}~ )). 

D. Vers l'analyse spectrale 

En rempléH;allt l'opérateur ~ par l'opérat<:'ur ~ - A. on obtient pour ,\ > 0 les mèmes 
résultats d'exist.ence et: d'unicité. Il sufHt de remplan'r la fOrIne bilinéaire B par B.\( Ll. p) = 
B(u, v) +,\ J lwd:r. 

Ponr ,\ < () la situation es j', diHôreutc, et on peut (!t!,moIltrer le résultat suiv;u,\I' il existe 
U11 ensemble 

S = {-Pl .... ·-/li,· .. } 

oit hl suite des flJ est: croissante et tend vers +:x; tf'l qlle 

(a) Pour ,\ rt. El, l'opéra.teur ~ - ,\ est. bijectif de (f!) sur H- 1(n). 

(b) Pour .\ = -/f.j ~ 8. l'espace Ej df:'s solution~ Il 

finîe ri) 2:: l. 
.\)11 = 0 pst~ dl' dinH'n:::înn 

(c) Si on choisît, pOUL' chaque j HIlC base orthonormale Y'j.l ... '7?i. tl j (pour le produit scalaÎre 
de L::!) de J'espace Ej, alors la collection des !.pj,A- pst', uue hase hilhel'tÎeuHc dC' L~. 

On appelle S If' spcdre du Laplacien (ou plus précisément de ropéral',pllt dans n associé 
au Laplaciell et h la condition de nullité ail bord). Les -1-'./ SOIlÎ', les valeurs propres de .3.. et; 
les éléUH.'I1ts de sont les fonctions propres associées. 

La démonstration de ces propriétés, qui évoqucnt, bien entendu Ips propri61'.('s des rnatrîces 
hennitknllcs, repose sur des résllltaJ.s d'a.nalyse fonctionnelle abstrait,e, ct sur deux proprié>l'és 
du Laplacien. La premihe (caractère autoadjoint ou hermitien du Laplacien) est la fonullle 
de Green J u.3.vd.1: = J lJD..ud.1' étencluè élU GŒ où Il. et l' appartiennent ~l H(~. La seconde 
est que l'opérateur G qui h f E L ~ associe la solution 1.1 Gf E H(~ dt' ~ll = f est tlll 

opératT'ur COlupact de L'2 dans lui-môme, c'est-à-dire qu'il l'.l'ansforme les boules de L::! en 
des ensembles relativement compacts de L'2. 

Pour de tels opérateurs 0, on a mw bonne théorie sppct,l'alc" tTt'S proche de c('lIe des 
elldOlnorphismes hermitiens en dimension finie: existence de l'alPtns propres, et. d'mil' base 
orthonormale de fonctloIls propres. Les valeurs propres de ~ sont: alors les inverses de ('t'Iles 
de G. les fonctiolls propres étant les mêtnes. 

Si r; est nne fonct.ioll propre relative à )é) valeur l)ropre - J.l, il pst Facile de vi:rifier que la 
fonction F(t, = !.p(.r)e-1LI est UIle solution de 

éltF = 6.F dans [0, :x:[xf!, 

que la fonction G ( t. = r;:(.l' )c/I'I est une solut,ion de 

iDI G = D..G dans IR: )( n. 
et que les fonctions H:l: (l, .r) = sont des sol1ltions de 

Di If D..H tians IR x f!. 

Cela permet dc> résoudn~ le "p!'Obl(~me de Cauchy dans .n avec conditions cIe Dirichkt:", 
qui se formule ainsi pour l'équation de la chaleur (nous laissons ail lerj'.(~ur le soin d'(icrÎro 



214 C'r-IAPITRE 10. ESPACES DE SOBOLEV 

l'analogue pour les 6quations des ondes et de' Schrôdillger) 

Drll(t,.r) - ~ u(t, :/') = 0 

11(11;1') = 0 

dans [0, ,x[xn 
dans [D, ()o[xan 

lI.(O.:d :::::; uo(.r) dans 1'1 

On décompose la fonction 1/0 donnée sur la base hillwrtienne des z,-"j./'" On a. douc /.Io(.l') = 
L ü.iY?j.d:r), et on OlJt.iCllt la solntioll Il par 

l'appart.enallce iL H(~ pour chaque t traduisant. la vérification de la seconde propriété. Bien 
entendu, il faudrait prouver la rOll vergence de la série ci-dessus dans HJ, ce qui u'est d'ailleurs 
pas difficile. 

Le lectenr conuait bien un cm, particulier de la môthode ci-desHlls. C'est: celui de la 
dimension l d'espace. Si n est l'intervalle ]0, rr[, les fonctions propres (daus HJ) de Popl5-
rateur d'.}.j d.l:'.! sonl'. les fonctions C sin j:v et les valeurs propres sont égales à -Il} -.f. On 
retrouve la méthode dite "de s(~paration des varia.bh's". 

Eu tontp dirncIlsion, la solution du problèl.lllC de Canch~' pour l'{·qua.tion des ondes s'écrit 
connue smnuH' de foudions périodiques eIl t, dont; les fréquences saut les .jïij. En dimension 
l d'espace, ces fl'(~quences sont. multiples d'unc même fl'(~quence fondamentale. Il n'en est 
plus de rnôme cu dimension supérieure (membranes el: volumes vihrants) où le spect:re n'a 
plus de strudure aussi simple. Uôl:nde des relations entre la géométrie de n (ou d'une variété 
t'ÎemanIlleuuC') et les vah'urs proprt'S du Laplacien fait t:ouj01ll'S l'objet. de recherches actives. 

10.5. Problèlne de Cauchy et selni-groupes 

Nous avons vu dans la section 6.6 COlument la tral1sforIuation de Fourier 
partielle donne l'expression des solutions 'U,(t, :c) des équations (k~s ondes, de la 
chaleur et de Schrôclînger, connaissant les données de Cauchy (dans S(iR:Tl

)) à 
l'instant O. 

Nous allons nons intéresser ici à la fanülle, indexée par t, des opérateurs Nt 
qui, alDC tra.ces de la solution 'lb à l'instant 0, font. correspondre les traces de 'U, 

iL rillstant t. 

Nous verrons d\U18 part que ces opérateurs iVt se prolongent; à des espaces 
. fonctionnels plus gros que S, ce qlÜ pennet de résoudre le problèrne de Cau
ehy sous des hypothèses plus générales. D'autre part, nous constaterons la 
conservation de certaines nornH:)S au cours de révolution, ce qui a une signi
fication physique précise. Enfin, nOllS verrons que la faIuille des NI. constitue 
lIll (seIui)-groupe à un pa,ralTlt:tre. Il s"agit là d'uu phénOlll(:lle d'une grande 
géll(:ralité, dont nous expliquerons les ra.isons. 

La plupart des calculs (faciles) seront laissés an lecteur à titre crexercice. 
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10.5.1. Équation de Schrodinger. - Nous avons obtenu la solution du 
problènlC de Cauchy 

(iat + .6. )'l./) = Cl 

'il .. ( 0, ;}; ) 'Uo ( :1: ) 

sous la forme Ti(t;l Ç) 
partielle de IL 

e-itlçfûO(~), 011 :Ii désigne la transfonnée de Fourier 

Cela nous arnène à définir l'opérateur, de ) dans lui-lllÉhne 

Pt = :F-1 [e-itl~f.] :F, (10.15) 

où on a noté [e-itl~(~.] l'opérateur de 11ll11tiplicatioll par e-it1çj:!, Nous avons 
vu que l'opérateur Pt est l'opérateur de eonvolut.ion (dans !Rn, à t fixé) par 
(41Tt)-n/2e-illrr/-!eil.cI2/4t. Le lecteur vérifiera 1es points suivants. 

L'opérateur Pt défini par (10.15) est une iSOlllétrie de .HS 
) sur lui rnèlne 

pour tout 8 . 

....... Pour 'Uo E liS (lP~11 ) 1 l'application t H PtUü est continue de ffi. dans H S (]}PZ} ) 

(on clétenllÎnera la Ihnite de l 1 - ~012 (1 + 1~12)8 d~ à raide du 

théorèlnc de Lebesgue), 

- L'opérateur Po est l'identité et 011 a Pt 0 Pt' = Pt+e pour t, t l E JR, ce qui 
est conséquence iUllnédjate de la relation e-if'!çl:! = )lçI2. On dit 
que (Pt) est un groupe à un parmnèt1'e d'opérateurs, c'est-à-dire un 1101110-

1I1Orphisrne de groupes de IR llluni de l'addition dans l'enselnble des opérat.eurs 
luuni de la com.posîtion. 

La première propriété, pour .s = 0, a un sens physique bien connu. Si Ua 
est norrnalisée par IIu.oIl L:! 1, alors la probabilité tot.ale de présence dans 
l'espace entier de la particule à l'instant t , égale à .r IPt 'Uo1 2 d:r , reste égale à 1. 

on vérifie facile1uent en utilisant la seconde propriété que} 
pour <p E Cf{' L l'application t: H (Pt'LiO(:C) l <p(t, :1:)) est. continue, ce qui 
perrnet de définir la distribution (que nous noterons u( t, :l:)) suivante dans IPi.I1+1 

('ll(t,:c), cp(t,:l:)) =.r (Pf'/I,o(x) , cp(t, a;)) dt, 

où les crochets désignent respectivenlent la dualité en diluensÎon n + 1 et n. 

En approchant ·11,0 par des on nlO11t1'e facilement que 'li, est lillütC, au 
sens des distributions, des solutions 1/,j correspondantes, ce qui lllolltre que 'l.t 

est solu tion de (iat + L).) u = O. La trace pour t 0 (dont la définition est inuné
c1iate pour une dist.ribution donnée par une fonction continue de t à valeurs 
cla.ns un espace fonctiollnel) est bien à ·u,o. Pour être complet, il faudrait 
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dire en quel sens une telle solution est. unique, ce que nous n'aborderons pas 
ici. 

10.5.2. Équation de la chaleur. - Pour t 2:: 0, nous avons déterrniné une 
solution du problèrne de Cauchy 

(ch ~)'lt = ° 
u(O, ;r;) '/},0(:1:) 

Cela nous <.:unÈme à la famille d'opérateurs 

.] F. 

On sait que Pan a 

G['Uo (10.16) 

Le lecteur vérifiera les points suivants. 

Pour j; 2:: O~ l'opérateur Gt est continu de HS (iP2Il
) clans lui-luême. outre, 

pour t; > 0, il est continu de !-FI dans H s+N pour tout JV (il y a régularisation 
iUlluédiate de solution dès le début de révolution). 

- Pour 'Llo E H.ï, l'application t r-t G(u,o est continue de [0,00 [ dans H S
• 

- Si '/1,0 est positive et souullable, il en est de rnènlC de G(UO et on a IIGflLOllLl 
Iluo . Cela résulte faciknnent de (10.16). Le sens physique est clair: rinté-

de la tenlpérature est, à une constante (la chaleur v ohuni que ) près, la 
quantité de chaleur totale, qui est conservée au cours de révolution. 

On a Gt 0 G{I = Gt+tl pour t, t ' 2:: 0, et Go est ridentité. On dit que l'on a 
un selnj-gl'Oupe d'opérateurs. 

COlllnle pour l'équation de Schl'odinger~ 011 tnontre que, si 'Un appartient à 
H'" ou à L1 la famille des G(tLO définit; une solution du problènw de Canchy 
dans [0, ex) ( x]f!~n . 

10.5.3. Équation des ondes. - Il faut cet.te fois-ci se donner 1/,0 et 'Uo clans 
S(lPlII ) pour détenniner une solution du pl'oblèlne de Cauchy 

Du(t, :I:) ° 
'11(0, ~r;) = 'lLO(:l;) 

Ôt'U(O, :Z:) = '00(:1:). 

Nous avons vu que la transfonnée Fourier partielle de la solution 
était donnée par Uo(~) cos(I~Il) + ûû(O sill(IÇ"1 t)/Iç-I. On a dOllc éhu(t,O = 
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-Uü(ç) lçl sin(IÇ'1 t) + 'Ûo(Ç") cos(I';1 t). Cela aIuène à définir la fmnille des opé
rateurs suivants, appliquant l'espace S(JP;.l1) x S(IPL/7) dans qui alLX 
dounées de Cauchy à l'instant 0 associent les données de Cauchy il l'instant l:. 

( 

;::-1 

o 
o ) ( cos(IÇ'1 t) 

F- 1 
- IÇ'I Sill( 1Ç'1l) 

sin(IÇ'1 t)/ lçl 
cos(IÇ'1 t) 

Le lecteur vérifiera faci1culeut les propriétés suivant.es. 

Ut applique contillfuuellt Ii s+1 (il!:.'l) ~< liS (ffi(ll) dans luÎ-lnêllle pour tout .':l. 

Si IV ('Ilo,vo) E Hs-l-l(IP~Il) X Ii 8 (JP;.I1L alors l'application tH UtlV est 
cont.inue de 1P1. dans ce luême espace. 

Posons~ pour vVo = ('no~vo) E H 1 (JP{O) x L2(1R11) 

E(Wo) = ./ l'i7lLol 2 d:T; + ./ Ivol2 d:T:. 

On a alors E(Ut vVo) E(Hio). Au fadeur 1/2 près, la pr81l1ière intégrale 
rénergie pot.entielle, et la seconde l'énergie cinétique, et la relation 

\.d'''IJJ..l.~U'-' la conservation de l'énergie E au cours de révolution. 

On a Ua = l et Ut 0 Ut' = Ut,+/." et donc encore un groupe à Ull parambtre. 

Renw1'que 10.5.4. Pour des opérateurs analogues, luais à coefficients va
riables, on ne peut utiliser les déulollstrations ci-dessus à base de trallsfor
luation de Fourier. Par contre, il est possible de dénlOntrer directerllellt les 
est.Îlllations de conservation de l'énergie, ce qui est une étape Îlllportant.e pour 
prouver de solutions. 

10.5.5. Pourquoi des (semi-)groupes. - Le leetClu' sera sans doute du 
1l10illS nous respérons insatisfait des dénlonstrations précédentes conduisant 

eX:lstC:Hlc:e de sClllÏ-groupes. Il préfèrera certainernent, à ces calculs silllples 
une ra.ison générale non 1110ins sÎlnple pourvue d'une vertu 

Le cadre général est le suivant. On se donne un ens8111ble E ~ 
'-d.1..c:J'-,1..UIJ.L'-, des états possibles cl\l11 syst(mlC~ el; une loi d'évolution qui, 
toutes les applicat.ions d'un intervalle de:m:. dans E, sélectionne certaines 

appelées évolut.ions (possibles) du systèlue. On suppose que, si 
J 1 sont deux intervalles de et si t H e(t) est une évolution dans I, alors 
la restriction de e(-) à J est une évolution dans J. 

",""'\ .. ,.lJ.~FL,,.'l.' rentrant daus ce cadre sont rnllitiples~ citons 

E est un ouvert n c JP~n (ou plus généralelucllt Ulle variété différentielle), 
et les évolul;ions du systèrne sont les s?lutiolls cl\u18 équation différentielle du 
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prenüer ordre, s'écrivant dJY/dt F(t, ~Y(t)). 

- E est de la fonne n x]Rf! où n est un ouvert de]Rn (ou plus généralelncllt, 
E est le fibré tangent Tn d'une variété différentielle n). Les évolutions sont 
les solutions d\lne équation différentielle du second ordre sur n qui s'écrit 
[P .X/dt2 = G(t,X, eLY/dt), et que ron peut réécrire dX/dt = V l dV/clt 
G(t,.X, V). 

- E est un espace fonctionnel sur IRf! (S,S',H".L 1 , ... ) et les ôvohtt,iollS du 
système sont les solutions d'une équatjon aux dérivées p1ut.ielles du prenlÏer 
ordre par rapport à t (ou plus généraleluent cl \uw équation du t.ype 8{u.( t, :1;) = 
At'lJ,(t~ :1:) où At est pour chaque tune applicatjon entre espaces fonctiollnels 
dans m:n ). 

E est. un produit (respaces fonctionnels dans lRII (HS+l x H8 par exenlple), 
et 1a loi d'évolution est une équation aux dérivées partielles du second ordre 
par rapport à t. 

Nous serons aIuenés à exanlÏner les conséquences des deux propriétés sui
vantes. 

(a) DéterlTl,inism,e. -- Pour tout eo E E et pour tout ta E lR, il existe Ulle 
et une seule évolution e(·) du systènlC, définie clans IR~ entier (variante : dans 
[to, telle que e(io) = eo. 

Bien entendu, une telle propriété n'a rien cl'alltornatiqlle. Lorsqutelle est 
vraîe~ il faut le plus souvent prouver un théorèule d~existeIlce et d'unicité 
locale puis, par d'a.utres Inéthocles en général, prouver l'existence globale. 

(b) Homogénéité dans le temps. Si eU) est une évolution dans un intervalle, 
alors e(t - T) est une évolution dans rintervalle translaté. 

TechniqllClnent, cette hypothèse correspond au cas où les équations: COlluue 
on dit, "ne dépendent pas explicitenlcnt de t ". Dans le prenlÎer exeluple d
dessus) elle signifie que la fonction F ne dépend que de 1\; dans le second, que 
G ne dépend que de ~Y et li· dans le troisi(~nle, que pour chaque t, l'opérateur 
At est. égal à un opérateur A fixe. 

Sous la seule hypothèse (a), on peut introduire les opérateurs RL pour 
8, t E 1PL (~ariante : pour s :s; t) définis connne suit: on consicl(~re runique 
évolution e(·) qui vérifie e(s) e{), et on pose R~(eo) e(t). C'est l'opérateur 
qui fait passer de l'état du systènle à l'instant s à rétat à l'inst.ant t. 

Il est clair que R}, est l'identité) et que a 
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pour 8, t, 'U, E IR (variante : pour .s ::; t ::; 'Il). En l \lnique évolution c(-) 
du systèlne vérifiant e(8) = Co est aussi runique évolution du systèlne vérifiant 
e(t) = R~eo, et l'état e(u) peut s'écrire indifIéreUllllent ou R? (R~eo). 

Si on ajoute l'hypothèse (b) on a de plus R!t~ pour tout T. et en 

particulier R~ R~-,9 pour 8 et t réels (variante : pour s ::; t). SÎ on pose 
lVt = Rb, on 0 btiellt 

i\T 1\T R·'i+1 .'i R s+ t N ht 0 s = s 0 Ro = '0 = s+t 

quels que soient 8 et t (variante: pour 8, t ~ 0), et les Nf forrnent un groupe 
(variante : un il un paramètre, 

Dans les clelLx prenüers exetnples donnés 1 on obtient des groupes de 
diffémllorphislIles de n et de n x IFRI1 respectivernent. Dans les delLx suivants, 
rÎen n'oblige l'équation aIL"'\: dérivées partielles à être linéaire (il est toutefois 
pIns rare que l'hypothèse (a) soit sati.sfaite dans le cas non linéaire). Lorsqu'elle 
l'est, les opérateurs JVt sont linéaires, et 10rsqll1elle est à coefficients constants, 
les Nt qui connllutent avec les t.ranslations dans fespace sont des opérateurs de 
convolution dans frIIll. C'est. ce que nous avons constaté pour les trois équations 
d'évolut;ion que nous avons étudiées. 

Pour les équations du type de réquation des ondes) mais à coefficients 
variables: on obtient des groupes à un p(:u'êUn(:~tre d ~opératellrs intégraux de 
Fourier: opérateurs dont nous avons dit quelques l110ts dans la section 9.7. 



APPENDICE A 

COMPLÉlVIENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL 

A.l. Applications différentiables 

Dans toute cette section, et F désigneront des espaces vectoriels di-
nlensÎon finie sur IR:. On note {'(E, F) fespace des applications linéaires E 
dans F. 

Définition A .1.1. - Soient. n 'Un ouvert de a; un point de nJ et cp une 
application de n dan.s F. On dit, que cp est difJé'l'e'lit'iable en :z: s ~il e:âste une 
application linéaire L E {'(E, F) telle q'ne ron ad, pOUT' h E .E a8sez voisin 
de O. 

<p(:Z: + h) = cp(:z;) + L(h) + IhlE w(h) avec Iw(h)IF -; O. 
/1-+0 

(A.l) 

L 'appUcatio'/1; Lest aloTs un:ique et est appelée (#fTérentielle de cp au point ;1:. 

JVo'us la 'noterons(l) 11, H- D<p(:z:) . h. 

Cette définition fait apparcnllllent appel au choix de nonnes sur .E et F, nIais 
il est clair que si on rClnplace une de ces nonnes par une autre nornw (né
cessairCIllent éqllivalellteL la propriété est On dit aussi que D.f(~J;) 
est l'application linéaire à cp au point a:. 

Définition A .1. 2. - Soient n un ()'U,'uert de .E et <p une application n 
dan8 On dit que cp est contin:llment diJJ'ét-enliable dans n, ou que cp e.st de 
classe Cl dans n si <p e.9t difJérentiable en tout l)oint. de n et si l'application 
;r H- Dcp(:7:) de [1 claT/,H {'(.E~ F) est continue. 

(l)Elle est llotée systématiquement Il H hr..;/(;r) lorsque l'espace de départ est IR, et Il H 
d!p(:l:) -h ou (dy(.r) , Il) lorsque l'espace d'arrivée est IR. ou C Dans le cas général, les notations 
varient selon les auteurs. 
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Théorème A.1.3. - Soient E, F et G des espace8 vectoriel" de dirnen,sion 
finie. n li/fi, ouvert de E. n'un ouued de F, <pnne application de n dans n' 
et 'II' 'une application de n' dans G. 
(a) Si <p est d~tféreldiable en un point :1:0 E n et si 'II) est dilférentiable an 
point Uo = <p( ;170), la fonction II, 'If) 0 <p est d~fJé7'entiable en :ro et on a 
Dh(:co) = D'lji(:l)o) D<p(:ro)· 
(b) Si <p et 'ljJ "mIt. de cla.')se Cl respecti'/Jerne'lû dans n et n', la fonction'!}} 0 <p 
est de classe Cl dans n. 

Étant donnés deux ouverts n et n' de E et F respect.ivement~ on appelle 
di;/Jéomol'phisme (de classe Cl) une application <p bijective de n sur n' qui est 
de classe Cl ainsi que son inverse 4' = 

Les applicat.ion '1/) 0 <p et <p 0 'Ifl sont alors les applications identiques de n et 
n', dont la clifiërclltielle est ridentité cn tout point, et on obtient donc, pour 
:1:0 E n (~t en pos~ult UO = <p(:ro) 

Il en résulte que les espa.ces E et Font llécessaÎrenlCnt la nlème diIl1ension, 
que D<p(:I:O) est une application linéaire inversible de Eclans F, et que rOll a 
D'IJ!(:ljo} = (D<p(;z;O))-l. 

Le théorème suivant~ d\lne grande inlportancc, fournit une réciproque locale 
aux énoncés qui précèdent. 

Théorème A.1.4 (d'inversion locale). - Suppo.,ons .E el" F de mêrne 
dimension et soit <p '/l,ne application de cla8!:îe Cl il "un oll,vert n c E da:ns F. 
Supposons que. en 'Un point :7:0 E n. ln di.tré1'entielle D<p(;z:o) soit inver,r;n:ble. 
Il c:z:isfe aIo'''8 un voisinage ouvert V de :[;0 contenu dans n cl un voisinage 
ouvert vV de <p(;ro) teL, q'//'c <p.'wit un diftéO'/lWTphisTne de V .'l"W' TV. 

Rem,arque A .1. 5. Il est bien sùr nécessaire de se restreindre à, un voisinage 
de :7:0 pour avoir la garantie que D<p(a:) reste inversible, lnais ce n 1est pas la 
seule raison qui rende cette restriction nécessaire. Une application surjective 
de n sur n' dont, la différentielle est inversible en tout point peut ne pas être 
injective. Un eXeIuple classique est l'application (r,O) l-7 (Tcose,rsinO) de 
]0, oc'[ x 1R{ dans le plan privé de l'origine. 

E:z:ercice A .1.6. Soit <p de classe Cl et bijective de n sur n' dont la diffé
rentielle est inversible en tout point. DélllOntrer que <p est un difféolllOrphislue 
de n sur n'. 
E:œrcice A .1. 7. Soit <p UIle application de classe Cl de n dans F dont la 
différentielle est inversible en tout point. DénlOntrer que pOUl' tout ouvert 
[T C n~ son Îlnage <p(U) est un ouvert. 
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A.I.B. Différentielles et coordonnées locales. - Soit (t'l,." ,Cil) une 
base de E et Ch, ... ,fp ) uue base de F. On pent alors identifier E et 
par rapplicatioll (:[;1, ... ,:rn ) H I: a:iei et identifier de nH~me F ot lE~j). Une 
application tp d'un ouvert de E dans F s'identifie alors à une fmllille de p 
fonetiolls de TI, variables ipj(:L:1,.,.:z:n)~.i = L ... ,fJ c'est-à-dire que 1'011 a 
rp(I: :c i Ci) I:: (;1;1, ... ,:1;'1) li' L'ê\'pplicatioll <p est. difr(~rentja.l)le en \lU 

point ou de classe Cl dans un ouvert si et seulement s'il en est de rHéIne 
des applicat.ions cornposantes ip). Eu particulier, r.p est de classe Cl si et 
selllernellt si les dérivées partielles ùtp.i / Eh.;i existüut et Sottl; continues. 

La définit.ion A.1 devient alors 

(A.2) 

pour:j l, ... ,]J. La 1Ilatrice (àipj /Ù;l;i(:I:)), qui est. la matrice de l'application 
linéaire Di.p(:r) dans les bases considérées est éippe1ôe 'frlall'icc jacobien'lIe de <p, 
son clétenninant étaut appelé le jacobien, de i.p a.u point :I:. 

A.I.9. Applications de classe C k
• On dit que ip est; de dasse C'·' si, 

des bases étant choisies, les fonctions cornposantes acLInettellt des dérivées par
tielles continues jusqu'à l'ordre k. Il faut bien sùr vérifier que, si ou change les 
bases de et F, les uouvelles cOn1pOSê.llltes possèdeut les 111<1n188 propriétés. 
Les formules de changement de base fournissent iUl1llédiatenlCut des rela,tiolls 

P /1 11 

( 'l,l 'IJ!) - '" /CJ) In1('" (.) 'I·/.' ~ .. ,1/ '1'1.') ., ~ ... ,.' - L J/'t'. L·f),"" , ... , L U /,"" 

1=1 k==l 1.'=1 

et il suffit cLlppliquer par récurrence le H1éorèlue A.1.3 claus nn cas très simple 
(cOluposition a.vec des a.pplications linéaires). 

On appelle difféornorphisllw de dasse Ck uue bijection de dasse Ok ainsi 
que SOl1 iuverse. Dans remoncé du théorè1ue d'inversion lotale, si on suppose 
raplicatiol1 ip de classe Cl.' ~ 011 obtient Ull difféolIlorphislne de classe Ck . 

On peut. en fait. dOIlll(\r une présentation int.rinsèque, ind{'{1f'udante dl's hases, des dîffr
rentielles (l'ordre supérieur. Si '-P est. de classe Cl <1(' n dans F, l'application : .1' H- D,-;(.r) 
est UIle applicatioll de n dans L:(E, F). On dit, que 9 ('si', de ChLSSP C:.! si l'applinlt.iOll Dy 
est elle-même de classe Cl, sa différent.ielle ('ll un point :1\ llOt:éC' D(D'y")(.I') 011 D'2'.;(.r) 
appartenant il C(E. ['(E, F)). Si D'2cp est continùmenl: différentiable. on dit que :.p ('st, de 
classe , et on défini(; D 3 ;ç(:r) E [(E, C(E, F))), etc. 

Un 6l6mellt de [(E, C(E, F» s'identiHe h uuc applicnt,ioll bilinéaire de E x E dans F. 
D'après 1<, lenllue de Sdn\.7arz, pour ':p de class(\ C:.!, l'application hilin6aire D'2'T'('I') est: ml(' 
app1kation bilinéaire synlétrique. D(, même, D'\)(.l') s'idcntif1e ~l une applkat.Îoll triliru'-aire 
symétrique, ... La formule' de Taylor sous forme illtrÎlIshllU' dcvicnt, '.;(.1' + li) = + 
D;,;(:r)· Il + 1/2lD\:::(.r)(/i,/t) + ... 
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A.2. Hypersurfaces 

Un concept élémentaire~ llHÜS insuffisant pOlIr cléerire ne serait-ce qu'une 
sphi:~re~ esl; celui de graphe d'une application di Hërentiable de Jjfll-l dans une 
base 61;allt choisie. Par contre, une des bonnes définitions des hypersurfaces 
les présentera cornnw des "recollernents1' de graphes, ce qui ne peut avoir de 
sens qU\l,pr(~S avoir établi des propriétés crinvariance pal' changerncnt de base. 
La clef de 1:0U(;(:-8 les questions d'invariance sera le théorerne cl 'inversion loeale. 

Dans toute cette section, E cMsigllC un espace vectoriel HUI.' JP~ de diInension 
finie 'IL 

POUI :1; E JP~n, on notera souvent :1:' la projection (:r1 ~ ... ,:1: 11
-

1 ) de ::1; sur 
iR"-l. Sauf indication contraire, une expression du type 2: a)-,.i désignera une 
S0l11111e où l'indice répété .i varie de 1 it n, tandis que L' o)J-Î désigne la SOHlIne 

de,l àn-l. 

Définition A.2.1. - On dit qu'un sou8-ensernble r de E cst v,n graphe 
(de diTIJ.Cnsio/1. ri - l et. de classe Cl) s'il c:tù;te : 1. u'rte ba:;;c (eb. '. ~ Cil) de 
E : 2. UT/. o'uvert li de IP{,,-l ; S. une applico'{'ion i.p de classe Cl de il dans !Pl; 
lel,<; que 1 ~on aU 

1, - {'l,le ...L l 'l,n-l e 1 (fl('7J )e' l "J - ('",,1 '1,11-1) E TI} - .' l, ,··T., 'Il-IT r .. ' n,l, - ,': ~ ..... , \. 

On. diT(/, que le triplet (( Cj). V~ i.p) est une pré.sentatioTl, du graphe r. 
Théorème et Définition A.2.2 (Hyperplan tangent) 

Soient r un graphe et Ino un point de r. Il e:âsteuJl. unique hyperplan affine 
Ii de E ]wssant po:t m,{} leI que l'on. ait pour ]J Er. et CT}, notant cl la di.stance 
pour uTle rWl'lne de 

d(p, H) = If> - 'l'no 1 w(p) avec w(p) ----+ O. (A.3) 

Si (( c.;), F, i.p) cst une ])'l'éscntation de r el /Ji ;D6~ ... :I:S 
de 'l'n 0 dans la base (Cj). 1 'hypel]Jlan ,H a pOUT' équation 

,,' [ho .' 
:t:

1I :l:(; = 0 (a:~:i (;I:~)) (:1:.1 - :c'6) 

dan., cette rnérne base. 

so'nl les coordonnées 

(AA) 

Rappelons le principe de la démonstration qne le ledellr connaît certainement, 
au lllOins en dhnension:3. La propriété ne dépendant pas du choix de la llornw, 
on peut c110isir celle-ci euclidienne de telle sorte que téL base (e j) soit ortho
llonnale, Soit H l'hyperplan défini par (A.4). La fannule (A.l) l appliquée au 
point p se projetant en :l;o+h assure quel en appelant]Jl le point de H de lllême 
projedioll1 on a Ip - lYI 1 S Ihl w(h) avec w(h) -+ O. Il est facile de voir que 
l'on a Ip - rno\ ~ Cte Ihl et Ip - p'i = d(P l l-I) Ip - P11~ ce qui entraîne (A.3). 
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Réciproquclncn\;: si un hyperplan cl 'Ôqllél,-

tian ;z:!I - Oj(;z;:i - :I:~) vérifie (A.3L 

~nl() 

le luéIne calcul lllOntre que rOll a tp(:I:D +h) 
2:' Œ:i hj + 0(11.), et par unicité de la différen
tielle, 011 a llécessaircuwnt n'; = Dtp / Eh) (;r:o). 
Il reste à lllontrer qu'aucun hyperplan pa
rallèle à en ne peut vérifier (A.:3)~ te qui est 
facile. 

'--------=-----.... t'l 

Rer/1.nrque A .2. 3. On vérifie iunnédiatc11leut, toujours dans la présentation 
précédcnte cl u graphe, que les 'n - 1 vecteurs 1!~j = f::j + (Dtp / ih) (:D~))) e Il sont 
linéaircnlent indépendants et sont parallèles ft rhyperplan tangent II. 

Un graphe donné peut avoir de 1l00nbreuscs présentatiolls connne le nlO11-

trcnt l'exercice et surtout le théorè~ll1e suiva.nts. La définition que 11011S en 
avons donnée I11ont1'e que l'hyperplan tangcnt en uu point ne dépend pas de 
la présentation, 

E:z:ercice A.2.4. --- Soit r uu graphe de présentatio11 ((ej), V~tp)~ et soit (fJ) 
uue base telle que ln soit proportionnel à en. DéulOntrer que r adlnet une 
présentation dans la base (lj), Eu déduire qlH~: dans 11n espace E euclidien, 
un grapho adIl1et toujours une présentation dans uue base o1'tho1101'1na1e. 

Théorème A.2.5. - Soient r un gmphe de présentation ((Cj), V, tp) ,m,o 
un ]JoÎ'IIJ de r et II l 'hyperplan tangent, en ce point. Soit Cft, .. , ,ln) Il,'fU:: bnse 
de E telle q1U: fn 'l'te soit pas parallèle à H et 'I1,oton,.) l' •• ,1/8 lCB coordonnées 
de '(no da.ns cette base. Il e.:J;ùde alf)rBII.'/l, voisinage w de ïil,O da,'n8 un 
voùrinage VV de yb dans et 'une application '1/' de classe Cl de IV daus iR1. 

telB que r n w soif UT/. graphe de présentation ((.fj)l HI~ '1/,). 

La déulollstratioll se fera en plusieurs étapes, 

A. 2.6'. L 7applicat'ioT! () de changcrnerd de coordonnées. Étant dOllné un 
point :1/ E 11, on pent lui faire corresponclre le point P(x') = 2:' j+<p(:l;l)e Jl 

qui appartient à r. Ce nlÊnne point possède des coordonnées (yi ~ ... ]/) dans la 
base (fj) ql(il est aisé de calculer. Soit eu effet (0:]) la fIlatrice de changement 

de base définie par ej = Ct]: .h., on a alors 

et donc 

P( , ,,) - ,,\,",1 "\,",, ,j ,1.' f' "\'"' (, . .1) -,1.' f' .(, - L L .1, o.j. J,' + L tp ,t Un. ".~ 

j '" 

tl = L' (.1:J::/) + O::';tp(:1:') 
.i 

k 1~ .. , 'no (A.5) 
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Nous appellerons f) l'application de 1/ dans IP~n-1 qUl a ülÏt correspondre le 
poillt y' = (y1, ... ,y"-l) où les yi sont données par (A.5). 

FIGURE L On a représenté, à la place des ouverts V' c 11 et 
liV qui vivent dans iR:1I

-
1 ~ leurs Îlllages dans Epar ;[;' I---t L' :1) C} 

et y' H- L' yi/j. 

A.2.1. Calcul du .Jacobien de B, --_ .. , Il est fa.cile d'éerire le détennînant .10(:1;') 
de la mH,triee jacobienne de f). On a 

0 ,1 .J... [\,1 a-'/ f1 /a,z,1 . 1 1 .'/1 Y " 0 ,1 + 0,1 ü' lii/ !-1'1,n-1 '1l-1'n y u., 

rI.
n - 1 + 0. 11 - 1 ~)If1/ ::1'1,/1-1 

'--'-1)-1 "II U y u., 

ou encore, en développant par rapport à la dernière colonne, 

Œ~-1 + Œ:~-lÛ'{J/Ô:I;1 
ail + ü~! O'{J / Eh; 1 

0'1 .J... 0,1 ;;)/f1/i}rn - 1 a '0-1 1 . nUY ... 

a 
n~:=i + Œ:~-lfJip/a:J;n-1 a 
Œ~:-1 + Ct~~fJip/{):l;n-1 ] 

L'Întérôt de la seconde écriture est qu'elle fait ê.tpparaître 8n colonnc les C01n

posantes, dans la base (fj), des vecteurs Cj + (fJ'{J / {};LJ )cn • .i = 1, ... ,n - 1 et 
In. Avec les notations cie la rcnUtrqu8 A.2.3, on a clonc 

J8(:l;~}) = det(1I1l .. , ,V';,-l, .l'nL 
, (fj) 

en notant ainsi le détennÎnant (fun système de vecteurs dans une base. En 
particulier, les Vi étant indépendants et le vecteur /11 n'étant pas, par hy
pothèse, cOlnbinaison linéa.ire des Vj, on i:i Jfl(:l:~}) i= O. 
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A.2.8. Fin de la dénwn.st,?'aliml, du théorème A.2.5. L'application () de F 
clans est de classe Cl et a une dif1ërentielle inversible au point :D~). D'a.pr(~s 
le théorème d \illversion locale~ il existe donc un voisinage ouvert V t c F de 
:l:b et un voisinage ouvert IV de yb tel que e soit un difféOlllorphisme de V' 
sur "VV. On notera X = 0-1 le diffëornorphisllle inverse, et. X,i ses COluposantes. 
Posons 

Dire que 'In E r' équivaut à dire qu~il existe :1:' E F' tel que Tn = P(:r'). Il est 
donc équivalent; de dire qu'il existe y' E IV tel que 711. = Po X(y'). D'après les 
fonnllles (A.5), H est. encore équivalent; cPaffinner que rn = zjfj avec 

:;' = B 0 XÜ/) y' E"VV 

Il reste à poser 'I/{i/) ~'ŒjX.i('!J')+O:~~4?(X(U')) cOlupte tenu de ()ox(Z/) 
y': Penselllbie r' est constitué des points de la, foi'ule ~ UJ.(i avec y' E vil el, 
Un = 'I}{I/L ce qui exprilue eXadell1ent que r' est un graphe de présentation 
( (lj ) l IV, Ill!) . 

Remarque A. 2.9. La déruons!;ratioll lllontre que rOll peut prendre COllllIlC 
ouvert w rensenlble des ~ ;z) ej avec :1;' E V'. Il Y r.t bien d'autre choix possibles, 
mais (voir ligure) 1'ens81nb1e des points de r dont les cOluposant.es y' appa,r
tiennent à un voisinage~ lllêUle très petit~ de uh ne fOlTIlent pas néeessairCluent 
un graphe. 

Rernarque A .2.1 O. On peut rernplacer part.out l'expression :·de classe C b 

par "de classe ck" l k = l~ 2, ... 'Xl, dans la définition d'lm graphe~ dans le 
t.héorèlne précédent et dans la définition suivante. 

Définition A.2.11. - On appelle hYPcT8/uface (de classe Cl) un SOtl8-

cnsem,ble 2::: de E lcl que. pour tout '7n E 2:::. il e:cù!te un voisinage o//,ver·t 
w de 1]1, dans E tel que ~ n w soit 'Un graphe. 

Les t.héorèLues (A.2.2) et (A.2.5) entraînent iUlluédiatement l'existence de 
l'hyperplan tangent (avec exacteruent la lIlêlne définition) en chaque point 'In 
de E~ et le fait que1 si une base (fi) est telle que In n\~st pas parallèle iL eet 
hyperp1an tangent, il existe un voisinage w de TI/, tel que En west U11 graphe 
é;tchnettant une présentation dans (fj). 

E:Le'l'cice A. 2.12 (HlIPC1'.'m.,:face d~fi>nie par 'Une équation hf/plie/te) 

Soient n un ouvert. de E et. F une application de dasse Cl de n dans IR. 
On suppose qu'en tout point de n oü F s~annule~ sa diffërelltielle dF ne soil; 
pas nulle. Délllolltrer que E {m E ni Fern) = O} est une hypersurface. En 
chaque point; 171.0 E ~, OIl choisira une base (ej) telle que (dF(rno) , en) =j:. CL et 
011 appliquera le théorèrue cl 'inversjon locale à l'application de [2 dans Iftn qui 
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it 'In fait correspondre (:r;1, ... ~ ~l;fl-l , F( 1n)), Ol! les :v.i sont les composantes de 
ln dans la base (ej). 

Démontrer que rhyperpJan tangent à :E au point rn est rellsernble des pEE 
vérifiant (dF(rn) , p - m.) = D. 

A.3. Intégrale de surface 

Dans toute cette section, E désignera un espace vectoriel euclidien de di
mension 'fI: dont le prod nit scalaire sera noté (p, q) J-7 P . q. 

Il est f~lcile de douner une définition d'apparence raisonnable de fintégrale 
de surface sur un graphe 11luni d\u18 présentation. Cela dit, ce n'est qu'après 
a.voir montré que la définition ne dépend pas de lapréscl1tation choisie que rOll 

est assuré cravoir défillÎ un concept gé01uétrique intrinsèque. D'autre part, une 
fois prouvée cette invariance, les partitions de l\uüté penllettent facil81nen!; 
de définir l'intégrale de surface sur une hypersurface générale. 

Nans conserverOllS les notations de la. section précédente et notanunellt, 
pour un graphe lllUUi de deux présentations, celles de la démonstration du 
théorèlll(~ A.2.5 (présentations (( ej)~ V, cp) et ((fj L "{;V, 'If}), vecteurs l~j, appli
cations P et B . ... ). 

A. 3.1. ConsidéraI;ous heuristiques. Soit; r Ul1 graphe ayant une présenta
tion dans la base orthonormale (ej), le point '1710 E rayant eOllune coordonnées 
les ;};·b. Pour faire image, nous utiliserons le vocabulaire géOlnétrique (carré, 
paral1élogranunc, ... ) correspondant an cas TI. =:3. Lorsque :v' parcourt un 
petit ·'carré" J{ de mesure (('11. -1)-dinlel1sionuelle) 'V cent.ré en ;D~, l'enseulblc 
P(I() est ';proche" du parallélograunne que l'on obtiendrait en renlphu:ant 
r par son hyperplan tangent. H en 'Ino. La Inesure de ce parallélograllune 
est égale à 'V / Inl, oll le l'apport Ct est le cosinus de l'angle de l'hyperplan 
tangent avec l'hyperplan engendré par les ej' j = 1, ... 'fi, - 1, c'est-à-dire 
n(lno) = /Jo . en = olt u{) es!; un vecteur unitaire nonnal à II. 

Le vecteur ~' (Jp/ O:[) Cj - Cn étant nonnal à I{~ on obtient done /0:1 = 

(1+~' lü<p/ü:r:-Î(:1::))1 2
)-1/:!, et il paraît raisonnable de définir rintégrale d'une 

fonction h définie sur r par 

/ 11 ('1'n) dam = .Ir 
= t Il. (L' ;1)(;) + cp(:l:')en ) JI + L' IÜcp/Ü:l) (:t')1 2 

(LI;l ... d:v n
-

1
, .!\-
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Si (U:j) ~ Hi, 4') est une a.ntre présentation de r dans uue base orthonor-
1nale~ le presque parallélogranullc P(I{) devrait correspondre, pour les mêmes 
ra.isolls~ à U11 presque parallélograullne !\-' de l'espace des y', de 111e8ur8 voi
sine de '1) 1/31 / Inl, où (J Ua . In. TvIaÎs chultre pa.rt, I{' est lïlnage de !i 
par rapplication f) et doit être proche du parallélograullne Îlllage de !( paT 
llapplicatioll linéaire tallgent;c~ dont le volume est 'il 1 .le (:f~)) 1. Ce jacobien. 
qui intervient daus la fOrLuule de challgenlelü de variable dam; les illtégr,Lles. 
devrait donc ètre égal au rapport /3/ Œ. 

Il n'est pas Îlnpossible de faire une dénlOnstration rigoureuse eu développant 
les argurncnts ci-dessus. La dérl1ollstration qui va. suivre est nettemeut plus 
eourte~ et; nous espérons que le lectenr reconnaîtra. au uülieu de ces calculs 
aveugles, les équivalents des considérations plus intuitives qui précèdent:. 

Théorème et Définition A.3.2. - Soit r un graphe pounnl, de dcu:r 
présentation.'] ((e.i)~Fl<P) et. ((/iLH1.'Ij,) dans des ba8e.,' orthonOftri,(des. 

(a) Si h cst '/I/IU'. fon,ci:io'n positive d(~Finic ..,111' r. on ft 

l li (LI :1) ej + <p(:r.:')en ) (/;r: 1 .•. d:r ll
-

1 

}," 

= l 11.(=' yj/i + "/{,l)')fn) '/1 + L'181!'/oy,if dl/'" dUn-l, (A.G) .Ill'" V 
les denT '1I1,crnbre.5 ayant un sen.fi dan,.') 

(b) Si Il, e.'3t à 'va.leur.'] cOlnple:l:es. et 8i l'intégrale précédc:nte '/'efa/hlc fi Ihl 
est .#nie pO'llrune (cl donc toute) prést:n,talion. on di/. que 11. est som rrwble 
.'Jur r. Le.'! den:/,' lne1nbres de (A.G) sont alo1'8 égau:r ef lenrouleu.r c/:d. notée 

J~ h('fn) da,n · 

En l'Cluplaçantmo par un point quelconque 171 E le talenl du nO A.2.7 nous 
fournît la valeur clu jacobien .1o{:c'). On a 

.18(:z:') = ± det(vi .... , lJ~,_l, fn), 

avec Vi = c) + (o<p/oa) . Nous suppri1Ilons la n"férence a.ux (fj). le dé
terminant par rapport à une base ort;hollonnale ne dépendant pas, a.u signe 
près, de la ba8c choisie. 

Si 1/ est un veetellr normal unitaire en m,~ posons n'Cm,) = 1/'Cn, /3(10) = /J·fn. 

On ct ln = ~J(rn)1J + fil, où le vecteur fn est orthogonal à lJ et est dcme 
cOlnbillaison linéaire des ~i' En se feIuémorallt les propriétés des applications 
nulltilinéaircs alternées on obtient clonc 

et de rnême 
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Le preluicr lllembre de régalité ci-dessus étant égal à det( el , ... ,en -1, en) et 
donc à toujours d'aprbs le caractère llluUilinéaire et alterné, on en déduit 
que 1.18(:':') 1 = 1/3(rn) 1 0'( m) 1· 

Il ne reste plus, en supposant la fonction à intégrer positive ou soullnable, 
qu'à faire le changement de variable !J' = (:)(:1;') (théorème 1.4.5) au meulbre de 
droite de (A.G). En notant m. = P(;J:') = ~' !J.i/j +4{y') fil = ~':,;,iCJ+<p(:l;')en, 
on obt.ient 

l h(~' yj.fj + 'I/,(y')/n) . Il + ~' /éhj,jàyJl 2 â:l/ ... dyn-l = .In: V 
l h(~' :cjCj + <p(:l/)en ) I/3(rll) 1-1 1.10 (:l;/) 1 cl:l:1 ... d:rn

-
1 

. ./ \. 
Il reste à mnplaeer IJolf3(rn) 1 par 1/10:('177,)1 et à exprirner cette dernière quan
tité en fonet.ion de <p pour obtenir lenlcllI.bre de gauche de (A.G). 

Rem.œf"que A .3.,:1, Le lecteur pourra vérifier que le signe de Je est positif si 
les bases (eJ) et (fj) ont la lllènle orientation, et si les veeteurs en et fo sont 
dirigés du luèl118 côté de r (c'est-à-dire que Ua . r::n et 1/0 . In sont de lnême 

signe). Par contre il est négatif si une et une seule de ces conditions lllest. pas 
remplie. Ce type d'argument penne!; de lllontrer finvariance du concept de 
normale extérieure daus la définition 5A.G. 

Théorème et Définition A.3.4. - Soit E ·u.ne hppe.l'SUlface C01npn,cte de 
E. Soie'nf, Wi. 'l 1., ... ,J.V des ouoert.::; de E qui recouvrent E telB que leB 
ensem.bles ri = En Wi soient des graphe.s. Soient clIfîn :.\:i E Céf(Wi) vérifiant 
~ Xi = 1 an voisinage de E. On pose 

(A.7) 

dans le8 dmu; cas suivant,'; : (a) h est positive; (b) J~ Ih(rn)1 dam < ·Xl (on 
dit alors que 11. est 8om.Tnahle ,'j'Hf E). 

Le. résu.ltal ne dé]Jen,d pas du. choi:r des Wi et Xi. JI esf, détcr'1Jt:;né uniq·uernent 
pat h et la structure cllclidienTl.e de E, 

Il fa.ut cloue v6riHer que, si (U,\) est un autre recouvrelnent ouvert fini du rnêUle 
type et si 'i/J.\ est une partition de l\u1Îté (lssociée, les deux nlOdes de calcul 
clOllllCllt le luèUle résultaL En remarquant que ron CL '11',\ = ~i '1!',\Xi sur :B 1 on 
obtient 

(A.8) 

Il est évident qne :B n U,\ n Wj ~ intersection d'un graphe et d\Ul ouvert, est 
encore un graphe. Eu outre, la. fOlldion 'l/'rdrnJ.'(j(rn.)h(rn) étant nulle hors de 
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I: n UA n Wi ~ son intégrale sur ce dernier ens81nble est égale il. SOll intégrale sur 
I: n UA. Le prellüer luel11bre de (A.8) est donc égal à 

L L!~. 'l,b,,(nJ)Xi('fJl)h(UI,) dam, 
,\ i' ...... n[I"nW.'i 

expression dont la sYll1étrie nous gantlltit qu'elle est aussi égale au second 
111e1nbre de (A.7), ce qui achève la déulOllstratÎon. 

RCrnl1.Hj'lte .4.,1.5. Le résultat du théorèl11c précédent, et la, définition de 
rintégrale sont valables lorsque rhypersurfhce I: n'est pas cornpacte, si la 
fonction Il est nulle hors d'lm compact de I: : il suffit de prendre des partitions 
de l'unité au voisinage du cOlupaet en question, et la démonstration précédente 
s'applique 1110t pour mot. 

fait, en utilisant les partitions de l\lllÎté 10caleIllent finies que nous avons 
évoquées aprôs le théorènle 3.2.9, on peut définir l'intégrale de surface sans 
a.ucuue hypoth(~se de cOlupacité. 

A.4. Cartes et sous-variétés 

En notant. E un espace vectoriel sur !l{, non nécessairement: puc1idien, de dimension n, la 
présentation que nous avons donnée des hypersurfaces dans la section :-\.2 s'ôtcnd facilement; 
au ras de sous-va.riél;{~s de dimension quelconque ri Il de E. 

U 11 graphe ri dimensiollnel est défini pm' uuc hase (e j) de E, un ouvert V de ) et une 
applicat.ion :p de cla.sse Cl de F dans de composantes :p'1+ l , ... , l eu posant 

r={I: I·r' = 

L \lqllivalent de la. définition A.2.2 permet de définir eu tmlt point tH E r la variété affine 
d-diuwIlsionnelle tangente cn ce point. l711e démonstration tou\', il fait analogue à celle du 
théorème A.2.5, et reposant essseut:Îellcment sur le théorèllle d'inversion locale, assure que 
l'intersediou de r et d'un voisinage de rn admet: une présentation dans uue base (Ii) pourvu 
que le sous-espace vectoriel engendré par les 1[1+ l , ... r fil soit supplémentaire du sous-espace 
de E parallèle à la variété affine ta.ngente cn '/lI. 

On défiuit alors une 80'llS-Vlll"iété de dimens'ion d de E comme Ull sous-eusemble :!:; C E 
t:el que) pour tout 'Ill E ~, il existe uu voisinage ouvert w de 'III dans E tel que:!:; n u) soit lIll 
graphe cl-dimensiollnel. 

L'équivalent de l'exercice A.:.!.12 [ournit \'énOIlct' suivant.. Soient. n 11n ouv(:'rt de E 
et FI, ... ,F1l-<1 des fondions de cla.sse Cl dans n telles que! cn t.out. point nt'! les Fj 
s'annulent simult.anément, les dF,i soient linéairement indépendantes. Alors l'ensemble 
~ {nI E ni FICm) ... = F 11 - d(m) = o} est une sous-variété de dimension d. 

On peut. de mauiè~re élluivalente définir une sous-variôt;é de dimension d de E conuue un 
ensemble:!:; tel que pour tout 'III E :!:;, on peut. tronver un voisinage n de 1Il et des 1~1 comme 
ci-dessus tels qlle l'on ait ~ n n = {m Eni (m) = O}, j = 1..,. ,n - d. 

Un troisième type de définition repose sur le concept suivant. 
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Définition A.4.1. - Soit U C E. On appelle carte d-dinlcnsiol1'/l,clle dt: donwinc U un 
homéomoT'fJh'Î81ne \ de U linr u:n. ouvc'rt F de]Rd tel q'lie l'applic(Jtioll l'écil"l"Ofj1/.C \.-J de V 
dans E sod de clai'i.'ic Cl el nit une d(lf'érenlidlc de m,ng d lm tout point. 

L'a.pplication ,\-1 s'appellc souvent une représentation paramétrique régulière de U. 

Le lecteur pourra, cn s'appuyant: bien sûr SUI' le t.héorènte d'inversion locale. démontrer 
le théorhne suivant. On rappelle que pour U C ~ C E, l'l'Ilselllbie [1 est un ouvert dn 
sous-espace ~ si et; seulement s'il est de la forIllC' ~ n n awc n ouvert dans E. 

Théol'ème A.4.2. (a) Soit ~ CE. PO/l1' que:::: soit H1W 80us-I)(Z·riét.é de dimension d, 
ü faut et il su.tfit gue. pmi?' tout '/rI E ~. il e:l:i8fe /1.11 voisinage O/J.l'crt II de m dans ~ et une 
carte cl-dimensionnclle .\ (ü: U. 

(h) Soient \1 et \:.! dcu;r cartes c1H1oyrwt respectiocm.enf un 1nêTne O'/lOt:'r! Li' 1](:' -:::: .. wl' des 

ouve'rts FI et V2 de lP~d. Alors l'applicntion \.2 0 \:1 1 est I1.n difféomoT]J/li.ml.e de FI SIL'/' V2, 

A.4.3. Sous-variétés et variétés. 11 est rarement possible de représenter uue sous
variété entibrc il l'aide d'une seule cartl.:'j mais les cartes permettent en général d'en repré
senter des porUol1s plus grandes que les graphes. Par exemple, pour la sphère unité de 
la projection stéréographique (à partir du pôle nord) fournit Ulll..' carte définie sur la sphère 
privée d'uI! point,. Il suffit donc de deux telles cartes p01ll' repn~senter touh' la sphè·re. Au 
contraire, un graphe ne peut. représent:er au mieux qu'un hémisphère ouvert, et il ('n faut au 
moins quat.re pour recouvrir la sphère. 

Il exi.ste UllC raison plus profonde de préférer les représentations par cartes. On souhaite 
souvent: - pour des raisons relevant comme nons le VCITons des mathématiques mais aussi 
de la physique et do la mécanique étudier nne sous-Vi:u'iété -:::: "en elle-mêmc", indé
pendamment de l'espace dans lequel elle est plongée. Alors que les représentations par 
gra.phes ou par équat;ions implicites fonl; appel directement à E, une ca.rte y il 'est. dôfinie que 
sur U11 ouvert de -::::. Cela dit) l'indépendance pal' rapport à E n'est IHL<i complète puisque 
l'Oll demande que ,\ l, consùlérée cO'(lJ,me application à '/}alem'$ dan" E, soit; de classe Cl et 
ait une différent.ielle de rang maximum. 

La véritable notion intrinsèque, indépendante de tout. plongement, est celle de 'Illlriété 
difJér'cnhclle qui constitue le cadre général dalls lequel on peut dôvelopper le calcul diffé
rentiel. Une telle va.l'ilSt.é lU est. par définition un espace topologique sépm'é(::!), muni d'lm 
ensemble d'homéomorphisllles appelés cartes allant d'UIl ouvert U de .1'11 (le domaine de la 
carte) sm un ouvert F de ]Rd. On demande que les domaines des cartes recouvrent, lU. ainsi 
qu'une condition de cohérenec entre les cartes. Celle-ci cst directement; inspirée de la pal't.ic 
(h) du théorème AA.2 et s'énonce éùusi : si les dOluaines Ut ct U2 de denx cartes \.1 ct \2 
ont une int.ersection non vide, en notant \î et f2 les restrictions de \.1 el: \.'2 à UI nu'!., 
l'application S-l 0 est un diffé01nOTphislllC de \'1(Ul nu".!) sur \.'!.(U1 n [h). 

Rerna.rqlie ,.1.4 .. 4. Il existe de nombreux cas où 1111 même concept mathématique peut se 
représent.er naturellement; de plusieurs manières COIllme une sous-variété. Par exemple, dans 
le plan, identifié à C, le groupe des rot,ations pent. se décrire COlllme l'enseulble des nombres 
complexes de module 1 (sous-variété de codimension 1 dans llll espace de dimension 2) ou 
comme l'ensemble dE's matrices C ,~) vérifiant (l :::: d, b :::: -c, li'!. + b'2 = 1 (sous-yariété de 
codimension 3 dans un espace de dimension 4). 

ajoute le plus souvent la condit.ioll que lU est réunion dénombrable de compacts. 
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De même, cn l'ensemhle des positions da.ns l'espace d'ull parallé-
logramme articulé peut être décrit; comme l'ensernble des de (coordonnées des .J. 
sommets) assujettis h 5 liaisons mais aussi comme l'ensemble des points de ]R9 (coordonnées 
de trois sommet;s) il deux. liaisons, etc. Il est plus satisfaisant de penser l'espace 
des coufigura.tions COHnne une wll'iété différentielle de dimension 7 sur laquelle on a des 
coordonnées locales, qne de choisir arbitrairement une de ses réalisations dans un espace IRH

• 

Il ex.iste égalenlent des cas olt des êtres mathématiques ou physiques SHI' lesquels on veut 
faire du calcul dîffél'ent;id Il 'ont pas de plongement: naturel dans un espace vectoriel (lllêrne si 
un théorème abstrait assure que de t:els plollgeluents sont toujours possibles). Par ex.empk,: 
le plan projectif 1"6('1 se définit cornnle le quotient de \ {O} par la relation cl'équivalence : 
.1' et. lJ sont alignés avec l'origine. On peut: aussi le définir comme la réunion du plan affine 
et d'une droite <:à l'infini" (en pn5cisant la structure de cette réunion). Par cOlltre, aucune 
définition comme sous-espace d'un espace vedoriclll'appanûl nal,nrcllc. 

Quant à l' espace-tcm ps de la relativi té générale, il est de dimension 4. et Il' a P,L"; dE' 
structure vect:oriellü. On veut néanmoins y dt'finir des champs de tenseurs et y écrire des 
équations aux dérivées pal'l'.Îelles. La représentation COUlme variété différentielle s'impose, 
tout plongement inl:roduirait des dimensions artificielles ne correspondant à a.ucune réalité 
physique. 



APPENDICE B 

ESPACES DE BAIRE 

B .1. Résultats fondalnelltaux 

Définition B.l.l. - On dit qH 'un espa.ce topologique ... Y est un e.'3]Jllce de 
Baire si toute intersection dénoTnb'f'lLble li 'ouverts denses dans .K c.';d H,'H sous
ense-rnble partout dense. Il C8t équivale'nt de dire qn 'une ré'll.nJon déno'mbrable 
de ferrné!:i d "intérieur vide e.':it UT/. ensernble d'intérieul' uille. 

Définition B.1.2. - On dit qu, ''Une ]Jar·tie A d'uf/. espace de Baire _y est u'n 

résiduel si A confient une 'Înteniection dénombrable d'ouverts partout denses. 
On dit qu,e A est '11,11, ensemble luaigre (O'iL un ensem,ble de prernière catégorie de 
Baire) si Bon cornplén~entai'f'c est un ré.9iduel. ce qui ,r:;ignifie q1l,e il C8t contenu 
dans une réunion, dénornbrable de fermés d'inté'rieu,'1' vide. 

Il est. clair que les résiduels sont stables par intersection dénombrable, et 
que les ens8111bles nutigres sont stables par réunion dénOlubrable. 

Théorème B.l.3. - (a) TO'ld espace 'ln,éiTique complet C.9t un espace 
de Baire. 
(b) Tout espace topologique localernenl compact est un espace de Ba'Î'I'c. 

Soit donc (Uj ) U11e suite d'ouverts partout denses. Ponr prouver que 
rintersection est partout dense il suffit de l110ntrer que, si V est uu ouvert 
non vide quelconque, il existe un point conl111un à V et à tous les Uj . Nous 
allons dans les deux cas cons truire par récurrence une sui te cl ~ enseIubles fermés 
BJ vérifiant BI C U1 n V et B.1+1 C Uj+l n Bj. Ilnons suffira alors de l11011tre1' 
que l'intersect;jon des Bj est non vide pour avoir le résultat. 

Dans le cas (a) nous allons choisir conllue ensClubles Bj des boules fennées, 
centrées en un point :z:j, et de rayon :.::; l/.i strictenwllt positif. L l existence 
de BI ne présente pas de difficulté. La boule Bj étant construite, rouvert 

[~j+l n Bj est alors non vide et; contient douc un point a;j-!-l. Il contient par 
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conséquent une boule centrée en ce point, que l'on peut supposer fermée et: de 
rayon:::; l/Ci + 1). On peut ainsi construire par récurrenee la suite des Bj. 

A partir du rang jo l tous les points :z: j appartiennent à la boule Bjo et 
ont unc distance mutuelle:::; 2/'10, La suite :Z:j est donc une suite de Cauchy. 
L~espace étant complet, elle converge vers un certain point :z; qui appartient à 
la boule B:io, celle-ci étant tf,n'luée. Cela étant valable pour tout .io, nous avons 
prouvé que l'intersection des Bj contient le point; :J; et est donc non vide. 

Dans le cas (b) rappelons d~abord qu'un espace (nlétrique ou plus géné
ralmnent topologique séparé) est localenlent COlnpaet si pour tout point :c et 
pour tout voisinage Hl de ;Z;1 il existe un voisinage cOlnpact de ;z: contenu dans 
l)V. Nous allons cette fois exiger que les enselubles Bj soient des compacts 
d'intérieur non vide. 

L!ouvert Ul n 1/ est non vide et est donc un voisinage de l'un quelconque de 
ses points :z;, Nous prendrons connue ensernble BI un voisinage compact de :1; 

contenu dans Ul n il. De mênlC, Bj étant supposé construit, nOlIS choisirons 
un point :1; de rouvert non vide Uj-l-l n Bj et Bj+l sera un voisinage compact 
de :1: contenu dans cet. ouvert. 

Une suite décroissante de cOlnpacts non vides ayant toujours) d'après le 
théorème 2.3.2, une intersection non vide, cela achève la preuve du théorèlue. 

Théorème B.1.4. - Soit .X un espa,ce de Erdre. et soit Fj 'U'ne .s,ôte de 
fennés qui l'ecmwrc X. Alors la, réunion de., Fl' est un O'llvert ]HL'l'tmd dense. 

Soit G le COlllplénlentaire de la réunion des '~i' C\~st un enseluble [enllé, 
et il nous faut prouver qu'il est d'intérieur vide. Chacun des ,F.i n G étant un 
ferillé d'intérielU vide 1 et leur réunion étant égale à G~ cela résulte du fait que 
.J'y est un espace de Baire. 

B.2. Quelques applications 

Nous donnons d'abord l'exClllple historique, dü à Baire llli-nlênle, de 
l'utilisation des concepts précédents. 

Théorème B.2.1. - Soit fj une suite de fonctions cont.inuefJ SUT [0,1] (Olt 

8V:1' un eB]Jace de Baire quelconque) qui conve'/'fJc en chaq'1J.,e point ver./) une 
fonction f (:r). Alor8l l'cnBernble des points où f est continue est un 1'ésidItel~ 
et est e'n particulier non vide. 

Pour 8 > 0 et n E rl considérons renserrlble 

Fn,8 = {:r;! \t.i ~ 1/" \th ~ 11. I.tj(:r;) - fd:r) 1 :::; cl} . 
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Pour ;c E F;"r) et .i ~ n, on a 1.(;(;1;) - /(:L;)I :::; S. Pour (S fixé~ la réunion des 
enselubles fenués Fn,t5 est égale à tout respace. D'après le théorème précédent, 

il en résulte qne Uâ Un FI/,i> est. un ouvert partout dense. 

L\mSClnble R = n!.~ UI/ !,: cst. donc un résiduel, et il nous reste à 1110111;1'c1' 
que f est continue en un point quelconque :Z:o de R. Donnons nous Ë > Q. Le 
point :1:0 appartenant à US / 3l il existe done un voisinage Vi de ce point. et lUI 
entier II, tel que l'on ait VI C Fn,ë/3' 

D: antTe part. la fonction fn étaut cont.inue~ il existe un voisinage V2 de ;1:0 

tel que rOll ait lIn (;r;) - fn(;ro)! :::; E/3 pmu :z; dans ce voisinage. Pour tant :7.: 

appartenant an voisinage VI n V2 de :l:O: on a done 

ee qui achève la déulOllstnüion. 

Rcrno:rque B.J.2. -- On dit ({U 'uue fonction est; de première classe de Baire si elle est: lÎlnite 
simple d'une suite dt: fonctions continues. On dit qu'une fonction est de deuxÎùme classe de 
Baire si elle est limite simple d'une suHe de foncUons de prelnit'rc classe de Baire. el; ainsi 
de suite (cette expression arlOdine cachant une récurrence transfinie). 

E:rercice B.2.3. Dérnontrcr que, sur [O. IL la. fonction f égale à I/lJ en l'out point ratiolllH'l 
mis sous forme irr6ductible pl q el; à 0 eu !.out point irrationnel est de première classe de Baire. 
Vôrifier que ses points de continuité forment, un résidueL 

E:un"Cice B.2·4· Démontrer que la fonction fJ égale à. l en t.out point: rationnel et à 0 en 
tont point irrationnel est, de deuxièrne classe de Baire mais 11 'est pas de première classe de 
Baire. 

La topologie de la couvergence simple sur l'espace :F de toutes les applications de [0.1] 
dans IR'. ne peut pas être définie par une métrique. A partir de l'espace CO des fonctions 
continues, on est amené à considérer au moins les trois espaces suiva.nts. 

L'espace des fonctions de premii're c1a.sse de Baire, c'est il dire J'espace des éléments de 
:F qui sont limÎl;e simple d'une suite d'ôléments d(' CD. 

L'espace des fonctions boréliennes, c'est-h-dire le plus petit sous-espace de :F contenant 
CO qui soit. stable pour la convergence simple des suites. C'est un sous~espace beaucoup plus 
gTOS : il contient, aussi l'espace (strictement plus grand) des fonctions de deuxième classe de 
Baire et ainsi de suite. 

L'adhérence de CO dans:F. C'est un espace encore plus gTOS : il est égal à :F entier. 

Le lecteur ponrra maintenant apprécier le confort que lui procure le théorème Î.2.5 : bien 
que la topologie de l'espace des distribllt.iolls ne puisse pas être définie par une métrique, 
chaque élément. de cet espace est limite d'une suit,(' d'éléments de 

B.2.5. E:vistence de fon.ctioH8 continues nulle part (ùÇl'ivahlcs. Cette "plaie 
larllellt.able" dont se détournait HennHe est. plus ét.endue qu'on ne pourrait, le 
penser : les fonctions qui sont dérivables en au nlOins un point ne constituent 
qu'un ensmnble maigre daus respace des fonctions continues. 
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E:rercice B.2.6'. - On considère l'espace de Banach CO des fonctiolls cOllt:inues sur [O~ 1] 
muni de la nonne unifonne. Pour ê > 0 et: n E N~ on cOllsidt:rp l'ensemble U';:.1I cOllst.it,ué des 
J E CO vérifiant la propriété suÎvallt,e 

V.r E [0,1], 3y E [( 1 1). o < lu - ,ri S :: et 1 J(u) f(;r) 1 > n. 
!I -.r 

(a) Démontrer quc, pour f E U=:.n, on pcut trouver un nombrE' fini de compacts Il). J = 1. , . p 
recouvrant [0, et, des points lJ.j i!/:. Kj t.e1s que, pour :r E l\'.i on ait 1!Jj ,ri S ê et que 

i~f J,~llt l "--'-'-'-'y---'-j----"',l-'· --'-1 > TI. 

En déduiro que est: un ouvert de en. 
(b) Démontrer qnc U:::. n est partout dense dans Co. On montrera que, pour f quelconque 
dans Co, et: pour â > 0, la fonction J(.!') + â sin N:r appartient à pourvu que IV soit 
choisi asez gnllld en fonctioll de E, n, cS et de l'expression de la contiullHé uniforllle de J. 

(c) Ou appelle R. l'intersection des UI ; rH.ll' :\Iontrer que R ost: un résiduel, et que les éléments 
de R ne sont dérivables en aUCUll point. 



APPENDICE C 

ESPACES DE FRÉCHET 

Dans cet appendice, le corps des scalaires des espaces vectoriels sera toujours 
supposé être li{ ou 

C.I. Espaces localenlent convexe l11étrisables 

Définition C.l.l. - Soit EU'n e81HLce vectoriel. On. appelle lw/ni-nonne 
sur Eune al)plication P de E dans (O l OC ( ucri./iant P(f + g) ~ P(f) + P(g) 
et P(\f') 1/\1 P(f) pOttT f, 9 E E et .\ 8calo,'Îre. 

Dire que Pest UIle nonne équivaut à dire que Pest unc Remi-nonne et que 
le seul élèncnt f vérifiant P(f) = 0 est l'élélllCllt O. 

Définition C.l.2. - On. appelle espace localernent COl/·vc:r:e 'fIuHrisable un 
espace vectoriel 'lnuTl/i ri. 'une suite Cl'où3sante de scrni-norrne.s Pj telles que "on 
a if, 

{\fj : Pj(.t) = O} {=:=? f = 0 

On dira que deu:r: suites croissantc8 de serni-no'nnes sonl éqlli."alen.tes cl 
d~finisscnt la tnème 8trnctU're cl :cspacc localem.cnf conve;w métrisable ."l'Il.'/' E si 
on a 

\fJ. 3k 1 3C, Pj ~ CQ", 

\f.i l Qj :::; CP,,: 

Rernanjue C.l.8. On définit parfois la structure en se donnant une suite 
quelconque Pj de sAIni-norrnes. On se nUnè118 au cas d'une suite croissante en 
posant Qj Lk::;'} Pk-

Bien entendu, les espaees norrnés sont un cas (très) particulier des espaces 
du type précédent. Il suffit de prendre toutes les senlÎ-noDncs égales à la. 
11onne. 
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C.1 .. 1. Structures d 'C8pace 'lnétriqllc cran, espace localcment conve:l..~e mé
Irisable. Soit CI:j une suite de nOlubres réels> 0 tels que rOll ait L:. OIj co. 
On pose 

rl(f,g) = ~CI.inlÎn{l, Pjcr-g)}. 

Le lecteur vérifiera que cl est effectiveruent une distance sur E. Il vérifiera 
égalelnent quel si on nlOdifie les CI} ou si on rernplace la suite_des Pj par une 
suite équivalente de selni-norInes, on obtient une distance cl ullifol'llléuwnt 
équivalente (voir (2.2)) à d. 

Définition C.1.5. On appelle espace de Fréehet un cspace localem.ent 
cO'/i.'ue:z:eméirù;able qui est cOlnplet ]Jour la stl'uct.v:re (Fespace 'métrique C'i
de:3sv,s. 

C.1. (J. Utilité el nocivité de la métrique. Il est bien sür illiportant de pou
voir appliquer aux espaces localement. convexe rnétrisables toutes les définitions 
et propriétés COnlllleS des espaces Inétriques : voisinages, suites convergentes, 
de Cauchy, ... , ct llotauuuent. le fait. qu'une applicat.ion <D de E dans un espace 
topologique est continue si pour toute suite fn tendant vers f la suite iP(ffl) 
converge vers iJ> Cf). 

Par contre, il ne faut jamais ut.iliser la distance d définie ci-dessus, qui n'a 
pas de propriété ri 'holIlogénéité et oir la Inallipulation des a) et des llliniuUllllS 
est très désagréable. Il est doue hnportant d'exprÎlIler, uniqueruent cn tennes 
de senü-norrnes, les concepts précédent.s. Il s\l,git. d'exercices faciles que nous 
laissons au lecteur. 

Pour qu'une suite .tn converge vers J, il faut et il suffit que pour tout j, aIl 
ait p) (fn - .n -+ O. Pour que fn soit de Cauchy, il faut. et il suffit que pour 
t.out j on ait lirum.n-H::o Pj(fn lm) o. 
- Pour que Il soit; un voisinage de f ~ il faut ct il suffit qu'il contienne une 
senlÎ-boule centrée en ce point, c'est-à-dire qu'il existe :i et E 0 tels que 

Les selnÎ-nOrlllCS 'Pi sont continues de E dans IR. Les translations et les 
hOlllothéties sont continues de E dans hlÎ-ll1ênw. 

Théorème C.1.7. Soit L une application linéaire de .E daT},s F, cc'/u;
d étrlll,t des espaces loco.lem .. enl COJl,'lIC:I:C métrisables rnnnis 'f'e.9pecti'ueu'/,Cnf dcs 
Buite.Ci de serni-normcs Pj et Qk. Les tnJ'is propriétés suivantes sont éq'nùJa
len,tes. 

(a) L cst continue en (J. 

(b) Lest con.l:inuc en tant point. 
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3C, Vf 

Qk (L(f)) :::; CP) (f)· (C.l) 

Montrons que la continuité de L en 0 entraîne (c). L'irnage réciproque de 
la senü-boule {yi Qdg) :::; 1} doit être un voisinage de 0, et donc contenir 
une certaine serni-boule {II PJ(f) On a rimplication Pj(f) < Ë =* 
QdL(f)) :::; 1 et, par hOlllOgénéité, la relation (C.1) avec C l/e. 

Ivlontrons que (c) entraîne (b). sr une suite ln converge vers f dans E, on 
a Pj (fn - f) -+ 0 pour tout, .i l et il résulte des estiIllatiol1s (C.1) que l'on a 

(L(fTl) - L(f)) -+ 0 pour tout k, ce qui exprime que L(fn) -+ L(f). Enfin, 
il est trivial que (b) iluplique (a). 

Renl,arque C.l.S. - On défini!; plus généraleruent la strllCÎ:ure d'espace localement 
convexe sur un espace vectoriel E par la donnée d'un ensemble d'indices l ordoIlnÉ' filtrant 
croissant (c'est-à-dire tel que deux éléments de 1' ont toujours un majorant commun), et la 
donnée d'uue falllille croissélute 'Pi de semi-uorlllCS imlex{:c>s pm' I. 

On en déduit une structure d'espace topologique sur E, les voisinages d'un point étant les 
ensembles contena.nt une semi-boule centrôe en ce point. On définit les suites de Cauchy et 
les suites convergentes par ùes expressions analogues à celles que nous avons vues ci-dessus, 
mais ces concepts sont insuffisants pour rendre compte de toute la structure, qui ne s'exprime 
complèternent qu'à l'aide du concept·, de filtre. 

Un exemple important est la topologie de la convergence simple sur l'espace F dE' toutes 
les fonctions définies sur un ensemble il. On prend comme ensemble (Pindice ]' ensemble 
B des sous-ensembles finis de et on définit les semi-normes 'PHU) = 11(.1:)1 pour 
BE B. 

Un autre exemple important est: la topologie faible sur l'espace des disüilmtîons. 
L'ensemble d'indices est l'ensemble des sous-ensembles finis de Co, ct les se mi-normes sont; 
définies par PB (Il) = I(li, Cette topologie donne la définition des suites conver
gentes de distributions que nous avons utilisée daus le rours. II existe UIl(' auj-·n: topologie, 
dite forte) sur V' qui est différente mais pour qui les suites convergentes sont les mômes. 
Comme nous n'avons utilisé que la convergence des suites, nous n'a.vons pas eu à choisir. 

C.2. Exelnples d'espaces de Fréchet 

Les espaces fonctionnels sont souvent définis conuue ellsernble de fonctions 
.f t.elles que certaines quantités (intégrales, l11élXinuul1s ... ) dépendant de f 
soient. finies. Ces quantités ont souvent les propriétés de convexité qui en fout 
des (SCllli- )norInes. Lorsqu1iln'y en a ql1\lue (ou l111 nombre fini ce qui revient 
au lllêll1e)l on nlunit naturellenlCut l'espace (Pune strueture crespace nortné. 
Par contre, lorsqu'il y en a une infinité dénOlnbrable, et notauuuent lorsque 
((pOUl' chaque conlpacf' ou "pour chaque ordre de dérivation" une quantité 
doit être finie, c~est le cadre des espaces localement COllvexe luétrisables qui 
s'iulpose. 
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Tous les espaces que nous allons considérer seront espaces de Fréchet~ ce 
qui eonf(~~re beaucoup de propriétés intéressantes. S'il faut s'en réjouir t il 
ne faut pas s'en étonner: celDC qui n\~taient pas au départ (l'espace 
des fonctions intégrables au sens de Rielnaull par exelllple) ont été dihIlent 
cOlnplétés. 

C.2.l. L'espace CJ{' L'espace des fonctions Tr/. fois continùrnent dérivables 
à support dans un cOlupa,ct I\' de IR'.n est. un espace de Banach pour la nOI'lne 

p/Il(.n = sup lau/(;r:)I· (C.2) 
;cEl\~ lo:l=Sm 

Le fait que l'espace soit Gornplet est une partie de la clénlOllstration qui va 
suivre. 

C. /2.i2. L 'eBlmcc Cy!. 
par la fonnule( 0.2). 

Il sera 11111Ui de la suite des nonnes Pm définies encore 

rvfontrons que cet espace est cOluplet. Soit ln une suite de Cauchy. On 
a alors lirnm.I1-:-co Pj(fm fn) = 0 pour chaque .i, ce qui entraîne que pour 
chaque o:~ on a SUP;t.lôofrn(;L:) - ÔO fn (:D) 1 -+ O. La suite des ôClfn est done une 
sui te de Caudry pour la convergence llnifonne, et tend donc unifoI'lnéulent 
vers une lÎlni te 'Uü qui est uue fonction continue à support dans I(. 

Il sufllt maintenant d:appliquer le théorème classique assurant que si ln 
converge vers Vo unifonnéln8nt 1 et si les dérivées ailn sont continues et 
convergent vers des limites Vi unÎfol'llléulent, alors hL fonction Vo est de classe 
Cl et les dérivées de la lill1ite sout lès lÎlllites des dérivées. En appliquant; par 
récurrence ce résultat aux dérivées successives de '1.10, OIl obtient que ôO:vo = Va 

et la convergence uniforme des ôn In vers les aava exprÎllle précisément que 
'Pi (fn - vo) -+ 0 pour tout .i. 

Rcnwrque C.2.8. L'espace Ctf(O) n'a pas de topologie aussi sirnple, mais 
il est réunion des CK pour I( COlllpact contenu dans O. La définition que 
nOllS avons donnée des distributions (voir définition 4.2.1) est précisélnent 
la. suivante: fornle sur Co(O) dont la restriction à chaque est 
continue. 

C. . L'espace LtîC(O). C'est respace des classes de fonctions SOll1l11ables 
sur chaque cornpact de n. I(i est une suite exhaustive de cOUlpacts de Or 
on 11l1luit l'espace des senlÎ-normes suivantes 

Pj(.n = {_ If(;1;)1 rh . 
./ hj 

La notion de convergence associée est la convergence en nonl1C LI sur chaque 
cOlllpact. 
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Si on se donne une suite de Cauchy ln, chacun des espaces L I (1() étant 
cOlnplet~ la restriction à 1(j des fil converge vers un élément [Jj de LI (1\i)' 
IVIais la restriction de ln ~t 1(j+l convergeant vers gj+l dans LI (1\j+dl en en 
prenant les restriet,ions à 1{j~ on obtient que la restriction de [Jj+l à 1\i est 
égale à [Jj (en tant que classe de fonctions, c1est-à-dire presque pa.rtout si on 
prend des représentants). 

Les (classes de) fonctions fi} "se recollellt'~ et. constituent les rest.ridions 
aux 1{j (rUne luêlne (classe de) fonction 9 E L~)e(o.). La couvergellee des 
restridiolls des .ln alL~ 1(j vers [Jj exprirne précisélllCnt que fn tend vers [J 

en nonne LI sur chaque COlupact. 

C. 2.5. Les e8paces Lroc (0.) cl L~c (O.). ---- Ils se définissent de lnêlue, en pre
uant COlllllle sen1Î-norInes les nonnes L'2 ou LOO des rest.rictions à une suite 
exhaustive de cOlllpacts. On 11lOntre de Inêlne que ce sont des espaces de 
Fréehet. 

C.2.6. L'espace 0 00 (0.). - Il sera llluni de la suite de semi-nonnes suivanf;es 

Pj(f) = L SUI? lanf(:r)1 ~ 
la :rEl\j 

oil les 1\-j fOl'Iuent encore une suite exhaustive de eOlupacts. La convergence 
de fn vers f dans cet espace exprÎlne que chaque dérivée de In converge vers 
la dérivée correspondante de f unifonnémellt sur chaque cOlupact de n. On 
1l1olItre que cet espace est cOlllplet à l'aide des deux argulllcrüs utilisés précé
clell1lUent : égalité entre dérivée de la linlÏte et linlÎt.e des dérivées d\llle part, 
et recollenlCnt dcs liulites définies sur les 1(j d ~autre part. 

La reillarque 6.1.7 exprirne précisénlent que E'(n) est respace des fonnes 
linéaires continues sur 0 00 (O.). 

C.2. 7. L'e.'3pace S(IP2.Il
). - Il est llluni des semi-norInes notées J~l au cha

pitre 9. Nous laissons encore au lecteur le soin de prouver, par les rnéthodes 
ci-desslls~ qu~il est cornplet .. Les théorèlues ct définit.iolls 9.2.4, 9.2.9 et 9.3.2 
exprÎlnent respedivernent que la tranSfOl"lllation de Fourier est; continue de S 
dans lui-lllêlnc, que Co est. dense, et. qne S'est l'espace des formes linéaires 
continues sur S. 

C.3. Le théorènle de Banach-Steinhaus 

Nous donnerons deux l'onnes de ce t.héorèule. La preIuière, phŒ fiilllple~ est 
la plus fi'équenuuent clnployée. La secolldc~ qui ent.raîne la. pren1Îère~ est plus 
technique lllais contient plus cl 'infol'Ination. 
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Théorème C.3.1. - Soienl E un espace de Fréchet. F un espace locale-
1T/,ent conve:œ 'Inétrisable et LfI une ,I:nâle cl :appUcaJions linéaires continues de 
E dans F. On suppose que. pour tout .f E E la .'3uite Ln Cf) converge dans F 
vers 'Une limite' que l'on note L(f). On a alors : 

(a) rapplication hnéain~ L est continu(~ de E dans F ~ 

(b) pour loute ,qnile fn qui conveme dans E vers (t,fi, éléneTd f ~ la suite Ln (fn) 
C01WC1:qe vers L(f) dans F. 

Théorème C.3.2. - Smu; [CH h!J1Jothèse8 dtt théo'l'è'me 1)1'écédent, on a : 
(a) la fanûlle d(~8 applicafion,s Ln c"t équicon,tinue. C 'cHt-à-dire que, en notant 
(Pj) et (Qk) rC8pectivement les se/ni-normes de E et F. on peut trouver pO'LLl' 
chaque k une consfanJe C el 'I.ln indice j tels que 

(C.3) 

(b)]JO'/l.'f' lOld cmnpact !( de E, la. convergence de Ln vers Lest uniJo'f'lne S1l,1' 

!(. c 'cst-à-dire q'u.e 

'\Jk~ lÏlu Sllp Q],; (Ln en - L(f)) O. (CA) 
fI-:-OO JEI': 

Drhnonsfration : le théoTèrne 0.3.2 entraîne le théor'èrne O.S.l. La pre
nlÎère partie est fa.cile. Il suffit de faire tendre n vers l'infini dans la rela
tion (0.3) ~ et d'utiliser la continuité des sClni-llOrIlles. On obtient pour tout 1.; 
l'existence de Cet.i tels que QdL(f)):S CPjCn ce qui exprinle précisénlent 
la continuité de L. 

L lellseulble constitué des fn et de leur lirnit.e f est un eOlnpact de E. La 
relation (CA) nous assure que 

lim snp Q,.: (Ln (fm) L(fm)) = O. 
'/I-':-cc rn 

Il suffit de luajorer Q,,~ (LII(fn)-L(f)) par la SOUlIne de Q", (L(.t;))-L(f)) et 
de Qk (LnCrn)-L(fn)) qui tendent tous deux vers 0 pour conclure. 

Nous aurons besoin du résultat suivant;. 

Lemme C. 3.3. - Soit C un ensernble conve:t:e B1I1nét'f'7:que (c ~e::d-à-dire tel 
que f E C implique -f E C) dans V,n, espace localerncnt conve:Ee métrisable. 
Si C est d'intérie.ur non vide. c 'cst un 'Uois1:na[Jc de O. 

L'ensernble C étant d'intérieur non vide, il contient une certaine senlÏ-boule 
{gl Pj(g - f) < E} centrée en un point f. Il en réslùte que C contient la 
selui-boule centrée à l'origine {h 1 Pj(h) < ê}. En effet, un point quelconque h 
de cette serni-houle est le nlÎlieu de~ points - (f -11,) et f +h qui appartiennent 
tous deux à C. 
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Dénwnst'/ï_dion du lhéorèrne C.3.2(a). Soit QI.- une serui-nonne sur F el; 
considérons, pour p E Ï\T, les ellsernbles 

Les ellsClllbles Cp sont. lè:::rmés, et leur est (~ga.le il B entier. En 
pour chaque .f E E, la suite Ln (f) étant cOllvergente~ la suite Qt:{LII(f)) est 
aussi convergente et donc bornée. 

L\~space étaut rnétrique complet, c\-;st un espace de Baire d'aprôs le 
théorèn18 B.1.3 ~ et îl est clone ilupossible qne tous les Cp sOÎent d'intérieur 
vide. Con11ue ils sont sYluétriques, il résllHe du len1111e précédent qu'il existe 
un indice fJ tel que Cp soit; un voisinage de 0 dans E. Il contient clone une 
setni-boule, relative à une des sernÎ-nOrllleS PJ et de rayon E > O. 

On a dOllC l'irllplication 

Pj(l) ::; E ==?- 'lin., QI.' (Ln (f)) ::; p 

et par hOlllogénéi té 

ce qui est le résultat voulu. 

DérJ1..onstrntioTJ, du lhéo'l'èm.e C.8.2(1J). Il s'agit d'une propriété générale des 
falllilles équicontinues de fonctions sur un espa.ce co 111 pact : la convergence 
simple entraîne la convergence unifol'lne. 

Fixons E > 0 el; Ulle serni-nOrIlle Q,." notre but est de lllOntrcr que, pour TI, 

assez gran(t on a sUPfE!\.· QI,: (Ln(.n L(f))::; E. 

Soient C et Pj tels que Pestirnation (C.3) soit vala.ble. On peut recouvrÎr 
le compact ]( par un nombre fini de serni-boules relatives à 'Pj et de rayon 
E/3C. En notant g,\ leurs ccntres j il résulte de C.3 que l\m a 

VI E [( ~ 3g,\ , '11'11" Q,., (Ln cn - Ln (g,,)) ::; E/3 l 

et cette relation est égalernent valable en rClllplaçant Ln par L. L\~nsmllble 

des .9" étant fini, on peut trouver un entier lV tel que, pour '/1. ;:: JV ~ on ait. 
QI,: (L(g,\) L n (.9,\)) S; E/3 en tous ces points. L'inégalité triangulaire lllontre 
alors que Q!.~(LHCn -L(f)) ::; E pour tout f E}\: dès que 'Il.;:: .iV, ce qui 
achève la cléulOl1stration. 

C.3.4. Applicat.-ion : dé-rnoTl,':dration d'Il lhéoJ'è'me Il s\l,git de prouver 
que, si ('li,}) est une suite de distributions dans un ouvert n telle que pour tout 
If! E C;r(O) suite (Uj, converge vers une liInite que ron note (u., i.p), la 
fOrIne n est une distribution. On sait (voir rernarqllC C.2.:3) que dire 
que 'nj est une distribution signifie que la restriction de 'Uj à chaque Cf! est; 
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une forme linéaire continue sur tet espace de Fréchet. Le théorèlne C.3.1(a) 
assure qu~il en est de rnêUle pour 'Il, ce qui est le résultat voulu. 

C.4. Continuité des applications bilinéaires 

Pour beaucoup d\applications bilinéaires (produit, convolutioll, dualitéL il 
est facile de prouver la continuité séparée. Le coronaire suivant du théorèrne 
de Banadl-St;einhaus~ et des variantes de celui-ci, permettent d'en déduire la 
continuité (séquentielle) par rapport au couple des variables. 

Corollaire C.4.1. - Soient E un espace de Préchel, F 'un e.'lpace locale
rnenl conve:œ 'métriBable. el D u,n espace vecto7'iel sur lequel on a d~fini une 
notion de 8u'Îte con'lJergente. Sail: B une application b'iUnénire séparément: 
conti'nue de D x E dan.s F. c :est à dir'c telle que 
(a) Ponr lonte suite ln d ,'éléments de D con'uer:qeant ver's un élément fo, et 
pOUT iout 9 E E. la suite B (fil 1 9) conver:ge ver." B (fo, il) dans F. 
(b) Pour toute suite g/1 d'éléments de E conve'f:gean,t vers un élément 90, et 
pOUT tout f E D. la suite B(f,9n) cOTweTge lJeT.5 B(f,Yo) dans F. 

Alors . .5i .In et Yn sont des suites conve'rgentes dans D et E respectivement, 
on a 

li~n B(fn,9n) = B (,1i~1l fI! 1 l~n Yn) . 
T/.--;,OC' 11·--;,00 11 ,cc 

Soient donc fn et gr! qui convergent vers fo et go. et considérons les applications 
linéaires Ln de E dans F définies par LIl(g) = B(fn,g). La propriété (b) 
afIinne que ces applications sont continues, tandis que la propriété (a) assure 
que pour tout !lIa suite Ln(g) converge vers B(fo,g). D'après la partie (b) du 
théorème C.3.L la suite Ln (!ll/) converge vers B(fo, goL ce qui est la propriété 
voulue. 

Lorsque la convergence dans D est la convergence pour une structure d'espace métrique, 
la propriété ci-dessus exprime que B est continue de Pespace produit D x E dans F. Si par 
contre cette convergence est associée à uue st.ructure d'espace topologique non métrisable, 
le t,héorèmc prouve ce que l'ou appelle la «continuité séquent.ielle" de B, malS il se peut qne 
B ne soit pas continue sur D x E. 

C·4·2, Applicaf.ions.-- (a) Si (U/l --+ 'U dans V'(n), et si tpl! --+ tp dans CK: 
ail !( est U11 cOlnpaet de 0, alors (un, tpn) -+ (LI, , tp), 

C'est une application inllnédiate du corollaire: la continuité cn 'iL n:est rien 
cralltre que la définition des suites convergentes dans V', tandis que la conti
nuité eu tp est la définition des distributions COlume fonues linéaires continues 
sur chaque CK. 
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On déulOntre de InéIne le résultat analogue lorsque 'lIn --+ '/1, dans S'et 
<P Il --+ cp dans S, 

(b) Si fn -+ f dans COO(DL et si 'Un --+ 'n dans D'(fl), alors In'un -+ fu dans 
D'(D). 

Il s'agit de prouver que, pour tout <p E C(f'(D), on a (fll'U n l i.p) -+ (lu, cp). 
Le corollaire appliqué à la fonne bilinéaire B(v" f) = (fu, i.p) = (u, lcp) four
nit Îllllnédiatenlent le résultat. 

C.4.3, Continuité séqu,enlielle du ]l'rodait de convolution. - Nous allons 
prouver le résultat énoncé au théorèrne 7.4.9 : Si F et G sont deux fennés 
convolutifs, et si deux suites cie distributions Uj et 'Vj respeetiven1elJt à support 
dans F et G sont convergentes, alors liln(u'J * Vj) = (lin1 'Uj) * (lÎln Vj). 

Dans la délnonstratioll de la continuité séparée, nous avons nlolltré qn 'il 
suffit de déll1ontrel' te théorèlue dans le cas où F et G sont cOlnpacts, ce que 
"JOas supposerons dé.'3oTrTw,.is. Nous avons aussi établi la relation (u * v cp) = 
(u, l D * que nous aurons à utiliser. La dénlOIlstration se fera en deux étapes. 

lVlontrons cl 'abord la continuité séquentielle de l'application ('U~ i.p) t-+ u * cp 
de D'p x Cî( dans CY+I\l oil !{ est un cOlupact , et où on note D~ l'espace des 
distributions à support dans P. 

Il Ü1Ut donc prouver que si Hj -+ 'Uo dans D~ et si i.pj -+ CPo dans CK l alors 
les fonctions üCt(Uj*<pj} convergent unifol'lnéluClllt vers éJD:(uo*'Po), Raisonuons 
par l'absurde en supposant qu'il n'en soit pas ainsi. On pourrait alors, quitte 
à extraire une sous-suite, trouver une suite ;1;) de points de F +!( qui converge 
vers un point :1:O telle que la suite (éJLlUj*CPj)(:l:;j) ne converge pas vers (éJD'uo* 
CPo)( :1;0). 

Or en notant 'I}'.i la fonction y t-+ 'Pj(:Lj - y), OII voit facilmnent que '11'i 
converge vers 4'0 dans Cr:) olt L est le cmupact. !{ + F + (-](). On a donc 
d'après le résultat (a) du n° C.4.2 

(ôLlUj*<Pj)(:r:)) = (ÔLlUj~ 4))) --+ (ÔnUo1 '1/'0) = (ôLltto*i.po)(:z:oL 

ce qui est la contradiction cherchée. 

Revenons à la délllonstl'atioll du théorèllle 7.4.9, Nous devons prouver que, 
pour cp E C[f', on a 

-+ (uo * Vo , <p) . (C.5) 

D'après le résultat que nous venons de nlont,rcr, la fonction 'lÏ;ï*'P converge dans 
Cr: vers la fonction *<p, où L est le cOlIlpact SUPP('P) + (-G). Une nouvelle 
application du (a) du nOC.4.2 1l10lüre que le llleIllbre de gauche de (C.5) 
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converge vers ('HO l 'IJO * i.p) qui est égal au ll1elubre de droite de (C.5). Cela 
achève la. dén10nstration. 
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Principaux espaces fonctiollnels 

On a représenté ci-dessous la plus grande partie des espaces de fonctions 011 de distribu
tions introduits dans ce cours, li: désignant U11 entier;:: 0 et s un réel 2: k. Une flèche A --r B 
signifie que l'espace A est inclus dans B et: que l'inclusion est continuc : si Uj --r /1. dans 
A , alors llj -+ Il, dans B. Bien entendu, la composée de deux Hèches est une flèche (non 
représentée) . 

La régularité décroît en lisant le tableau du haut vers le et la "petitesse à rillfinÎ" 
décroît eu lisant de gauche ~l droite. Une représentation plus fidèle aurait décalé: comme 
daus la figure 9.3, l'espace S vers la gauche et; l'espace Si vers la droite. 

Il Il 'y a pas d'inclusion entre les espaces LI, et L co, mais on a Lk:c C Lfoc C L}oe 1 

espaces qui prendraient place sur la verticale de droite. 

Coo 
)0 

C I.' 

,o~~ 

E' 
(l)pour s > k + n/2. 
(:!)Pour s > n/2. 

s OM 

t 

---j \ --- --- ___ (1) 
t \ --- ___ 

H" \ (::!) 

\ 
\ 

\ 
\ 

S' v' 
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