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INTRODUCTION

Ce cours est principalement consacré & deux grands outils de 1'Analyse,
l'analyse de Fourier et la théorie des distributions, ainsi qu'a diverses appli-
cations & des écuations de la physique mathématique. I §agit de domaines
ayant des racines tres anciennes, mais qui font toujours Tobjet de recherches
actives, et qui ont connu dans uune périnde récente des développeinents trés
importants dont nous essaierons de donner une idée.

L analyse de Fourier. — Dite encore analyse harmonique, cette branche est
dominée par les concepts de séric et surtout de transforation de Fourier.
ainsi que par Uopération de convolution qui leur est étrottement reliée.

On peut, sous des hypotheéses trés générales, représenter une flonction [
définie dans B" sous la forme suivante

flo)y=02m)™" / e EFLE) dE.
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ou la lonction f définie dans et qui se déduit de f par une formule analogue
g'appelle la transformée de Fourier de f.

Il fant voir cette formule de la maniére suivante. Elle permet d’éerire une
fonction cuelconque f comme une “superposition” de fonetions oscillantes
simples @ les applications @ +— ¢, chacune d'elles ayant une awmplitude
If{f )‘ et un déphasage arg /A ().

Lorsqu'on veut analyser qualitativement ou quantitativement une fonetion,
Uidée la plus simple est lanalyse “en amplitude” fondée sur les valeurs pone-
tuelles : en quels points @ la fonction est-elle nulle, “petite”, “grande™...?
L'analyse de Fourier permet d’y superposer une analyse “en fréquence” :
quelles sont les fréquences & qui contribuent a écriture de f ci-dessus, v
contribuent-elles peu ou heaucoup. .. ? Ce point de vue revient a faire 'analyse
“ent amplitude” de f
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Peut-étre d'apparence moins naturelle. Panalyse en fréquence s'est révélée
d'une importance aussi grande que l'analyse en amplitude (leurs réles sont
symétriques en mécanique quantique par exemple). Elle prend méme un ca-
ractere prédominant dans 1'étude d’un cerfain nombre de questions, notam-
ment :

— Les phénomenes oscillants, cela va (presque) de soi.

— Les phénomeénes régis par des équations aux dérivées partielles linéaires &
coeflicients constants. Pour une équation d’évolution par exemple, il existe des
solutions particulierement simples. de la forme e €eat ol le nombre complexe
a se détermine & partir de & par un simple caleul algébrique. L’analyse de
Fourier permet d’éerire toute évolution, aussi compliquée soit-elle, comme une
superposition de ces évolutions simples.

— Les problemes de régularité. Comme nous le verrons, un “principe” corres-
pondant 4 de nombreux théorémes assure qu’une fonction est d’autant plus ré-
guliere que sa transformée de Fourier est petite 3 'infini. Cela permet d’utiliser
des méthodes éprouvées (majorations, développements asymptotiques. .. ) sur
),‘\ pour étudier la régunlarité de la fonction f.

La transformation de Fourler a néanmoins un inconvénient, son caractere
global. Pour le fraitement du signal, ou pour 'étude des équations aux dérivées
partielles & coefficients variables, I'analyse en fréquence reste indispensable,
mais il faut pouvoir la mener localement en les variables de temps ou d’espace.
C’est 'objet de l'analyse microlocale, branche née vers 1970 dont nous ne
donnerons qu'un trés bref aperqu, dans la section 9.7.

La théorie des distributions. — C'est une extension de la notion de fonction,
qui a joué un roéle trés important dans le développement de 1'Analyse. Bien
que son introduction par L. Schwartz soit encore relativement récente, elle a
permis de tels progrés en théorie des équations anx dérivées partielles et en
analyse harmonique que I'on ne saurait plus parler de ces denx branches sans
YV avoir recours.

L’ensemble du cours, et notamment Uintroduction du chapitre 4, montrera
I'intérét de cette généralisation de la notion de fonction. Cela dit. I'aspect
déductif de I'exposition risque de donner une idée fausse du développement
historique des mathématiques, qui est tout sauf dédnctif. L’'introduction des
distributions est aussi I'aboutissement, d’'un processus s’étalant sur plus d’un
demi-siecle, en mathématiques et en physique(®).

Mg lecteur intéressé trouvera au chapitre 6 de Pouvrage de Laurent Schwartz “Un
Mathématicien aux prises avec le siecle” (Odile Jacob, 1997) 'histoire de 'invention des
distributions assortie d'une analyse du contexte scientifique.
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Le caleul symbolique de Heaviside (1893), et surtout le formalisme intro-
duit par P. Dirac (1926) pour les besoins de la mécanique quantique. la célébre
“fonction 6" notamment. posaient un probléeme intéressant. La définition de
ces concepts comine des fonctions au sens mathématique du terme était par-
faitement contradictoire. Néanmoins, utilisés par Dirac lui-imnéme ou d’autres
bons physiciens, ils se 1évélaient efficaces et féconds. Des sitnations de ce type
ne sont pas rares, il en existe actuellement, et elles signifient en général que
des progres mathématiques sont & 'ordre du jour.

En mathématiques, une multitude de concepts et de résultats, parfaitement
rigoureux mais un peu épars, développés pendant la premiére partie de ce
siécle n'ont trouvé leur unification que dans le cadre des distributions.

Ainsi. la notion de dérivée au sens des distributions permet de définir des
solutions d’équations aux dérivées partielles qui ne sont pas suffisamment dé-
rivables pour étre des solutions au sens usuel du terme. En fait, pour presque
chaque type d'équation aux dérivées partielles, on avait été amené 4 définir une
ou des notions de solutions généralisées (ou solutions “faibles™). Ces définitions
rentrent maintenant dans un cadre commun et beaucoup plus général

De méme, comme nous le verrons, beaucoup d’opérateurs permettant de ré-
soudre ces équations s’exprimeront pour nous en termes de convolution par une
distribution, alors que 'introduction de ces opérateurs est souvent hien anté-
rieure. Pour I'équation des ondes par exemple, Hadamard les avait exprimés
par une formule ressemblant & celle d'une convolution, mais ol des intégrales
divergentes devaient étre remplacées par leur “partie finie”.

Enfin, un pas trés important avait été franchi par Sobolev en introduisant
les espaces qui portent son nom, nous aurons 'occasion d’en voir l'intérét, et
en contribuant & clarifier le concept de solution faible.

La théorie des équations aux dérivées partielles. — C'est un théme qui ne
sera qu’efleuré dans ce cours. Aucun développement systématique ne lui sera
consacré, il est clair qu'un sujet d’une telle ampleur nécessite un enseignement
spécifique.

Par contre, nous nous sommes efforcés de montrer Uefficacité et la puis-
sance des outils théoriques introduits en les appliquant systématiquement &
des équations de la physique mathématique, principalement aux équations de
Laplace, de Schrodinger, et aux équations de la propagation des ondes et de
la chaleur.

Les trois premiers chapitres doivent étre considérés comme des prélimi-
naires, présentant des outils d'utilisation constante dans la suite. Le premier
est consacré a ['intégrale de Lebesgue. Un exposé complet de la théorie, avec



4 INTRODUCTION

toutes les démonstrations, aurait été trop long pour le cacdre hioraire limité de
ce cours. Par conlre, nous avous pu en présenter les résultats les plus utiles,
aud sont relativeruent peu nombreux, faciles a mémoriser, et considérablement
plus cfficaces que leurs homologues en théovie de intégrale de Riemanu.

Lianalyse fonctionnelle aura une place relativemwent véduite dans ce cours.
Le chapitre 2 est destiné A consolider, et & développer sur ¢uelques points. les
connaissances du lecteur sur les espaces métriques. de Banach et de Hilbert.
Cela nous sulfira pour la suite. ol nous n'introduirons pas. saul pour les espaces
normés, de topologie sur les espaces fonctionnels cque nous anrons a utiliser.

En ce qui concerne Pespace des distributions. il sagit d'un choix délibéré :
la notion de suite convergente est tout A fait suffisante dans la pratique. En
ce qui concerne les espaces de [onctions dérivables. il aurait par contre été
raisonnable d'introduire leur structure d'espace métrisable.  Si nous avons
préféré, sans wméme parler de semi-nornue. éevive explicitement chague condi-
plon decontiunité. ¢’est uniqueinent pour réaliser, au prix d’un petit nomhre
de vépétitions. une dconomie de temps et de pensée.

Cela dit, pour ceux de nos lecteurs qui seraient suffisannnent pourvus de
ces deux denrées. nous avons consacré Pappendice C a I'étude des espaces de
Fréchet. Nous y avons aussi douné les démounstrations d'un certain nombre
de résultats admis dans le cours. Ils reposent sur le théoréme de Bauach-
Steinhaus, qui repose lui-méme sur la théorie des espaces de Baire développée
dans Mappendice B,

Enfin nous aurons besoin de quelques compléments de caleul différentiel,
principalement & plusiewrs variables. Il g'agit d'un outil indispeusable. les
dguations de la physique mathématique étant posées en dimension 3 ou 4. Le
chapitre 3 rappelle les propriétés fondamentales des fonctions de classe CF
dans un ouvert de B". cadre qui sera suffisant pour la suite, et y ajoute des
régultats importants sur approximation par des fonctions différentiables.

Liappendice A développe un point de vue plus intrinséque, et donne
quelques cowmpléments géométriques ainsi quune présentation compléete de
Fintégrale de surface. Il n'aborde toutcefois que quelques aspects de la géomé-
trie différentielle, of ne saurait se substituer & un euscignemenut consacré a ce
sujet.

Le cowrs proprement dit se compose des chapitres 1 & 10, & Uexclusion des
appendices et des textes en petits caracteres. Ceux-ci sont destinés & apporveer
des comnpléments et selon les cas 4 satislaire, ou & piguer, la curiosité du lecteur.

Les chapitres sont divisés en sections au sein desquelles tous les énoneés. des
théorémes aux exercices (qui ne sonb pas moing iiportants) sout mnuérotds
lindairewent. Les formmles sont numérotées au sein de chague chapitre.
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On trouvera enfin une petite bhibliographie & la page 249.

Cet ouvrage reprend. presque sans changement, le texte d'un cours trimes-
triel euseigné a I'Ecole Polytechnigue de 1986 & 1996. Il doit beaucoup aux
cours d’Analyse de mes prédécessenrs : Laurent Schwartz, le regretté Charles
Goulaouic et Yves Meyer. Le cadre trimestriel, certainement trop restreint,
a eu sans doute un avantage : nous contraindre A aller droit & l'essentiel.
Néanmoins. le sujet mériterait d’étre traité & un rythme moins soutenu et
d’étre précédé d'un enseignement de calcul différenticl et intégral.




CHAPITRE 1

L’INTEGRALE DE LEBESGUE

La théorie de l'intégrale de Riemann est & bien des égards insuffisante pour
les besoins de I'Analyse, et notamment pour étudier les notions (analyse de
Fourier, théorie des distributions) qui joueront un réle central dans ce cours.
Ce n'est que dans le cadre de la théorie de I'intégration introduite en 1900 par
H. Lebesgue que I'on dispose des “bons” théorémes de passage & la limite dans
les intégrales, et que les espaces de fonctions sonumables jouissent de bonnes
propriéiés.

Pour des raisons de temps, il ne serait pas possible de donner dans le cadre
de ce cours un exposé complet, avec toutes les démonstrations, de la théorie
de T'intégration. La solution adoptée consiste & admettre d’emblée un petit
nombre de résultats. dont la démonstration est longue mais dont 1'énoncé
est simple, et d’en déduire les théorémes fondamentaux de la théorie. Nous
admettrons notamment dés le début l'existence et les principales propriétés
de I'intégrale des fonctions positives — ce qui daus un exposé déductif né-
cessiteraif foute la construction de la mesure de Lebesgue — ainsi que les
théoremes 1.4.1 et 1.5.2.

Pour les mémes raisons, wnous ferons délibérément “comme si” toutes les
fonctions étaient mesurables; nous nous expliquons sur ¢e point dans la sec-
tion 1.6.

1.1. Intégrale des fonctions positives

Nous considérerons en fait des fonctions a valeurs dans B, = [0, >]. Dans
cet enscmble, auquel on étend de fagon évidente 1'addition, la multiplication
par les ¢léments de ]0.,00[ et la relation d’ordre. toute suite croissante est,
convergente.
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Nous admettrons qu’il existe une application
= / f(x)dx
—:71

(que T'on notera parfois [ f(x)da voire [ f) qui, a toute fonction f, définie
sur 7 et a valeurs dans B fait corvespondre un élément de By, et qui vérifie
les quatre propriétés suivantes.

(a) Linéarité : pour f et g comme ci-dessus, et pour A, 1 €]0.0c[, ona [(\f+
pg)=X[f+pfg

(b) Croissance : si f(a) < g(z) pour tout x, on a [ f < [g. Cette propriété
est en [ait conséquence de la précédente.

(¢) Normalisalion : Pour un pavé P = [a1.b1] x ... [ay,.by]. si on appelle 1,
la fonction égale & 1 sur P et & 0 ailleurs, on a

n

/I 1p(x) de = H(b,- — aj).

i=1

(d) Le théoréme fondamental suinant :

Théoréme 1.1.1 (de Beppo Levi ou de la convergence monotone)
Si fj est une suite croissante de fonctions définies sur B et o valeurs dans
By. ona
/ I fi(x)de = lim /f_,-(:z:) d. (1.1)
NN e ¢ J—oC

En particulier. pour des fonclions uj positives. prenant éventuellement la va-
leur +2c, on a loujours

/l Z uj(w) do = Z / wj(x) de. (1.2)
o=l Jj=1

Le second point résulte facilement du premicr en considérant la suite croissante
Qg s partiolles S (o) = S 4y (o ‘
constituée des sommes partielles Sy(x) = > 7_; u;(x).

1.1.2. Mesure des ensembles. — Si 4 est un sous cusemble de B, on
note 1, la fouction égale & 1 sur A et & 0 ailleurs, et on pose

w(A) = / 1,(x)dx.

Liapplication u s’appelle 1a mesure de Lebesgue. C'est une application de
Uensemble des parties de B" dans B, qui vérifie les deux propriétés suivantes.
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Croissance. — s1 A C B, on a /1( ) <

1(B). Cela résulte de la croissance de
I’ 111((‘”1(11(‘ ou si 'on veut de s
/

).
p(A) + (B 4))
Additivité dénombrable. — ‘-\1 des sous-cnsembles A; . j € N
disjoints. on a p((J A;) = 3 p1(A;). En effet, en poscmt. 4=
1,= Zi 1, et lerésultat découle de (l.g).
E )

sont, deux & deux

U; 4;. on a alors

Si on ne suppose pas les A; disjoints deux & deux, on a seulement la sous-
additivité = (U A;) <30 p(d;). On aégalement la relation p(AUB) 4+ p(AN
B = p(A) + u(B).

Les cusembles de mesure nulle, on dit aussi ensembles négligeables, jouent
un role important dans la théorie. D apres la sous-additivité, la réunion d'une
infinité dénombrable d'ensembles de mesure nulle est de mesure nulle. Un
point (¢t plus généralement un pavé plat) étant de mesure malle, il en résulte
quun cusemble déunombrable est de mesure nulle.

Frercice 1.4.5. — Démontrer gque le graphe d'une application coutinue de B
dans B est un sous-ensemble de wesure mulle dans B? (quels que soient ¢ et
N. on wontrera que la portion du graphe comprise entre les abscisses —N et
N est contenue dans une réunion de rectangles dont la somme des mesures est

<ég).
Erercice 1.1.4. — Soit A un ensemble de meswre nulle dans B". Démontrer
1

que sou cotmplémentaive est partout dense.

On dit quiune propriété P(a) dépendant d'un point 2 est vérifide presque
partoul (en abrégé p.p.) si Uensemble {2 non P(x)} est de mesure nulle. Si
chacune des propriétés Pj(x). j € TL est vrale presque partout, il en est donc

de méme de (‘v’j. Pj(x}).
Proposition 1.1.5. — Soil f définie dans B" et & valeurs dans B, . On a
/ fle)de =0« f(x) =0 p.p.

Posons 4 = {2| f(x) # 0}. On a

fla) < lim j1,(x).
Jim

Sip(A) = 0. on obtient done en utilisant (1.1)

/'/( S < hm;/l () dae =0.

B
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Réciproquement, si 'intégrale de f est nulle et en remarquant que 1,(x) <
lim;j e j f(x), on obtient

w(A) = / 1,(z)de < lim j /f(:l:)(l:z::[).
. J=ee
Théoréme 1.1.6 (Fatou). — Soit f; une suite (non nécessairement mo-
notone) de fonctions positives telle que pour chaque x € B", la suite f;(x) soit
convergente, et que lo suite [ fij(x)dx soit également convergente. On a

/ Jlgi fi{a)de < jl—lj]; | / filz) da.
Remarquons d'abord que, si une suite u; d’éléments de P, converge vers
uw € By, la suite vj = infy>;uy converge également vers u. En effet, dans le
cas u < oo, pour tout € > 0 donné. tous les u; appartiennent a [u — &, u + €|
a partir d'un certain rang, et tous les v; appartiennent au méme intervalle
A partir du méme rang. Le raisonnement est analogue si u = +o0, avec des
intervalles du type [4, +=].

Soit g; la fonction définie par gj(z) = infy>; fr(z). En posant f(x) =
limj_oo fj(2), on a d’aprés Pargument ci-dessus f(x) = limj_~ gj(z) et de
meéme limj_,oo [ fi(2) do = limj_a (1nt,\>) [ fr(z) d,:u).

D’autre part, Uintégrale de g; est inférieure & I'intégrale de fj, pour chaque
k> j, et onadonc [g;(x)de <infes; [ fu(z)dz. En appliquant le théoréme
de Beppo Levi a la suite croissante des g; qui converge vers f, on obtient

/f(:z;) dz = lim /g;( ) de < 11111 (1uf / fr(a dz) lim /fi(:v)drt:,
j=oo f T im0 .

ce qui est le résultat cherché.

Remarque 1.1.7. — Daus le cas particulier ol la limite des intégrales est nulle,
on peut en déduire que Uintégrale de la limite [ lim j—oc fi(x) dz est nulle.
En général, ce théoréme ne fournit qu’nne inégalité, et il est important de
bien comprendre les deux raisons, illustrées par les deux exemples suivauts,
qui peuvent empécher l'intégrale de passer a la limite. Pour en avoir une
représentation plus imagée, on pourra penser que les f; sont des densités de
masses positives.
— La fonction f; est égale & 1 sur Uintervalle [j, j + 1] et & 0 dans le complé-
mentaire. On a fj(z) — 0 en tout point z alors que lim [ fj(2)dz = 1. On
voit que “la masse disparait & I'infini”.
— La fonction f; est égale & j sur l'intervalle ]0,1/j[ et & 0 dans le complé-
mentaire. On a encore fj(z) — 0 en tout point x et lim [ fi(2)de = 1. On
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peut dire que “la masse se concentre sur un ensemble de mesure nulle”, en
I'occurence I'ensemble réduit & 'origine.

Le lecteur powrra construire beaucoup d’exeniples analogues. Nous verrons
plus loin que le théoréme de Lebesgue, dont 'hypothése signifie grosso modo
que l'on se prémmnnit contre ces deux types d’accident, permettra de passer a
la limite.

Euxercice 1.1.8. — Rappelons d’abord la définition de la lLimite inférieure
d’une suite de nombres réels bornée inférienrenient

liminfa; = lim (inf :z:k> €] — oo, +x,
j—oo J=roo \k>j
les bornes inférieures du membre de droite étant bien définies, et formant une
suite qui croit avec j.

Démontrer la forme plus générale snivante du théoréme de Fatou : si f; est
une suite quelconque de fonctions positives, on a

/ liminf f;(2) da < liminf / file) de.

J—+o0 J—roe

1.2. Fonctions sommables

Définition 1.2.1. — Soit f une fonction définie dans B a valeurs dons
C. On dit que f est sommable (ou intégrable au sens de Lebesgue) si on a

[ @) do < s

B
L'espace des fonctions sommables est noté L1(B").

Dans la pratique, pour montrer quune fonction est sommable, il suffit de
montrer qit'elle est majorée en module par une fonction positive d'intégrale
finie.

Dans le cas ol une fonction sommable f est & valeurs réelles, on peut 'écrire
sous la forme f = g — h ol g et h sont positives et d'intégrales finies. On peut
par exemple prendre f = fy. — f_, en posant fi(x) = max{£f(x), 0}, et les
fonctions f+ sont majorées par la fouction |f| qui est d’intégrale finie.

On définit alors Uintégrale de f par

(/{_:” flz)de = /ﬂ g(x)dr — \/ﬂ;” h(z) da,

le résultat ne dépendant pas de la décomposition choisie. Eu posant en effet
r = g—f., onaégalement h—f.. = r, la fonction » étant positive et d'intégrale
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finie (elle est majorée par g). Onaalors [g= [fr+ [r. [h=[f-+ [ret

done [g— [h=[fs—[[f-.

Si f = fi+ifs est sommable et & valeurs complexes. les fonctions f; sont
alors sommables, et on pose [ f = [ /i +i [ fo.

A partir des propriétés correspondantes pour les fouctions positives, on
morttre facilement les propriétés élémentaires suivantes.

Linéarité. — L'espace £}(P") est un espace vectoriel, et lapplication [ — [ f
est lindaire de £L1{R") dans C

Croissance. — Pour f et g sommables & valewrs réelles vérifiant f(x) < g(x)
pour tout &, ona [ f < [g.

Pour f et g somnables & valeurs complexes, on a

/ sir

/‘ [ {x) + glz)| do < / |f(2)] da: + / lg(x)]| da: . (1.4)

< [ 1) de. (1.3)

et

Démontrons par exemple additivité pour des fonctions véelles. Si f = g—h
et /' =g — h' sont des décompositions de f et f' en différences de fonctions
positives d’intégrale finie, on a la décomposition f + f' = (g+¢') — (h + 1)
et done [(f+ f') = [(9+¢)— [(h+H). ce qui entraine le vésultat voulu.

Montfrons également (1.3), qui entraine facilement (1.4). Soit # un nombre
complexe de module 1 tel que 6 [ f soit réel positif. On a alors

‘. [ 1@

1.2.2. Intégration sur un sous-ensemble. — Considérons un sous-
ensemble A de B™ ef f une fonction définie sur A. On notera f, la fonction
égale & f(x) pour z € A et & 0 sinon.

= / Re(8f(x)) dx < / (R.C(Hf(.‘::)))T,d:z; < / |f ()] de.

On dit que Ia fonction [ est sommable sur A si la {onction [, est sommable
dans B’'. On note L£1(A) T'espace des Tonctions sommables sur A, et on pose
alors

/‘ fla)de = ‘ fy(x)de.
J A J=n
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Le passage de f & f, permet d’associer & tonf résultat sur l'espace LY®")
un résultat correspondant sur £1(A4). que nous laisserons au lecteur le soin
d’énoncer.

Remarque 1.2.3. — Si deux fonctions [ et g sont égales presque partout, et
si 'une d’elles est sommable. Uoutre 'est aussi. et elles ont lo méme inid-
grale. On aen effes | [ f— [ < [1f — gl . quantité qui est mulle d’aprés la
proposition 1.1.5. En particulier, l'intégrale d'une fonction sur un ensemble
de mesure nulle est toujowrs nulle. De méme, en dimension 1, il est équivalent
d’intégrer une fonction f sur [a,b] ou sur |a, b, le résultat étant habituellement
noté jab f(a) da.

Intégrale d’une fonction définie presque partoul. — Soit f une fonction définie
seulement presque partout dans B”. Si 'un de ses prolongements [~a I'espace
entier est sommable, il résulte de la remarque précédente que tous les autres
prolongements le sonb aussi et yu'ils ont fous la méme intégrale. Par abus
de langage et de notation, on dif encore dans ce cas que la fonction [ est
sommable dans B et on note [

B

fa) de intégrale de f.

Le théoreme suivant est d'une importance capitale. La supériorité de I'inté-
grale de Lebesgue sur l'infégrale de Riemann est due en partie au fait que
l'on peut intégrer plus de fonctions, mais elle est surtout due an tait que l'on
dispose de théorémes beaucoup plus efficaces. On comparera 'énoncé suivant,
et le théoreme de dérivation sous le signe somme qui en découle, aux résultats
analogues fondés sur la convergence uniforme.

Théoréme 1.2.4 (de Lebesgue ou de la convergence dominée)

Soit f; une suite de fonctions qui converge presque partoul vers une fonclion
f. On suppose qu’il existe une fonction positive sommable five h telle que I'on
ait | fi(x)] < h(x) p.p. powr tout j. On a alors

/‘ |f(x) = fi(x)] dv =0 (1.5)
et

[ sitwyas = [ stea. (1.6)

Considérons les ensembles A; = {x| | f;(2)] > h(2)} et I'ensemble B constitué
des points @ ol la suite f;(x) ne converge pas vers f(x). Ces ensembles sont de

mesure nulle par hypothése, et il en est done de méme de N = B (Uj‘io Aj) :
En posant ]‘:(1) = fi(z) pouwr s € N et /~,(z) = {) pour z € N, et en définissant
de méme /~ il suffit de démontrer le théortme en remplacant les fonctions f;
par les /T, (les intégrales sont inchangées). et nous nous sommes ainsi ramenés
ait cas ol les majorations et la convergence out lieu partout.
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En posant g;(x) = ‘_/:,,-(:L‘) - f(.’L‘).._ puis 1j(z) = supgs; gr(w), on voit faci-
lement que h; est une suite décroissante de fonctions positives qui tend vers
q j q
0 en tout point, et que 'on a h;(z) < 2h(x) en tout point. Il nous reste a
p ; ] i <
prouver que l'intégrale de 72; tend vers 0, ce qui enfraine immédiatement (1.5)
et (1.6).

En appliquant le théoréme de la convergence monotone a la suite croissante
de fonctions positives 2h — h;, qui tend vers 2/ en tout point, on obtient

lim /(2/7,(;1:) —hj(@))de =2 / h(z)dx.

Jj—oo,

Comme la fonction h est sommable, 'intégrale figurant au premier membre
(=)

est la différence des intégrales de 2h et de h;. Cela prouve que [ hj(x)de — 0

et achéve la démonstration.

FEzxercice 1.2.5. — Soit A; une suite croissante de sous-ensembles de RB" et
posons A = |J ).Aj. Démontrer que, pour toute fonction f € L£!(A4), on a
[ Vfle)de = limj_ [ A f(x)dz. Démontrer qui'une fonction f définie sur A

appartient & £'(A) si et seulement si sup; .[IAJ- | f(z)| da < <.

Théoréme 1.2.6 (de dérivation sous le signe somme)

Soient I un intervalle de B el A un sous-ensemble de B". On se donne une.
fonction f définie sur A x I vérifiant les trois hypothéses suivantes.
(a) Pour tout N € I, la fonction z+— f(x,\) est sommable sur A
(b) La dérivée partielle Of /0N (x, \} ewiste en tout point de A x I
(¢} Il existe une fonction h positive et sommable sur A telle que l'on ait
|0f]OA (x, N)| < h(x) quels que soient x et \.

Alors la fonction F définie par

est dérivable dans I, et on a

1.2.7. Mode d’emploi. — Ce résultat ne prend toute sa force que si on
I'accompagne des deux remarques suivantes.

af
oA

(z,A) de. (1.8)

(a) — Avant d’appliquer le théoréme, on peut retirer du domaine d’intégration
un ensemble de mesure nulle, ce qui ne change pas les intégrales dans (1.7)
et (1.8), et donc ne vérifier les hypothéses que dans I'ensemble A’ ainsi obtenu.
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Par contre, il ne suffivait pas que, pour chaque A, les hypothéses soient
satisfaites sauf sur un sous-ensemble de A, fit-1l réduit & un point, ¢ui dépend
de A (voir I'exercice 1.2.10).

(b) ~— La dérivabilité est une propriété locale. Pour prouver que F' est dé-
rivable dans I, il suffit de montrer que F est dérivable dans tout intervalle
compact [c,d] C I. Il suffira donc de trouver des [onctions positives sommables
hea qui majorent df/9A en module lorsque A parcourt [e, d].

Remarque 1.2.8. -— 1l existe un théoréme de continuilé sous le signe somme
pour F(\) = [, f(x,A)dx, lorsque A parcourt un ouvert de F? ou méme un
espace métrique quelconque, et-le lecteur pourra 'énoncer s'il le désire 1 faut
prouver que pour toute suite A; tendant vers un point Ap, on a F'(A;) = F(Ap),
et le théoréme de Lebesgne imn nit immédiatement les conditions voulues.

Lorsque A parcourt un ouvert w C B?, powr prouver que F est de classe C'*
on procede généralement en deux temps. On prouve d'abord existence des
JF/O\; en gelant les autres variables \; et en appliquant le théoréme 1.2.6
a la fonction de @ et A; ainsi obtenue. Les OF/9\; étant exprimées par une
intégrale, on prouve ensuite leur continuité dans w & l'aide de l'argument
ci-dessus.

1.2.9. Démonstration du théoréme 1.2.6. — On a, A étant fixé,
1 .
T (FN+D)=F(\) = | gi(x)da,
/ JA

oll on a posé

(Flm A +1) = fz, ).

La fonction g; converge en tout point vers df/()/\ Dautre part, on a |g;(x)] <

SUPg<g<1 [Of /0N (2, A+ 81)] < b(x) d'aprés le théoréme des accroissements
finis, et le résultat est conséquence immédiate du théoréme de Lebesgue.

gi(x) = %

Exercice 1.2.10. — Soit @ une fonction continue sur [0, 1]. On considere, dans
[0,1] % [0,1] la fonction f définie par f(x.\) = p(x) siz < Net f(z,\) =0
sinon. On pose F'(\) = [01 f(x, A) dx. Pour chaque A la dérivée partielle 9 f /OA
existe sauf en un point, et elle est majorée par uue fonction sommable fixe :
la fonction 0. Déterminer la dérivée de F'.

Pour \ €

Exercice 1.2.11. — (a) Soit f une fonction sonumable sur ]0,-:0 .
" —At ,( ) t) dt.

(0,00, on définit sa transformée de Laplace F' par F(\)
Démontrer que F' est continue sur [0, oof.

(b) On suppose maintenant que f, toujours définie sur |0, [, est telle que
(1 4+ t)=V f(t) est sommable pour un N convenable. Démontrer que F())
est bien définie par la formule ci-dessus pour A €]0, o[, et que la fonction F
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est de classe C™ sur cet intervalle. Déterminer la transformée de Laplace de
t otk f ().

(¢) Sous les hypotheses de (b), pour = = @ + iy complexe vérifiant > 0, on
pose F(z) = .[’\ e~ f(t) dt. Démontrer que F est une fonction de classe C?!
(et méme C°°) des variables z,y dans le demi-plan 2 > 0. Démontrer que 'on
a OF/dz + 10F /0y = 0. En déduire que, pour tout = dans ce demi-plan, il
existe A. € C tel que 'on ait, pour h complexe, F(z+h) = F(z)+A.-h+hr(h)
avec limy .o 7(h) = 0 (de telles fonctions sout dites holomorphes).

Ezercice 1.2.12. — (a) Pour x > 0, on pose I'(z) = [;~ e~ **"1 di (fonction
' d’Euler). Démontrer que la fonction I' est de classe C°° sur [0, oof.

(b) Démontrer que I'(z) — +oo pour z — 0. (Pourquoi utiliser des ¢? La
convergence monotone sur )0, 1] est tellement plus simple.)

(¢) Pour Rez > 0, on pose I'(z) = {0 e~ft*=tdt. Démontrer que I' est
holomorphe (voir 'exercice précédent) dans le demi-plan Re z > 0.

Erercice 1.2.13. — Calculer la dérivée A droite en 0 de la fonction
S|
A / (g(x) + AV da
Jo

ol g est une fonction bornée, positive ou nulle sur |0, 1[.

1.3. Cas de la dimension 1

Théoréme 1.3.1. — Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et
soit F' une primitive de f. On a alors

f(z)dz = F(b) — F(a).
[a,b]
Considérons la fonction G(z) = fl( 2] f(t)dt. Ona, pour! > 0 (le raisonnement
serait le méme pour ! < 0)

1 1

7 (Gx+l) — G(z)). = 7 ‘/[l " f(t)dt

il

1 / flx)dt + ! / (f(t) = f(z)) dt. (1.9)
l oS [ a-) I, [ a+l]

D’apres le propriété (c) de la section 1.1, I'intégrale d’une constante A sur un
intervalle [a, b] est égale & M (b—a). Le membre de droite de (1.9) est la somme
de f(x) et d'une quantité majorée en module par max(, ..y [ f(t) — f(=)] qui
tend vers 0 avec /. Il en résulte que G est dérivable, et que G'(z) = f(z). La
fonction F' — G est dounc constante, et on a G(b) — G(a) = F(b) — F(a) ce qui
est, le résultat voulu.
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On voit done que I'intégrale de Lebesgue est un prolongement de 'intégrale
de Riemann des fonctions continues. Cela dit, I'étude préalable de Vinté-
grale de Riemann n’est nullement nécessaire. Pour le caleul des intégrales de
Lebesgue, on peut a la fois utiliser le calcul des primitives dans les cas simples
et disposer de théoremes puissants sur les passages & la limite.

Ewercice 1.3.2. — Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a, b].
Démontrer que f est sommable et que les deux définitions de 'intégrale de
f coincident. On powra, pour chaque entier m, poser h = (b — a)/2" et
introduire les fonctions @, [resp. ] constantes sur chaque intervalle [kh, (k+
1)h[ et y prenant comme valeur le sup [resp. inf] de [ sur le méme intervalle.
On montrera ensuite que les suites (o, ) et (1, ) sont monotones et, en utilisant
la proposition 1.1.5, que l'on a inf y,, = sup ¥, p.p.

. . . . b
Bien entendu, on ne se privera pas de la notation classique _{n f(x)dz pour
désigner, selon les cas, I'intégrale sur ]a, b ou l'opposé de l'intégrale sur ], af.

1.3.3. Qu’est-il advenu des intégrales absolument convergentes ... — A la
différence de celle de Riemann, lintégrale de Lebesgue est directement dé-
finie de maniere globale sur R. Cela rend beaucoup plus nette la distinction
entre deux concepts de nature trés différente mais qui sont souvent présentés
ensemble (sous le nom plus que discutable d’“intégrales impropres™) en théorie
de l'intégrale de Riemann.

Quoi qu'il en soit, il est bien shr intéressant d’avoir des relations entre les
intégrales sur R entier, et celles sur les intervalles finis. Pour a < b, on notera
fab la fonction égale & f pour z € [a,b] et & 0 ailleurs.

Si f est une fonction positive, et si a, et b, sont des suites respectivement
décroissant vers —oo et croissant vers +oo, la suite des fonctions f, ;, converge
en croissant vers la fonction f, et on a convergence des intégrales d’apres le
théoréme de Beppo Levi. On a donc

" .h
Vf >0, fla)de = . l‘im03 flx)dr < 4+

b toa V@
=40

formule dans laquelle on peut remplacer lim par sup.
En particulier, en appliquant ce qui précede & la fonction |f|, on obtient le

résultat suivant : pour qu’une fonction f a valeurs complexes soit sommable,
il faut et il suffit que sup [ |f(x)] de < +.

Si la fonction f est sommable, la suite des fonctions f, p, définies comme
ci-dessus converge vers f en chacque point, ef est majorée en module par la
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fonction sommable fixe | f(-)|. On a donc, en vertu du théoréme de Lebesgue,

Ve YR / f(z)de = lim /( ) du.
a——co [,
b—++o0
On voit que le concept d’intégrale d’'une fonction sommable généralise celui
d’“intégrale de Riemann absolument convergente™.

Bien entendu ce qui précede s'applique également aux rapports entre
b, by .
| o f (1) dz et les [” " f(x)dax lorsque a, et b, tendent respectivement vers a
v v n

et b.

1.3.4. ... el des intégrales semi-convergentes? — Il arrive qu’une fonction
f, sommable sur tout compact, ne soit pas sommable sur R mais que les
intégrales [nb f{x) dx tendent vers une limite pour a — —o0 et b — +oo.
Un exemple classique est la fonction sinz/z. 11 est traditionnel de noter en-
core [j:f f(@) dx la limite et de parler d’intégrale semi-convergente, mais de
telles expressions ne sont pas vraiment des intégrales — aucun théoréme de la
théorie de l'intégration ne s’applique @ elles — ce sont des limites d’intégrales
et il n'y a guére plus a en dire. Pour les étudier, on applique la théorie de
Pintégration aux vraies intégrales ]i’ f(x)dx, et on passe A la limite avec les
moyens du bord.

1.4. Intégrales multiples

Théoréme 1.4.1 (Fubini). — Soit f(x.y) une fonction définie dans le
produit RF x RY.
(a) Si f est a veleurs dans By, on a ['égalité suivante, ot les trois membres

définissent un élément de By

// ()i dy = /{/ flay dv} d »/ { ) }du

(1.10)

(b) Si f est sommable dans FP¥9, les trois membres de (1.10) ont un sens
dans C et sont égauz. Pour élre précis. dire que le troisiéme membre a un
sens signifie les deux choses suivantes :

— pour presque chaque y, la fonction v — f(w,y) est sommable dans RP,

— la fonction o(y) = [ f(z.y)de qui est ainsi définie presque partout est
sommable dans BY,
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1.4.2. Mode d’emploi. — On désire souvent intervertir les signes d’inté-
gration, et prouver l'égalité des second et troisieme membres de (1.10) pour
une fonction f & valewrs complexes. On procede en deux temps.

(a) — On prouve d’abord que f est sommable dans B’T9. Pour cela, on
utilise la forme (a) du théoréme de Fubini pour calculer ou majorer I'intégrale
[ 1f(x,y)] dxdy par intégration successive dans l'ordre que 1'on désire.

(b) — Une fois établi le fait que f est sommable “du couple”. on utilise &
nouveau le théoreme de Fubini sous la forme (b).

On prendra garde au fait suivant : il peut trés bien arriver (pour une fonc-
. " . en .
tion non sommable daus B*7?) que les second et troisieme membres de (1.10)
alent un sens dans C, et qu’ils soient différents.

Remarque 1.4.3. — Pour calculer I'intégrale double d'une fouction f sur un

[, Le troisitme membre, par exemple, de (1.10) devient

/ flae,y)da 3 dy

m(A) | Sy

ot A, est la “tranche” {& € B’|(x,y) € A}, et ot w(A) est la projection de A
sur RY.

Ezercice 1.4.4. — Soit A le graphe d’une application de B""! dans B. Dé-

montrer que A est de mesure nulle dans R".

Théoréme 1.4.5 (de changement de variable). —  Soient Q1 ef Qo
deux ouverts de R, et ® un difféomorphisme de Qy sur Qa. On nolera Jg(x)
le déterminant de la matrice jocobienne de @ au point x

09, /0y - OP1/0wmy
Jp = .. .. o
00, /0x1 -+ 9P, /0x,
Soit f une fonction définie sur Q.
(a) Sila fonction f est a valeurs dans By, on a l'égalité suivante, ou les dews
membres ont un sens dans B

/I fly)dy = / F(2(2)) [Ja(z)| da. (1.11)
J S

(b) Si f est a valeurs complexes, elle est sommable dans Qs si et seulement si la
fonction f(D(z))|Js(x)| est sommable dans Qy et les dewr membres de (1.11)
sont alors égau.
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Remaorque 1.4.6. — 11 est souvent utile, pour se trouver dans les conditions
d’application du théoréme, de retirer des domaines d'intégration des ensembles
de mesure nulle, ce qui ne change aucune des intégrales. Par exemple, les
coordounées polaires ne fournissent pas de difféomorphisme du plan sur un
ouvert. Par confre, si on retire du plan l'origine et le demi-axe des x négatif,
on obtient un difféomorphisme de |0, oc[x] — 7, 7[ sur Pouvert ainsi obtenu, et
donc la formule classique (le jacobien étant égal & r)

// J) da: dy = // flrcosO,rsind)rdrdd,
j0.00fx]—77]

valable pour f positive ou sommmable,

n utilisera parfois la formule analogue dans R”. Ce n'est pa ctement
On utiligera fois la f le logue dans R”. Ce n'est pas exactement
une application directe du théoréme, mais on s'y ramene facilement en prenant
des équations locales de portions de la sphére unité S*~! de B". On notera 8
sint courant de celle-ci, et do, la mesure de surfac ir la secti 3).
le point courant de celle-ci, et do, la mesure de surface (voir la section A.3)

. -
/‘_}n flx)ydr = _/0 L”_l f(-7‘6)7'”“1 dr dUB‘

1.5. Espaces £}, £%, L™

1.5.1. L’espace L!'(B"). — Nous l'avons défini comme l'espace des fonc-
tions sommables. Si on pose | f] [1f(z)] dz, on voit facilement que
WAL =N et (1.4) exprime que || f + gll < |Ifll+]lg]]. Ce n'est néammoins
pas une norme sur £ ("), car la relation || f]] = 0 équivaut d’aprés la proposi-
tion 1.1.5 & f = 0 p.p. et non pas & f = 0. Pour la méme raison, Papplication
(f,9) = [|f(z) = g(x)| do vérifie Pinégalité du triangle mais n'est pas une
distance.

ela n’empéche pas de définir la convergence en moyenne. On dit quune
Cela n'e I le définir 1 Y y On dit qu’
suite f; d'éléments de £} (R") converge en moyenne vers f si [1fi(x)=f(x)] dz
tend vers 0 pour j =+ oc. On n’a pas unicité de la limite f, mais on a
le 1'ésulmt; suivant : pour que f; <‘011v01ge également en moyenne vers une
n f, il faut et il su ,(ue i p.p.. 1l est clair que la condition es
fonctio il faut et il suffit q p.. Il est clai el liti t
sufisante. lc‘s intégrales de | f(z) — f( x)| et de | fj(x) — ]‘(L}] étaut les mémes.
Réciproquement, si f; converge en moyenne vers f et }‘ ona [|f—f |
fIf=f1+ S |f — fj| pour tout j. Le premier membre est donc nul, ce qui

entraine f = ./ p-p- d’apres la proposition 1.1.5

Tous ces résultats suggerent de passer au quotient par la relation d'équiva-
lence f = g p.p.. ce que nous ferons dans la section 2.6. Le résultat suivant,
que nous admettrons, est important.
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Théoréme 1.5.2. — Soit f un élément de LYB"). Il existe une suile f;
de fonctions continues & support compocet (c’esi-a-dire nulles en dehors d'un
ensemble borné) qui converge vers [ en moyenne.

Exercice 1.5.9. — Soit f € LY{B"). On définit la transformée de Fourier f
de f par f(&) = [e™ "¢ f(x) da pour tout £ € B,

(a) Montrer que la fonction f est continue et bornée et que l'on a
supgezn | ()| < [1f(z)] du.

(h) Démoutrer que, si y est continue a support compact, la fonction & tend vers
0 & 'infini (on montrera, en posant § = 7/&, que f(€) = — [ e~ f(x+0) du).

(c) En déduire que, pour f € L ("), la fonction f tend vers 0 & D'infini.

1.5.4. L’espace L*(R"). — C’est 'espace des fonctions de carré sommable,
cest-a-dire telles que [ | f (.’1:)|2 drv < oc. A partir des relations [f () + g(:z:)l2 <
2(]_/’(:U)|2+|g(:1:)[2) et |f(2)g(x)] < 1/2(] f(x) gli-lg(;zr)|2), on montre facilement
que £?(B") est un espace vectoriel et que, pour deux éléments de cet espace,
la quantité

(Fl9y = [ H@igtaTde (1.12)
définit un élément de C, la fonction & intégrer étant sommable.

Il est facile de voir que cette expression possede toutes les propriétés d’un
produit scalaire, & 'exception de la suivante : la nullité de (f | f) équivaut &
f=0p.p. et non a f =0. Cela nous suggére encore de passer au quotient par
la relation d’équivalence f = g p.p. Nous le ferons dans la section 2.6 ol I'on
trouvera d’autres propriétés des fonctions de carré sommable.

. . 1/2 .
La quantité (f —g|f — g)l/‘1 = ([ [f(x) — _q(:l:)[2 d.:z:) est appelée Eeart
quadratique moyen de f et g et on dit que fj converge vers f en moyenne
quadratique si 'écart quadratique moyen de f et f; tend vers 0.

1.5.5. L’espace L(R"). — Ils’agit de 'espace des fonctions qui sont pres-
que partout égales & une fonction bornée.

Théoreme et Définition 1.5.6. — Soit f une fonction & valeurs réelles
définie sur B, On dit que M € R est un presque majorant de f si on a
flx) < M p.p. Si f est presque majorée, 'ensemble de ses presque majorants
posséde un plus petit élément, que l'on appelle la borne supérieure essentielle
de f et que I'on note supess f(x).

Sott o la borne inférieure de 'ensemble des presque majorants de f. Il suffit
de montrer que p est encore un presque majorant de f. Pour chaque entier
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J. le nombre ;o + 1/4 est un presque majorant et il existe donc un ensemble
négligeable 4; en dehors duquel on a f(x) < g+ 1/j. L'ensemble A = J A;
est de mesure nulle, et on a f(x) < p dans le complémentaire de A ce qui
acheve la démonstration.

On appelle £L%(R") T'espace des fonctions essentiellement bornées, c’est-
a-dire telles que la fonction |f(2)| posséde un presque majorant. On vérifie
facilement que Uapplication f ~— supess|f(z)| possede toutes les propriété
d'une norme, & l'exception du fait que la nullité de supess|f(x)| implique
seulement f =0 p.p.

1.6. Sur la construction de intégrale

Le but de cette section est de donner un apergu trés superficiel de la
construction de l'intégrale de Lebesgue et de dire quelques mots des questions
de mesurabilité. Le lecteur intéressé par la théorie pourra se reporter par
exemple i 'ouvrage de W. Rudin cité dans la bibliographie.

Oun définit d’abord la mesure des ensembles pavables, ¢'est & dire des en-
sembles qui sont réunion finie de pavés d’intérieur disjoint, comume étant égale
a la somme des volumes de ces pavés — apres avoir vérifié que le résultat ne
dépend pas de la décomposition choisie.

Un premier passage a la limite définit la mesure d'un ouvert Q de R”
c’est la borne supérieure des mesures des ensembles pavables contenus dans
©. Un second passage & la limite définit la mesure d'un compact : c’est la
borne inférieure des mesures des ouverts qui le contiennent. On dit alors qu'un
ensemble A est mesurable (pour la mesure de Lebesgue) si, pour tout € > 0,
on peut frouver une suite de compacts K et une suite d’ouverts £2; tels que
l'on ait K; C €y,

oo o0 o0
UKicAacJy et D n(@\K;) <e.
j=0 ] =0 0

On définit alors la mesure de A par

w(A) = inf w(Q) = sup p(K) < +oo.
QDA KCA
Q ouvert I compact

Les résultats les plus importants que 'on obtient au terme de cette construc-
tion sont les suivants.

-— Les ensembles mesurables forment une tribu c’est-d-dire une famille de
partics de B" qui est stable par passage au complémentaire et par réunion
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dénombrable (et donc par intersection dénombrable). Cette tribu contient
notamment les ouverts et les fermés.

— La mesure p est une application croissante et dénombrablement additive
(voir le n°1.1.2) de la tribu des ensembles mesurables dans B

On dit ensuite qu'une application f de B" dans R est mesurable si I'image
réciproque de tout intervalle est un ensemble mesurable, et on définit enfin
Pintégrale de f par la formule

/ flx)dr = supZu Y(lih, (5 +1)n) jh (1.13)

(sauf dans le cas olt f prend la valeur +oo sur un ensemble de mesure > 0,
auquel cas on pose bien entendu [ f = +oc). On peut d’ailleurs remplacer
supy~o par limy_p dans la formule ci-dessus. On interpréte souvent cette

La fonction fy, et son intégrale

formule en disant que l'intégrale de Lebesgue découpe f selon 'axe des y, alors
que D'intégrale de Riemann la découpe selon l'axe des z. L’expression (1.13)
exprime effectivement [ f(z)dz comme limite d’intégrales [ fi(z)dz, ol la
fonction f, est égale & kh 1015que kh < f(x) < (k+ 1)h.

On voit les avantages de cette méthode : les fonctions fy, approchent f A h
pres en norme uniforme, méme pour des fonctions f trés irrégulieres, alors que
I'approximation uniforme par des fonetions constantes sur des intervalles ne
fonctionne que pour des fonctions trés particulieres (continues ou plus géné-
ralement réglées). En outre, approximation est “presque” croissante : on voit

-facilement que l'on a fy, /5 > fy, et la suite des fa-n par exemple est croissante.
Cela rend plus naturel le théoréme de Beppo Levi, dont la démonstration n'est
effectivement plus trés difficile 4 ce stade.
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Le prix & payer est bien siir le fait que, pour définir 'intégrale de fj, il
faut disposer de la mesure des ensembles f~1([kh.(k + 1)h[), ensembles qui
peuvent étre trés compliqués, ce qui nécessite toute la construction précédente.
Au contraire, U'intégrale de Riemann n'utilisait que le concept élémentaire de
mesure d’un intervalle.

1.6.1. Existe-t-il des ensembles et des fonctions non mesurables?

L’expérience suggere la réponse non. En effet, les ensembles mesurables
forment une tribu contenant les ouverts et il en résulte que 'espace des fonc-
tions mesurables contient les fonctions continues et est stable par toutes les
opérations dénombrables usuelles : limite d'une suite (ou somme d’une série)
de fonctions qui converge en chaque point, sup ou inf dénombrable, . . . A titre
d’exemple, le lecteur pourra voir dans Pexercice B.2.4 que la fonction égale &
1 en tout point rationnel et & 0 en tout point irrationnel — le type méme de
la_fonction non intégrable au sens de Riemann, alors que ¢’est une excellente
fonction sommable d’intégrale nulle — est limite d'une suite de fonctions dont
chacune est limite d’une suite de fonctions continues. On peut bien sar faire
beaucoup plus compliqué, mais on n’arrive janiais & construire une fonction
non mesurable sans faire appel a 'axiome du choix.

La véritable réponse & la question posée est : cela dépend des axiomes mis
a la base des mathématiques. On a en effet les deux résultats suivants.

— S ont adjoint 'axiome du choix aux axiomes usuels de la théorie des en-
sembles, on peut prouver effectivement qu'il existe des ensembles non mesu-
rables (voir 'exercice 1.6.2).

— Par contre, un résultat relativement récent de logique mathématique (Solo-
vay, 1966) assure que 'on peut adjoindre & ces mémes axiomes, sans introduire
de contradiction, les formes dénombrables de 1'axiome du choix et 'axiome
“tout sous-ensemble de R” est mesurable”.

Dans la pratique cela signifie que, & moins de le faire exprés & 'aide de
Paxiome du choix, il est exclu que Pon ait & considérer des fonctions non
mesurables. C’est pourquoi ce cours a été écrit comme si toutes les fonctions
étaient mesurables. La véritable raison est bien siir une question de temps,
il y a mieux & faire que de démontrer, par des méthodes répétitives, des ré-
sultats dont on sait d’avance qu’ils sont toujours vrais. Le lecteur n’aura qu’a
ajouter mentalement Vadjectif “mesurable” chaque fois qu'il rencontrera le
mot “ensemble” ou “fonction”.

Cela dit, le lecteur excessivement scrupuleux qui serait choqué par cette
facon de faire pourra se placer dans le systéme d’axiomes autorisé par Solovay.
C’est unt cadre dans lequel on peut développer toute 'analyse classique, et ol
tous les énoncés de ce chapitre sont effectivement des théoremes.
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Ce qui précede s’applique 4 la mesure de Lebesgue, et il ne faudrait pas en
conclure que toutes les questions de mesurabilité sont sans intérét. En théorie
des probabilités, on introduit fréquemment plusieurs tribus (dépendant par
exemple du temps), la mesurabilité d’une variable aléatoire X par rapport a
telle ou telle tribu ayant un contenu probabiliste précis. Dans un tel contexte,
la démonstration de la mesurabilité d’une variable aléatoire peut étre un ré-
sultat important, et éventuellement difficile.

Erercice 1.6.2. — Soit Q1 U'ensemble des nombres rationnels contenus dans
[—1,1], dont on numérotera les éléments : Q; = {r1,r2,...}. On considére,
dans U'ensemble [0,1], 1a relation d’équivalence (z — y) € Q3. On forme un
ensemble A en choisissant un point et un seul dans chaque classe d’équivalence
(on notera que ensemble des classes d’équivalences n'est pas dénombrable).
Démontrer que A n’est pas mesurable. (On introduira les ensembles translatés
A, = A+r,, on montrera que ces ensembles sont disjoints et que 'on a [0,1] C
U, 4n C [-1,2]. On montrera ensuite, en supposant A4 mesurable, que les
hypothéses p(A) = 0 et u(A) > 0 conduisent toutes deux a une contradiction.)

1.7. Les quatre opérations

On dit souvent que intégration est 'opération inverse de la dérivation et il semble, nous
y reviendrons, qu’il y ait quelque apparence de vérité dans cette assertion en dimension 1.
Qu’en est-il en dimension supérieure?

Dans R", il faut remplacer la dérivation par la différentiation, opération qui a une fonction
f (de classe C' pour fixer les idées) associe sa différenticlle df = 5(8f/dx;)dx;. On connait
bien 'opération inverse, ¢ui est la résolution des équations dites “aux différentielles totales” :
les fonctions o; étant données (disons de classe ¢! dans un ouvert ), déterminer f telle
que df = Y aide;. Le lecteur n'ignore pas que les conditions da;/dr; = d«j/Ox; sont
nécessaires pour avoir l'existence d’une solution, et qu’elles sont suffisantes dans un “bon”
ouvert (convexe, étoilé ou plus généralement “simplement connexe” conviennent).

Quoi qu’il en soit, Popération inverse de la différentiation n’a rien a voir avec l'intégration
dans R", et on pent se demander quelle est 'opération inverse de celle-ci.

Avant de poursuivre, nous allons examiner un type de raisonnement courant en Physique.
Par exemple, dans un ouvrage d’électrostatique ot on demande de calculer le potentiel U
créé & Porigine par une répartition de charges de densité p(r), (r = (z,y,z)), on pourra
trouver le raisonnement suivant.

Considérons autour du point r un parallélépipede infinitésimal de cotés
dz,dy,d=. Il porte une charge p(r)dx dyd= qui crée a l'origine un potentiel

dU = p(r)dedydz, r=|r|. (1.14)

drweor
On a donc

U ! / p—('ljd:vdyd:. (1.15)

4dmzg | 1
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Ce texte pose quelques questions : d'ou vient le done ci-dessus; s'il y a une différenticlle dU
existerait-il une fonction U, et si oui une fonction de quoi?

Pour répondre sur le plan mathématique aux interrogations qui précédent, il faut en fait
introduire deux concepts et énoncer deux théoremes.

On appelle mesure (nous continuons i faire comre si tous les ensembles étaient mesu-
rables) une application 4 — m(A4) qui 4 tout sous-ensemble A de R" associe un élément de
By, qui vérifie m(D) = 0 et la propriété d’additivité dénombrable : si des A4;, j € N, sont
deux & deux disjoints, on a m(U;) = Y, m(A4;).

Ou appelle, lorsqu’elle existe, densité au point & de la mesure m par rapport a la mesure
de Lebesgue p, la quantité f(x) définie comme suit
l,, i B r.r
fz)= (—’-,—l‘(.’ﬂ) = lim M,
dp r—0 p(B(z,T))
olt B(z,r) désigne la boule (que I'on pourrait remplacer par un cube) de centre z et de
rayon 7.

Cette quatrieme opération, qui & une mesure associe sa densité, va étre 'opération inverse
de l'intégration. C'est ce que montrent les deux résultats suivants, que nous ne ferons qu’é-
roncer.

Théoréme 1.7.1 (de dérivation de Lebesgue). — Soit f une fonction positive et loca-
lement sommable dans B*. Alors la fonetion d’ensemble m définic par m(A) = [, f(x)dx
est une mesure qui posséde presque partout une densité et on a ‘fﬁ(:v) = f(z) p.p.

Théoréme 1.7.2 (Radon-Nikodym). — Soit m une mesure telle que 'on ait m(I') < 0o
pour tout compact IX et m(N) = 0 pour tout ensemble N de mesure de Lebesgue nulle. I
eziste alors une fonction f, sommable sur tout compact, telle que Uon ait m(A) = [, f(z)dx.

Les mathématiques sous-jacentes au raisonnement électrostatique ci-dessus sont alors
claires. On counsidére la fonction d'ensemble U qui & chaque 4 C R" associe le potentiel
U(A) créé a Vorigine par les charges contenues dans A4. Il est raisonnable de penser que c’est
une mesure, Vadditivité (finie) étant explicitement énoncée dans les ouvrages d’électrosta-
tique sous le nom de principe de superposition. II reste a en calculer la densité dU/dp, ce
qu'évoque assez bien I'argument infinitésimal et la formule (1.14), et & appliquer les deux
théortmes ci-dessus pour calculer U = U(R?), ce qui est résumé dans le done.

Ce type de raisonnement est trés courant en physique et chaque fois que, pour une quantité
@, on écrit que d(Q est proportionnel i 1'élément de volume, on fait appel implicitement & la
notion de mesure. Il s’agit d’un concept dont 'importance est comparable a celle du concept
de fonction, et l'absence de référence explicite tient sans doute au fait qu’il n’est apparu
historiquement qu’an début du XX siecle.

L’hypothese du théoreme de Radon-Nikodym (p(N) = 0 = m(N) = 0) est importante.
Elle n'est pas respectée dans le cas de charges portées par des surfaces, des courbes ou
des points, et ces cas sont étudiés séparément dans les ouvrages d’électrostatique (la for-
mule (1.15) donnerait toujours U = 0).

Les quatre opérations existent en dimension 1, mais on ne les percoit pas toujours comme
différentes. Etant donné une mesure m (de masse finie pour simplifier) sur R, on peut
lui associer la fouction croissante F définic par F(z) = m(] — oo,2]). Réciproquement,
a une telle fonction F' on associe facilement la fonction additive d’intervalles définie par
m(la,b]) = F(b) ~ F(a) (on peut en fait la prolonger en une mesure) et il est clair que, en un
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point ol F' ost dérivable, la mesure m admet une densité égale & F'(x). L’opération inverse
de la dérivation est le calcul des primitives, tandis que le calcul des “intégrales définies” est
plutét U'inverse du calcul de la densité d’une mesurc.



CHAPITRE 2

TOPOLOGIE GENERALE ET ESPACES
FONCTIONNELS

Les sections 2.1 4 2.4 sont probablement en grande partie connues du lec-
teur. Nous avons notamment rappelé, essentiellement sans démonstration, les
propriétés fondamentales des espaces métriques. L’attention du lecteur est
toutefois attirée sur les arguments de compacité, qui sont d'un usage constant
dans la suite du cours, ainsi que sur les propriétés de base des espaces de
Banach et des applications linéaires continues. Des exercices et des complé-
ments en petits caractéres montreront au lecteur curieux que ces résultats
élémentaires permettent néanmoins d’obtenir assez rapidement des énoncés
intéressants et non triviaux.

Les sections 2.5 (espaces de Hilbert) et 2.6 (notamment 1'étude des espaces
9 .
L', L?, L) sont sans doute nouvelles pour le lecteur, et sont importantes.

2.1. Espaces métriques (propriétés topologiques)

Un espace métrique (X,d) est un ensemble X muni d’une application d,
appelée distance, de X x X dans [0, +co] vérifiant les propriétés suivantes : d
est symétrique (c¢’est-a-dire que d(z,y) = d(y, 2)) ; la distance d(z, y) est nulle
si et seulement si on a x = y; et enfin d vérifie l'inégalité triangulaire

d(z,y) <d(x,z)+d(z,y).

On appelle boule ouverte de centre x € X et de rayon r» > 0 'ensemble
B(z,r) = {yld(z,y) <r}. On dit qu'un sous-ensemble U de X est ouvert si
pour tout point & € U il existe une boule ouverte centrée en x et contenue dans
U. Un sous-ensemble de X est dit fermé si son complémentaire est ouvert.

La famille des ouverts est stable par réunion quelconque et par intersection
finie. La famille des fermés est stable par intersection quelconque et par ré-
union finie.
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Pour © € X. on appelle voisinage de x un ensemble contenant un ouvert
contenant x. Pour que V soit un voisinage de x, il faut et il suffit qu’il existe
r > 0 avec B(x,r) C V. Une intersection finie de voisinages de x est eucore
un voisinage de x. Pour quun ensemble U soit ouvert, il faut et il suffit que
U soit voisinage de chacun de ses points.

Si A est un sous-ensemble de X, la réunion des ouverts contenus dans A,
qui est donc le plus grand ouvert contenu dans A, est appelée intérieur de A
ef est notée A. Pour que x € A il faut et il suffit que A soit un voisinage
de x. L’intersection de tous les telmes contenant A, qui est donc le plus petit
fermé contenant A, est appelée adhérence (ou fermeture) de A et est notée A.
Pour que 2 € A, il faut et il suffit que tout voisinage de 2 rencontre A. Le
complémentaire de 'adhérence de A est I'intérieur du complémentaire de A et
vice versa. L'ensemble A \ A est appelé frontiére de A.

On dit qu'un sous-ensemble A est dense dans X (ou encore est partout
dense), si A = X. 1l est équivalent de dire que tout ouvert non vide de X
rencontre A.

2.1.1. Limites et continuité. — Soient (E,d) et (E',d') deux espaces mé-
triques, f une application de E dans E’ et A un sous-ensemble de E. Soient
zg € A et yp € E'. On dif que limy—qp i 2ea f(2) = yo si, pour tout voisinage
W de yg, il existe un voisinage V' de xg tel que f(VNA) C W.

La limite, si elle existe, est unique.

On dit que f est continue en xqg si Umy—,;2ee f(2) = f(z¢) (on sous-
entend habituellement le 2 € E dans la notation). Il est équivalent de dire
que I'image réciproque de tout voisinage de f(zo) est un voisinage de zy (ou
encore que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que d(x,zp) < 1 implique

d'(f(x), f(xo)) < ¢).

On dit que f est continue (sur E) si elle est continue en tout point de E.
11 est équivalent de dire que 'image réciproque par f d’un ensemble ouvert
[resp. fermé| est un ouvert [resp. fermé].

On appelle homéomorphisme de (E,d) sur (E',d’') une bijection de F sur
E’ qui est continue ainsi que son inverse.

On dit qu’une suite z; d’éléments de E converge vers x si pour tout voisinage
V' de z, il existe un indice jy & partir duquel tous les z; appartiennent & V. 1l
est équivalent de dire que la suite numérique j — d(x, ;) converge vers 0.

Composition des limites : la composée de deux applications continues est
continue ; si limj_yox; = x et si f est continue en x, alors limj_. f(x;) =

F(z), ete.
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Proposition 2.1.2. — Pour qu’un sous-ensemble A de E soit fermé. il faut
et il suffit que. pour toute suite d’éléments de A qui converge dans E. la limile
appartienne a A.

Proposition 2.1.8. — Pour qu'une application f de (E.d) dans (E'.d')
soit continue, il faut et il suffit que. pour toute suite convergente xj d’éléments
de E. on ait f(limj_ ;) = limjoc f(25).

Proposition 2.1.4. — Soient [ et g continues de (E.d) dans (E',d').
Lensemble {x € E| f(x) = g(x)} est alors fermé. En particulier. si [ et g
coincident sur un sous-ensemble partout dense. elles coincidenl partoul.

2.1.5. Sous-espace métrique. — Soit (E,d) nu espace métrique et soit A un
sous-eusemble de . L'eusemble A, muni de la restriction & A4 x A de la
fonction d est lni-méme un espace métrique. On parle alors du sous-espace (et
non plus sous-ensemble) 4 de F.

2.1.6. Espace métrique prodwit. — Solent (E1,dy) et (Ea,da) deux espaces
métriques. Leur produit est I'ensemble produit By x Fs muni de la distance
2 2\1/2
d((z1.22), (y1.y2)) = (di(w1.9n)7 + dofa. y0)’)
Une application f a valeur dans un espace produit admet deux composantes
f1 & valeur dans Ey et fo & valeur dans Es. Pour que f soit continue, il faut
et il suffit que f; et fs soient continues.

Si (E,d) est un espace métrique, application (x,y) ~ d(2,y) est continue
de £ x E dans R. Pour tout point xzg de E, Papplication x — d(xg,2) est
continne de F dans R. Il en est de méme, pour tout sous-ensemble 4 == @ de
E, de l'application  — d(z. A), ol la distance de x & l'ensemble A est définie
par d(z, A) = inf,c 1 d(x, y).

2.1.7. Distances topologiquement équivalentes. — Solent E un ensemble et d,
d" deux distances sur E. On dit qu’elles sont topologiquement équivalentes si
on a

Vo€ E,Ve>0,3n>0,Vy e E, dz.y) <n==d(v,y) <e, (2.1)
ainsi que la propriété analogue obtenue en échangeant d et d'. 1l est équivalent
de dire que l'application identique de E est un homéomorphisme de (E,d)
sur (E,d’). Toutes les définitions et propriétés qui précédent sont inchangées
quand on remplace la distance par une distance topologiquement équivalente.
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2.1.8. Espaces topologiques. — On appelle espace topologique un ensemble F muni
d'une famille de sous-ensembles appelés onverts satisfaisant aux conditions suivantes :
I'ensemble vide et E lu-méme sont des ouverts ; la famille des ouverts est stable par réunion
quelconque et par iuterseciion finie.

Les notions de fermds, voisinages, limite, continuité, ... se définissent cornme précédem-
ment. On dit que Pespace est séparé si pour tout couple (r,y) de points distincts, il existe
un voisinage ¥ de @ et un voisinage 1V de y avec VNIV = @. Cela assure I'unicité de la
limite.

Drune maniere générale, tons les énoneds qui précedent (ne se référant pas explicitement
a la distance) sont valables dans un espace topologique séparé & Pexception des proposi-
tions 2.1.2 et 2.1.3. La notion ce suite convergente ne caractérise pas en géndéral la topologie
(on peut tronver des topologies différentes pour qui les suites convergentes sont les mémes),
et il faut faire appel A la notion de limite d'un filtre pour avoir des énoncés généralisant ces
deux propositions.

La dounde d'une distance sur un ensewble tui confere une structure d’espace topologique
séparé. Deux distances sont topologiquement dquivalentes si et seulement si elles définissent
le meme espace topologique.

2.2. Espaces métriques (propriétés uniformes)

2.2.1. Distances uniformément équivalentes. — Solent E un ensemble et d,
d" deux distances sur E. On dit qu'elles sont uniformément équivalentes si
on a

Ve>0,I>0,Ve € E, Yy e E, dw.y) <n=d(xy) <e,

—_
2
L2

S

ainsi que la propriété analogue obtenue en échangeant d et d'.

Le lecteur vérifiera facilement que les notions qui vont suivre restent in-
changées lorsque 'on remplace la distance par une distance uniformément
équivalente mais que, A la différence des notions du paragraphe précédent,
elles peuvent changer si on la remplace par une distance topologiquement
équivalente.

Erercice 2.2.2. — Sur ]0,0c, on définit les deux distances d(x.,y) = | —y|
et d'(x.y) = |logx —logy|. Démontrer qu'elles sont topologiquement équiva-
lentes mais pas uniformément équivalentes. La suite (1/7) est-clle de Cauchy
pour d, pour d'? Pour quelle métrique l'espace ]0, ~o[ est-il complet?
Définition 2.2.83. — Soit (E.d) un espace métrique.

(a) On dit qu’une suite x;j est une suite de Cauchy si on a

lim d(zj.a) = 0.

Jok—o

(b)Y On dit que l'espace est complet si toute suite de Cuuchy est convergente.
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Bien enfendu. dans tout espace métrique. une suite convergente est toujours
de Cauchy.

Proposition 2.2.4. — Soit (E.d) un espace mélrique el A C E.
(a) Si E esl complet el st A est fermé dans E. le sous-espace A est complet.
(b) Sile sous-espace A est complet, A est fermé dans E.

Soit (x;) une suite de Canchy de A. La suite (x;) est en particulier wune suite
de Cauchy dans E et converge donc vers un élément @ € £. Si A est fermé,
d’apres 1a proposition 2.1.2, le point z qui est limite d'une suite d'éléinents de
A appartient & A. Nous avons done prouvé que, dans le sous-espace A, toute
suite de Cauchy est convergente.

Pour démontrer la partie (b). il suffit de montrer d’apres la proposition 2.1.2
que si une suite x; d'éléments de A converge dans E, sa limite = appartient
a A. La suite convergente x; est une suite de Cauchy daus £, done une suite
de Cauchy dans le sous-espace A. Celui-ci étant complet, elle doit converger
vers un élément de A, qui ne peut étre que x par unicité de la limite.

Définition 2.2.5. — Soient (E,d) et (E'.d') dewr espaces métriques et f
une application de E dans E'. On dit que f est uniformément continue si,
pour tout € > 0, il existe n > 0 iel que d(x,y) < 1 implique ' (f(:‘::), fy) <e.

On remarquera que deux distances d et d’ sont uniformément équivalentes si et
seulement si application identique est uniformément continue de (£, d) dans

(B.d') et de (E.d') dans (E,d).

On vérifie facilement que la fonction distance d elle-méme, définie sur E x E,
ainsi que les fonetions @ — d(x, 2p) et @ — d(x, A) définies sur E pour xg € F
et A C E. sont uniformément continues.

Proposition 2.2.6 (prolongement des applications)

Considérons deur espaces mélriques (E.d) et (E'.d") donl le sccond est
complet. Soient F' un sous-ensembdle dense dans E et g une application uni-
formément conlinue du sous-espace F dans E'. Il existe alors une unique
application uniformément continue g de E dans E' qui coincide avec g sur F.

Rappelonus au lecteur le principe de la démonstration. Pour tout » € E, il
existe une suite x; d'éléments de F' qui converge vers . Cette suite est de
Canchy dans le sous-espace F. et est trausformée par I'application uniformé-
ment continue g en une suite de Canchy de E'. La suite g(;) converge donc
vers un élément y € E’. On montre facilemeut que si unc antre suite
converge vers x, la suite g(zz:}) converge aussi vers y. On pose alors g(z) =y
et on vérifie que ¢ est uniformément continue. L'uuicité d’un prolongement
continu est déjd connue (proposition 2.1.4).
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Un cas particulier important d’application uniformément continue est ce-
lui des ‘applications lipschitziennes, ¢’est-a-dirve telles que, pour une constante
C' > 0 convenable, on ait d'(f(x), f(y)) < Cd(z,y) (on dit alors que f est lip-
schitzienne de rapport C). Il faut noter que ce concept (et en particulier celui
d’application contractante ci-dessous) n'est pas invariant lorsque 'on remplace
une distance par une distance uniformément équivalente. Les exercices 2.2.8
et 2.2.9 montreront gqu'un choix judicieux de la distance peut accroitre nota-
blenient la portée du théoréme suivant.

Théoréme 2.2.7 (du point fixe de Picard). — Soit (E,d) un espace
métrique complet. et f une application contractante de E dans lui-méme
(¢ est-a-dire lipschitzienne de rapport k < 1). Alors il existe un unique x € E
tel que f(z) = x.

La démonstration est simple et fournit de plus un algorithme pour déterminer
2. Onchoisit un poini quelconque xg € E, et onn définit par récurrence la suite
rj par wj+1 = f(z;) pour j > 0. On montre facilement que d(zj+1,7;) <
K d{xy, xg) et, par inégalité triangulaire, que la suite x; est de Cauchy. Elle
converge donc vers un point x et, par continuité de f, on a f(x) = x. L'unicité
est facile : si @ et y sont deux points fixes, on a d(x,y) < kd(z,y), ce qui
implique d(z,y) = 0.

Erercice 2.2.8 (Equatirms intégrales de seconde espéce)

On se donne une fonction K (z,y) & valeurs réelles, définie et continue sur
{(z,y) € B2 0_<_y§:1:}‘ Soit M(T) = sup {|K(x,y)| | 0<y<z<T} pour T > 0.
Etant donné une fonction g définie et continue sur [0,cc[, on cherche une
fonction continue w vérifiant

u(x) — /: Kz, y)u(y) dy = g(x). (2.3)

Le lecteur se rappellera (ou redémontrera) que 'espace C([0,T]) des fonctions
continues sur [0, T'] est complet, si on le munit de la distance de la convergence
uniforme : d(u, v) = sup, g7 lu(@) — v(w)].

(a) Soit T assez petit pour que TM(T) < 1. Démontrer qu’il existe une
unique solution définie sur [0, 7] de (2.3) (on appliquera le théoréme précédent
a 'application u — g + [01 Kz, y)uly) dy).

(b) Montrer que, sur C([0,T1), la distance d-, définie pour v > 0 par d- (u,v) =
SuPgepo.rj€ " [u(x) — v(x)], est uniformément équivalente a d.

(¢) Démontrer que. quel que soit T, il existe une unique solution définie sur
[0,7] de (2.3) {on choisira v assez grand pour que M (T} /vy < 1).

(d) En déduire qu'il existe une et une seule solution définie sur [0, oc] de
I'équation (2.3).
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Erercice 2.2.9 (Une version précisée du théoréme de Caunchy-Lipschitz)

On se donne une fonction F(z,z) & valeurs réelles, définie et continue sur
[0, 0[xR et un nombre ug € B. On suppose que F est uniformément lip-
schitzienne par rapport a z, cest-a-dire qu’il existe C' > 0 telle que l'on ait
|F(x,z) — F(v,2')] < Clz = Z'| quels que soient x. z et 2.

(a) Démontrer qu'une fonction v définie sur [0, T est une solution contintiment
dérivable de l'équation différentielle
o' () = F(x,u(x)), u(0) = wuy, (2.4)

si et seulement si « est une solution continue de I'équation intégrale

w(x) = ug + “ F(t,u(t)) dt. (2.1
Jo

(b) En utilisant la distance d de 1'exercice précédent, démontrer I'existence et
l'unicité d’une solution continue de (2.5) sur [0, 7] pour tout T' < 1/C.

(@24
~—

(¢) En utilisant la distance d-, et en choisissant v > C7T', démontrer I'existence
et I'unicité d'une solution continue de (2.5) daus [0, 7] quel que soit T'.

(d) En déduire qu'il existe une et une seule solution de (2.4) contintunent
dérivable sur [0, oo].

(e) Etendre le résultat au cas des systemes différentiels (= € B"), et au cas
ou le caractére lipschitzien est local en 2 et global en z (¢’est-A-dire que, pour
t<T,onal|F(x,z)— F(z,z")| < C(T) |z — ='| quels que soient = ¢t z'). Dans
I'énoncé usuel du théoreme de Cauchy-Lipschitz, le caractére lipschitzien est
local en z et en z, mais on n'obtient que l'existence locale d'une solution.
Remarque 2.2.10. — Dans un espace topologique, les concepts d'application uniformé-
ment continue et de suite de Cauchy n’ont aucun sens. Il existe unc structure d’espace
uniforme, plus générale que celle d’espace métrique, pour laguelle ces notions peuvent étre dé-
finies. Les groupes (et en particulier les espaces vectoriels), munis d'une topologie compatible
avec leur structure de groupe, sont naturellement munis de structures d’espace uniforme.

2.3. Espaces métriques compacts

A. Généralités

Définition 2.3.1 (Borel-Lebesgue). — On dit qu'un espace métrique
(E.d) est compact si, étant donné un recouvrement ouvert quelconque de E
(c’est-a-dire une famille (U;)icr d’ouwverts dont la réunion est E). on peut
toujours en extraire un recovvrement fini (¢’est-d-dive que l'on peut trouver
un nombre fini d’indices (iy,... ,iy) avec E=U;, U...UU; ).

Cette définition a 'avantage de se généraliser aux espaces topologiques quel-

conques. Dans les espaces métriques, les propriétés suivantes sont parfois plus
maniables.
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Théoréme 2.3.2. — Soit (E,d) un espace métrique. Les trois propriétés
suitvantes sont équivalentes.

(a) E est compact.

(b) Toute suite décroissante de fermés non vides de E a une intersection
non vide.

(¢) De toute suite d’éléments de B, on peul extraire une sous-suite convergente.

Pour montrer que (a) implique (b). supposons qu'il existe une suite F; décrois-
sante de fermés non vides dont 'intersection est vide. Leurs (01111)1(41110111@119
consbituent alors un recouvrement ouvert de E. dont on peut extraire un re- -
couvrement fini CF; G Ean. Si 4 est le plus grand de ces indices. on a done
EF ; = E et Fj =0 ce qui est la contradiction cherchée,

Montrons que (b) entraine (¢). Soit donc x; une sunite d’éléments de I
et notous Fj I'adhérence de A; = {xx|h > j}. Les Fj forment une suite dé-
croissaute do [erméds et d’apres (b) il existe un point y appartenant 4 tous les
Fy. 1l est dl()lb facile de construire par récinrence une suite croissante j(k) telle
que d(y, x;00) < /K @ j(k) étant construit. et y appartenant al’ ddhewn(c de
Ajry+1s ou ant tlonvm un élément de cet ensemble (dont 'indice sera noté

(/. +1)) dont la distance & y est inférieure & 1/(k+1). La suite « . est donc
convergente.

Il est un peu plus délicat de montrer que (¢) implique (a). Mountrons d’abord
que pour tout £ > 0, il existe un recouvrement fini de £ par des boules de
rayon £. Dans le cas contraire, en choisissant x; arbitraire, il existerait s
nappartenant pas & B(ri,.g). 1l existerait de méme 23 n'appartenant pas a
B(a1,e) U B(wa.2) et ainsi de suite. On construirait ainsi une suite z; de
points dont les distances mutuelles seraient > e, cette propriété serait encore
vraie pour toufe suite extraite, qui ne pourrait douc converger.

Moutrons ensuite. tonjours sous 'hypothése (¢), que si (Uj)ier est un re-
couvrement ouvert de F. il existe £ > 0 tel que toute boule de rayon £ soit
contenue dans au moins 'un des U;. Dans le cas contraire, on pourrait pour
tout n trouver une houle B(x,.1/n) qui ne serait contenue dans aucun des
Ui;. Une sous-suite x,, convergerait vers un point y. L’un au moins des
Ui doit contenir y, et doit donc contenir une boule By, p) pour un certain
p > 0. Cela conduit & une contradiction dés que & est assez grand pour avoir
Ay, xp,) < p/2et 1/n, < p/2.

Il est maintenant facile de conclure. Soit (U;)icr un recouvrement ouvert
de E, et soit & > 0 déterminé comme ci-dessus. On peut recouvrir E par un
nombre fini de boules de rayon e. Choisissons, pour chacune d’elles, 1'un des
U; qui la coutienne. Oun obtient ainsi un recouvrement de E par un nontbre
fini d’ouverts de la famille. ce qui achéve la démonstration.
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Corollaire 2.3.3. — Soienl X et Y deux espaces métriques compacts.
L'espace produit X x Y est alors compacl.

Soit (2j.y;) une suite d'@léments de X x V" et montrous que l'on peut en
extraire une sous-suite convergente. On peut en extraire une premiére sous-
suite notée (z'. ;) de telle sorte que «'; converge vers un poing x, puis extraire
de celle-ci une seconde sous-suite (7. y!) telle que ¢} converge vers un point
y. La suite (2, y}) converge alors vers (u,y), ce qui achéve la démonstration.

Proposition 2.3.4. — Soit (E.d) un espace méirique et soit A C F.
(a) Sile sous-espace A est compact. il est fermé dans E.
(b) Si B est compact et si A est fermé dans E. le sous-espace A est compact.

Pour montrer le premier point, il suffit de montrer que i une suite d’éléments
de A couverge dans E. la limite y appartient & A. Or la compacité assure
quune sous-suite converge vers un point de A qui ne peut étre que y.

Pour montrer le second point, considérons une suite quelconque d’éléinents
de A. On peut en extraire une sous-suite qui converge dans £. Comme A est
fermé, la limite appartient & A ce qui, d’apres 2.3.2(c¢) acheve la démonstration.

Proposition 2.3.5. — Tout espace métrique compact est complet

Soit x; une suite de Cauchy. Il existe alors une sous-suite ;) qui couverge
vers iy € E. Il est facile de voir que la suite x; elle-méme converge vers y :
pour 4 assez grand, en choisissant & assez grand. on a d(x; zjy) < /2 et
dy.jgy) < /2

Le lecteur pourrait s'étonner de voir une propriété de nature topologique
(Ia compacité) entrainer une propriété de nature uniforme. L'exercice suivant
en fournit une explication.

Exercice 2.3.6. — Soit (E.d) un espace métrique compact, ¢t d' une distance
topologiquement équivalente & d. Montrer que d' est uniformément équivalente
ad.

Théoréme 2.3.7. — Soienl E un espace métrique compact. E' un espace
métrique et [ une application continue de E dans E'. Alors image f(E) est
un $ous-espace compact.

Soit y; = f(x) une suite quelconqgue d'éléments de f(E). Il suffit d'extraive de
la suite x; une sous-suite qui converge vers un point «, et la suite des images,
qui est une sous-suite de la suite (y;). converge vers f(x).

Un cas particulier et important est celui ot ' = B L'image f(E) est alors
un compact de B, et on sait quun tel ensemble est borné et que sup [(E) et



38 CHAPITRE 2. TOPOLOGIE GENERALE ET ESPACES FONCTIONNELS

inf f(£) appartiennent & f(FE). On retrouve le fait qu'une fonction numérigue
conlinue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

Théoréme 2.3.8. — Soient (E,d) et (E'.d') deux espaces métriques. (E,d)
étant compact. Toute application continue de E dans E' est alors uniformé-
ment continue.

Soit £ > 0. Pour chaqn@ x € E il existe 1, > 0 tel que y € B{a,n,) entraine
d'(f(y), f(z)) < e/2. Les B(z,n,/2) forment un recouvrement ouvert de £,
dont on peut extraive un recouvrement fini (B(xisnp;/2))icr- Posous n =
min {#,, /2|4 € I'}. Sid(z,y) <, les points = et y appartiennent tous deux
A& I'une des boules B(x;,1,,), et on a done d'(f(z), f(y)) < e ce qui achéve la
démonstration.

Ewercice 2.3.9 (Théoréme de Dini). — Soit X un espace métrique compact
et (fp) une suite décroissante d’applications continues de X dans R telle que
l'on ait_lim f,(z) =.0 en tout point & € X. Démontrer que la suite (f;)
converge uniformément vers 0.

B. Exemples et applications

Le lecteur sait déja que les sous-espaces compacts de B" (ou d’un espace
vectoriel normé de dimension finie sur B) sont exactement les parties fermées
et bornées de BR”. Nous verrons plus loin que cette plopuete caractérise les
espaces de dimension finie.

Théoréme et Définition 2.3.10 (Suite exhaustive de compacts)

Soit § un ouvert de R". On dit qu’une suite (K;) ey, de compacts contenus
dans € est une suite exhaustive de compacts si on a K; C Ii'jﬂ pour tout j
et si ) =J; K.

Dans toul ouvert €0 de B", il existe des suites exhaustives de compuacts.

Si (IC;) est une suite exhaustive de compacts. pour tout compact K de €, il
existe un indice j tel que K C K.

Pour montrer I'existence, il suffit de définir /; comme étant 'ensemble des x
dont la distance & CQ est > 1/j et qui vérifient |z| < 7. Il est clair que K est,
un fermé borné de B", que la réunion des K; est Q, et que chaque point de
K est centre d’une boule contenue dans K.

Si K est un compact de €, les I{; constituent nn recouvrement ouvert de K
dont on peutf extraire un recouvrement fini. Si jp est le plus grand des indices
de ce recouvrement, on a K C Kj,.

Exercice 2.3.11. — Donner un exemple dans |0, 1] d’une suite croissante K;

de compacts dont la réunion est |0, 1[ et d'un compact A qui n’est inclus daus
ancun J;.
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Ezercice 2.3.12. — On dit qu'un espace métrique X est localement compact si
tout point © € X posséde un voisinage compact. Montrer que tout espace mé-
trique localement compact qui est réunion dénombrable de compacts possede
une suite exhaustive de compacts.

Exercice 2.3.13. — Etant donnés deux sous-ensembles F et G de R", on
définit leur somme algébrique F + G = {z|dy € F, 3z € G, a=y+z}.

(a) Démontrer que, si F est compact et G fermé, 'ensemble F' + G est fermé.
(b) Donner des exemples de couples d’ensembles fermés dont la somme
n'est pas fermée. On pourra considérer daus le plan les ensembles F' et
G définis respectivement par xy > l;y > 0 et par zy < —1;y > 0.
On pourra aussi considérer sur R les ensembles F' = {1,2,3,...} et G =
{—-2+1/2, =3+1/3, ...}.

Ezercice 2.8.14. — On dit que deux ensembles fermés F' et G de R" sont
convolutifs si on a la propriété suivante : pour tout R > 0, il existe p(R)
tel que les relations y € F, z € G et |y+ z| < R impliquent |y| < p(R) et
2] < p(R).

(a) Démontrer que si F et G sont des fermés convolutifs, leur somme est
fermée.

(b) Démontrer que si F' est compact et G fermé, F' et G sont convolutifs.

(¢) On suppose que F et G sout des fermés coniques, c’est-a-dire que x € F
et A € [0,oc] entraine A\v € F. Démontrer que F et G sont convolutifs si et
seulement si F'N (—=G) = {0}.

L’exercice suivant montre un exemple important de compacité en dimension
infinie

Ezercice 2.5.15 (Théoréme d’Ascoli). — Soit (X, ) un espace métrique com-
pact, et C(X) Pespace des fonctions continues sur X & valeurs réelles, muni
de la distance de la convergence uniforme d(f, g) = sup,e |f(2) — g(2)].

On dit qu'un ensemble A C C(X) est uniformément équicontinue si pour
tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que, quels que soient 2 € X, y € X et f € A,
on ait §(z,y) < = |f(z)— f(y)| < e. Le théoréme d’Ascoli assure que A
est relativement compact dans C(X) (c’est-a-dire contenu dans un compact
de C(X)) si et seulement si

(1) A est équicontinn
(ii) Pour tout & € X, l'ensemble { f(x)| f € A} est borné.

(a) Soit A une partie compacte de C'(X). Démontrer que (i) et (ii) sont vérifiés
(on montrera que, dans le cas contraire, il existerait £ > 0 et des suites f,,, z,
et y, telles que 0(zn, ) < 1/ et | fo(zn) — falyn)] = €, et que la suite f, ne
powrrait avoir de sous-suite uniformément convergente).
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(b) On se donne réciproquement une partie 4 de C(X) qui vérifie les pro-
priétés (i) et (ii). Montrer que son adhérence A dans C/(X) est compacte. On
remarque d’abord que A vérifie aussi (i) et (ii), et il faut montrer que I'on peut
extraire d'une suite quelconque f, d’éléments de A une sous-suite convergente.
(b1) Montrer qu'il existe un sous-ensemble dénombrable xq, 22, ... dense dans
X (pour chaque n, on recouvrira X par un nombre fini de boules de rayon 1/n
et oun prendra I'ensemble des centres de ces boules).

(b2) Extraire de la suite f, une sous-suite (que I'on notera _/',(,1'>) telle cue
la suite numérique f,(,l)(:'ul) soit comvergente, puis extraire de la suite f,(,l)
une sous-suite (notée _)".,(12)) qui converge aussi au point zq, ... Les suites f,(lk)
étant définies par récurrence, on définira une suite g, (procédé diagonal) par
Jn = _f,<,"). Démontrer que g, est une suite extraite de la suite f,, et que g, (x;)
converge pour tout j vers une limite que I'on notera g(x;).

(b3) Montrer que la fonction ¢ ainsi définie sur un sous-ensemble dense est
uniformément continue, qu’elle possede donc un prolongement continu g sur
X. et que la suite g, converge uniformément vers g.

(¢) En déduire par exemple que 'ensemble des fonctions f lipschitziennes de
rapport C' et vérifiant |f(0)] < M. ot C' et M sont donnés, est compact dans

([0, 1]).

Exercice 2.3.16. — Montrer, toujours sur un espace métrique compact X,
quune partie 4 est uniformément équicontinue si et seulement si elle est
équicontinue en chaque point, c’est-d-dire que pour chaque zg € X et
chaque £ > 0, on peut trouver # > 0 tel que, pour tout f € A4, on ait
8(wo.y) <= [f(z0) - fly)| < e

Théoréme 2.3.17 (Stone-Weierstrass). — (a) Soit X un espace méirique compact et
notons C(X) Uespace des fonctions continues sur X o valeurs réelles. muni de lo distance
de la convergence uniforme. Soit F une sous-algébre de C(\N') (c¢'est-a-dire un sous-cspace
vectoriel stable par produit) qui contient les constantes et qui sépare les points de X (¢’est-
a-dire que pour tout couple (x,y) de points distincts, i existe f € F avee f{x) # Ff(y)).
L'espace F est alors dense dans C(X).

(b) On se donne maintenant une sous-algébre G de U'ecspace C{X:C) des fonctions continues
a veleurs complexes, qui conbient les constantes, qui sépare les points de X et qui est stable
par conjugaison complexe (g € G wmplique § € G). L'espace G est alors dense dans C(N;C).

Il est facile de voir que, sous les hypothdses de (b), Nespace F des fonctions de § ¢ui sont
valeurs réelles vérifie les hypotheses de (a) : si f sépare les points x et y, 'une des fonctions
(f + f) ou (f — F)/i los sépare anssi. Pour toute fonction continuc & valeurs complexes, il
suffit alors d’approcher uniformément ses parties réelle et imaginaire en utilisant (a).

Nous noterons F I'adliérence de F dans C(.X). Nous aurons besoin du lemune élémentaire
suivant.

Lemme 2.3.18. — 1l existe une suite P, de polyndmes d’une varioble telle que les fone-
tions Py (t) convergent uniformément vers |t| sur Uintervalle [~1,1].
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Pour n douné, il est facile de trouver o €]0. 1[ tel que la distance (de la convergence uniforme
sur [—1,1]) des fonctions || et V17 + o soit inférieure & 1/2n. D'autre part, la fonction /&
est développable en une série entiére (de la variable x — 1) dans le disque de centre 1 et de
rayon 1. Les sommes partielles de cette série convergent uniformément sur tout compact de
ce disque. On peut done trouver une des sommes particlles, qui est un polynéme Q. (r),
telle ¢que 'on ait

sup |\/T - Q,1(51:)| <1/2n.
&/ 1+a=)

Il suffit de poser Pu(t) = Qn(t* +a”), ct on a supjy<y [Pu(t) = (1]} < 1/m.

Lemme 2.3.19. — Sous les hypothéses du théoréme 2.9.17(a), Ualgébre F est stable pour
les opérations (f,g) — sup(f.g) et (f,g) = iuf(f,g).

Il est facile de montrer que F est une algthre. Compte tenu des relatious sup(f,g) =
(f+g+1f=gD)/2 et nl(f.g) = (f+g — |f—gl)/2. il suffit de prouver que f € F entraine
|fl € F et, quitte & multiplier f par une constaute convenable, on peut supposer |f] < 1.
Dapres le Jemme 2.3.18, les fonctions &+~ Py (f(x)). qui sont des éléments de Ualgébre F
convergent uniformément vers | f|, ce qui achéve la démonstration du lemme.

2.3.20. Démonstration du théoréme 2.3.17. — Soient f € C(N) et ¢ > 0 hxés. Pour
tout couple de points &,y de N, il est possible de trouver nne fonction g, € F telle que
Juy(2) = f(&) et guy(y) = f(y) (prendre une combinaison lindaire cle la constante 1 et d’une
fonction séparant r et y). Fixons provisoirement l¢ point 2, et notons U, le voisinage ouvert
de y ainsi défini @ {z] gzy(2) > f(z) —¢}. Les U, forment un reconvrement ouvert dont on
peut extraire un recouvrement find Uy, ... ,U,,. Eun posant by = sup {gry, v« -\ Gepn }+ 10US
avons construit pour chiaque x un élément h, € F qui vérific hy(z) > f(z) — e pour tout z,

et he () = f(x).

Pour chague &, l'ensemble V> = {z|h.(z) < f(z) + <} est un voisinage ouvert de .
On pcut extraire de la famille des 1% un recouvrement fini 15,,... Vi, et poser ¢ =
inf {hs,,... . h, }. Nous avons ainsi construit, pour chaque ¢ > 0, un élément ¢ qui appar-
tient & F et qui vérifie f(2)—z < (2) < f(=z)+< pour tout =z, ce qui achéve la démonstration
du théoréme.

Ezemple 2.3.21. - Soit A un compact de B". Le sous-espace de C'(IV) constitué des po-
lynomes de n variables vérific les hypotheses du théoréme de Stone-Weierstrass, et on a donc
le résultat suivant : pour toute fonction f continue sur I\’ & valeurs réelles [resp. complexes],
it existe une suite P, de polyndémes i coefficients réels [resp. complexes] qui converge vers f
uniformément sur .

On peut également éerive f comme somine de la série “téléscopique™ f = Py+ (P —Py)+
(Po— P1)+ ... . série de polyndmes qui converge uniformément. Cela n'implique nullement
que f soit somme d'une série unifortnément convergente de monomes (ce qgui signifierait que
J est développable en série entiére).

Ezemple 2.3.22. — Soit T = {z] |z] = 1} le cercle unité du plan complexe. Le sous-ensemble
de C(T') constitué des fonctions de la forme 327 an,z", an € C vérifie les hypotheses du
1

théoréme 2.3.17(b) (ona T=z7" sur I).

Les fouctions F continues sur I' s'identifiant aux fonctions f continues 27-périodiques sur
B (cn posant f(t) = F(e')), il en résulte que pour toute fonction continue 2z-périodique f,
il existe une suite P, de polyndmes trigonométriques (c'est-a-dire de fonctions de la forme
q Lint i converee unil sment. vors [
2_% ane™") qui converge uniformément vers f.
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La encore, on ne confondra pas cette propriété avec le fait que la série de Fourier de f
converge uniformément (ce qui n’est pas vrai pour toute fonction continue périodique).

C. Partitions de 'unité

11 s’agit d’une premiére approche de concepts qui nous seront utiles ulté-
rieurement, mais dans R" et pour des fonctions différentiables. Une partie de
la théorie est toutefols de nature purement topologique. et nous la développons
ici dans le cadre des fonctions continues sur un espace métricque.

Rappelons que le support d’une fonction continue a valeurs réelles ou com-
plexes est le fermé Supp(y) = {z| @(x) # 0}.

Proposition 2.3.28. — Soient F et G dewr fermés disjoints d’'un espace
métriqgue X. Il ewiste une application f continue de X dans [0,1], égale a 0
au voisinage de F et ¢ 1 au voisinage de G.

La fonction d(z, F) est continue sur X et, F' étant fermé, elle ne s’annule que
sur F'. La fonction ¢ définie par

L d(z, F)
9@ = e ) + d(5.G)

est continue, le dénominateur ne s’annulant jamais, est & valeurs dans [0, 1] et
vaut 0 et 1 respectivement sur F' et . Elle n’est pas nulle au voisinage de
F, mais elle permet de définir le fermé Fy; = g~ 1([0,1/3]) qui contient 'ouvert
g71([0,1/3]) et est donc un voisinage de F. On définit de méme le fermé
G1 = ¢71([2/3,1]). 11 suffit d’appliquer la construction précédente au couple
(F1,G1) pour obtenir une fonction f répondant & la question.

Proposition 2.3.24. — Soient X un espace métrique, ' un compact de X
et (U;). g =1,...,N une famille finie d’ouverts. 0-7),_ suppose I C Ul)zl Uj.
Il existe alors des compacts K; C U tels que K C L_J_‘ji\l=1 K.

Chaque z € K appartient & I'un des U; et est donc centre d'une boule
ouverte B, telle que la boule fermée ﬁm de méme 1'ayon<1) soit contenue
dans U;. Les B, recouvrent I{, et on peut donc en extraire un recouvre-
ment fini By,,...,B,,. Pour chaque j € {1,... N}, soit A; I'ensemble des
I appartenant & {1,....,p} tels que E;,,I soit contenu dans U;. Les compacts
K;=Kn (U,E_ Y EJ,I) répondent A la question.

(”‘E]]e contient Padhérence B, de B, mais ne lui cst pas nécessairement égale : considérer
B(0,1) dans I'espace X =] — oo, 0] U [1, o0l.
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Théoréme 2.3.25. — Sous les hypotheses de la proposition précédente. il
existe des fonctions ;. j =1,... | N continues de X dans [0,1] telles que l'on
ait Supp(ej) C Uj et

N

Z wj =1 au voisinage de K.

Jj=1
Soient K les compacts fournis par la proposition précédente. D’apres la pro-
position 2.3.23, il existe des fonctions continues positives ¢; égales a 1 au
voisinage de K et & 0 au voisinage de CU; (c'est-a-dirve & support dans U;).
En notant V Touvert ol E;\zl th; est non nul, il existe de méme une fonction
g égale & 0 au voisinage de I et & 1 au voisinage du complémentaire de V.
La fonction Zj"\;o 1) est donc strictement positive partout, et les fonctions ¢;
définies par

IJZ;.).(AL } = 1, e ~jV

30 i)

wji(z) =
répondent & la question.

Les partitions de I'unité permettent (en posant f = Y ;f au voisinage
de K) de décomposer nne fonction arbitraire en somme de fonctions ayant
un “petit” support, la petitesse étant imposée a 'avance. L’exercice suivant
montre un exemple typique d’utilisation des partitions de I'unité : le passage
du local au global. Nous aurons a utiliser des arguments analogues en théorie
des distributions.

Erercice 2.3.26. — Soit X un espace métrique compact (ou plus généralenient un espace
localement compact, voir Uexercice 2.3.12). Pour tout ouvert U de .\, on nate Cg(U) 'espace
vectoriel des fonctions continues sur U dont le support est compact, fonctions qui peuvent
s'identifier, en les prolongeant par {}, aux fonctions définies sur ' entier dont le support est
un compact coutenu dans U. On a ainsi Co(U) C Co(V) pour U C V.

On appelle mesure de Radon (positive) p sur U une forme linéaire sur Co(U7) (notée le
plus souvent f ~ [ fdp ou f s [ f(x)du(x)) qui est positive, c'est-i-dire que pour toute
fonction positive f, on a [ fdp > 0.

Si W € V sont des ouverts de X et si g est une mesure de Radon sur 17| sa restriction
ttyp est la mesure de Radon sur W définie par [ fdyy, = [ fdp pour f € Co(W).

On se donne un ouvert U de X et (U;)ier un recouvrement ouvert (fini ou non) de U.
(a) Soit g et v deux mesures de Radon sur U telles que pour tout / on ait Ry, = Yy,
Montrer que g = v (il s'agit de démontrer que pour tout f € Co(U) ona [ fdu = [ fdv,
¢t on décomposera d’abord f, a l'aide d'une partition de I'unité, en une somme finie de
fonctions a support dans 'un des U;).

(b) Soient maintenant j¢; des mesures de Radon sur les U; qui “se recollent™, c'est-a-dire telles
que Pon ait Hilpnu; = Hilvino, chaque fois que l'intersection U; MU est non vide. Montrer
qu’il existe une et une seule mesure de Radon p sur U telle que 'on ait p|;;, = pi pour tout
i (on décomposera une fonction quelconque f € Co(U) en une somme finie de f; € Co(Ui)
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et on posera [ fdp =Y [ fidp; en vérifiant que le membre de droite ne dépend pas de la
décomposition choisie).

Erercice 2.3.27 (théoréme de Tietze-Urysohn). — Soit F un fermé d'un es-
pace métrique X, et f une application continue de F dans B. L'objct de
I'exercice est de démontrer qu’il existe une application continue ,/ de X dauns
R qui prolonge f, ¢'est-a-dire telle que f et f~ coincident sur F.

(a) Montrer qu'il suffit de démontrer le théoréme en supposant f & valeurs
dans ] — 1,1] et en exigeant [ & valeurs dans | — 1,1[ (on prolongera d’abord
2/marctg f).

(b) Montrer qu'il suffit de démontrer le théoreme en supposant f a valeurs dans
] — 1.1] (ce que l'on supposera dans les questions suivantes) et en demandant
seulement que }T soit & valeurs réelles (on multipliera un prewier prolongement
)‘1 par une fonction égale & 1 sur £ et a 0 sur {| |{g(x)| > 1}).

(¢) Montrer quil existe une application continue gy de X dans [—1/3,1/3]
telle que T'on ait |f(z) — go(2)| < ”/3 pom tout @ € F (on posera Fy =
{z e F| f(z) <-=1/3}, Gy = {x € F| f(x) > 1/3} et ou utilisera la proposi-
tion 2.3.23)

(d) Montrer qu'il existe une application continue g1 de X daus [—]3% %%] telle
que l'on ait | f{x) — go(x) — gq1(x)] < (2/3)* pour tout z € F.

(e) Poursuivre la récurrence et conclure en posant j‘(:‘zr) =30 o gn(®).

2.4. Espaces vectoriels normés

Le corps des scalaires des espaces vectoriels considérés sera toujours égal &
B ou C.

Une norme sur un espace vectoriel F' est une application f — || f|| & valeurs
dans [0, co[ qui est homogéne (|[Nf|| = [A|If]]), sous-linéaire (|| f + gll < ||f]}+
llgll) et telle que T'on ait 1'équivalence (]|f]l =0) & (f = 0). Un espace
vectoriel normé est naturellement muni d'une structure d’espace métrique en
posant d(f, g) =

Il est facile de vérifier que les applications qui définissent la structure algé-
brique de F' : Dapplication (f,g) — [+ g de F x F dans I et l'application
(A, f) = Af de Cx F dans F sont continues. Bien entendu, comme dans tout
espace métrique, la distance (et done la norme) sont continues.

Deux normes ||-||; et [|-|[, sur F sont équivalentes s'il existe une constante
C > 0 telle que Von ait 71| f|l; < [|flls < CIf]l; pour tout f de F. Dans ce

cas, les distances associées sont uniformément équivalentes. Le lecteur n'ignore
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pas que, sur un espace vectoriel F de dimension finie. toutes les normes sont
équivalentes.

Si G est un sous-espace vectoriel de espace vectoriel normé F, il est naturel-
lement muni, en restreignant & G l'application norme, d’'une structure d'espace
vectoriel normé. Si Fy et Fy sont deux espaces vectoriels normés, il en est de

R . 1/2
méme de leur produit Fy x Fa en posant ||(f1, f2)|| = (“fl 7 + H/_v”r';_) )

Le théoreme suivant (que l'on évitera d'utiliser pour des applications non
linéaires!) a I'intérét de ramener les problemes de continuité & des majorations
sur les normes. Une application lindaire sera souvent notée f — Lf an lieu de
I = L(f).

Théoréme 2.4.1. — Svient F' el G des espaces vectoriels normés et L
une application linéaire de F dans G. Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes.

(a) L'application L est continue & l'origine.

(b) L'application L est uniformément continue.

(¢c) Il existe une constante C' > 0 lelle que l'on ait

vieF  |ILf]

¢ <Clfllp-

Montrons que (a) implique (¢). La contiuunité A l'origine. pour £ = 1 par

exemple, fournit » > 0 tel que ||f||z < 7 entraine ||Lf||; < 1. Par ho-
mogénéité, on a donc || Lf| s < (1/9) || fll pour tout f.

Limplication (b) = (a) étant triviale, il reste & montrer que (¢) entraine
(b). Pour tout € > 0, il suflit de choisir n = ¢/C et on a (||f —gllp <) =
(ILf = Lgllg <€)

Oun dit qu'une partie A C F est bornée si elle est contenue dans une boule.
La propriété (c¢) ci-dessus peul étre reformulée ainsi : 1'image par L d’une
partie bornée de F' est une partie bornée de G.

Exercice 2.4.2. — Solent F, F, G trois espaces vectoriels normés et B une
application bilinéaire de E x F dans G. Démontrer que B est continue si et
senlement 5’1l existe C' > 0 telle que ||B(e, f)llz < Cllellz 1 fl g

Démontrer qu’une application bilinéaire (non nulle) n'est jamais uniformé-
ment continue.

L'espace vectoriel L(F, G) des applications linéaires continues de F' dans G
est muni d'une structure d’espace vectoriel normé en posant
ILflle _

1Ll gy = sup = = sup [|Lfllg-
20 Wflle  psir<
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Le troisieme membre montre qu’il s’agit de la norme de la convergence uni-
forme sur la boule unité de F.

En particulier, le dual topologique F' de F', I'espace des formes linéaires

continues sur F' qui n'est antre que £(F,C), est muni de la norme ||L|| =
supypy <1 [ L(f)]-
Définition 2.4.3. — (a) On dit qu’un sous-ensemble A de F' est total dans

F si le sous-espace vectoriel formé des combinaisons linéaires d’'éléments de
A est partout dense.

(b) On dit qu'un espace wvectoriel normé est séparable s%l ewxiste un sous-
ensemble dénombrable dense dans F. Il est équivalent de dire qu’il existe
un sous-ensemdle total dénombrable.

Etablissons ce dernier point en montrant, si A est total et dénombrable,
que T'ensemble B des combinaisons linéaires & coefficients rationnels d’élé-
ments de A est dénombrable et partout dense. Pour tout N, I'application
(My-- AN, a,..Lan) = ) Ajay de QN x AN dans F, dont l'ensemble
source est dénombrable, a une image By qui est un ensemble dénombrable.
L’ensemble B est réunion dénombrable d’ensembles dénombrables et est donc
dénombrable.

Soit maintenant f € F et ¢ > 0. L'ensemble A étant total, il existe des
a; € Aetdes \; R, j=1,...,N tels que H}‘ —ZJJ-\'ZI /\ja.j“ < /2. En
posant M = sup ||a;|| et en choisissant pour chaque j un rationnel p; tel que
|Aj — pj| < €/(2MN), on obtient bien || f — Ej\:l pjajl| <e.

Définition 2.4.4. — On appelle espace de Banach wun espace vectoriel
normé complet (pour la distance associée d la norme).

L’espace B | et plus généralement tout espace vectoriel normé de dimension
finie, est complet.

On peut appliquer aux espaces de Banach toutes les propriétés vues dans la
section 2.2, En particulier, une application linéaire continue & valemr dans un
espace de Banach G, définie sur un sous-espace vectoriel F1 dense dans 'espace
vectoriel normé F' est uniformément continue d’apres le théoréme 2.4.1, et se
prolonge donc en une application linéaire continue de F' dans G.

Théoréme 2.4.5. — (a) Soit F' un espace de Banach et considérons une
série d’'éléments de F, de terme général uy,. normalement convergeute, c’est-
a-dire telle que la série numérique . ||uy||p soit convergente. Alors la série
S0t est convergente, c’est-d-dire que ses sommes partielles Sy = Zf}v Uy
convergent, pour N — o, vers un élément de F'.

(b) Réciproguement, soit F' un espace vectoriel normé dans lequel toute série
normalement convergente est convergente. Alors, F' est un espace de Banach.
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Si u, est normalement convergente, il est facile en effet de voir que la

suite des sommes partielles est de Cauchy : par inégalité triangulaire, on a
o0 ! . "y - ‘a N

[Sy+p = SNl < 3Nt [Juall et le membre de droite tend vers 0 pour N — 0.

Sous I'hypothese (b), donnons nous une suite de Cauchy (f,) et montrons
qu'elle est convergente. Pour chaque entier p, il existe n(p) tel que, si n1 et na
sont > n(p), on a || fr, = frall < 27P. Considérons la suite extraite g, = f,(y)
et posons u, = gpr1 — gp. On a donc |ju,
uy est convergente. Drautre part, on a

| <27P et la série de terme général

p—1
gp = g0 + Z Uy,
k=0

et la suite g, converge vers une limite g € F'.

La fin de la démonstration est valable dans un espace métrique quelconque :
si une suite de Cauchy possede une sous-suite convergente, elle est convergente.
Pour £ > 0, il existe IV tel que, si ny et no sont > N, on a ||fn, — fo.ll < e
Pour n > N et pour p assez grand, on a ||f, — gpll < ¢ et done, en faisant
tendre p vers l'infini, ||f, —g|| < e. Cela montre que la suite (f,) converge
vers g.

Ezercice 2.4.6. — (a) Démontrer quune série normalement convergente
posséde la propriété suivante (on dit que la famille (u,) est sommable) :
il existe S &€ F tel que, pour tout £ > 0, on peut trouver un sous-
ensemble fini J C N tel que, pour tout ensemble fini K contenant J, on ait
HS — > onek tn H < e. Cette propriété est indépendante de 'ordre dans lequel
sont rangés les u, et en particulier, si b est une bijection de T sur lui-méme,
la série uy(,) est également convergente et de méme somine.

(b) Lorsque F' est de dimension finie, montrer que (u,) est sommable si et
seulement si la série est normalement convergente (le lecteur utilisera ou redé-
montrera le fait que le résultat est vrai pour les séries d’éléments de R). Tl
n’en est pas de méme en dimension infinie comme le montrera 'exemple des
séries orthogonales dans un espace de Hilbert.

Dans un espace normé de dimension finie, les ensembles fermés et bornés, et
en particulier la boule unité fermée, sont compacts. Un théoreme de F. Riesz,
que nous proposons en exercice, montre que cette propriété caractérise les
espaces de dimension finie.

Exercice 2.4.7. — Soit F un espace vectoriel normé dont la boule unité fermée

B(0,1) est compacte.
(a) Montrer qu'il existe un ensemble fini f;. j = 1,... , N tel que les boules

B(fj.1/2) recouvrent B(0,1).
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(b) Soit f un élément quelconque de F'. Montrer qu’il peut se décomposer
sous la forme
. (1) "
f= § )\j .ﬁj+71
J

A

avec 3

< |\l et fIrll < IS)1/2 (un seul des Aj est en fait non nul).
¢) Construire pat vécurrence des AU e ry bels que
(c) 1 ; ) q
1= ’\.‘(in)fj + 7Ty
J
< ALA/2" et fIrall < LFIF/27

(d) En déduire que les f; forment un systéme de générateurs de F'.

avec ' Ag.”)

des espaces de Banach ¢ue nous n’aurons pas a utiliser daus la suite du cours, mais qui n'en
sont pas moins importants.

Le lecteur trouvera dans 'appendice C le théoreme de Banacli-Steinhaus démontré dans
le cadre plus général des espaces de Fréchet. Un autre théoréme qui repose également sur
la théorie des espaces de Baire, ef qui est également valable pour les espaces de Fréchet, est
le théoréme des isomorphismes de Banach dont voici V'énoncé. Soilent F et G des espaces
de Banach et L une application linéaire continue bijective de F sur G. Alors I'application
réciproque L™ est continue de G dans F.

Un autre théoréme important est le théoréme de Hahn-Banach. Soit F un espace vectoriel
normé, Fy un sous-espace vectoriel de F, et L une forme linéaire continue sur Fy vérifiant
donc |L(f)| < C|f|| pour f € Fy. 1l existe alors une forme linéaire continue L sur F
E(f)) < C|ifll pour f € F avec la méme

constante ". Nous n'aurons & l'utiliser que pour les espaces de Hilbert, la démonstration
étant nettement plus facile dang ce cas.

lui-méme, ¢ui prolonge L ef qui vérifie de plus

2.5. Espaces de Hilbert

Un produit scalaire sur un espace vectoriel F' sur C est une application
(f.g9) = (flg) de F x F dans C qui est sesquilinéaire ¢’est-a-dire lindaire
par rapport a la premiére variable et antilinéaire par rapport & la seconde
(F1Ag) = XN(f|9)), qui possede la symétrie hermitienne ((g| f) = (f|g)) et
qui est définie positive ¢'est-d-dire que (f | f) > 0 pour f # 0. Lorsque E est
un espace vectoriel sur ® les deux premieres propriétés doivent étre remplacées
par la bilinéarité et la symétrie.

Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est appelé espace préhilber-
tien. Le lecteur n'ignore pas qu'il est canoniquement muni d’une structure



d’espace vectoriel normé en posant

I/l = (1N,

et que l'on a I'inégalité de Cauchy-Schwarz
1(F1a) < [ lgll-

On dit que deux éléments de F' sont orthogonaux si leur produit scalaire est
nul. Si f et g sont orthogonaux, on a la relation de Pythagore :

9 9
IF1I= + [lg]l~s qui s'étend sans difficulté aux sommes finies d’ olemont,s (leln A
deux orthogonaux.

Définition 2.5.1. — On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel muni
d’un produit scolairve et complet pour lo norme associée.
Un espace de Hilbert est en particulier un espace de Banach et une série

normalement convergente y est donc convergente. On a également le résultat
plus spécifique suivant, ol la condition portant sur les nornies est moins forte.
Théoréme 2.5.2. — Soit H un espace de Hilbert. et (uy) une suite d’élé-
ments de H dewr ¢ deux orthogonaux. Pour que la série Y ° uy, soit conver-

. . X .. o a .
gente, il faut et il suffit que la série Y 5" ||un ||~ soit convergente. On a alors

132wl = 3 I

- ; . . N \ N
La condition est nécessaire. En effet, en posant Sy = Zo iy, on a d’aprés le
théoréeme de Pythagore

N

D Ml = (15wl
0

- . 2
En appelant S la somme de la série, le membre de droite converge vers || S||

. 2 . a s . s : 2
par confinuité de la norme, ce qui entraine que la série numérique y g || ||
converge.

Réciproquement, si cette série converge, on a

N+P
1Sv+p = SxllP = D [lunll® < Z ]|, (2.6)
N+l N+1

Le membre de droite de (2.6) tend vers 0 avec N, ce qui assure que la suite
Sy est de Cauchy dans H et est done convergente.

Ezercice 2.5.3. — (a) Montrer plus généralement, pour une suite u, non né-
cessairement orthogonale, que la série 307 1y, est convergente si la série donble

a0
Z Z| Umiu'n '

m=0 n=0



50 CHAPITRE 2. TOPOLOGIE GENERALE ET ESPACES FONCTIONNELS

est convergente. La réciproque est-elle vraie?
(b) Montrer que, sous ’hypotheése ci-dessus, la famille (u,) est sommable (voir
l'exercice 2.4.6).

Exercice 2.5.4. — Soit (uy), n = 1,...,N une suite finie d’éléments d'un
espace de Hilbert réel H. On suppose que pour tout choix de g, € {—1,1},
. N ) N 2 2
n=1,...,N,ona “21 5,,11,”{, < C. Démontrer que l'on a Y7 |lu,||” < C*
AT ., N 2 2 ,
(On calenlera la somme des 27 quantités ”Zi Enly H ). Etendre ce résultat
au cas des séries.

Le théoréme suivant joue un réle trés important : tout comme le théoreme
du point fixe, il affirme V'existence d’un élément vérifiant une (in)égalité. Il
sert notamment, directement ou par I'intermédiaire du théoréme 2.5.10 ci-
dessous, & démontrer I'existence de solutions pour des équations ou inéquations
fonctionnelles.

Théoréme 2.5.5 (projection sur un convexe fermé)

(a) Soient H un espace de Hilbert et T' une partie convexe non vide et fermée
de H. Pour tout f € H il existe un unique point de I' {appelé projection de f
sur ') dont la distance & f soit minimum.

(b) La projection de f sur T est l'unique point ¢ € T tel que l'on ait
Re(f—g|h—g) <0 pour tout h €T,

Le lecteur démontrera facilement, en développant les carrés scalaire du membre
de droite, 'identité de la médiane

2
92 a w-+vl" ]. 9 —
ol + oll? = 2 |2+ < = o (2.7)
qui remonte (au moins) & Euclide.
f f

Posons d = inf{||f —g|| | g € T}. S'il existait g; et g» distincts réalisant
cette borne inférieure, leur milieu y appartiendrait aussi & T' et d’aprés (2.7)
on aurait 2| f —~]|> = 2d* — ||lg1 — g2|° /2 < 2d” ce qui est impossible. Cela
établit 'unicité de la projection.
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Par définition de la borne inférieure, il existe une suite g; d’éléments de T"
telle que || f — g;|| tende vers d. En introduisant le milieu v de g; et g, on
déduit de (2.7)

1 , 2 - 2 " 2 - 2 2
5 lgi=gull® = 1F=a;l* + 1f=gl® = 20v=1F 1 < W =957 + [ f—gill® — 247

Le membre de droite tend vers 0 lorsque j et & tendent vers I'infini. La suite g;
est donc de Cauchy. L'ensemble T' étant fermé et done complet, elle converge
vers un point g € I'. Par continuité, on a ||f — g|| = lim|[|f — gj|| = d ce qui
achéve la démonstration du point (a).

Soit maintenant h € I'. Pour 0 < ¢ < 1, le point hy = g+1t(h—g) appartient
aussi & I'. On a donc

lg=F17 < =117 = Nlg—FII° + £ [|h—g|* + 2t Re (g— f [h—g) . (2.8)

En faisant tendre £ vers 0, on voit que le coefficient de ¢ doit donc étre positif ou
nul, ce qui établit I'inégalité Re (f—g | h—g) < 0. Réciprogquement, s un point
g € I vérifie cette inégalité pour tout h € T, I'égalité de droite dans (2.8),
pour ¢t = 1, montre que la distance de g & f est infériewre & celle de h & f, ce
qui caractérise la projection d’aprés la partie (a).

Exercice 2.5.6. — On note f v+ p(f) la projection sur le convexe fermé
. Montrer que p est lipschitzienne de rapport 1 (on pourra considérer

Re(p(f) —plg) | f —9)).

Corollaire 2.5.7 (supplémentaire orthogonal). — Soient H un espace
de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Posons

Fr={geH|VYfeF, (f|g) =0}

) 1 . 4 , , .
L’ensemble F— est un sous-espace vectoriel fermé de H appelé supplémentaire
orthogonal de F. Tout élément h € H se décompose de maniére unique sous
la forme

h=f+g9 feF geF. (2.9)

En outre, les éléments [ et g de la décomposition sont les projections de h sur
F et Ft respectivement.

Soit. en effet h € H et notons f sa projection sur F. Pour tout élément f' € F
et tout scalaire A, le point f + Af’ appartient & F' et on a donc d’aprés le
théoréme 2.5.5(b) Re(h — f|Af') <0. Il en résulte que l'ona (h — f|f) =0
pour tout f' € F, et que g = h — f € F+. Cela prouve l'existence de la
décomposition.
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5l existait une autre décomposition h = f1 + g1 du méme type, le vecteur
f = fi = g1 — g appartiendrait & F et & F*, il serait orthogonal A lui-méme et
done nul.

Corollaire 2.5.8 (critére de totalité). — Soit H un espace de Hilbert et
A C H. Pour que A soit total. il fout et il suffit que le seul wectenur orthogonal
a tous les éléments de A soit le vecteur nul.

Soit F' le sous-espace vectoriel constitué des combinaisons lindaires des élé-
ments de A et soit F son adhérence. Par linéarité et passage i la limite, il est
clair qu'un élément g € H appartient a T si et seulement si il est orthogonal
a tous les éléments de A.

St A est total, ce qui signifie F = H, 'unicité de la décomposition (2.9)
. =L . - =L . ,
11111)04@ Fo= {[)} Remproquement. si F = {O} le":wten(-e de la décompo-

Brercice 2.5.9. — Soient H et I deux espaces de Hilbert, F' un sous-espace
vectoriel de H, et L une application linéaire continue de £ dans K. Montrer
qu’il existe un prolongement de L en une application linéaire continue Lde H
dans I qui vérifie| |L||L m.xy) = [ILll (g, iy (on prolongera d’abord L en Ly par

continuité & F, puis on posera L =1LioP ot P est le projecteur orthogonal
sur F).

Lanalogue de ce résultat est vrai, mais plus difficile & démontrer, lorsque

H est un cspace de Banach et I le corps des scalaires. Clest le théoréme de
Hahn-Banach (voir la remarque 2.4.8).
Théoréme 2.5.10 (F. Riesz). — Soit H un espace de Hilbert. A tout
élément h € H on peul faire correspondre la forme linéaire continue Ly dé-
finie par Ly(f) = ([|h). Réciproquemenl, étant donnée une forme linéaire
continue L sur H, il existe un et un seul h € H tel que U'on ait L = Ly,.

Pour f € H.on a
[Ln (=1L < D1 1L 1L -

Cela prouve que Ly, est continue et que || Ly || g < ||7|| i (en considérant Ly (h),
on voit facilement que l'on a en fait égalité).

Soit maintenant L une forme lindaire continue non identiquement nulle
(c’est-d-dire différente de Lg). Le sous-espace vectoriel F = L7H0) est fermé
et distinet de H et F* n’est donc pas réduit 4 {0}. Soit g un élément non nul
de F*. 1l n’appartient donc pas a F et le scalaire A = L(g) est non nul. Pour
tout f € H, on peut poser

f=Eg+ (f-H2g) = fitpo

..
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et on remarque que le second terme, qui verifie L(fs) = 0 appartient & F
tandis que le premier appartient & F. En faisant le produit scalaire avec g,
on obtient

. L 2
(Flg) = £ lg)* +o.

Il suffit maintenant, de poser h = ﬁ"—_) ¢ pour obtenir L(f) = (f|h) quel que

soit f. Cela montre donc que L est égale & Ly,.
g h

On obtient facilement I'unicité : si Ly, = Ly,. le vecteur iy — ha est orthio-
gonal & tout élément de H et est donc nul.

Remarque 2.5.11. — L'application h — Lj est une bijection isométrique de H
sur H'. Cette application est linéaire dans le cas d'un espace de Hilbert réel.
Par contre, cette application est antilinéaire dans le cas complexe (Ly, =
ALy). Dans les notations de Dirac de la mécanique quantique, on dit que
Ly est le “bra” associé au “ket” h (en mécanique quaniique. on convient
le plus souvent que le produit scalaire est lindaire par rapport a la seconde
variable et antilinéaire par rapport & la premiere ; quelle que soit la convention,
I'application h +— Ly est antilinéaire).

L'application h — Ly dépend explicitement du produit scalaire de H. Sion
le remplace par un autre produit scalaire fournissant une norme équivalente,
V'espace reste un espace de Hilbert, mais le nouvel isomorphisme de H sur H'
est différent de 'ancien. Ce n’est que dans la mesure ot le produit scalaire est
bien fixé que ['on peut considérer que les espaces H et H' sont canoniquement
(anti-) isomorphes.

Définition 2.5.12. — Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle
base hilbertienne (ou base orthonormale) de H une suite finie ou infinie (e;),
j=1,2,... qui constitue un systéme total dans H et qui vérifie les relations
d'orthonormalité : (ej|ey) = dy.

On a utilisé ci-dessns le symbole de Kronecker §; égal & 1 si j = ket a0
sinon. Cette définition n'implique nullement que les e; constituent une base
de H au sens algébrique du terme : on demande que I'espace des combinaisons
linéaires des e; soit partout dense au licu de demander qu’il coincide avec H.
En fait, un espace de Hilbert (ou de Banach ou méme de Fréchet) de dimension
infinie n’admet jamais de base algébrique dénombrable. ce que le lecteur pourra
démontrer a titre d’exercice aprés avoir lu I'appendice B.

Théoréme 2.5.13. — Dans tout espace de Hilbert séparable. il existe des
bases hilbertiennes.

A partir d'un ensemble total {a1.as....} fini ou dénombrable, nous allons
construire une base hilbertienne par le procédé dit d'orthonormalisation de
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Schimidt. On commence par supprimer de la suite a; tout vecteur qui est com-
binaison linéaire des précédents. On obtient ainsi une suite b; qui est telle que
l'espace vectoriel £, engendré par by,... ,b, soit exactement de dimension n.
L'espace des combinaisons linéaires des a; est exactement la réunion des E,
et 'hypothése assure qu'il est partout dense.

Posons e; = by/||b1]|, et montrons par récurrence que I'on peut construire
une suite orthonormale e telle que pour tout n, les eq,... e, forment une
base de E,. L’espace des combinaisons linéaires des e; sera alors également la
réunion des E, et le systéme des e; sera bien tofal.

Les e; étant supposés construits jusqu'au rang n, posons
n
Jor1 = bn+1 - E (bn-!-l | 6_)') €j.
Jj=1
Il est immédiat que ce vecteur est orthogonal aux e; pour j = 1,... ,n.
D’autre part, il appartient & E,4; mais pas pas a E, ef il en résulte
que (er, ..., ey, fre1) est une base algébrique de Enyqp. 11 suffit de poser
ent1 = fn+1/ [ fos1]] pour en obtenir une base orthonormale, ce qui achéve la
récurrence et la démonstration.
Théoréme 2.5.14. — Soit H un espace de Hilbert séparable, et (ej), j =
1,2,... une base hilbertienne de H.
(a) Toul élément f € H peut se décomposer de fagon unique sous forme d’une
série convergente dans H
F=> cilPe; clfeC
J
Les composantes ¢;(f) sont données par
ci(f) = (flej), (2.10)

et vérifient
T Z |c‘l()‘)[2 (Bessel-Parseval) (2.11)
J

(b) Réciproquement, étant donnés des scalaires y; vérifiant ), |v;[” < oo, la
série Z, vjej converge dans H et sa somme f vérvifie ¢;(f) =~y pour tout j.

La convergence de la série figurant dans (b) est un cas particulier du
théoreme 2.5.2. les yje; étant orthogonaux et de norme |v;].

On obtient facilement le reste du point (b) et du méme coup l'unicité de la
décomposition et la nécessité des formules (2.10) : si la série Y yje; converge

e * @1 2 31 N A a N Tl w 3 . . "\" - . A3 g ay
vers f, par continuité du produit scalaire, on a (ijl vj€; e;‘,) — (f|exr) et
le membre de gauche est égal & ;. dés que N est supérieur a A.
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Soit enfin f € H, posons ¢;(f) = (f|ej) et fnv = ZJ 1¢i(flej. On a

N
(f | fw) =Z ) (Flep) =D lei(HIP
Jj=1

/

Le membre de droite est égal, d’aprés le théoréme de Pythagore, & || x|
et on a donc ||fx]]* = (F| fx) < |71 I~ ]l. Cela prouve que || fx||* est majoré
pour tout N par ||f|?, et done que la série 3 |cj(f) )|? est convergente. Une
nouvelle application du théoréme 2.5.2 assure que la série Y c;(f)e; converge
vers un élément g € H. Pour tout j, on a (g— f|e;) = ¢;(f) —c;(f) =0, et
Pélément g — f qui est orthogonal & un systéme total est nécessairement nul.
Cela achéve la démonstration.

2.5.15. Convergence faible. — Dans un espace de Hilbert H, on dit qu’'une suite u;j
converge faiblement vers w (ce que 'on note u; — 1) si pour tout v € H,on a (u; | v) = (u]|v).

Cette notion de convergence correspond en fait & une topologie dite faible, mais celle-ci
ne peut pas étre définie par une métrique, et on peut démontrer que la boule unité fermée
de H est compacte pour la topologie faible. Nous nous contenterons de I'énoncé suivant
(compacité séquentielle).

Théoréme 2.5.16. — Soit uj une suite d'éléments d'un espace de Hilbert séparable H
vérifiant ||uj|| < M pour tout j. On peut alors en extraire une sous-suite vi qui converge
faiblement vers un élément v vérifiant ||vf] < M.

Soit e, une base hilbertienne de H. La suite numérique (u;|e1) étant bornée, on peut

(1)
J

limite a1 € C. On peut de méme extraire de uj )

. 1
extraire de (u;) unc premiére sous-suite, notée u; ’, telle que ( u§ ) |61) COLVErge VCrs unc

. 2
une sous-suite uJ(- )
converge vers une limite as. On construit ainsi par récurrence une suite de suites u( ), et

on définit enfin la suite vy par vy = ui ). Clest une suite extraite de la suite u; et pour tout

vecteur de la base hilbertienne, on a (vy |en) — an.

telle que (,“(‘-’) | ex)

N B - N L TN 2 .
Pour N fixé et pour k — oo, on a (vx ] Y1 @nen) = 30 lan). Le membre de gauche
- diord d’apres Cale v N /2. - N 2
étant majoré d’apres C,LuLhy-S(huau, par M (X1 len|”) 77, il en résulte que Yo7 an]” <
a
AM* pour tout N, et donc que Y. |an| < M-,

Nous pouvons maintenant poser ¢ = Y anen, on a ||¢|| < M et il reste & prouver que
v — vy — 0. Donnons nous un élément quelconque w = > wre, de H et ¢ > 0. On a pour

tout N .
N [=5]
(U = Uk 1 lU) = (U — Uk | Z “'n’fn) + (U — Uy | Z U’nen)
1 N1

Le second terme est majoré en module par 24/ HZD\,‘:“ WnEn ” que on peut rendre infé-
rieur 2 £/2 en choisissant N assez grand. Cet entier N étant fixé, le premier terme du
membre de droite tend vers 0 avec &k et est < £/2 pour £ assez grand. Ou a donc montré
que (v — vi |w) —+ 0 pour tout w € H, ce qui est le résultat voulu.

On prendra garde au fait que la norme et le produit scalaire ne passent pas a la limite
faible. Par exemple, la suite e, elle-méme tend faiblement vers 0 alors que ||en|| reste égal
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a 1. On a toutefois le résultat suivant, que le lecteur pourra démontrer aprés avoir lu le
théoréme C.3.1 & sl u; — w ot vj — v, on a (u, | v;) = (u|v).

2.6. Espaces fonctionnels classiques

2.6.1. Espaces de fonctions bornées. — Si X est un ensemble, 'es-
pace Fp(X,C) des applications bornées de X dans C est un espace de Ba-
nach lorsqu’on le munit de la norme de la convergence uniforme : || f]]

SUPpex |f (.’L') | :

En effet, étant donnée une suite de Cauchy f;, on a pour chaque point
z Pinégalité |f;(x) — fi(x)] < |Ify — fell. La suite fj(z) est donc de Cau-
chy, et converge vers un élément de C que l'on notera f(z). II reste a
montrer que f; converge vers f uniformément. Quels que soient j et 2, on
a f(@) = f3(2)] = g |fu(e) = f5(2)] < supgs; llf5 — fil. On a done
Ilf = fill < supps;llfy — fill. et le membre de droite tend vers 0 lorsque j
tend vers Uinfini.

Si X est un espace métrique, l'espace Cj,(X) des fonctions continues bornées
sur X est un sous-espace du précédent que 'on munit de la méme norme. Une
limite uniforme de fonctions continues étant continues, cela signifie que Cy(.X)
est un sous-espace fermé de Fy( X, C). L'espace Cp(X) est donc complet et est
un espace de Banach. Dans le cas ot X est compact, 'espace Cp(X) coincide
avec l'espace C'(X) de toutes les fonctions continues sur X.

2.6.2. Espaces de suites. — Ces espaces sont analogues & ceux que nous
étudierons sur un ouvert de R", la sommation des séries remplagant 'inté-
gration des fonctions.

Exercice 2.6.3. — On appelle 11 Uespaces des suites u = (uy,;)nepn telles que
IY nJ)nE
>0 [uy| soit fini. Montrer que I* est un espace de Banach si on le munit de la
norme |jufl; = > 57 . Démontrer que l'ensemble des suites qui n’ont qu'un
1 0 1
nombre fini de composantes non nulles est dense dans /.

Ezercice 2.6.4. — On appelle 1> I'espaces des suites u = (up)nep telles que
SO0 |un|* soit fini. Montrer que 12 est un espace de Hilbert si on le mu:
nit du produit S(:alaire (wlv) = Y olgunly et donc de la norme |lull, =
{Zn_o ju,,[ } . Démontrer que 'ensemble des suites qui n’ont qu'un nombre

fini de composantes non nulles est dense dans /°.

Démontrer que pour tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie
H, il existe une application linéaire de H dans I? qui est une isométrie bijective
(cela montre que tous les espaces de Hilbert séparables de dimension infinie
sont isomorphes).
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Erxercice 2.6.5. — On appelle [ 'espaces des suites u = (u,)nep; qui sont
hornées (c’est-a-dire 'espace Fp(I,C)). Montrer que /[ est un espace de
Banach si on le munit de la norme |ul|, = sup,c;; |un]. Démontrer que

Iensemble des suites qui n’ont qu'un nombre fini de composantes non nulles
n'est pas dense dans [, et que 'adhérence de cet ensemble est constitué des
suites qui tendent vers 0 a U'infini.

Exercice 2.6.6. — Démoutrer que 'on a [} C 12 C I°°, chaque inclusion étant
stricte, et que l'on a (|ully < (|lull; pour u € I* et [lull, < ull, pour u € %

2.6.7. La relation d’équivalence f = g p.p. — Eu étudiant les espaces
LY, £? et £, nous avons vu que l'on pouvait les munir naturellement de
quantités qui sont presque des normes, le seul probléme étant que la nullité
de la “norme” d'une fonction n’entraine la nullité de la fonction que presque
partout. Pour pouvoir profiter des ressources de lanalyse fonctionnelle, nous
allons étre amenés & travailler sur des classes d'équivalence de fonctions plutos
que sur les fonctions elles-mémes.

Sur I'ensemble F(R",C) des applications de R” dans C, on voit facilement
que la relation f ~ g définie par f = g p.p. est une relation d’équivalence.
L’ensemble quotient F(B",C)/(~) est par définition l'ensemble des classes
d'équivalence. Si f € F(R",C)/(~), au lieu de dire qu'une (vraie) fonction f
appartient & f, on préfere dire que f est un représentant de f.

Il est important de faire la liste des propriétés (ou des relations) qui ont
un sens pour les éléments f de F(R".C) et qui restent inchangées lorsqu’on
remplace f~ par un élément équivalent. Elles deviennent alors des propriétés
de la classe d'équivalence (on dit qu'elles passent au quotient).

Les opérations algébriques. — Si f et g appartiennent & F(R" C)/(~), et si
on en prend des représentants f et g. on voit immédiatement que les fonctions
f +g, A f f g, Po )‘ ne sont modifiées que sur un ensemble de mesure nulle si
on change les représentants de f et g (on a désigné par \ un scalaire et par ®
une application définie sur C). La classe d’équivalence du résultat ne dépend
donc que de [ et g et sera notée f +g, Af, fgou Do f.

11 est immeédiat de vérifier que F(R", C) /[(~) est un espace vectoriel une fois
muni des deux premiéres opérations, et une algébre si on y adjoint 1a troisicme.

La sommabilité el 'intégrale. — Conune nous 'avons vu, pour [ appartenant
a F(R*,C)/(~), le fait qu'un représentant F s0it sommable, et dans ce cas la
valeur de lintégrale, ne dépendent pas du représentant choisi. On dira alors
que f est sommable, I'intégrale de fsera aussi appelée l'intégrale de f, et on
la notera [ f(x)dx.
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On voit de méme que les expressions f est de carré sommable, f est essen-
tiellement bornée, sont bhien définies.

La convergence presque partout. — Soit f; une suite d’éléments de l'espace

n NN I AT . ¥ e
quotient F (IP’ ,C)/(~) telle que, en choisissant un représentant f; de chaque
fi, la suite ij converge presque partout vers un 1epleseutmntj de f. Alors,
pour tout aufre choix de représentants f, et f, la suite fj converge presque
partout vers f.

En effet, posons A; = { lfJ ) # fJ } B = {L‘ flx ( )} et notons
C lensemble des z on fj(’b) ne converge pas vers j( 1). En deh(ns de 'ensemble
(Uj Aj) U BUC, qui est de mesure nulle, la suite fJ( ¢) converge vers f(z).

On dira dans ce cas que la suite f; converge presque partout vers f.

Dans la pratique, on mne s’astreint pas & distinguer (avec des tildes par
exemple) les représentants d'un élément f de F(R",C)/(~) comme nous
I'avons fait de maniére (peut-étre trop) détaillée ci-dessus. On n’hésite pas
4 désigner par la méme lettre I'élément f et 'un quelconque de ses représen-
tants. Cela ne peut avoir aucune conséquence facheuse, & condition de ne
manipuler que des propriétés et des quantités qui passent au quotient.

Une derniéere remarque : une fonction continue sur B" définit canonique-
ment un élément de F(R",C)/(~) (sa classe d'équivalence), et cette appli-
cation est injective (deux fonctions continues qui sont égales presque partout
coincident). Cela permet d’identifier C'(R") a un sous-espace de F(R", C)/(~).

Théoréme et Définition 2.6.8 (Espace L'(R")). — C'est l'espace des
classes de fonctions sommables pour la relation d’équivalence f = g p.p.
(a) (Fischer-Riesz) Muni de la norme

Hj”Ll = /:" if(’l)| d.’L', (212)

LY (R") est un espace de Banach.

(b} L’espace Co(R™) des fonctions continues a support compact est partout
dense dans L*(R™).

Le membre de droite de (2.12) a bien un sens qui ne dépend que de I'élément
f &L Si||f|p =0, un représentant quelconque de f doit étre nul presque
partout, ce qui signifie préciséiment que f = 0. Nous avons déja vu les autres
propriétés assurant que ||-|| ;1 est une norme. D’autre part, la partie (b) du
théoréme ne fait que reformuler le théoréme 1.5.2. Tl nous reste & montrer que
L' est complet. D’aprés le théoreme 2.4.5, il suffit de montrer que toute série
normalement convergente dans L! est convergente.
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Soit done (u,) une série normalement convergente. Nous choisirons pour
chaque n un représentant de u, que nous noterons encore u,. Posons h(z) =
3 |up(z)]. D’aprés le théoréme de Beppo-Levi, on a

/ h(z)dz = Z/ |ty ()] do = Z |tn]l 1 < o0.

La fonction positive h est donc sommable. En particulier, Pensemble A des
points olt A(x) = +oc est négligeable. Pour chaque z n’appartenant pas a A,
la série numérique Y u,(z) est absolument convergente et done convergente.
Posons

N o0
Sn(x) =) unle) 5 S(z) =) ualw),
0 0

cette derniere fonction étant définie dans le complémentaire de A. Les fonc-
tions Sy sont majorées en module par la fonction sommable fixe h et la suite
Sy converge presque partout vers S. D'aprés le théoréme de Lebesgue, on a
donc

[15) - sw(a)

Cela signifie tres précisément que la série de terme général u, converge vers S
dans L! et achéve donc la démonstration.

dr — 0.

N=—0a

Corollaire 2.6.9. — Si une suite f; converge vers [ dans L', on peut en
extraire une suile qui converge presque partout vers f.
On peut en effet extraire une sous-suite g; telle que Uon ait, [lg;— £, < 277.
On a alors

J—-1

g; = go+ E (gk+1 - .GA:).

k=0
La série de terme général gr.1 — gp est normalement convergente, et la dé-
monstration précédente a montré qu'elle converge presque partout.

Remargque 2.6.10. — La démonstration ci-dessus a en fait prouvé une réci-
proque parfielle du théoreme de Lebesgue : si une suite f; converge dans
L', on peut en extraire une sous-suite qui converge presque partout et qui
est majorée en module par une fonction sommable fixe. Aucune de ces deux
propriétés n'est vraie, en général, pour la suite f; elle-méme.

Erercice 2.6.11. — On considére la suite f; de fonctions sur [0, 1] ainsi définie.
S )

L'entier j s'écrit de maniére unique sous la forme j = 2% 4+ avec 0 <1 < 2¥;

a fonction f; est égale & &k dans U'intervalle [[27%, (1 + 1)27%] et & 0 ailleurs.

la fonction f; est lea kd ling lle [(27%, (1 +1)27%] et & 0 aill
ontrer que [ f; tend vers 0, mais que la suite f;(z) ne converge en aucun

Mont J fj tend vers 0, 1 te f; g

point, et que la seule fonction qui majore toutes les f; est la constante +oco.
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2.6.12. Espace L!(A). — Si A est un sous-ensemble de mesure > 0 de B,
on peut de méme définir I'espace L'(A) des classes de fonctions sommables
sur A. C’est un espace de Banach pour la norme [1 |f(2)| de. 11 s'identifie
au sous-espace fermé de L!(R") constitué des classes de fonctions nulles (p.p.)
dans le complémentaire de A.

Théoréme 2.6.13. — Soit Q un ouvert de R". L’espace des fonctions conti-
nues & support compact dans Q est dense dans L(Q).

D’aprés le théoreme 2.3.10, Pouvert £ est réunion d'une suite exhanstive de
compacts K. Soit 8; une fonction continue, & valeurs dans [0, 1], égale & 1 sur
K et a support dans (.

Soit. fi la fonction égale & f dans O et & 0 ailleurs. Elle appartient, & L!(B")
et il existe douc des ; continues et & support compact dans R" telles que
Ln |fi —@j| = 0. Les intégrales sur {2, qui sont inférieures, tendent aussi
vers 0 et on a done [, |f — ¢;| — 0.

Nous allons montrer que les fonctions ¢;0;, qui sont & support compact
dans 2, tendent vers f dans L*(Q). On peut écrire

‘I./“(:L')—Hj(:zr)cpj(a:)l(lg_: < / |f(2)—0;(x) f(x)| do + / Oi(x) | f(x)—pj(z)| de.
Ja Ja Ja

La seconde intégrale est majorée par celle de |f — ;| et tend donc vers 0.
Quant & la premiére, elle tend également vers 0 d'aprés le théoreme de Le-
besgue : la fonction & intégrer est majorée par |f| qui est sommable, et elle
tend vers 0 presque partout. Cela acheve la démonstration.

Ezercice 2.6.14. — Démontrer que l'espace L'(Q) est séparable (définition 2.4.3). En
utilisant le théoreme de Stone-Weierstrass, on montrera que les fonctions #;P, ol ; est
comme ci-dessus et ol P est un polynome a coefficients rationnels, sont partout denses.

Théoréme et Définition 2.6.15 (Espace L*(R")). — C’est 'espace des
classes de fonctions de carré sommable, pour la relation d’'équivalence f=g p.p.
(a) Muni du produit scalaire

(o) = [ falg@ de, (2.13)

l'espace L? est un espace de Hilbert séparable.
(L) L'espace Co(B™) est partoul dense dans L* ("),

L’expression (2.13) est bien définie et ne dépend que des classes de fonctions f
et g. Nous avons vérifié au n°1.5.4 toutes les propriétés d’un produit scalaire
a l'exception de la suivante. Si (f|f) = 0 chaque représentant de f est nul
presque partout, ce qui signifie précisément que f = 0.
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Montrons que l'espace L° est complet, par une démonstration analogue 3 celle du
théoréme 2.6.8, en montrant qu'une série (de terme général u,) normalement convergente
n
dans L~ est convergente.

En posant vy (2) = |un ()], on a

Hznn nLnnLa = ZuunnL- < }jnunuL

En posant h(x) = (325 Jun (x 1}“ on a donc [ h(x)dr < (35 |[uall 2)" d’aprés le théoréme
de Beppo- Lew. En particulier, 'ensemble A des points @ ot h{r) = +o0 est de mesure nulle.

Eu tout point » du complémentaire de A, la série numérique de terme g,ulm al |un ()] est
absolument convergente et donc convergente. Les fonctions Sw(w) = Zu tn () convergent
donc presque partout vers une fonction S vérifiant S(x) < h(a)¥? p.p. Les fonctions
|S(x) — SN(.'L')lL‘ sont majorées par la fonction sommable fixe 4h et canvergent presque par-
tout vers 0. D'aprés le théoréme de Lebesgue, on a done

a
/ |S(x) — Sw(w)|” do — 0,
N—ox
ce qqui exprime le fait que la série 3~ u, est convergente dans L* et de somme S. Cela achéve
la démonstration du fait que L? est complet.

Démontrons maintenant la partie (b) et montrons qu'une fonction f € L, que 'on peut
supposer a valeurs réelles, peut étre approchée A & prés par une fonction continue a support
compact. Considérons d’abord pour tout j la fonction fj, égale & 0 si |¢] > )| > 4,
et égale & f(«) dans le cas contraire. Les fonctions |f; — f|* sont majorées par |f|* et tendent
vers 0 presque partout, et il vésulte du théoréme de Lebesgue que || f;—f]|;» tend vers 0. On
peut done fixer j tel que || f;—f]l;2 < /2.

La fonction f; appartient 4 L'. En effet, [ |f;(x)| dx = [|f;(x)| 1, dz, en notant B; la
J it . ;

boule de rayon j et on a [ |f;i(x)| de < j(B;)/?||f|| - par l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Le nombre a > 0 étant & déterminer ultérieurement, on peut trouver une fonction ¢ continue
& support compact telle que || f; — ¢l < a.

Posons #(r) = sup {—j,inf {j, p(x)}}. Clest encore une fonction continue a support
compact, et on voit facilement que Uon a |f; — ¢| < 2j et |f; — | < |fj — ¢| en tout point.
On adonc ||fj —¢|[;1 Saet

1= e = [ 130 = 6 o < [ 24105000 = (o] die < 2

1l suffit de choisir maintenant a = ¢*/8j et on a trouvé une fonction ¥ € Co(R™) telle que

If =

Il reste & prouver que L° est séparable. Nous allons montrer que 'ensemble dénombrable
constitué des fonctions de la forme 1, P, ou j € M et oit /7 est un polynéme a coefficients
2

rationnels des variables xy,... , In, est dense dans L (R").

Soient donc f € L7 ot £ > 0 donnés. II est d’abord possible de trouver une fonction ¢
continue et a support compact telle que ||f — ¢]|,» < £/2. Soit j tel que le support de  soit
contenu dans B;, le théoréme de Stone-Weierstrass nous assure que pour tout a > 0, 11 est
possible de trouver un polynéme @ tel que SUDye g, Je(a) — Q(z)] < a. En approchant les
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coeflicients de @ par des nombres rationnels, il est done possible de trouver un polyndme P
a coeflicients rationnels tel que sup,. 5 |¢(z) — P(2)| < 2a. On a alors
Py

J ‘ LQ(E") —‘

¢—1, P|| = / lo(x) — P(x)|* dr < 4a” pu(B;).
Bj
11 suffit de choisir o = 2/(41/p(B;)) pour terminer la démonstration.

. > ) s . . p 4
Exercice 2.6.16. — Démontrer que si une suite f; converge vers f dans L-,
on peut en extraire une suite qui converge presque partout vers f. On pourra

oy . . . )
considérer les fonctions g; = | f — fi[”.

2.6.17. Espace L>(A). — Si A est un sous-ensemble de mesure > 0 de
R", on peut de méme définir l'espace L>(A) des classes de fonctions de
carré sommable sur A. Clest un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(g eay = [ f(z)g(z) de. 11 s'identifie au sous-espace fermé de L2(B")
constitué des classes de fonctions nulles (p.p.) dans le complémentaire de A.

L’espace L*(A), comme d’ailleurs tout sous-espace fermé F' d’un espace de
Hilbert H séparable, est lui-méme séparable. Il suffit de prendre les projec-
tions orthogonales sur F' des éléments d'un ensemble dénombrable dense dans
H pour obtenir un sous-ensemble dénombrable dense dans F. Dans ce cas
particulier, la projection de f sur L?*(A4) est tout simplement la (classe de)
fonction égale & f sur A et a 0 ailleurs, identifiée & f] .

Théoréme 2.6.18. — Soit Q un ouvert de B". L’espace des fonctions
continues & support compact dans Q est dense dans L*(§2).

La démonstration, que nous laissons au lecteur & titre d’exercice, est identique
4 celle que nous avons donnée dans le cas ) = B", en remplagant les boules
Bj par une suite exhaustive de compacts de €.

Théoréme et Définition 2.6.19 (Espace L¥(R"))

C’est l'espace des classes de fonctions essentiellement bornées pour la rela-
tion d’'équivalence f = g p.p. Muni de la norme (notée souvent |||, )

[fll L= = supess|f(2)], (2.14)
aEpn
L™ est un espace de Banach.

Il est clair, aprés le passage au quotient, que [|-|| o est une norme, et il reste &
rouver que L™ est complet. Soit donc f; une suite de Cauchy d’éléments de

P { P b y

L%, dont nous choisirons pour chaque j un représentant (noté encore f;). Soit

Ai’f = {a| [f5(z) = fu(2)] > |5 = full Oo}. C’est un ensemble de mesure gulle,

et il en est donc de méme de A = | ik Ajp.. En dehors de A, la suite des f; est

de Cauchy pour la norme uniforme, et converge donc uniformément sur 0A
vers une fonction f hornée sur [A. En prenant la classe d’équivalence (notée
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encore f) des prolongements de f a B", il est clair que l'on a |[f — fj[l., =0
et le résultat.

On peut montrer que l'espace L™(R") n'est pas séparable. et 'exercice
suivant montre que les fouctions continues & support compact ne sont pas
denses dans L°°.

Ezercice 2.6.20. — Démontrer que I'adhérence dans L™ de 'espace des fonc-
tions continues & support compact est I’espace des (classes des) fonctions conti-
nues tendant vers 0 4 U'infini.

2.6.21. Espace L™(A). — Si A est un sous-ensemble de mesure > 0 de
R", on peut de méme définir l'espace L™(A) des classes de fonctions es-
sentiellement bornées sur A.  C’est un espace de Banach pour la norme
1fllpse(ay = supessy[f(z)]. Il s'identific au sous-espace fermé de L*(R")
constitué des classes de fonctions nulles (p.p.) dans le complémentaire de A.

Proposition 2.6.22. — Soit A un sous-ensemble de B" vérifiant pu(A) <
00. On a alors L>(A) C L*(A) c LY(4).

/4 If ()] de < / 1112 dz = || fI1% p(A),

et, en utilisant Cauchy-Schwarz,

/ |f(x)| dz = / [f(@)] 2, () da < || fllg p{A) 2.
JA .

On a en effet

Comme le montreront les exercices qui vont suivre, ces inclusions sont
strictes. Dans B" entier (ou dans un ensemble de mesure infinie). on n'a
d’inclusion dans aucun sens, et on ne dispose que de la proposition suivante.
Toutefois (voir I'exercice 2.6.26), si on se prémuit contre la présence de pics
trop pointus, on retrouve la situation que 1'on avait pour les espaces de suites
(I* 1?2 C ™).

Proposition 2.6.23. — Pour tout sous-ensemble (de mesure > 0) de R?,
on a LY(A)N L=(A) C L*(A).

On a en effet

/ @) de < / 17l £ )] e < [l 11 -
A

Exercice 2.0.24. — Montrer que sur [0, 1], en utilisant par exemple des fonc-
B2 s y
tion o — a~%, les inclusions de la proposition 2.6.22 sont strictes.
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Exercice 2.6.25. — En considérant des suites a; bien choisies, et en formant
une fonction continue f nulle hors des mtmvcmlles i—aj.j+a J] linéaire dans
chaque intervalle [ — «j, 7] et [7,) + ], et vérifiant ]‘( ) = 4, montrer qu’il
existe des fonctions contimes appartenant & LY(R) et pas & L*(R), ainsi que
des fonctions continues appartenant a L?(B) et pas & L>(R).

Erercice 2.0.20. — Soit A l'espace des fonctions uniformément continues de
. . B -
" dans C. Démontrer que 'on a ANLY C ANL? C AN L™,

2.6.27. Espaces locaux. — On dit qu'une fonction f définie dans un ou-
vert Q de B" est localement sommable s1 powr tout compact I de £ on a
| o Lf () équivalent de dive (Borel-Lebesgue) que chaque point
de € posséde un voisinage dans lequel f est sommable.

On note LL (€2) le quotient de 1'espace des fonctions localement sommables
par la relation d’équivalence f = g p.p.

On dit de méme ¢gu'une fonction est localement de carré sommable dans
€. si sa restriction 4 chague compact de © est de carré sommable. On note
{
o . . n . »
Li,.(Q) le quotient de I'espace des fonctions localement de carré sommable par
la méme relation d’équivalence.

On définit enfin par le méme procédé U'espace LS. () des classes de fonc-
tions qui sont essentiellement bornées sur chaque compact. D’apres la propo-
sition 2.6.22, on a L£{5.(Q) C L (Q) C L].(€).

loc

Ces espaces ne peuvent pas étre munis de normes raisonnables. Le lec-
tewr powrra voir dans I'appendice C qu’ils peuvent &tre munis d’une structure
d’espace de Fréchet.

2.7. Séries de Fourier

On se donne dans cette section un nombre T > 0, et on pose w = 27 /T.

Si f est une fonction définie sur B et vérifiant f(1—T) = f(¢) p.p.. il en est
de méme de toute fonction égale presque partout & f. On dit qu'une classe de
fonctions f est T-périodique si 'un quelconque de ses représentants vérifie la
propriété ci dessus.

On définit 'espace L% comme ¢hant 'espace des (classes de) fonctions T-pé-
riodiques localement, de carré sommable. Pour qu'une fonction T-périodique
appartienne & L%, il suffit qu'elle soit de carré sommable sur un intervalle
période ([0.T] par exemple), tout compact de B pouvant étre recouvert par
un nombre fini de translatés [T, (k + 1)T| de celui-ci. Tl en résulte que
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Papplication de L2 dans L2([0.7) qui & f fait correspondre sa restriction
Pl T 1 . [
4 [0.7T] est un isomorphisme.

. 9 . . .
L'espace L3 sera muni du produit scalaire

T .
(flg) = /[ F(6)gl@) dt/T.

. . \ . . 4 . . 9
A la normalisation de la mesure pres, il est isométrique & L=([0,7]) et est donc
un espace de Hilbert.

Théoréme 2.7.1. — Les fonctions e,(t) = P!, p € Z, formenl une base
. . By
hilbertienne de L.

Il est treés facile de prouver le caractére orthonormal de cet ensemble, et il
reste A prouver que le systéme des e, est total. Nous en proposons deux
démonstrations.

La premieére s’appuie sur les connaissances antérieures du lecteur sur les
séries de Fourier. Nous n’aurons besoin que de I'énoncé tres faible suivant :
si f est une fonction T-périodique de classe O™, sa série de Fourier converge
uniformément vers f (un énoncé plus fort et sans doute connu du lecteur est
rappelé dans le théoreme 6.3.3).

D’autre part, nous verrons dans le prochain chapitre (théoréme 3.5.1) quan
élément de L*([0,T]) peut étre approché en norme L* par des fouctions de
classe C° A support compact dans ]|0,7[ (nous ne connaissons pour le mo-
ment que Uapproximation par des fouctions continues & support compact
(théoreme 2.6.18) ce qui serait insuffisant ici).

Soient maintenant f € L3 et ¢ > 0. Soit ¢ une fonction C°° A support
compact dans 0,77 telle que ’oT |F(t) — ()] di < /2. La fonction F(t) =
> pe p(t — pT) est T-périodique de classe C™ ef coincide avec ¢ dans [0, 7.
On a donc ||f — &

2 < e/2. D’autre part. il existe une somme partielle Sy
de la série de Fourier de ¢ qui vérifie sup; |@(t) — Sy ()| < &/2. ce qui entraine
que fDT |G(t) — Sy (t)* dt/T < €2/4. On a donc également || — 5_.\.’||L§, <e/2
Nous avons donc pu approcher, i e prés en norme, la fonction f par la fonction
Sx qui est une combinaison linéaire des e),.

La seconde démonstration n'utilise aucune connaissance préalable sur les
séries de Fourier. Etant donnés [ et £ comme ci-dessus, on choisit une fonction
© continue a support compact dans ]0. 77 telle que ]OT [/ (1) — o(®)]? dt < e/2.
On construit sa périodisée @(t) = Zpe; p(t — pT) qui est continue, T-pé-
riodique et vérifie || f — @] 2 <€ /2. On s’appuie maintenant sur le théoréme
de Stone-Weierstrass qui affirme (voir exemple 2.3.22) qu’il existe un polynéme
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trigonométrique P(t) = > 1__, Anen(t) tel que sup;[¢(¢) — P(t)] < €/2. On
conclut comme ci-dessus.

En explicitant dans ce cas particulier le théoremne 2.5.14 relatif aux bases
hilbertiennes, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.7.2. — (a) Tout élément f & LET peut se décomposer de facon

unique sous la forme
F=3 e e,
PeC

la série convergeant en moyenne quadratique (c’est-a-dire pour la norme de
LT) Les composantes c,(f) sont données par

eo(f)=(f|ep) = / ftye Pt dgt)T,

et vérifient -

T
/ |f(¢ )|' dt)T = Z Icp(f (Bessel-Parseval)
Jo

PET,

P Y ooy 4 ” a Y Yre ¢ NrEto) ” 2
(b) Réciproquement. étant donnés des scalaires v, vérifiant 3 o |yp|” < oo,
la série Y~ v converge en moyenne quadratique vers une fonction f € L
telle que 'on ait ¢,(f) = 7,.

Ce théoreme caractérise complétement les fonctions de carré sommable en
termes de leur séries de Fourier. Il me fournit toutefois que la convergence
en moyenne quadratique, et ne dit rien sur la convergence ponctuelle. Un
théoreme considérablement plus difficile (L. Carleson, 1965) assure que les
somumes partielles symétriques de la série de Fourier d'une fonction f € L%
convergent presque partout vers f.

Erercice 2.7.3. — Soit f une fonction T-pér iodique deux fois contintunent dé-
rivable. Démontrer que l'on a |c,(f)] < C™ [p|”~ pour p # 0. En déduire que
la série de Fourier de f converge uniformément vers une fonction g continue
T-périodique. En utilisant le théoréme 2.7.2, démontrer que l'on a f = g et
que la série de Fourier converge donc uniformément vers f. (Cela n’apporte
rien si on s'est appuyé sur ce résultat pour démontrer que les e, forment un
systeme total. Par contre, si on a utilisé le théoréme de Stone-Weierstrass,
on obtient un résultat de convergence uniforme sans aucime analyse du noyau

S“l\ I])_Jf)

Ezercice 2.7.4 (Polynémes et fonctions d’Hermite)

PO —p N
(a) Démontrer que l'on a (d/dz)"e ™" = (—1)"e™* Hy(z), ot H,, est un po-
lynéme de degré exactement n dont on calculera le terme de plus haut degré.



2.7. SERIES DE FOURIER 67

(b) On pose

N —x*/2

U, () =che H,(x),

ol ¢, est une constante qui sera choisie ultérieurement. Montrer que les ¥,
appartiennent & L?(R) ef calculer les produits scalaires (U, | T,);.. On rap-
pelle que [ e ™ da = 712 On pourra intégrer p fois (ou ¢ fois) par parties.
(c) En déduire que, en posant ¢, = 7~ Y42 "/2(n)=1/2 les fonctions T,,.
n € N, forment un systéme orthonormal dans L?.
(d) On se donne f € L? tel que l'on ait [ e " /2P(x)f(x)dx = 0 pour tont
polynéme P. On pose g = e~ /2f. Montrer que g € L*(B). En anticipant
sur la suite du cours (voir le théoréme 9.1.5). on admettra que si une fonction
sommable g a une transformée de Fourier §(€) = [ e™'*$g(z) dv identiquement
nulle, alors ¢ est nulle presque partout.
(d1) Pour £ fixé, démontrer qu'il existe une suite de polynémes @, telle que
Ton ait

Qn (.’L') — emirg et lQH(m)l < e[.uf[

n—-od
pour tout x (on développera e™™< en série entitre).
(d2) En déduire que §(€) = 0 et que f =0.

(e) En déduire que les fonctions d'Hermite ¥, forment une base hilbertienne
de L*(R).



CHAPITRE 3

FONCTIONS DIFFERENTIABLES ET
APPROXIMATION

Le point important de ce chapitre est le fait qu’il existe “beaucoup”™ de
fonckions de classe O™ & suppori compact. Il en existe suffisanunent pour
disposer de partitions de l'unité, pour pouvoir effectuer des troncatures et
pour que l'espace C3%(Q) soit dense dans de nombreux espaces fonctionnels.

Le lecteur trouvera dans la section 3.1 un minimum de rappels sur le caleul
différentiel dans B", assorti de notations trés utiles. Un point de vue plus
intrinseque est développé dans U'appendice A.

3.1. Espaces de fonctions différentiables

Rappelons quune application f définie dans un ouvert 2 de B et & valeurs
réelles ou complexes est dite diflérentiable au point » ¢’il existe une forne
linéaire L, appelée différentielle de f au point x telle que 'on ait

Fle+h)= f(z)+ L(h) + |/1| ‘(h), avec }lil}})h'(h) = 0.

La forme linéaire L est souvent notée df (z) et L(h) s'écrit alors df (x)-h ou bien
(df (), h). C'est un élément de l'espace L(B",R) (le dual de B") on L(B",C)
selon les cas. Si [ est différentiable en z. ses dérivées partielles existent en ce
point et on a df (z) - h =3 df/Ox;(x) h;. La réciproque est fausse, mais on a
le résultat suivant.

Théoréme et Définition 3.1.1. — Soit [ définie dans Q. Les deux pro-
priétés suivantes son équivalentes.

(a) Les dérivées partielles Of /Ox;i(x) existent et sont continues dans .

(b) La fonction f est différentiable en toul point, et 'application x> df (),
de Q dans L(B",C) est continue.
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On dit que la fonction [ est contindment différentiable — ou de classe C1 —
dans §) si ces propriétés sont vérifides. et on note ) l'espace des fonctions
de ce type.

Remarque 3.1.2. — L’expérience et ’histoire montrent que, méme en dimen-
sion 1, 'espace des fonctions différentiables en tout point doit étre considéré
comme un “mauvais” espace : son étude est difficile et il possede peu de
propriétés intéressantes. Le point de vue qui a prévalu est de s'intéresser
principalement ou bien aux fonctions contintiment différentiables, ou bien a
une notion beaucoup plus faible de dérivée (dérivée au sens des distributions)
que nous étudierons plus loin.

Si f est de classe C', ses dérivées partielles qui existent en tout point
peuvent étre elles-mémes de classe C1, anquel cas on dit que f est de classe
C?. Par récurrence. on définit I'espace C*(Q) des fonctions f dont les dérivées
partielles df/Oxz; appartiennent & C*71(Q). On dit enfin que f est de classe
C™> si elle est de classe CF pour tout k.

Le lecteur connait bien le lemune de Schwarz qui assure que, pour tout

FECN), ona
dr; \ Ox; - x5 \Owi )

Il en résulte gque dans les dérivées partielles d’ordre & dune fonction de classe
Ck, l'ordre des dérivations n’intervient pas. Les notations suivantes nous se-
ront trés utiles.

3.1.3. Multiindices el notations. — On nobera x = (x1,... ,3,) le point cou-
rant de B” et |2| sa norme euclidienne. On appelle multiindices les éléments
a=(a1,...,q,) de ", Ceux-ci fournissent des notations commodes pour les
monodmes et les dérivations partielles

HerteoTan /f

f=00"...0"f= .

: 1 o Ouft ... Ozhn

1

La notation ci-dessus doit étre strictement réservée aux cas ot on sait que
l'ordre des dérivations partielles n'intervient pas, c’est & dire soit (lemme de
Schwarz) si f est de classe C*, k = a; +- - - + a,,, soit, comme nous le verrons
plus loin, en prenant les dérivées au sens des distributions.

L’entier ey + -+ + a, est noté |o|; on l'appelle longueur du multiindice
«. c’est le degré du monome 22, et l'ordre de la dérivation 9*. On notera
B < «a la relation d’ordre partiel Vi. 3; < «j. Enfin, la notation suivante
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pour les factorielles et les coefficients binomiaux généralisés permet d’avoir
des expressions concises et trés proches des expressions correspondantes en
dimeunsion 1.

ol = (11! ---CY.,,[ ¢ = a—l
ps o Ba—p)

Le lecteur n’éprouvera pas de difficulté & démontrer par récurrence les for-
mules suivantes.

3.1.4. Formule du bindme.

(x+y)* = Z (;) R TC

B
8.1.5. Formule de Leibniz. — Pour f et g de classe I, on a
pun =5 (St
A<a ﬂ
3.1.0. Formule du multinome. — Pour z € B" et A€ N, on a
. 51,
(X1 + 0+ - +2,)" = Z o z®.
| =k
3.1.7. Formule de Taylor. — Nous donnerons ici la forme intégrale du

reste, qui a Pavantage d'en donner une expression exacte et qui permet d’en
obtenir les majorations les plus précises.

Théoréme 3.1.8. — Soit f de classe C™* ! dans un ouvert contenant le
segment [a,b], on a
[}
HOEEY (—b—a,i‘)—aaﬂa)w, (3.1)
laj<m ‘
avec
(b—a)® (1 , >
R=(m+1) Z T_/ (1—=8)" 0% (a+1t(b—a)) dt.
! 0

la]=m+1

Nous rappelons au lecteur la forme correspondante pour les fonctions d’une
variable de classe C™*! dans l'intervalle [0, 1]

m 1 dk(‘D 1 1 . dm_;.l(p
v(1) _Z (0) + (1-1) P

k=0

m! [y
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qui s’obtient en intégrant m fois par parties I'intégrale du membre de droite.
Nous allons appliquer cette formule 4 la fonction ¢ définie sur [0, 1] par p(t) =
fla +th) en posant h = b —a. On a facilement ©'(t) = >, hid;i f(a + th) et
par récurrence

n n ok /

J
(B gy — s
e (t) = 5 E hiy <. hiy, Do, .. D, (a+th).

i1=1 ip=

Regroupons tous les termes égaux a h*d”f(a + th) dont le nombre est égal
a kl/(eq!. . ap!) (Cest exacrcmnut le méme calcul que celui qui établit la
formule 3.1.6). On obtient *) (¢ = 2 jaj=k (B a)h® 0°f (a + th) et la for-
mule (3.1) en résulte 11111'11ed1ate111ent.

Corollaire 3.1.9 (lemme de Hadamard). — Soit f une fonction de
classe C™*Y définie dans B" et s’annulant ¢ Uorigine. Il existe des fonctions
G1.--. :gn appartenant a C™ telles que l'on ait f(x) = Y7 xigi(z).

La formule de Taylor écrite & I'ordre 0 fournit la décomposition

‘1
flz) = f(0) + Z T /0 Oif(te)dt =0+ Z:l;igi(.7:).

Il reste & montrer que les fonctions g; sont de classe C™ dans B", ce que
le lecteur démontrera facilement & titre d’exercice, a I'aide du théoréeme de
Lebesgue et du théoréme de dérivation sous le signe somme.

Nous verrons plus loin (exercice 3.2.8) que ce lemme est valable, ainsi que ses
extensions ci-dessous, en remplagant B par un ouvert quelconque contenant
I'origine.

Euxercice 3.1.10. — Soient k < m et f € C™H(R") nulle & l'origine ainsi que
ses dérivées particlles d’ordre < k. Démontrer que 'on a la décomposition
suivante f(z) = Z|a|:lr.4»1 2 g, () avee g, € CMTR(RY).

Ezercice 3.1.11. — On se donne maintenant f(¢,z) de classe C™*! dans
BY x BN vérifiant f(¢,0) = 0 pour tout ¢. Démontrer que 'on a f(t,2) =
S migi(t, ) avec g; € C™(R"TP). Géndraliser au cas ol les dérivées par-
tielles jusqu'a l'ordre £ s’annulent pour z = 0.

3.1.12. Fonctions composées. — Soient {2 un ouvert de B" et & = y(z) =
(x1(z);... ,xp(a)) une application de € dans B’. On dit que yx est de classe
C* si les applications composantes y; sont de classe cr.

Soit maintenant ' un ouvert de B qui contient y(£2), et soit f une appli-
cation de classe C* de Q' dans B ou €. L’application f o v est alors de classe
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C* dans Q et on a

PV P O
d—({%ll(l) = Z o (x(a ))d\l(l) i=1,...,n. (3.2)

Le membre de droite est une sonune de produits de fonctions de classe CF—1,
le premier facteur étant lui-méme une fonction composée. Pour & > 1 il est
donc possible de calculer les dérivées d’ordre supdrieur de f oy en utilisant
récursivement la formule de Leibniz et la formule (3.2) elle-méme. Les formules
explicites sont passablement compliquées, méme pour n = p = 1.

Ezercice 3.1.13. — Sous les hypothéses précédentes, pour m < & montrer que ['on a
0171 (f \) r Dm a\l
- T
Bon - B Z 2 T, ) H D,
1= Iy =

+ Y b (@)@ ) e (2).

NenPsiN <m

oil les fonetions hy, que 'on ne cherchera pas a calculer explicitement, ne dépendent que des
v et de leurs dérivées et sont de classe ch-m

Exercice 3.1.14 (Formule de Fae de Bruno). — Soient f et g deux fonctions définies sur B
de classe C'. Démontrer que l'on a

n

d n! , f’() my fq(.‘) my
dur gof(x) = Z;}T%;q—!!lm(f(:r)) (1—'1) ( ! ) Y

q!

ou la somme est étendue A toutes les suites finies d'entiers vérifiant my+2ma+---4gqmy, = n,
et ot on a posé p =1y +ma+ -+ my.

Partitions de ’unité C=

Les espaces suivants seront d'utilisation courante. On désiguera par Q@ un
ouvert de B", par I un compact de B" et par m, soit un entier > 0 soit le
symbole oc.

3.2.1. L'espace C™ (). — C’est l'espace des fonctions m fois contintiment,
différentiables dans Q. En particulier, 'espace CY(Q) (noté aussi C(Q)) dé-
signe 'espace des fonctions continues dans 2 et C°° désigne l'espace des fonc-
tions indéfiniment dérivables.

3.2.2. L'espace CJt. — Clest I'espace des fonctions appartenant & C"(R") &
support dans K (c, est-a-dire nulles hors de K).
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3.2.3. L'espace C§*(Q). — Clest la réunion des espaces C}} lorsque K par-

court 'ensemble des compacts contenus dans 2.

Il n’est pas compléetement évident qu’il existe des fonctions de classe C™ 3
support compact. Le lemme suivant nous sera utile.

Lemme 3.2.4. — (a) La fonction ®, définie sur R par ®(t) = e~ pour
t >0 et par 0 sinon, est eroissante, de classe C™, nulle pour t <0 et stricte-
ment positive pour t > 0.

(b) Il existe une fonction U définie sur R, croissante et de classe (%9, telle
que Uon ait U(t) = 0 pour t <0 et V() =1 pourt > 1.

1l est facile de démontrer, par récurrence sur k, que l'on a, powr t > 0, la
relation ®¥)(¢) = e~1/*P,(1/t) ol P est un polynéme. Il en résulte que
limg_,0 @) () = 0 ce qui assure que ®*~Y est dérivable & droite & I'origine
et que cette dérivée est nulle. On obtient donc @ € C(R) et les autres
propriétés de @ sont évidentes.

Considérons maintenant la fonction g définie par g(t) = ®(¢)®(1 — ¢). Elle
est positive, de classe C™ et est nulle en dehors de [0,1]. Posons I = [_ g(t) dt.
La fonction )

ot
T(t) =171 /_ g(s)ds

vérifie les conditions de la partie (b).

Corollaire 3.2.5. — 1l existe des fonctions non identiquement nulles ap-
partenant ¢ C§°(R"). Plus précisément, étant donnée une boule ouverte
B(a,r), il existe une fonction v € C§°(R") strictemnent positive dans cette
boule et a support dans son adhérence.

11 suffit de poser
o(x) = O(r? — |x—al?).

Corollaire 3.2.6. — Soient Q0 un ouvert de B" et K un compact contenu
dans Q. Il existe une fonction f € C§°(Q) ¢ valewrs dans [0,1] et égale ¢ 1 au
voisinage de IC,

Powr chaque » € K, on peut trouver une boule B, centrée en x dont 'adhé-
rerice est contenue dans 2. On peut lui associer, en multipliant la fonction
du corollaire précédent par une constante assez grande, une fonction positive
@, & support dans By, de classe €™ et qui vérific .(x) > 1. Les ouverts
Ve = {y| ¢x(y) > 1} constituent un recouvrement ouvert de K, dont on peut

extraire un recouvrement fini V..., Vo,
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. . N .. . N o TS
La fonction h = 3.7 ¢, est positive, appartient & C5°(Q2), et vérifie h(z) >
1 au voisinage de IX. La fonction f = W h vérifie les conditions voulues, ¥
étant la fonction du lemme 3.2.4(b).

Ezercice 3.2.7. - Soient Ky,... K, des compacts disjoints de B" et soient
fi,-.. . fp, des éléments de C*(R"). Montrer qu'il existe f € C§*(R") qui,
pour chaque j = 1,... ,p vérifie f(a) = f;(z) an voisinage de K;.

Exercice 3.2.8. — (Lemme de Hadamard dans un ovvert) Soient £ un ouvert

de B" contenant l'origine et f € C*°(2) s’annulant & l'origine. Montrer qu'il
existe des fonctions g; € C°(Q) telles que Ton ait f(z) = Y. zigi(x) (on
considérera une fonction ¢ de classe C'™ égale 4 1 au voisinage de 0, & support
dans une boule contenue dans et on décomposera séparément la fonction
of, al'aide du lenune de Hadamard (corollaire 3.1.9), et la fonction (1 — ) f,
ce qui n'est pas difficile).

Théoréme 3.2.9 (Partitions de 'unité). —  Soit K un compact con-
tenu dans la réunion d’un nombre fini d’ouverts wy,... ,wn. Il existe alors
des fonctions xj,J = 1,... . N, appartenant a C5°(w;), comprises entre 0 et
1, telles que l'on ait

N

Z'\'/J‘ =1 au voisinage de K.

Jj=1

Compte tenu du corollaire précédent, la démonstration est essentiellement la
méme que celle du théoreme 2.3.25. D’aprés la proposition 2.3.24, il existe
des compacts I{; C w; dont la réunion contient I{. D’apres le corollaire 3.2.6
il existe des éléments ¢; de C§°(w;) compris entre 0 et 1, et égaux & 1 au
voisinage de /{;. On a donc Zj\r:l i(x) > 0 dans un voisinage V' de I{. Soit
encore 8 € C5°(V') comprise entre 0 et 1, égale & 1 au voisinage de K et posons
1o = 1 — 8. On voit facilement que les fonctions

W

Xj=—=v —: J=L...,N
Z[:O T/’lt
vérifient les propriétés voulues, le dénominateur étant une fonction de classe
C™ strictement positive dans tout B,
On peut en fait démontrer le résultat suivant, olt 2 est un ouvert de B", une hypersurface
ou une sous-variété de R" (voir appendice A), ou plus généralement une variété différentielle
qui est réunion dénombrable de compacts. Etant donnée une famille non nécessairement

finte d'ouverts (wi)izs, dont la réunion est Q entier, il existe une famille (a)aea d’éléments
de C§°(52) telles que :

— Pour chaque «, le support de ¢, est contenu dans 'un des w;.

— La famille des supports des o, est localement finie : chaque point posséde un voisinage
ne rencontrant qu'un nombre fini de ces supports.

— la somme des fonctions @a, qui est alors bien définie, est égale & 1 dans tout .



Ces partitiouns de ['unité permettent de définir ou de construire des “objets” globaux 2
pattir de données locales. Par exemple, la construction de I'intégrale de surface que nous
donnons dans la section A.3 dans le cas compact s'étendrait au cas d'une hypersurface
quelconque & 'aide du résultat ci-dessus.

Exercice 3.2.10. — Soit (aj) une suite numérique quelcongue. Démontrer
qu'il existe une fonction f € CS°(R) vérifant (d/dt)! f(0) = a; pour tout
entier j (théoréme de Borel). On considérera une fonction ¢ € C§*(R) égale
A 1 au voisinage de 'origine, et on posera

F=Ygi . g;i(t)=0(t/ej)at! /.
J
On montrera qu’il est possible de choisir les £; strictements positifs tels que
lon ait ‘(cl/dt)"’gj (t)| < 277 pour tont £ et pour b < j— 1.
Plus généralement, étant données des fonctions aj(zr) de classe C™ dans R", montrer
ste une fonction f(f,x) de classe C™° dans B" ! yérifiant 3 f(0,z) = aj(z) quels
que soient j et x.

Erxercice 3.2.11. — Soit F' un fermé quelconque de B". Démontrer qu'il
existe une fonction f € C®(B") telle que f~1(0) = F. On commencera par
monfrer qu'il existe une suite B; de boules ouvertes de B" dont la réunion
est OF (prendre toutes les bOllle de rayon rationnel et dont le centre a des
coordonnées rationnelles qui sont contenues dans CF). On prendra ensuite
pour chaque j la fonction ¢; fournie par le corollaire 3.2.5 et on montrera
que 'on peut choisir des £; > 0 tels que la fonction f = > e&jp; soit de
classe C™. Comme dans I'exercice précédent. on montrera qu'il suffit d’avoir
9° 9|l < 277 pour j > |af, et que cela n’impose qu'un nombre fini de
conditions sur chaque ¢;.

3.3. Convolution

Théoréme et Définition 3.3.1. — Si f et g appartiennent & LY(R"), le
produit de convolution f x g est défini par

(f*ag)( /f*z —y)g(y) dy = / gl —y) f(y) dy, (3.3)

Uintégrale étant bien définie pour presque tout x. FEn outre, la fonction fxg
appartient & LY et on a

1 *gllr < I Fllpellgle - (3.4)

Pour z fixé, le membre de droite de (3.3) est l'intégrale du produit de deux
fonctions sommables (de la variable ¥), produit qui n’a en général aucune
raison d’étre sommable. C'est le théoréme de Fubini qui nous assurera de la
sommniabilité pour presque tout z.
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Montrons d’abord que la fonction f(z — y)g(y) est sommable dans B*".
D’aprés le théoréme de Fubini pour les fonctions positives, on a

// @ —y)a(y)| dudy = / l9(y)] {/.If(;” — )] d:v} dy. (3.5)

Le changement de variable = =z — y, & y fixé, a un jacobien égal & 1. et on a
done

/ e —y)| do = / ) dz =1l

La coustante précédente sort de U'intégrale (3.5), et on obtient

// 1f (= )g)] dady = || f 1 llgll 1 < +2c.

La fonction f(z—y)g(y) est donc sommable dans B>", et le théoreme de Fubini
nous assure que la fonction y — f(x —y)g(y) est sommable pour presque tout
x et que la fonction (f * g) (v) définie par (3.3) est elle-méme sommable. On
a enfin

If % gllps = /'|<f*g) ()] da < // e = gl dedy = [l ol -

Il ne reste & vérifier que 'égalité de droite dans (3.3) (commutativité du produit
de convolution). Or, pour presque chaque z, la fonction f(z — y)g(y) est
sommable en y, et on peut effectuer le changement de variable z = 2 — y. dont
le jacobien vaut (—1)". On obtient donc

[ tte =ty = [ 1ot =) dz
ce qui achéve la démonstration.

Remarque 3.3.2. — Pour tout fermé F', on posera Fj, = {z|d(x. F) < p}. Les
propriétés suivantes résultent immédiatement de la définition (3.3).

— Si f est nulle (p.p.) hors d’un fermé F' et si g est nulle hors d'une boule
B(0,p), la fonction f g est nulle hors de F),.

—— S1 g est nulle hors de B(0, p), la valeur de f g en un point z ne dépend
que des valeurs de f dans B(z, p).

Corollaire 3.3.3. — Soit f € L} (B") et soit g € LY(R") nulle en dehors

loc
d’un compact. La fonction y— f(x—y)g(y) est alors sommable pour presque

tout x et la formule (3.3) définit un élément f+g de L}, .(B").
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Soit p > 0 tel que g soit nulle hors de B(0, p). Pour |z| < R, on a

[ ote =iy = /1'3(0 1oy 98D = (g ) ) 20) @)
JEn « | P

la fonction & intégrer étant nulle hors de B(0, R + p). Le membre de droite,
qui est le produit de convolution de deux fonctions de L!'(R") est défini pour
presque tout x et est sommable. Tl en résulte que f+g est sommable sur toute
boule B(0, R) et appartient donc & L] (B").

Théoréme 3.3.4. — Soient f € L}, .(R") et € CP'(B"), m=0,1,... ,0.
La fonction f * ¢ appartient alors ¢ C™(R"). On a en outre. pour o] < m

9*(fxp)=fx0%. (3.6)

On péut se borner & démontrer le théoréme lorsque f € L'(B"), ce que nous
supposerons par la suite. En effet, il suffit de prouver que f x ¢ est de classe
C™ dans chaque boule fixée B(0, R) de R", et la démonstration précédente,
dont nous gardons les notations, montre que dans cette boule, la fonction
f * v coincide avec le produit de convolution de ¢ et de la fonction sommable

1B(D,R+p) f-

Considérons d'abord le cas ot m = 0. Pour prouver la continuité de f * ¢,
appliquons le théoréme de la convergence dominée (théoréme 1.2.4) &

(f % 0) () = /'w(:vry)f(y) dy, (3.7)

ol x; est une suite tendant vers un point xp. La fonction ¢ est continue
& support compact et donc bornée. Les fouctions & intégrer dans (3.7) sont
done majorées par la fonction sommable fixe (max|y|) |f(y)|. D’autre part,
elles convergent pour chaque y vers p(29 — y).f(v) par continuité de . On a
donc

tim (f * @) (zj) = (f * ) (20),

ce qui démontre le théoréme pour m = 0.

Montrons maintenant (3.6) pour |o| = 1. La continuité de 9;(fxy) = f*x0ip
résultera alors du cas m = 0 déja étudié, et le cas |a| < m quelconque s'obtient
par une récurrence évidente. Appliquons le théoreme de dérivation sous le
signe somme &
ad_ / oz —y)f(y)dy.

Ti.
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La fonction & intégrer est dérivable partout par rapport an “parameétre” x; et
Ia fonction

)0z {p(x —y)f(y)} = Oo(w — y) fy) (3.8)
est majorée en module par la fonction (max |di¢|) | f(y)] qui est sommable en y
et indépendante de z. On peut donc appliquer le théoreme 1.2.6 & (3.8) et on
obtient (3.6) pour |a| = 1. Cela achéve la démonstration du théoréme 3.3.4.

Exercice 3.3.5. — Montrer que, pour [ € Cf’(IP") et ge Ci(R").ona fxg €
CPTUR") et que. pour |a| < p et |A] < q. on a °F(frg) = 0°f x 3.
Exercice 3.3.6. — (a) Montrer que, pour deux fonctions f et g appartenant a
L*(R"), la formule (3.3) fournit une fonction bornée définie en chacue point,
et que T'on a [|.f * gl oo < [[f g2 llgll £2-

(b) Démontrer, toujours pour f et ¢ dans L2, que la fonction fxg est continue
et tend vers 0 & 'infini (en utilisant le théoréme 2.6.15(h), on montrera que
[ * g est limite uniforme de fonctions continues a support compact).

Frercice 3.3.7. — (a) Monhel que, si f € L*(B") et g € LYB"), on a
frge LP®") et || f* gl < . On montrera d'abord que

[ 11 =15 = g o) de dyd= < 1715z ol
en utilisant Cauchy-Schwarz.
(b) Montrer que, si f € L>¥(B") et g € LY(B"), on a f*g € L>(E") et
If % gl < I

L llgll g1
3.4. Régularisation

Comme nous l'avons vu, si une fonction g est nulle hors de B(0,¢), la valeur
de f g au point & ne dépend que des valeurs de f dans B(x,e). Side plus la
fonction g est d’intégrale 1 et positive, f+g(x) devient une moyenne pondérée
des valeurs de f dans B(xz,¢). Pour £ petit, on peut donc espérer que f « g
soit proche de f.

3.4.1. Approximations de ['identité. — Soit y une fonction de classe C°F,
positive, a snpport dans la boule unité et d’inté,&arale égale & 1 (il suffit de mul-
tiplier la fonction fournie par le corollaire 3.2.5 par une coustante convenable
pour ajuster son intégrale). Nous dirons que la famille de fonctions suivante

. —_ ~ N
X:(2) = e "x(a/e).
est une approximation de l'identité. Les fonctions y. appartiennent a Cgc.

sont positives, d’intégrale égale & 1 et ont leur support dans la boule de rayon
€ centrée A I'origine.
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La terminologie est classique. mais “approximation réguliere de §” serait
une dénomination plus appropriée. Comme nous allons le voir, ce sont les opé-
rateurs de couvolution par y. qui convergent vers I'opérateur identité. Nous
montrerons plus loin que les . eux-méme convergent au sens des distributions
vers la masse de Dirac 4.

Exercice 3.4.2. — Soit K un compact contenu dans un ouvert 2. Pour € assez
petit. on considere la fonction g égale & 1 si d(x, K) < 2¢ et & 0 sinon, et on
pose f = g .. Montrer que 'on obhtient ainsi une autre démonstration du
corollaire 3.2.6.

Théoréme 3.4.83. — Soit x: une approvimation de lidentité.

(a) Si f est une fonction uniformément continue dans R" (et notamment si f
est continue & support compact), les fonctions f+x. convergent uniformément
vers [ dans B

(b)Y Pour toute f € L*(B™), les fonctions f * y. convergent vers f en norme
dans L.
. ) . N .
(¢) Pour toute [ € L~(R"), les fonctions f* x. convergent vers [ en norme
s
dans L-.

Remarque 5.4.4. — Les fonctions f * y. appartiennent & C°° d’aprés le
théorcme 3.3.4. Les énoncés ci-dessus, ainsi que ceux du théoréme sui-
vant assurcnt non seulement que les fonctions de classe C°° sont denses
dans les espaces considérés, mais ils fournissent un procédé systématique
d’approximation connu sous le nom de régularisation.

On ne cherchera pas & approcher en norme un élément quelconque de L™
par ses régularisées, une limite uniforne de fonctions C'™ étant nécessairement
continue.

3.4.5. Démonstration du théoréme 3.4.3. — L’intégrale de y. étant égale a
1, on peut derire

(P )@~ £0) = [ (Flo =) = 7)) xelo) dy.
La fonction & intégrer étant nulle hors de B(0.¢), on a

(X)) = Fla)l <

La fonction [ étant uniformément continue, le membre de droite tend vers 0
avec €, ce qui exprime que fx y. converge vers f uniformément ef dchovo la
démonstration de la partie (a).

Nous utiliserous le fait (voir théoréme 2.6.8) que pour f € L! il existe une
suite f; de fonctions continues & support compact qui converge vers f en norme
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dans LY. On a

Hf * 1\":‘_./.”1;1 S || (f"f_}) * ;\5”[‘.1 - “// * Xs_‘./:j“[‘.l + H.fj“‘f”Ll . (39)

Un nombre 4 > 0 étant donné, on peut choisir j assez grand pour que
| fj — fll;1 soit inférieur & 3/3. Ou a alors, d’aprés (3.4)

NG = F *xellpe < = Fillpy Il = 1F = fill e < 8/3.

L'indice j étant maintenant ixé, soit K le support de f; et soit /' I'ensemble
des points dont la distance & U est inférienre ou égale & 1. Pour ¢ < 1 les
fonctions fj+ . — f; sont & support dans le compact K’ et convergent vers 0
uniformément d’apres la partie (a) du théoreme. Elles convergent donc vers 0
en norme L et on a

“f_) *Ne — fj”Ll < ﬂ/&

pour £ assez pebit. Le membre de droite de (3.9) peut étre rendu inférienr a
tout nombre § > 0 pour ¢ asscz petit, ce qui acheve la démonstration de la
partie (b) du théoréme.

La démonstration de la partie (¢) est identique et est laissée au lecteur
A titre d'exercice. On utilisera le fait que Pespace Cy est dense dans L°
(théoréme 2.6.15(b)) et U'inégalité || f x gll;2 < ||f|lz2 llgllz: (exercice 3.3.7).

Théoréme 3.4.6. — Soil v. une approzimation de identité.

(a) Soit f une fonction appartenant ¢ C"™(E"). m = 0,1,... ,+oc. Pour
tout compact IC de B, et tout multiindice o de longueur < m, les fonctions
O%(f * v:) convergent vers 0°f uniformément sur K.

(b) Quels que soient la fonclion f € L} (B") et le compact I¥ C B, on a
IIf*ve — fHLl(K) — 0 pour £ — 0.

(c) Quels que soient la fonclion f € L (R") et le compact K C R". on a
1f*xe = Fllp2eey = 0 pour e — 0.

Considérons d’abord le cas m = 0. Soit done K un compact de B" et soit K’
I'ensemble des points dont la distance & K est inférieure ou égale & 1. Soif
1 € CFP(R") une fonction égale & 1 sur XK', et posons f =1 f.

Pour x € K, on a

(frx:)(z) —./"(m):/|| (f(w=y) = f(2)) xs(y) dy = (frx:) () = f(x)
<1
(3.10)
en supposant £ < 1, les points = ef v — y appartenant alors a K', ou les
fonctions f et f coincident. Dapres le théoreme 3.4.3(a), le membre de droite

tend uniformément vers 0 avec &, ce qui montre que f x y: converge vers f
uniformément sur K.
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Pour m quelconque. et |a] < m, on a 9*(f » x:) = (9*f) » x: d’aprés
Pexercice 3.3.5. Le résultat démontré pour m = 0 appliqué a4 g9« j fournit, la
convergence uniforme sur K des dérivées de f %y vers les dérivées correspon-
dantes de f. Cela achéve la démonstration de la partie (a).

Soient maintenant f € Ll e eb IO un compact de B, et définissons comme
ci-dessus le compact L' et la fonction j qui appartient & L (B (’””) Pour = € I,

on a f(z) = f(.fz;) et, pourviu que € < 1, on a (f * x:)(z) = (;‘ *xe)(z). On a
done

1F % xe = Fllprey = |1F#x= = -ﬂlL‘(K) < | Frxe - ﬂ'Ll(E”) -0

en utilisant le théoréme 3.4.3 pour f. Cela achéeve la démonstration du
; . a2 . [N . .
théoreme, le cas de L= se traitant de maniére absolument identique.

Erercice 3.4.7. — Soit x une fonction sommable, avec [ x(z)dz = 1, quon
ne suppose ni positive, ni & support compact. On pose x:{2) = e7"x(x/e),
et fo- = f*ve. Montrer que l'on a f. — f dans L'. On 1e111a1quera que

f:(z) = [ f(2 ~ es)x(5) ds, et on traitera d’abord le cas ot f € GJ.

[s

Exercice 3.4.8 (distance régularisée de Whitney). — Soit F un fermé de R".
On considere une fonction y positive, C°°, d'intégrale 1, & support dans la
boule B(0,1/2) et vérifiant y(0) # 0. On powrra introduire a > 0 tel que 'on
ait yv(z) > a powr |z| < a. Pour z € CF', on pose

&r) = o — (. FY™" d.
6(1) / X <d(l]f'-')> d(_l}. ) (]y

(a) Démontrer que § est de classe C™ dans [F et qu’il existe des constantes
Cr > 0 telles que I'on ait CO Yi(x, F) < 6(z) < Cod(z, F). et [0%(x)|
Clad(w, F)t-lal,

(b) La fonction ® étant celle du lemme 3.2.4, montrer que la fonction égale &
0sur F et & ®od sur OF est de classe O™ dans B" et qu'elle fournit une autre
solution & 'exercice 3.2.11.

3.5. Approximation dans un ouvert

Soit £ un ouvert de B" (qui pourra étre B" lui-méme). Nous allons montrer
que Pespace C§°(€2) est dense dans de nombreux espaces fonctionnels sur 2.
Il n'est pas possible d'utiliser directement la régularisation : si f est définie
dans €}, la formule ll yl< f(z —y)xe(y) dy nw’a de sens que pour les z véri-
fiaut d(2,00) > . Nous devrons combiner ce procédé avec des “troncatures”
permettant de ne pas déborder de 2.
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Soit I{; une suite exhaustive de compacts de (2, le corollaire 3.2.6 montre
'existence pour chaque j d'une fonction 6; de classe C™°, vérifiant 0 < 6;(x) <
1, égale & 1 au voisinage de K, ef & support dans K j+1. Soit maintenant (£;)
une suite tendant vers 0 avec €5 > 0 inférieur & la distance de I & EI;'J-H.
Posons pour f e Ll (Q)

lac
oll Y- est une approximation de I'identité. La fonction R;f est bien définie,
de classe C™ el a support dans K.

Théoréme 3.5.1. — L’espace C§°(2) est dense dans LY(2) et dans L*(Q).
Plus précisément. pour f € LY(Q) [resp. f € L*(Q)]. les fonctions R f ci-
dessus convergent vers f en norme dans L' [resp. L7].

La fonction f égale & f dans Q et & 0 dans le complémentaire appartient a
LY(R"), et le théoréme 3.4.3 assure que Hf— f e ”[1 tend vers 0 avec .
On a

”f - ijHLl(Q) < /Q |/ - F*\:J| + /Q |()T_ fej) * e, ‘ -

Nous avons vu que la premiére intégrale, oli on peut remplacer f par ;T tend
vers 0. Quant & la seconde, qui est inférieure & I'intégrale sur R" entier, elle
est majorée d’apres (3.4) par H)‘ 18; ||L1 H\_J |Ll Le second facteur est égal
a 1, et le premier tend vers 0 d’apres le théoreme de Lebesgue. ce qui acheve

la demonbtla,tlon.

Le cas oit f € L*(£2), qui se traite de maniére identique, est laissé au lecteur
a titre d’exercice.
Théoréme 3.5.2. — (a) Soit f € C"™(Q). m = 0,1.... ,0c. Pour tout
compact IC C Q et tout multiindice o de longueur < m., les 0°(R; f) convergent
vers 0° f uniformément sur IC.
(b) Soit f € L} () [resp. LI .(Q)]. Alors pour tout compact ¥ C . on a
If— RJf”Ll(K) » 0 [resp. [|f — ij”[,?([g) — 0].
Le compact I étant inclus dans un des compacts I, de la suite exhaustive,

posons f = 0j,f. Il est clair que 'on a f = /‘ au vmsma&e de K et il n'est pas

difficile de voir que I'on a, pour j assez grand, R;f = f * \e; sur K. On est
alors ramené aux énoncés du théoréme 3.4.6.



CHAPITRE 4

LES DISTRIBUTIONS

4.1. Introduction

La théorie des distributions a été introduite par L. Schwartz en 1945.
Il s’agit de “fonctions généralisées” auxquelles ou peut étendre nombre de
concepts de I'analyse, notamment le calcul différentiel. Une des maniéres de
se convaincre de l'utilité et méme de la néeessité d'une telle extension est
d’avoir une réflexion critique sur I'utilisation des fonetions en physique.

La représentation systématique, introduite au XVIII® siecle, des phénome-
nes physiques étendus dans Pespace ou l'espace-temps par des fonctions de
plusieurs variables, et 'expression des lois physiques en termes d’équations
aux dérivées partielles, ont été un progres considérable auquel il n'est bien sfir
pas question de renoncer. Cependant, cette représentation par une fonction
au sens mathématique du terme, agsignant une valenr en chague poiut, pose
probléme. '

On sait bien, par exemple, que la température en un poiné, ou méme la
température moyenue dans un volume de petites dimensions devaut le libre
parcours nioyen des molécules, est dépourvue de seus. Néanmoins, la propa-
gation de la chaleur est régie par une équation aux dérivées partielles que nous
étudierons et qui fournit, & I'échelle macroscopique, des résultats conlormes &
Pexpérience.

Une autre critique, qui nous fera progresser, est la suivante. Sans remettre
en cause la représentation des phénomenes physiques par des fonctions, il est
clair que les valeurs ponctuelles de celles-ci sont inaccessibles 4 Iexpérience.
Un appareil de mesure. gqui a néeessairement une certaine étendue spatiale,
ne pourra jamais fournir la valeur f(zp) d’une fonction f en un point. Le
micux ¢ue 'on puisse en espérer est de nous fournir une moyenne pondérée
[ f(z)p(2) de au lieu de f(xg). la fonction ¢ qui caractérise I'appareil ayant
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un support “proche” de xg et une intégrale proche de 1 pour nn appareil précis
et bien réglé.

Il apparait done raisonnable de considérer comme importantes les quantités
suivantes, ol ¢ parcourt I'espace C§° des fonctions indéfiniment dérivables a
support compact (espace des fonctions d’essai) :

(f.¥) /f v)p(x) de, (4.1)
et de faire passer au second plan les valeurs ponctuelles de f. Ce changement
de point de vue, si on veut rester cohérent, en induit d'autres :

— 1II faut se limiter & des fonctions f localement sommables, pour que les
expressions (4.1) aient un sens.
------ - II est trés raisonnable d’identifier, comme nous 'avons fait dans la sec-
fion 2.6, deux fonctions f et g égales presque partout. En effet, les expres-
sions (4.1) relatives & f et g sont toujours égales.
— Enfin la vieille notion de convergence ponctuelle Vo . fj(z) — f(z) doit
céder la place & la suivante
o » *
Yo e O f ) = {f, @) (4.2)
qui représente la convergence des quantités accessibles & 'expérience.
Nous allons maintenant procéder & deux expériences mathématiques qui
vont nous amener & élargir le cadre des fonctions.

Exemple 4.1.1. — Considérons une suite de fonctions f;, positives et d’inté-
grale égale & 1, & support dans des boules centrées & l'origine de rayon «j,
avec limj_.o o = 0, et examinons leur comportement du point de vue de

cette nouvelle notion de convergence. On a :

o) = [ i) ) ds+ [ J@)(e(s) = 9(0))

La seconde intégrale est majorée en module par aj max |V| et tend done vers
0, tandis que la premicre est constante et égale & ¢(0). Il en résulte donc que,
pour toute fonction d'essai . on a
Jim (f; . 0) = #(0).

Du point de vue de cette nouvelle notion de convergence, la suite f; semble
tendre vers “quelque chose”. Toutefois, il n’existe aucune fonction f telle
que l'on ait (f, p) = ©(0) pour tout ¢ (voir 'exercice 4.4.2). Les notions
usuelles de convergence pour les fonctions ne nous apprennent rien : la suite
des valeurs f;(x) tend vers 0 pour tout z différent de 0, et peut avoir n'importe
quel comportement pour # = 0. Par contre. un physicien, interprétant les f;
comine des densités de masse, aura une idée tres claire de la limite : une masse
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totale égale & un, concentrée dans des boules de plus en plus petites, converge
vers la masse unité située a Uorigine.

Nous allons définir I'étre mathématique § (la distribution de Dirac) comme
la forme linéaire sur 'espace des fonctions d'essai :

Vo € G5, (3. ) = ¢(0).

C’est ce concept mathématique, qui n'est pas une fonction mais qui peut étre
approché par des fonctions, qui correspondra au concept physique de masse
ponctuelle.

Ezemple 4.1.2. — Nous allons maintenant faire la méme expérience, en di-
4 P

mension 1, avec la suite de fonctions g; définie comme suit : g;(z) est égal &

. 5\, N .9 ’ . N .

4% dans l'intervalle )0, 1/j[, & —j2 dans ] — 1/5,0[ et & 0 sinon. On a

(gj, ) = /.<p(0)g_,-(:v) dzv + / x'(0)gj(x) d

o

+ / (90(317)’“‘:‘9(0)_1'90’(0)) g.;(a:) dx.

La premiére intégrale est nulle, et la seconde est égale & ¢'(0). Quant & la
troisitme, elle est majorée en module par max |p"| /37 et tend donc vers 0.
On a

lim (g7, ¢) = ©'(0).

j—roo

La encore, on a convergence vers un nouvel étre mathématique : la forme
lindaire qui & toute fonction d’essai ¢ associe ©'(0). La encore, la convergence
usuelle des fonctions ne donne rien d’intéressant : pour tout z, la suite g;(x)
tend vers 0. Enfin un physicien, placé devant une masse positive égale & j dont
le barycentre est le point 1/2j, et une masse négative —j dont le barycentre
est le point —1/27, dira immédiatement que 'objet limite est un dipéle de
moment 1 & Porigine.

En résumé, il apparait que des concepts physiques qui ne se laissent pas
représenter par des fonctions, mais qui sont *limites” de tels concepts, se
laissent trés raisonnablement représenter par des formes linéaires sur 'espace
des fonctions d’essai. Une telle forme linéaire u, qui moyennant une propriété
de continuité s’appellera une distribution, ne possédera pas de valeurs ponc-
tuelles, mais aura des “valeurs moyennes pondérées” : les quantités (u, ©).
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4.2. Définition et convergence

Soit Q un ouvert de R". On appelle fonctions d’essail!) dans  les éléments
de I'espace C5°(Q2) des fonctions indéfiniment dérivables et a support compact
dans Q. Rappelons (n°3.2.2) que, pour K compact dans Q, on note C7°
I'espace des fonctions d’essai & support dans I (c'est-a-dire nulles hors de I).

Définition 4.2.1. — On dit que u est une distribution dans ['ouvert
si w est une forme linéaire sur C§°(Q2) qui vérifie la propriété de continuité
swwanie : pour tout compact K de §Q il existe un entier p el une constante C
tels que
o0 i " ata) e 4 -
YVoe CF, [u, o) <C  sup |0%p(x)]. (4.3)

LEIC | <p
On note D'(Q) Uespuce vectoriel des distributions dans ).
Lorsque - Uentier. p. peut étre choisi. indépendarnment de K on dit que lo

distribution u est dorvdre fini, et la plus petite valeur de p possible est appelée
Vordre de u.

La majoration (4.3) exprime bien une continuité de w : pour une suite
(¢;) de fonctions d’essai ayant leur support dans un meéme compact K, si ¢;
converge vers e uniformément ainsi que toutes ses dérivées, il résulte facilement
de la majoration (4.3) que (u, ;) converge vers (u. ). La réciproque est
vraie, on pourra le démontrer A titre d’exercice, ou se reporter a 'appendice
C (théoréme C.1.7 et n°C.2.2).

Nous utiliserons systématiquement le crochet de dualité pouwr marquer
Paction de la distribution u sur la fonction d’essal . Nous écrirons parfois
(u(x). p(z)), oll x est une lettre muette, au lieu de (v, ), bien que les valeurs
pouctuelles u(x) n’aient en soi aucun sens, par exemple lorsque ¢ dépend anssi
d’autres variables jouant le réle de parametres. Nous n'utiliserons pas la nota-
tion [ u(z)p(a)dx, pourtant courante en physique et aussi en mathématiques,
mais qui nécessite une bonne expérience pour étre utilisée sans erreur.

Définition 4.2.2 (Convergence des distributions)

On dit qu'une suite uj de distributions dans € converge (dans D'(Q)) vers
w si, pour toute fonction ¢ dans C§¥(Q). on a

Lm (uj, ©) = (u. @)
jroa

Bien entendu, on peut définir la limite u, lorsque A tendant vers Ay, d’une
famille ) de distributions, ol A parcourt un espace métrique. Cela signifie

Won dit parfois fonction-test (test-function cn anglais). L'espace C§°(Q) est souvent
noté D(2).



4.2, DEFINITION ET CONVERGENCE 89

que pour toute suite Aj fendant vers Ao la suite uy; tend vers u dans D,
c'est-a-dire que (uy ., @) — (u, @) pour tout p. Nous ne chercherons pas ici &

définir de limite pour des espaces topologiques plus généraux.

La vérification de la condition (4.3) peut parfois paraitre pénible. La pro-
priété suivante, que nous admettrons, permet souvent d’en faire ’économie.

Théoréme 4.2.3. — Soit uj une suite de distributions dans Q. On suppose
que pour tout ¢ € C5°(Q) la suite numérique (u; . p) converge vers une limite.
Alors, si on note (u. @) cette limite, u appartient & D'(Q).

Il est clair que la linéarité de u ne présente pas de difficulté. Il n’en est pas
de méme de la continuité (aucune uniformité n'est requise a priori sur les
constantes C et p de (4.3) relatives aux u;), powr laquelle nous renvoyons au

n°C.3.4.
4.2.4. Premiers exemples

Fonctions localement sommables, — Conformément 4 ce que nous avons vu
dans I'introduction, nous associerons & une telle fonction f, définie dans €,
une distribution que nous noterons encore f par

(f.yp)= / f(x)o(x) d.

On voit facilement que, pour X compact dans £, et pour ¢ € CF°, on a
IO

ool = ([ 10 ar) (suploto).

Cela prouve que f définit une distribution, et que celle-ci est d’ordre 0. Il faut
bien voir que l'utilisation de la méme notation powr la fonction et la distri-
bution qu’elle définit serait trés dangereuse s’il advenait que deux fonctions
non égales (presque partout) définissent la méme distribution. Nous verrons
(théoreme 4.4.1) que ce n'est heureusement pas le cas.

Masses ponctuelles. — La distribution de Dirac au point a de R”" est définie
par
<5n ; ‘;D> = QD(U')-

Il est clair que c’est une distribution d’ordre 0. On note plus simplement §
cette distribution lorsque a est 1'origine.

Dipéles et multipoles. — 1l s’agit des distributions du type suivant. ou de
combinaisons linéaires de celles-ci :

(u. ) = 0"¢(a)
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oll ¢ appartient & R" et o 4 N". On voit facilement que u est une distribution
d’ordre inférieur ou égal a |al.

Ezercice 4.2.5. — Démontrer que 'ordre de la distribution v ci-dessus est
exactement |a|. On pourra considérer les fonctions ¢, (x) = z®((z — a)/z),
ot € CF° et est égale 4 1 an voisinage de l'origine.

Nous avons vu dans 'exemple 4.1.2 une suite de fonctions convergeant vers
un dipéle. L’exemple 4.1.1 démontrait en fait un résultat utile de convergence
vers 0 que nous énongons ci-dessous.

Théoréme 4.2.6. — Soit f; une suite de fonctions sommables positives,
d'intégrale 1, dont les supports sont contenus dans des boules centrées a
lorigine et de rayon tendant vers 0. On a alors imj .o f; = 0 au sens des
distributions.

Nous- allons dés maintenant mettre en évidence la raison essentielle de
Vintroduction des distributions. On peut non senlement étendre le calcul
différentiel & ces nouveaux objets, mais on obtient un calcul beaucoup plus
facile & manier qu'il ne I'était sur les fonctions.

4.3. Dérivées

Considérons une fonction f de classe C! dans un ouvert 2 de B”, et regar-
dons 'action de ses dérivées partielles sur les fonctions d’essai. On a

(0f0x;, ) = aa—Lfl(L)go(m) de = — / f(=) j’:(z) de = —(f, Op/0x;).

¥

0

Cette derniére formule conserve un sens si on remplace f par une distribution.
Nous allons done pouvoir définir les dérivées d'une distribution quelconque u,
ces dérivées gardant leur sens habituel dans le cas ot v est en fait une fonction
de classe C'1,

Définition 4.3.1. — Soit u appartenant ¢ D'(Q). On note Ou/dx; la dis-
tribution définie par

(Ou)dz;i, @) = — (u, Op/dx;) . (4.4)

Il faut vérifier que la forme linéaire Ju/dx; est bien une distribution, c’est a
dire que I'on a l'estimation (4.3). En fait, pour ¢ € CF(£2), on a
Iy

9%
C).’l?i

[(Qu)dx;, )| < C  sup
rell, |al<p

(a:)‘ <C sup ‘Bﬁgo(a:)‘ (4.5)
TN |BI<p+1
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ol C' et p sont les constantes de (4.3) relatives & u et K. La relation (4.5)
exprime que du/dx; est une distribution, et en outre qu’elle est d’ordre au
plus p + 1 lorsque u est d’ordre fini p.

Remarque 4.3.2. — Il est naturel de s’étonner du fait que la dérivation soit
toujours possible, et cet étonnement devrait grandir au vu du théoréme 4.3.4
ci-dessous. On sait bien qu'il existe des fonctions localement sommables et
méme continues qui ne sont pas dérivables. Pour le moment la réponse est
facile : dans un tel cas, les dérivées sont des distributions qui ne sout pas
des fonctions. Cela dit, il faudra apprendre & calculer ces dérivées, au moins
dans des cas simples. Ce sera 'objet de 'exemple 4.3.5 ci-dessous, et des
sections 5.3 et 5.4.

4.5.8. Dérwées successives. — Si on prend la dérivée par rapport a x; de
Ou/Ox; oun obtient le méme résultat qu’en permutant 7 et j. En effet

<f)2'u,/a.’1riafljj L) = (u, 82<P/E)ﬂ".7'a"l"i> i

et, d’apres le lemme de Schwarz, le membre de droite est invariant par per-
mutation de i et 7. Plus généralement, on a

(@ u, @) = (=)™ (u, 8%).

Par exemple, le “multipéle” u considéré précédemment, défini par (u, @) =
9™p(a) est égal & (—1)lelgag,.

Théoréme 4.3.4. — Si une suite uj d’'éléments de D'(}) converge vers u
(au sens des distributions), alors la suite d®u; converge vers 0%u. On peut en
particulier dériver terme a terme toute série convergente (c’est-a-dire dont les
sommes partielles convergent) aw sens des distributions.

On a en effet, pour toute fonction ¢ € C§°(Q2),

(0%u;, o) = (—1)*1 {u;, 0°¢p).

Le membre de droite, pour j — oo, tend vers (—1)l9! (u, 0%p) qui est égal &
(0%u, ). La convergence du membre de gauche vers cette quantité exprime
exactement la convergence des J%u; vers 9%u au sens des distributions.

Cette propriété est d’une importance capitale. La dérivation devient une
opération toujours définie et continue, alors qu’il est bien connu qu'une telle
propriété est complétement fausse pour la dérivation usuelle des fouctions.
L'exemple trés simple qui va suivre explique bien pourquoi : les dérivées
usuelles peuvent laisser échapper I'essentiel (une masse de Dirac par exemple)
de la “vraie dérivée”.
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tion de Heaviside et ses deux premieres
dérivées.

™~

La premiére présente un pic
Stroit, de masse totale égale & 1, et
constitue une bonne approximation de la
masse de Dirac. La seconde montre un
pic positif situé 4 proximité et 4 gauche
d'un pic négatif. Un il exercé n'a au-
cun mal & y voir un dipdle de moment
négatif.

Seules, la convergence et la
dérivation au sens des distributions
peuvent rendre compte de la situation

Y
On a représenté ci-contre une
fonction régulicre voisine de la fonc-

FIGURE 1. approximations de H et de ses dérivées

Exemple 4.3.5. — Calculons les dérivées d’ordre 1 et 2 de la fonction de
Heaviside H définie comme suit : H(z) = 1 pour x > 0, et H(z) = 0 sinon.

On a
(H', o) =~ / H(x) (z) de = — /Ou o' (x) dr = ©(0), (4.6)
. . JO
(H", o) =+ / H(z)"(x) dz = —'(0). (4.7)

On a donc 9H/9x = 6 d’apres (4.6). Quant & 'équation (4.7), elle exprime
précisément que la distribution H"” = ¢’ est un dipéle dont le moment est égal
a4 —1. La figure 1 montre en quoi ces résultats sont naturels. La dérivée de
H au sens des fonctions (0 hors de l'origine et, si on veut, +o0 4 lorigine)
ne rend pas compte de la variation de H. Par contre, affirmer que la dérivée
de H est § et que celle de 2H est 2§ donne tous les renseignements sur leurs
variations.

4.4. Exemples de distributions

A. Yonctions localement sommables

Le théoreme suivant va nous permettre d’identifier complétement ’espace
Ll . & un sous espace de D'
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Théoréme 4.4.1. — Soienl [ et g deur fonctions localement sommables
dans un ouwvert Q de B". Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) f(a) = g(x) presque partout dans €.

() [ fla)e(x)de = [g(x)p(z)dr pour tout p € CF(R).

Eun introduisant h = f—g, il faut donc montrer que h est nulle presque partout,
sachant que le produit de i par un élément de C§° est toujours d'intégrale
nulle.

Soit I un compact de . D'aprés le théoreme 3.5.2, on peut approcher &
en norme L' sur I par les fonctions R;h, et celles-ci vérifient pour o € K et
pourvu que j soit assez grand

Rih(x) = / h(z —y)x-)(y) dy = / h(z)xs(jy (r — 2) dz.

Cette derniére intégrale du produit de h(z) par un élément de C§° est nulle
par hypothése. La fonction h qui est limite en norme dans L' (K) de fonctions
nulles sur K est donc nulle presque partout sur K et, £ étant réunion dé-
nombrable de tels compacts, nulle presque partout sur Q.

Exercice 4.4.2. — Montrer qu'il n’existe pas de fonction localement som-
mable f telle que 'on ait (f . ¢) = p(0) pour tout ¢ € C§°

Remarque 4.4.3. — La relation d’équivalence “f = ¢ p.p.” est exactement la
méme que la relation d'équivalence “f et g définissent la méme distribution”.
Nous identifierons toujours par la suite Uespace quotient L10C avec l'espace des
distributions qu’il définit, de méme que nous identifierons I'espace C° avec son
image dans L . (deux fonctions continues égales presque partout sont égales).
On a done, par exemple :

C5°(Q) € CUQ) C Line(2) € D'(9),

cesqui donue un sens précis a des expressions du genre : telle distribution
est de classe C°... Une situation de méme nature est bien connue : on éerit
habituellement N C Z < @ < R, plutét que les homomorphismes injectifs
canoniques résultant des diverses constructions.

Théoréme 4.4.4. — Soit [; une suile d’éléments de LIOP(Q) convergeant
vers f en norme L' sur chaque compact. La suite [ converge alors vers f au
sens des distributions.

En particulier, si fj(x) = f(x
positive telle que Uon ait | f; ( )|
I au sens des distributions.

) p.p- et sl exisle une fonction g € LIOL(Q)
< g(x) p.p. pour toul j. la suite f; tend vers
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On a en effet, pour ¢ € Cf7,

(52 0) = (F+ @) < max [o(a) /j {5 = F()] dv—o0.

La seconde partie résulte du théoreme de Lebesgue : sur chaque compact I<,

les f; convergent presque partout et sont majorées par la fonction sommable
N, - , 1( -

1,.g, et convergent donc dans L*(XK).

Rappelons enfin, pour des suites de fonctions appartenant i L]QOC (ou L),
que la convergence dans L? (ou L) sur chaque compact entraine la conver-
gence dans L' sur chaque compact, et donc la convergence au sens des distri-
butions.

B. Mesures de Radon

Théoréme et Définition 4.4.5. — Soit ¢ — (u, @) une forme linéaire
positive sur C§°(82) (c’est-a-dire telle que ¢ > 0 entraine (u, ) > 0). Alors
w est une distribution d’ordre 0 sur Q.

On appelle mesure de Radon positive une telle distribution, et on appelle
mesure de Radon une combinaison linéaire uy —us+1iug —iuy de telles mesures
positives.

Remarquons d’abord qu'une forme linéaire positive est croissante : si © < 9,
ona (u, ) < (u, ). Soit maintenant I un compact quelconque de Q et
(théoreme 3.2.6 ) soit 1 € C§°(Q) positive et égale & 1 sur . Pour p € CF,
A valeurs réelles, on a

— (max | ) < o < (max ol)op

et donc

—(max |el) (u, ) < (u, @) < (max|g]) (u, ).

Pour chaque compact K nous avons donc trouvé une constante C = (u, o)
telle que

Vpe CF , |(u, @) < Cmax]yl. (4.8)

Cette inégalité, qui s’étend immédiatement aux fonctions & valeurs complexes,
exprime précisément (voir définition 4.2.1) que u est une distribution d’ordre 0.

4.4.6. Mesures boréliennes et mesures de Radon. — La définition donnée ci-dessus n’est
pas la définition classique (les travaux de F. Riesz et de Radon datent de 1909-1913), mais
elle lui est équivalente. Remarquons d’abord qu’il est équivalent de se donner une distribu-
tion d’ordre 0, ou une forme linéaire sur 'espace C§(f2) vérifiant la propriété de continuité
suivante : pour tout compact A il existe C tel que

Ve € C% [(u, 9} < Cmax]g|. (4.9)
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En effet, une telle forme linéaire définit évidemment une distribution d'ordre f par restric-
tion & Cp°. Il suffit donc de montrer qu’une distribution u d’ordre 0 se prolonge de maniére
unique en une forme linéaire sur Cy possédant la propriété ci-dessus. Pour I compact, et
pour I voisinage compact de K, toute fonction f € C% peut étre approchée uniformément
(régularisation) par une suite de fonctions ; € C7. La suite numérique (i, ;) est alors
une suite de Cauchy (utiliser (4.8) dans ') et est donc convergente. Il veste d vérifier que
la limite obtenue ne dépend pas de la suite ; et que 'on obtient ainsi une forme lindaire
coutinue au sens de (4.9). Cela est facile, toute la démonstration w'étant qu'une petite
variation (passage de ' 4 I’ ) sur le théme du prolongement des applications uniformément
continues définies sur un sous-ensemble dense,

Soit maintenant g une mesure borélienne (fonction d'ensemble dénombrablenent additive
définie sur la plus petite tribu contenant les ouverts) posttive sur Q telle que L'on ait (V) <

o pour tout compact Iv. Les fonctions continucs a support compact sont alors p-sommables.

La mesure g définit ainsi la forme linéaire positive suivanie sur I'espace C'§

(i, f) = / fleydu(x).

Un résultat célebre (le “théordme de représentation™ de F. Riesz) assure que la réeiproque
est vraie : toute forme linéaire positive sur C§(Q) provient d'une mesure positive finie sur
les compacts, et toute forme linéaire sur cet espace possédant la propriété (4.9) provient de
p1 — pa 4+ ips — ipg avee les pj comme ci-dessus. )

1l est donc équivalent de parler de distributions d'ordre €, de formes linéaires continues
sur C§ au sens de (4.9) (ce que l'on appelle habituellement. mesure de Radon) et de mesures
ensemblistes finies sur les compacts. Nous n'aurons & utiliser que le résultat (facile) du
théoréme 4.4.5.

Comme exemple de mesure de Radon nous avons déja rencontré les masses
ponctuelles (mesures de Dirac) et leurs combinaisons linéaires qui sont les
mesures les plus “concentrées”. A I'inverse, les mesures les plus “étalées™ sont
celles qui ont une densité [ (localement sommable) par rapport a la mesure de
Lebesgue : elles sont définies par (i1, ¢) = [ f(2)p(x)dv et ne se distinguent
donc pas de la fonction f (identifiée a une distribution) elle-méme. Les cas
intermédiaires de mesures de Radon concentrées sur des sous-variétés (courbes,
surfaces, ... ) sont intéressants.

4.4.7. Distributions de simple couche. — Considérons par excmple le plan
d’équation z = 0 dans B3 et soit f(x.y) une fonction localement somumable
dans B%. On appelle distribution de simple couche de densité superficielle f
la distribution p € D'(R?) définie par

Vo € CE(RY) . (1. ) = // flx, )l y,0) da dy. (4.10)
Il est clair que g est positive si f est positive, sinon il suffit de décomposer f
en f; — fo+ifs —ify pour voir que u est une mesure de Radon.

Plus généralement, si ¥ est une hypersurface de B" dont on note do la

mesure de surface et si g est une fonction définie sur ¥ telle que l'on ait
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Jsmp lg(m)| do,, < oo pour tout compact I de B, on définit la distribution
de simple couche notée ¢ do par

(gda ., @) = / g(m)op(m)do,,.
SriSupp(e)

On peut également définir, par exemple, la mesure v ayant la densité g(z)
(localement sommable sur R) par rapport a la mesure de longueur. portée par
l'axe des z :

Vo € CR(B3), (v, @) = / g(z)p(0,0, ) dz,
et on peut remplacer 'axe des = par une courbe quelconque.

1] existe, méme en dimension 1. des mesures de Radon nettement plus com-
pliquées. mais nous w'aurons pas a les utiliser dans la suite de ce conrs.

C. Multipéles, couches multiples

Draprés le théoréme 4.4.5, des “masses™ positives ne peuvent constituer que
des distributions d'ordre 0. Les distributions plus singuliéres feront apparaitre
des compensations entre masses infinies de signe contraire. Nous avons déja
rencoutré an n°4.2.4 les multipéles définis comme les combinaisons de distri-
butions w du type (u, ©) = 0%(a), et nous savons maintenant que 'on a
u = (=1)1*1924,. 1 est possible de définir des “répartitions de multipoles™ sur
des sous-variétés, nous ne décrivons qu'un cas simple & titre d’exemple.

B

-4.8. Distribution de double couche. — Considérouns le plan P d’équation
= 0 dans E3, ct soit f(x,y) localement sommable dans B?. La distribution
u suivante représente une répartition de dipdles orientés selon 'axe des =z,
portés par P avec la densité f

Vi € C5°(R3), (4 // f(a ( 1. 0) dx dy.

1

Euercice 4.4.9. — Vérifier que u est une distribution d’ordre 1, et que w est
limite (ce qui justifie la terminologie “double couche”), pour ¢ — 0, des dis-
tributions constitudes d'une simple couche de densité e~ f portée par le plan
s = ¢, et dune simple couche de densité —e~!f portée par le plan z = 0.

Erercice 4.4.10. — Montrer que l'on a u = —du/dz, o p est la simple couche
définie par (4.10). En supposant la densité f de classe C' montrer que, au
contraire, les dérivées tangentielles dp/Ox et Jp/dy sont des distributions de
simple couche.



4.4, EXEMPLES DE DISTRIBUTIONS 97

D. Valeurs principales et parties finies

Une fonction non localement sommable n'est pas une distribution. Tou-
telois, certaines distributions dont nous verrons I'intérét par la suite sont as-
socides, par des procédures qu'il faut expliciter. & des fonetions non localement
sommables. Pour simplifier, nous ne considérerons que le cas de la dimension 1.

4-4.11. La distribution vp(1/x). — La fonction f;, égale & 1/a pour |a| > ¢
et 2 0 sinomn, est localement sommable et définit done une distribution sur E.
Montrons que les f. convergent au sens des distributions pour ¢ — 0. Pour
R > 0 et pour ¢ € C§* & support dans [—-R.+E]. on a

v

ol ew, [ e -e®,
e @) -/eswrigﬁ M -/sslmlsl? .

xr r

Dans le membre de droite, la fonction & intégrer est majorée en module par
max |¢'(#)], qui est sommable sur [—R,+R]. L'intégrale a donc une limite (&
savoir l'intégrale de la méme expression sur [—R, +R]) lorsque € tend vers 0.
On définit ainsi mne forme linédaire

1 N[ e
vpl =] .p)=lim — dx
&€ =0, r>s T

qui, d’apres le théoreme 4.2.3, est automatiquement une distribution. et que
I'on appelle valeur principale de 1/x. L'exercice suivant montre qu’il est indis-
pensable, dans la définition, de préciser que 'on infegre dans le complémentaire
de voisinages symétriques de Uorigine. La considération d'intégrales en valeurs
principales remonte & Cauchy.

Exercice 4.4.12. — Soit g: [resp. h.] la fonction dgale & 0 dans l'intervalle
2 . 4

[—e,2¢] [resp. [—£,£7]] et & 1/2 en dehors. Démontrer que, lorsque ¢ tend vers

0, les g tendent vers une limite que I'on déterminera alors que les /i. n'ont

pas de limite dans D'(IR).

Eaercice 4.4.13. — Démontrer que la distribution vp(1/z) est d'ovdre < 1.
puis qu'elle est d'ordre 1 exactement (on pourra calculer son action sur la

suite @;(x) = @o(w)arctg(jz), ol wo appartient & CF°, est paire, et vaut 1

pres de 0).

4.4.14. Exemples de parties finies. — L’utilisation de parties finies d'intégra-
les divergentes remonte A Liouville, et Hadamard a montré leur importance
en théorie des équations aux dérivées partielles. Nous allons voir comment
associer des distributions aux fonctions ¢ (en notant x, = max(x,0)) qui ne
sout pas localement sommables pouwr a < —1.
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Ezxercice 4.4.15. — Pour =2 < oo < —1 montrer que, pour ¢ € C{°(R), on a

ge e
/ e“o(x)de = Ae® L + R,

ou A dépend de v mais pas de ¢, et o R, tend vers une limite pour € — 0.
On pose

(pf(z%) , ) = lim B.. (4.11)

Montrer que pf (1{,‘) est une distribution d'ordre 1.

Erercice 4.4.16. — Montrer que, plus généralement, pour tout o < -1, on
peut écrire

/:CO x“p(z)dz = P(e) + R:

ot P(g) est une combinaison linéaire de puissances strictement négatives de £
(et, dans le cas particulier oli a est un entier négatif, de loge), et olt R, tend
vers une limite pour ¢ — 0. Montrer que pf (.Li) définie encore par (4.11) est
une distribution. (On pourra montrer que son ordre est égal a la partie entiere

de —a).



CHAPITRE 5

OPERATIONS SUR LES DISTRIBUTIONS

Il est possible d'étendre aux distributions, de maniére raisonnable, beaucoup
d’opérations définies sur les fonctions. La premiére exigence pour une telle
extension est bien sir que la nouvelle définition coincide avec P'ancienne pour
les fonctions. Quant au caractére “raisonnable” de I'extension, il sera garanti
par la continuité au seus des distributions des applications ainsi définies.

5.1. Opérations élémentaires

5.1.1. Restriction. — S'il est possible de définir la restriction d'une fonc-
tion & un sous-ensemble A quelconque, la restriction d'un élément de Li . & A
n'est définie que modulo les fonctions nulles presque partout sur A, concept
dépourvu d'intérét lorsque A est de mesure nulle. La restriction d’une distri-
bution ne pourra en général étre définie que sur un ensemble ouvert.

Soient donc w C 2 deux ouverts de B", et u € D'(Q). Les éléments de

C§°(w) appartenant & C5°(Q2), on définit la restriction |, € D'(w) par

Vo € C5(w) , (ul, - ) = (u, ).

5.1.2. Conjugaison complexe. — Siu € D'(Q2), on définit la distribution
complexe conjuguée T par

Yo e C2(Q) . (@, ¢) = (u, D).

Il est clair en effet que cette définition est la bonne lorsque u est en fait une
fonction localement sommable. On dit que u est réelle si v = ¥ et on définit
les parties réelle et imaginaire d’une distribution par Reuw = (v + %)/2 et
Imu = (u—1u)/2.
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Le lecteur pourra vérifier que les distributions réelles ainsi définies s'identi-
fient anx formes B-linéaires sur l'espace des fonctions & valeurs réelles de C§°
qui satisfont & la condition de contimiité (4.3).

5.1.3. Translation. — Powr une fonction f, sa translatée de vecteur a €
B" est la fonction 7. f(x) = f(x — ). Compte tenu de la relation évidente
[ fle—a)p(x)de = [ [(x)o(r+a)dr, il devient naturel de définir la translatée
d'une distribution v € D'(R") comme suit :

Vo e CF(RYY . (tau, @) = (0, T—qy) .

5.1.4. Dilatation. — La fonction dilatée de f dans le rapport A £ 0 est la
fonction fy définie par fi(x) = f(z/N). L'intégrale [ f(x/\)p(2)da cst égale
a [ Fy)e(Ay) IN" dy, expression généralisable aux distributions quelconques.
Pour u € D'(B") on notera uy (ou symboliquement u(z/N)), la distribution
définie par

(ux . @) = A" (us 1pn) -

Un cas particulier important est celni de la symétrie par rapport a 'origine
(A = —=1). Ou pose alors f(x) = f(—2) et on définit la symétrique @ d'une
distribution u par (&, ) = (u. @). On dit que u est paire [resp. Impaire] s
on awu =10 [resp. u= —dil.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les opérations précédentes
définissent bien des distributions, et que si u; — u au sens des distributions, le
résultat des opérations ci-dessus relatif & u; converge de méme vers le résultat
correspondant pour w.

Exercice 5.1.5. — Montrer que, pour u € D'(R), sa dérivée v’ est la limite,
pour /1 — 0. des distributions h~!(7_pu —u). Enoncer et démontrer I'analogne
pour les dérivées partielles dans R".

Erercice §.1.6. — Soit F une fonction croissante définie sur B. Démontrer
que sa dérivée an sens des distributions F/ est une mesure de Radon positive.
Exercice 5.1.7. ~ On dit qu'une distribution dans B" est (positivement) ho-
moyéne de degré I sion auy = N\ u pour tout A > 0 (ou, avec 'autre notation
des distributions dilatées, u(p2) = pFu(x)). Démontrer que § est homogene
de degré —n dans B" et que. sur B, la distribution vp(1/2) est homogene de
degré —1.

Montrer cue. sur B | la distribution pl(z%) est homogene de degré o & condition que o
ne soit pas un entier négatif.
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5.2. Multiplication par les fonctions '™

11 est impossible de définir en général un produit dans D' x D' qui prolonge
continiment le produit des fonctions. Par exemple, les fonctions f; égales a
4 dans [0,1/7] et & 0 ailleurs convergent vers § dans D'(R) tandis que leurs
carrés n'ont pas de lHmite. On peut, par contre définir naturellement le produit
d’une distribution par une fouctiou de classe C™°.

Théoréme et Définition 5.2.1. — Soieni uw € D'(Q2) et f€C(Q). On
définit la distribulion produil fu par

(Fu. @) = (u, Fo).
11 faut, vérifier que la forme linéaire ainsi définie sur C3¥(€2) possede la propriété
de continuité (4.3). On sait que, pour chaque compact I, il existe C' et p tels

que L'on ait

[(u, f)l <C sup  [0"([(w)p())]

la|<p.rel
dés que ¢ (et done fy) appartiennent & C7P. En développant 0%(f ) par la
formule de Leibniz, on obtient une majoration

(., Fol <€ s [0(e(@))]
[3|<p.rel

en prenant comme constante C' le produit de C', du maximum sur I{ des
dérivées d'ordre au plus p de f, et de la somme des coeficients hinomiaux
concernés. L'existence de p et de €’ pour chaque K exprime précisément que
fu est une distribution. On voit en outre que, si u est d'ordre fini p. alors
l'ordre de fu est inférieur ou égal & p.

Théoréme 5.2.2. — Sovient u; € D'(Q) et f;j € C(Q) deur suiles telles
que uj — w ow sens des distributions dans Q et que f; — f uniformément
ainst que chacune de ses dérivées sur tout compact de Q. Alors fu; — [u

dans D'(Q)

Il s’agit d'une situation qui se reproduira plusieurs fois dans ce cours.
Nous allons démontrer ci-dessous. ce qui est facile, la continuilé séparée de
I'application bilinéaire, ¢’est-d-dive que fju — fu et que fu; = fu sous les
Liypothéses ci-dessus. Par contre, powr la continuité énoneée dans le théorcme.
qui est conséquence dun résultat difficile sur la continuité des applications
bilinéaires, nous renvoyons au n°C.4.2.

On a (fuj, @) = (uj, fo) = (u. fo) = (fu.y¢). Par définition de la
convergence au sens des distributions, cela prouve que fu; — fu. D’autre
part, on a

(fi— fu, @)= (u, (fj = fe).
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Par définition, il existe C et p ne dépendant que du support K de ¢ tels que
o n .‘ ) pATel . - v 3 L e
[(fju=fu. @) <C sup  [90° ((fi(x) — f2)p(a))] .
|| <p, e

En utilisant la formule de Leibniz, on voit facilement que la convergence uni-
forme sur K des dérivées d’ordre < p de f; vers les dérivées correspondantes
de f entraine la convergence vers 0 du membre de droite. On a donc fju — fu
au sens des distributions.

Ewercice 5.2.3. — Montrer que. pour f € C°°(Q) et pour v € D'(2), on a la
formule de Leibniz :
o AN g v A
8 (fu) =" P | oAy,
‘e \ 3
<o
Ezercice 5.2.4. — Montrer que, pour f de classe C™ dans un ouvert de B?
contenant a, on a fd, = f(a)d,. Montrer que, sir B, on a 28’ = —4 et

avp(l/e) =1

Erercice 5.2.5. -— Soit f € C*°(R). Montrer qu'il existe o € C et g € C*(R)
tels que le produit fvp(1/xz) soit égal & awvp(l/x) + g.

5.2.6. Equations zu = 0 ef zu = 1. — Soit u € D'(R) vérifiant zu = 0.
Choisissons une fonction y € C§°(R) vérifiant y(0) = 1. Pour toute ¢ €

Ci°(R) la fonction ¢ — ¢(0)y s’annule & l'origine, et d’aprés le lemme de
Hadamard (exercice 3.1.9), il existe 1 € C§°(R) telle que

o = p(0)x + a.

On a done

(u, o) = 0){u, x) + (u, xr)).

Par hypothése, on a (u, x¢) = (wu, ) = 0. En appelant C la constante
(t, x). on a done {u, @) = Cyp(0) pour toute ¢ et donc u = C4. Réciproque-
ment (exercice précédent) on a xd = 0 et les distributions solution de xu =0
sont exactement les distributions de la forme C'4.

D’apres 'exercice ci-dessus, pour que u soit solution de zu = 1, il faut et il
suffit que 2(u — vp(1/x)) = 0. Les solutions de cette équation sont donc les
distributions de la forme v = vp(1/z) + C9.

5.3. Dérivation (dimension 1)

Nous avons défini la dérivation des distributions dans la section 4.3. Nous
allons maintenant essayer de calculer en pratique les dérivées des distributions
qui ne sont pas des fonctions de classe C1.
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Définition 5.3.1. — On dit qu'une fonction [ définie dans un intervalle
la,b[ est de classe C™ par morceaux s*l existe un nombre fini de points a =
ap < a1 < --- < ay = b tels que, dans chacun des intervalles Ja;,ai11[. les

dérivées de [ jusqu’a l'ordre m ewistent, solent continues, et se prolongent
contindiment dans les intervalles ag, a1l; [ai, ai+1]; [ev—1. an|.

Pour 0 < k < m, on note f*)(a; £0) les limites & droite et & gauche de
F®)N () au point a;.

Théoréme 5.3.2 (Formule des sauts). — Soit f de classe C' par mor-
ceauz dans |a,b[. On a alors, avec les notations ci-dessus

N=—1

{f}"‘z U'1+0)'“f( )]Jai

=1
ot on a noté f' la dérivée au sens des distributions. et {f'} la fonction continue

par morceour dérivée usuelle en dehors des points a;.

Par définition, pour ¢ € C§*(]a,b[), on a

<}‘ ©) /f ) (x) de.

En intégrant par parties dans chacun des intervalles [a;,ai41], on obtient
d'une part des termes dont la somme vaudra [ {f'}(z)p(z)dz et les termes
flaiz1 — 0)p(aip1) — f(a; +0)p(a;i) qui regroupés donneront les (dq, . ) avec
un coefficient égal au saut de f en a;.

Derivées successives. — Lorsque la fonction f est de classe C” par morceaux,
on peut calculer la dérivée seconde de f au sens des distributions en appliquant
le théoréme précédent & {f'}. On obtient

1=+ D0 (Fait0) = £'(ai=0)) o, + D (f(ait+0) = f(a;—0)) &,

5.3.3. Dérivée de log|x|. — La fonction log |z| est localement sommable sur
R et définit donc une distribution. Pour calculer la dérivée de celle-ci, nous
allons 'approcher par des fonctions dont nous savons calculer la dérivée, et
utiliser la continuité de la dérivation (théoréme 4.3.4). Soit [. la fonction
égale & log|x| pour |z| > ¢ et & loge sinon. Clest une fonction de classe C'*
par morceaux dont les sauts sont nuls, et sa dérivée est donc la fonction égale
4 1/x pour |z| > £ et & 0 sinon.
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On a f:(z) = log|z| p.p. et donc (théoréme 4.4.4) convergence au sens des
distributions, ces fonctions étant majorées en module par la fonction locale-
ment sommable fixe log|z]. On a

<(1og lz]) gp) = lim / M dux

UL R
et donc
d log |2 17
—loglxz|=vp| - |.
da & 2
Erercice 5.3.4. — Démontrer que l'on a
1 1 .
lim ——— =vp(—) Finwd.
£>0,:—0 1 £ 1€ ! (:.1:)

(a) Par une démonstration directe, en posant o(z) = ¢(0) + (p(z) — ©(0))
pour ¢ € Cg°.

(b) En déterminant les primitives des fonctions 1/{x +ie) s’annulant A I'origine
et leur limite pour ¢ — 0. et en utilisant la continuité de la dérivation
(théoréme 4.3.4).

Ezercice 5.3.5. — Montrer que la dérivée de x¢ est, pour a > 0, la fonction
o :‘z:‘i"l. Pour —1 < o < 0 montrer que sa dérivée est o pf(z5™"). Plus

généralement, montrer que, pour a < —1 non entier, la dérivée de pf(x?) est
-1
a pi(zS™).

Le lecteur désireux de bien comprendre ce qu’est une partie finie aura touf

1/

intérét & faire pour la fonction w2/ % ce que nous avons fait dans la fisure 1 pour
la fonction de Heaviside : dessiner une fonction réguliére “voisine™ et ses deux
premiéres dérivées, évaluer les intégrales des pics qui apparaissent, comprendre
pourquoi la premiére dérivée converge vers une fonction, et analyser le mé-
canisme de compensation qui fait que la dérivée seconde converge dans D'

Rermarque. — Pour une fonction (localement sommable) f, les rapports entre dérivée au
sens des distributions et, lorsqu'elle existe, dérivée traditionnelle peuvent étre complexes.
Ce n'est que pour les fonctions de classe G qu'il ¥ a identité évidente des deux concepts. 11
peut y avoir coincidence dans d'autres cas (voir exercice ci-dessus), mais cela nécessite une
démonstration.

Il faut s’habituer a l'idée que, en cas de conflit, la “véritable” dérivée, celle qui rend
compte complétement de la variation de f est celle au sens des distributions. Pour les
fonctions de classe C! par morceaux, la dérivée usuelle qui existe presque partout laisse
échapper I'essentiel de la variation : les sauts.

Le cas olt f est dérivable en tout point est plus subtil. Dans ce cas la fonction dé-
rivée contient aussi toute l'information sur la variation de f, mais on ne dispose guére que
du théoréme des accroissements finis, qui fait intervenir un point inconnu, pour l'utiliser.
Lorsque la fonction dérivée est localement sommable, on peut montrer qu'elle coincide avec
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la dérivée au sens des distributions. Sinon (penser a o sin(1/» cette derniere en est

une “sorte de partie finie” qui peut étre fort complexe.

Erercice 5.3.6. — Soit f une fonction localement sommable sur B et posons

Uogp ’ 3 s v s . .
F(x) = [; f(t)dt. Démontrer que f est la dérivée de F au sens des distribu-
tions.

Théoréme 5.3.7. — Soit I un intervalle ouvert.
(a) Les distributions u sur I vérifiant ' = 0 sont les fonctions constantes.
(b) Pour toute v € D'(I). il existe u € D'(I) telle que u' = v.

Remarquons d’abord que ¢ € C§°(I) possede une primitive dans C5°(7) si et
seulement si [ ¢(z)dr = 0. En effet, la seule primitive s’annulant & gauche
du support de ¢ est [_lx ©o(t) dt et celle-ci ne s’annule & droite du support de
@ que si U'intégrale est nulle.

Soit @ € C§°(I) telle que [8(z)dz = 1. En retranchant d'une fonction

w € C§°(7) le produit de € par l'intégrale de ¢ on obtient une fonction d’inté-
grale nnlle, et il existe donc une unique ) € CF°(7) telle que

o= ([ex)de) 6+ = (5.1)
Soit maintenant « vérifiant v/ = 0. On a
(u, ) = ([e(x)d) (u. 6) + {u, ¢').

Le dernier terme, qui vaut — (u’, 1) est nul, et on obtient, en appelant C la
constante (u, 8),

(u, p)=C / w(x) dz,
qui exprime que u est égale a la constante C.
Pour trouver une primitive u de v, on pose
{u, ) =—(v, 1)
ou 1 est I'unique fonction de C§¥(J) associée & ¢ par la relation (5.1). Nous

laissons au lecteur, a titre d'exercice, le soin de prouver la lindarité et la
continuité de u et le fait qu'on a bien v’ = v.

Ezxercice 5.3.8. — Résoudre, dans D'(R) 1'équation différentielle zu’ +u = 0.
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5.4. Dérivation (dimension quelconque)

La démonstration de la formule des sauts en dimension 1 reposait sur I'inté-
gration par parties. En dimension supérieure. nous aurons besoin de la formule
de Stokes. Cette derniére a parfois mauvaise réputation : les démonstrations
en seraient d'une rigueur douteuse on tres difficiles. Ce n’est pas exact, mais
il faut étre bien conscient dun point suivant. Si on prétend prouver une for-
mule faisant intervenir la normale extérienre & un ouvert et la mesure de sur-
face, 1l est néeessaire d'avoir défini mathématiquement ces concepts. Sinon, la
“démonstration” devra faire appel, en un point plus ou moins bien caché, a
Iintuition plysique.

Si, par contre, on a défini rigoureusement ces concepts et prouvé leur ca-
ractére invariant, ¢’est-a-dire leur indépendance par rapport aux coordonnées
choisies, les partitions de 1'unité assorties d’un choix judicieux des coordonnées
permettent de se ramener au cas olt ouvert est un surgraphe, et la démons-
tration devient alors trés facile.

Dans le cas d'un surgraphe, puis dans un cas raisonnablement général, nous
allons donner des définitions et des énoncés corrects, en indiquant briévement
le principe des démonstrations.

Le lecteur trouvera dans la section A.3 la construction de l'intégrale de
surface. Cette lecture, quoique conseillée, n'est pas indispensable, & condition
d’admettre les propriétés énoncées ci-dessous.

A. Formule de Stokes (cas d’un surgraphe)

Nous nous placerons dans B", en notant (z',z,) le point courant, avec
o' = (z1, - ,2y-1) € BRI Soit w un ouvert de B*~! | soient Ja,b[ un
intervalle et ® une fonction de classe O dans w, a valeurs dans Ja,b[. On
pose

Q = {.’L‘ € wxla, bH Ty > fI)(:l:')}
0 = {2 € wxla,b|x, > B(a')}
o0 = {:11 € wx]a, b[| T, = <I)(:L")}
en notant € T'adhérence de € dans le “cylindre” wx]a, b[ pour éviter toute

confusion avec 'adhérence dans B".

J.4.1. Mesure de surface. — Soit f une fonction définie sur 9%, continue et
& support compact. On pose

f(x)do(x) = / F, )1+ V') da' (5.2)

J o
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oit on a noté V'® le gradient (n — 1)-dimensionnel (9@, ... ,8,_1®) € R*~!
Il s’agit bien d'une forme linéaire positive sur 'espace des fonctions continues
A support compact sur JS2.

On peut bien sir définir directement Pintégrale de fonctions plus générales. Le membre

de droite dans (5.2) a un sens, fini ou infini, si f est une fonction positive sur 99 , et définit
un nombre complexe si f est majorée en module par une fonction positive d’intégrale finie.

5.4.2. Normale extérieure. — La normale extérieure unitaire en un point
(x'. @(x")) est le vecteur v défini par
01 ®
1 :
V= : (5.3)
2 | ¢ (§)
1+ Vo)) On—1€
-1
Théoréme et Définition 5.4.8. — Soil [ une fonction définie el conbinue

sur 1. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) La fonction f est de classe C™ dans §) et ses dérivées jusqu’a l'ordre m se
prolongent continiment & Q.
(b) Il existe une fonction appartenant ¢ C™(wx]a,b]) qui coincide avec f
dans 1.

On dit que [ est de classe C™ jusqu'au bord, ce qu’on note f € C™(Q) si
ces conditions sont vérifiées.
En posant g(a',t) = f(z’, &(x') -+ #), on se rameéne au probléeme de trouver un prolongement
7, pour t quelconque, d’une fonction g définie pour t > 0 ct de classe C™ jusqu'an bord
au sens de (a). Pour m = 1, le lectenr vérifiera que g(z', ~t) = g(a',0) — tdig(2’',0) ne
convient pas, mais que g(x',~t) = 2g(+’,0) — g(2,t) convient. Il constatera également
que g(z',—t) = 3g(x',0) — 3g(x’.1) + g(2’,2¢) résout le probléme pour m = 2, et pourra
généraliser & m quelconque. Les prolongements obtenus ne sont définis qu'au voisinage de
Q, mais en les multipliant par des fonctions C'™ A support dans ce voisinage et dgales a 1
dans un voisinage plus petit de 2, on obtient un prolongement dans wx|a, b|.

Pour m = 400, les 8Fg(a’, 0) sont de classe C, et on prolonge pour t < 0 par le procédé
de Borel (exercice 3.2.10).

Théoréme 5.4.4 (Formule de Stokes). — Soit X un champ de vecteurs

défini sur Q. dont le support est un compact de Q, et dont les composantes
appartiennent 4 C1(Q). On oV

/ X vdo = / div X dz.
Jaa Ja

M QOn a pris I'habitude de désigner sous le nom générique de “formule de Stokes” toutes
les formules d’intégration par parties en plusieurs dimensions, ce qui est quelque peu injuste
pour Gauss, Green, Riemann, Ostrogradski, ...
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en notant divX = h Xy + - + 0, X,y et X - v le produit scalaire. en un point
duw bord, de la valeur de X et de la normale extérieure unitaire en ce poink.

Rappelons brievement le principe de la démonstration que le lecteur connait sans doute déja.
En intégrant en x,, on obtient
(11, X)) dr = — / Xaa!, d(a")) do'.
Jq Ov, Jo
Pouri=1,....n—1, on pose Xi(2'.tn) = h(2', 2, — ®(2")), la fonction h(x, t) étant définie
pour ¢ > 0. Ou obtient
O Xi(a' wn) = Oih(2', on — B(x')) — k(a2 — (")) ;B (2)).

En faisant le changement de variables ' = 2’ , t = 2, — ®(2’) dont le jacobien est égal & 1,
on a

/ N xn)de = / Oih(a’ by da' dt — / A2’ )2 (") da' dt.

J0 Jux[0,00f Vww (0,00
La premiére intégrale du membre de droite est nulle, comme on le voit en intégrant d’abord
en ¢;i. En intégrant la seconde en 7, on a

ONi(2 1) de = / h(z',0)0;@(+" )y dr' = / N2, (")) (2) de'.
Q) vw v
On obtient donc, pour [Q div X da, l'intégrale sur dQ (pour la mesure d+’) du produit scalaire

de X et du vecteur de composantes d1®(x'),... ,On-1P(2'). =1, ce qui est précisément le
résultat voulu.

B. Formule de Stokes (cas d’un ouvert régulier)

Définition 5.4.5. — On appellera ouvert régulier de B" un ouvert Q tel
que, pour tout point m € 052, on peut trovver

(a) un systéme de coordonnées orthonormales (y1,... ,yn) (on désignera par
m' [resp. my| les n— 1 premiéres [resp. la derniére] coordonndes de m),

(b) un ouvert w € B~ contenant m’ et un intervalle Ja,b[ contenant my, (on
désignera par B le “cylindre” de B s’écrivant wx|a,b] dans les coordonnées
(),

(¢) une application ® de classe C*° de w dans |a.b[, tels que, dans le systéme
de coordonnées (y), on ait

QN B = {y € wx]a,bl |y, > C(y")}.

Cette définition exprime que € se comporte comme le surgraphe d’une fonc-
tion réguliere au voisinage de chaque point de sa frontiere. Elle affirtme no-
tamment que JQ est une hypersurface de de B" (voir la section A.2), malis
elle assure en outre que Q est situé localement du méme coté de sa frontiere,
propriété bien utile pour parler de normale extérieure.

Théoréme et Définition 5.4.6 (Normale extérieure)

Soient Q0 un owvert régulier et m un point de d2. Awvec les notations de
la définition 5.4.5. soit v le vecteur dont les composantes dans le systéme de
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coordonnées (y) sont données par (5.3). Ce vecleur est indépendant du choix
de (y) et est appelé normale extérieure unitaire aw point m.

Soit maintenant 2 un ouvert régulier borné. Sa frontiere €2 étant compacte,
on peut la recouvrir par un nombre fini de “cylindres” B*, 3 = 1,..., N,
vérifiant les conditions de la définition 5.4.5 pour des données y*, &, ...
D'aprés le théoreme 3.2.9, on peut trouver une partition de I'unité (3 y* =1
au voisinage de df2), par des fonctions y* a support dans les B*.

Soit f une fonction continue sur 9. Nous pouvons alors calculer l'intégrale
[ f(@)x*(2) do(z) par la formule (5.2), ot z et @ sont remplacés par y* et O~

Théoréme et Définition 5.4.7 (Mesure de surface)

La somme des N intégrales [ f(x)x*(v)da(x). calculées comme précédem-
ment, ne dépend que de [ et non du choiz des B*, y*, ®* et yv*. On note
cette quantité

{da, )= f(x)do(x).

Jon
On définit ainsi la mesure de Radon positive do appelée mesure de surface

sur of).

Rappelons (n°4.4.7) que, plus généralement, on note g do la distribution de
simple couche définie par

(gdo, p) = / g(z)p(z) do(x)

a0’

pour g sommable par rapport a do sur d.

La démonstration des propriétés ci-dessus est un pen longue, wmais clle se réduit & une
succession de vérifications reposant sur le théoréme d’inversion locale et la formule de chan-
gement de variables dans les intégrales multiples. Le lecteur trouvera dans la section A.3
la démonstration du théoréme précédent et, en contrélant le signe des déterminants qui y
intervienuent, pourra également prouver invariance de la définition de la normale extérieure.

Par contre, une fois établis ces théorémes d'invariance, la démonstration des résuliats
suivants est facile. Pour prouver la formule de Stokes, on décompose, grace 4 une partition
de l'unité, le champ de vecteurs X en la somunce de champs X ayant leurs supports dans
les B* et d’un champ Xp a support compact dans . Il suffit de vérifier l'égalité des
deux membres pour chacun de ces champs, ce qui est immédiat pour Xy et déja démontré
(théoréme 5.4.4) pour les X, puisque I'on peut utiliser les coordonnées y*.

D’une mauniere géuérale, pour tous les énoncéds du type *formule de Stokes™ sur une sous-
variété de B™ ou sur une variété différentielle abstraite, le point important est la définition
des concepts mis en ceuvre et leur caractére invariant par changement de coordonnées. La ¢é-
monstration elle-méme se ramene toujours, par partitions de I'unité et choix de coordonnées
locales, a4 une simple intégration par parties dans un demi-espace de B™.

Théoréme 5.4.8. — Soient Q un ouvert borné régulier. m =0, 1, ..., x

et f continue sur §2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
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(a) f est de classe C™ dans Q) et les dérivées de f jusqu’a Uordre m se pro-

longent continiiment a ).

(b) Il existe une fonction appartenant ¢ C™(B") qui coincide avec f dans Q.
On dit que f est de classe C™ jusqu’au bord, ce qu’on note f € C"™(Q) si

ces conditions sont vérifiées.

Théoréme 5.4.9 (Formule de Stokes). — Soit Q un ouvert borné régu-
lier et X un champ de vecteurs défini sur §) dont les composantes appartiennent

i CHQ). On a

/ X vdo = / div X dz.
J a0

JQ

Remarque 5.4.10. — Sion appelle Q' le complémentaire de €) , ¢’est encore un
ouvert, régulier, non borné mais de frontiere 92 compacte. Le théoréme 5.4.8

encore valable pour un champ de vecteurs donf les coefficients appartiennent
A CH(Q) et sont A support compact. Il ne faut bien sfir pas oublier que les
normales extérieures A Q et )’ sont opposées en un méme point de 9 .

Corollaire 5.4.11 (Intégration par parties). — Soient Q un ouvert bor-
né régulier, et f et g appartenant ¢ C1{Q). On a

/‘ g(x)0i f(x) dx = (x)g(x) cos(v, ;) do(z) — / f(a)0ig(z)dz
JQ JQ

I
Jon

ot les v; = cos(v, e;) sont les composantes du vecteur normal extérieur unitaire
au point x.

Il suffit en effet d'appliquer la formule de Stokes au champ de vecteurs x —
f@)g(z)e;.

Corollaire 5.4.12 (Formule de Green). — Soient Q un ouvert borné
régulier, u et v appartenant ¢ C*(Q). On a alors

‘/Q(’UJA’U —vAu)dr = /OQ (u—g% B ’U%) &

en notant Ou/dv = Vu - v.

Appliquons la formule de Stokes au champ de vecteurs «Vv. On obtient
/ (Vu - Vo +ulv) dv = / u (Vv - v)do.
JQ Jaga

11 suffit de retrancher la formule symétrique en u et v pour avoir le résultat.



5.4. DERIVATION (DIMENSTON QUELCONQUE) 111

C. Formule des sauts dans ’espace

Soit © un ouvert borné régulier et ' le complémentaire de Q. Soit f une
fonction définie dans B" telle que ses restrictions & Q et )’ se prolongent par
continuité en des éléments de C1(Q) et CI(W). Pour 2 € 992, on notera fiy ()
et fext () les valeurs respectives de ces prolongements.

Théoréme 5.4.13. — Awvec les nolations ci-dessus. on a
Of 0wy ={0f/0xi} + [foxt —fini] cos(v, e;) do. (5.4)

ot {0f /Oxi} est la fonction définie hors de OQ dérivée usuelle de f el ol le se-
cond terme est la distribution de simple couche ayant pour densité par rapport
@ la mesure de surface le produit du saut de f par le cosinus de l'angle (v, e;).

Soit en effet ¢ € C§°(R"). Nous ponvous alors appliquer le corollaire de la
formule de Stokes dans 2 au produit par ¢ du prolongement par continuité de
flq: et dans €' (voir remarque 5.4.10), au produit par ¢ du prolongement de
fly- On obtient .

—/ fohode = / woi f d:x:—/ & fini cos(v, e;) do
Q JQ J 0

- fopdr = / 0O f de — @ fexi cOs(—v, ;) do.
193 JY Joq
La somme des membres de gauche vaut par définition (9;f, ¢). Les premiers
termes des membres de droite donnent ({9;f} . o). tandis que les termes res-
tants donnent

/ [fe\( - .fim] COS(U-, 6,‘)90 do,
J o0

qui est précisément 'action sur ¢ de la mesure de Radon dont la densité par
rapport & do est [fox, — fin] cos(v. e;).

5.4.14. Forme locale de la formule des sauts. — Soit B = wx]a, b un “cy-
lindre” dans B", soit ® une application de classe C™ de w dans Ja, b, et soient
B et Bs les sous-ouverts de B définis par x, < ®(z') et 2, > ®(2’). On note
v le vecteur normal unitaire (extériewr a By ou Ba, peu importe & condition
de compter les sauts dans le bon sens). La formule suivante se démontre de
méme & partir du théoréme 5.4.4

of [0x; = {9f )0z} + [f (x+0v) — f(z—00)] cos(v, e;)da, (5.5)

ot f est définie dans B et est telle que ses restrictions & Bj, j = 1.2 se
prolongent en des éléments de C1(B;).
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D. Applications

5.4.15. Condilion de Rankine-Hugoniot. — Les lois de conservation en mé-
canique et en physique se traduisent fréquemment par des (systemes d°) équa-
tions aux dérivées partielles du type suivant

Ou /ot + div F{u) =0

ot u(t, ) est une application incommie de B"™! dans B, et ol F' est de classe
C™ & valeurs dans R". Cette équation s’écrit dounc

n
ou /ot + Z /0 {f,- (u(t, :1;))} =0, (5.6)
1
en notant f; les composantes de F.

Lorsque la fonction u est assez réguliere, il est équivalent de demander que

—_~
o
~1

—

ou/dt + Z [ (u(t.z)) Qufdx; = 0.
1

Par contre, lorsque la fonction v n'est pas véguliere, il y a une grande
différence entre la forme (5.6), dite “équation sous forme conservative’, et
la forme (5.7). Aiusi, si v est une fonction bornée, les fonctions f; o u sont
bornées et possédent des dérivées au sens des distributions. Demander que
la distribution figurant au membre de gauche de (5.6) soit nulle a un sens
parfaitement défini. Au coufraire, le membre de gauche de (5.7) contiendrait
le produit d'une fonction bornée par la dérivée d’une fonction bornée, qui n’a
aucune raison d'étre défini.

Un cas particulier important est celui ot on cherche des solutions u du type
décrit dans le numéro 5.4.14, ayant une discontinuité le long d’'une hypersurface
£ (ondes de choc). Dire que u est une solution de (5.6) s’exprime alors par les
deux conditions suivantes :

— les termes correspondant aux dérivées au sens des fonctions dans la for-
mule (5.5) doivent s’annuler, ce qui veut dire que, en dehors de ¥, la fonction
u vérifie (5.7),

—— les distributions de simple couche apparaissant dans les dérivées doivent
également s’annuler. - La formule (5.5) permet d’en calculer la densité par
rapport & do. On doit donc avoir

volu(e+0v) — u(z—0v)] + Z vi [fi (u(z+0v)) = fi (w(z—00))] =0

en notant 1y et v; les composantes temporelle et spatiales du vecteur normal

ax.
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C’est la célebre condition de Rankine-Hugoniot que, dans la formulation
classique, il fallait adjoindre aux équations (éerites seulement en dehors de 3)
pour décrire la conservation dn flux & Uendroit méme du choc. Par contre, en
écrivant les équations sous forme conservative et en considérant les dérivées au
sens des distributions, il n'y a aucune condition supplémentaire & introduire.

Erercice 5.4.16. — Soit u une fonction du type ci-dessus ayant une discon-
tinuité le long de . On suppose qu'il existe une suite w; de fonctions de
classe C' qui sont des solutions (usuelles) de I'équation (5.7). On suppose de
plis que les u; sont uniformément bornées et que wuj(x) = u(x) p.p. Montrer
que u est solution de (5.6) au sens des distributions et qu’elle vérifie douc en
particulier la condition de Rankine-Hugoniot.

5.4.17. Calcul du Laplacien de 1/r. — On se place dans B3, en posant
22+ y? + 22 . La fonction 1/ est localement sommable et définit donc
une distribution dont on peut calculer le Laplacien. Soient f. les fonctions
égales & 1/r pour r > ¢ et & 1/e sinon. Ces fouctions sont majorées par
la fonction localement sommable fixe 1/r, elles convergent vers 1/r presque
partout et donc au sens des distributions. Par continuité de la dérivée, on a

done A(1/r) =lim(Af.).

r=

On peut appliquer la formule des sauts & la fouction f.. Uouvert régulier
dtant la boule de rayon . Comme le saut est nul, df./dx est la fonction
valant —a/r3 pour r > ¢ et 0 sinon. Par contre, dans le caleul de 9° f. /92>, il
apparait d'une part la fonction valant —1/r% + 327 /7® pour » > £ et 0 sinon,
d'antre part le terme de saut. Celui-ci est une mesure ayant pour densité par
rapport & la mesure de surface le produit de la valeur du saut —a/e3 par le
cosinus 2/ de I'angle de la normale avec U'axe des x. On a done, la somme
des fonctions étant nulle,

Af. = —(2* +9° + 22 /el do. = =72 do,,

é

maintenant de reprendre l'argument de l'exemple 4.1.1. On a

ALy == [ oo, =<7 [ (ola) = o(0)) dov.

< S=

en notant do; la mesure de surface sur la sphére S; de rayon e. I suffit

Le premier termme est constant et égal & —4d7{0), et on montre facilement que
o
le second tend vers 0 avec £. On a donc

(A(L/r). @) = —4mp(0),
ce qui prouve que l'on a

A(l/r) = —d=d.
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5.4.18. Autre méthode, exercice. — Approcher 1/r par des fonctions g,
dgales & 1/r pour r > ¢, et & a.r> + b, sinon. Choisir a. et b, pour que
g- et ses dérivées premieres soient continues sur S.. Conclure par un calcul
tres simple.

Calculer de méme A(1/r"~2) dans B" pour n > 3, et A(logr) dans RB2.

Ezercice 5.4.19. — Soit, dans B3, la fonction gp égale & 1/r — 1/R pour

r < R et & 0 sinon. Montrer que 'on a Ag, = R"Qdaﬂ — 4md.

Ezercice 5.4.20. — Calculer 9(1/z) dans le plan complexe, o1 on a posé

0 = 9/0x + id/dy. On pourra approcher 1/z par des fonctions égales & 1/z
\ = , N = 2 ’

pour |z| > € et & 0 (premitre méthode) oun & Z/e” (seconde méthode) pour

Sl <.



CHAPITRE 6

ESPACES PARTICULIERS DE
DISTRIBUTIONS

6.1. Distributions a support compact

Théoréme et Définition 6.1.1 (Support d’une distribution)

Soit u appartenant ¢ D'(Q). Il existe un plus grand sous-owvert w de Q tel
que la restriction u|, soit nulle. Le complémentaire de cet ouvert est appelé le
support de u et est noté Supp(u).

Le support de u est donc un sous-ensemble fermé F de Q tel que. pour
w € C5°(Q) nulle au voisinage de F' on ait {(u, ) = 0, et c’est le plus petit
ensemble fermé jouissant de cette propriété.

Considérons I'ensemble des sous-ouverts w de (1 tels que u|,, = 0 et notons wg
leur réunion. Il suffit de démontrer que |, = 0 et donc de montrer que, pour
chaque ¢ € C§%(wp), on a (u, @) = 0.

Le compact Supp(yp) est alors recouvert par des ouverts w auxquels la res-
triction de u est nulle et, d’apres le théoreme de Borel-Lebesgue, on peut en
trouver un nombre fini w; , i =1,... ,k tels que Supp(yp) Cwi U - Uwy.

Considérons une partition de I'unité au voisinage de Supp(yp) par des fonc-
tions 1; & support dans w;. On a

ke
(u, @) = z (u, hip) =0,

=1

ce qui achéve la démonstration.

Remarque 6.1.2. — Pour une fonction continue, la définition coincide avec la
définition usuelle : adhérence de 'ensemble des points ol la fonction est non
nulle, Pour une fonction localement sommable, ¢’est le complémentaire du
plus grand ouvert dans lequel la fonction est nulle (presque partout).
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11 ne suffit pas que ¢ soit nulle sur Supp(n) pour avoir (u, p) = 0. Par
exemple, on voit facilement que Supp(d’) = {0} et que ¢ peut étre mulle &
l'origine sans que sa dérivée le soit.

Il résulte immédiatement de la définition que, pour f € C™(Q), on a

Supp(fu) C Supp(f) N Supp(w). (6.1)

Théoréme 6.1.3. — On note E'(Q) Uespace des distributions dans 0 a
support (:ovm.m,(:i( D,
(a) Toute distribution u € E'(Q) est d’ordre fini.
(b) Plus précisément, en notant p l'ordre de u, pour tout voisinage compact
K de Supp(w). il existe une constante C telle que

Yo e CFF () . {u, @) <O sup  |0%p(2)]. (6.2)

la|<p,re ks

Soit doue N un voisinage compact de Supp(u), et soit y une fonction de
classe '™ A support dans I et égale & 1 an voisinage de Supp(u). Pour
@ € CFP(Q), la fonction ¢~ y¢ est nulle au voisinage de Supp(u). et on a donc
(u, ©) = (u, xv). Appelons p le plus petit entier tel qu'il existe C avec (voir
définition 4.2.1)

Vih € CFF, [{u, )| < Cyosup |97 . (6.3)
la|<p

On a donc -

100 , - [
Yo e C°(Q) , [{u, @) < Cr sup [0 (xy)].
[o]<p
En développant 0% (y) par la formule de Leibniz, on obtient 'estimation (6.2)
avec une constante C' faisant intervenir Cy, les bornes supérieures des dérivées
de v d’ordre < p, et des coeflicients binomiaux.

Cela prouve que u est d’ordre fini inférieur ou égal & p. Mais d’autre part,
le fait que p soit le plus petit entier tel que Pestimation (6.3) ait Lieu entraine
que Tordre est > p, ce qui acheve la démonstration dn théoréme.

Corollaire 6.1.4. — Soit u € £'(Q) et soit p son ordre. Pour loute fonction
@ € CF¥(Q2). nulle sur Supp(u) ainsi que toutes ses dérivées d’ordre < p. on a
(. @) =0.

On notera K le support de u et K, I'ensemble des points dont la distance
a i est < p. Soit g: la fonction égale & 1 sur Ko, et & 0 ailleurs et posons
e = g: * Y=, 0U les y: formeut une approximation de l'identité. La fonction

DLes notations originales de L. Schwartz, encore souvent utilisées, sont D et & pour les
espaces gue nous notons C§° et '™, d’olt les notations (universellement utilisées) de lewrs
duaux.
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- est de classe C°°, comprise entre 0 et 1, & support dans s, égale & 1 sur
K. et elle vérifie

0% (o) = [ galo = ) 9*\-0) do. (6.4)
On a 3%y () = e~ "1\ ) (2 /e), et done [|@° .| = Cac™l%l, en notant
Cy la norme de 9%y dans L. 1l résulte donc de (6.4) que
sup |9, ()] < Ce ol (6.5)
Soit maintenant v € C§¢(Q) nulle sur K ainsi que ses dérivées d'ordre < p.
P 0 q ?

] est facile de montrer que 'on a, pour |A| < p, et avec une constante C faisant
intervenir le maximum des dérivées d’ordre au plus p + 1 de ¢,

Po(x)| < Cebti-il (6.6)

sSup
TERa,

(on derira le développement de Taylor & Povdre p — |/3] de la fonction ¢ en
un point @y € I tel que |@ — 2g| < 3e).

Nous avons alors pour tout ¢

(. @) = (i, = i) + (u, pip)
Le premier terme est nul, la fonction étant nulle dans le voisinage . du
support, de 1. Le second terme est majoré en module par une constante fois la
somme des bornes supérieures des d°(¢.) pour || < p. Ces lonctions étant
nulles hors de I(3:, la formule de Leibniz, (6.5) et (6.6) donnent

0 AN orop1-ls ~lal+;
0% (o) < ) (ﬂ)cgf =130, _ gl

#<a

On a donce |(u, )| < C's pour tout ¢, ce qui achéve la démonstration du
corollaire.

6.1.5. Distributions & support réduit & un point. — Soit u € D'(B")
dont le support. est l'origine (par exemple). et soit p son ordre. Soit ¢ &
8 E ! !
C§e(B") égale & 1 au voisinage de l'origine. On peut alors écrire, pour toute
9 00 (TN
fonction ¢ € CF°(R")
L,
Y — Aa V) e Ot s agxf
olx) = g mc) (D) (x) + r(x),
lal<p

ol la différence r(x) est nulle & Uorigine ainsi que ses dérivées d’ordre < p.
On a (u,ry = 0 d’aprés le corollaire précédent, ct done, en notant b, les
constantes (u, ¥(z)z®) /al,

(u, @) = > ba00(0),

lal<p
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ou encore. en posant ¢, = (—1)lelp,,

u = Z ca 074 (6.7)

lal<p

En d'autres termes, les distributions dont le support est réduit & un point sont
exactement les combinaisons linéaires de dérivées de la masse de Dirac en ce
point.

La décomposition (6.7) est unique, les distributions 9%4 étant linéairement
indépendantes sur €. Ce dernier point résulte du fait que <8“5 , :z:u?/)> =
(-1)’“’@!(53 (le dernier delta étant celui de Kronecker, égal & 1 si les multiin-
dices « et 3 sont égaux, et a 0 sinon).

Définition 6.1.6 (Extension de la dualité). — Soient u € £'(Q) et p €
O™ (). On pose

<U' 3 W)E'\CCQ = (’U't 9(10) )

ou @ appartient o C3(2) et est égale @ 1 auw voisinage du support de u, le
résultat étant indépendant de la fonction 6 choisie.

Il est clair que le changement de fonction 6 ne modifie 8¢ que par une fonction
nulle au voisinage du support de u et ne change donc pas le résultat. Pour la
méme raison, cette définition coincide avec 'ancienne lorsque ¢ est a support
compact. Oun omettra parfois, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, I'indice du
crochet de dualité.

Remarque 6.1.7. — L’estimation (6.2) est valable, avec les mémes constantes
C, pour ¢ € C"™°(Q). Tl suffit en effet de choisir la fonction @ ci-dessus égale &
1 au voisinage de I, les dérivées de ¢ et de f¢ coincidant alors sur K.

Cette extension identifie £'(Q2) a 'espace des formes lindaires L sur C*(Q) vérifiant la
propriété de continuité suivante : il existe un compact ' C &, une coustante C' > 0 et un
entier p tels que l'on ait

L) < C  sup  |0%(x)] (6.8)

la|<p, r€NK

pour toute fonction ¢ € (). Remarquons d’abord que, pour « € £'(2), la forme linéaire
@ = (U, ©) g oo vérifie la propriété ci-dessus. C’est précisément ce qu'affirme I'extension
de Pestimation (6.2) en prenant pour I n’importe quel voisinage compact de Supp{u).

Réciproquement, si L est une telle forme linéaire, en posant {u, @) = L() pour ¢ €

‘o (), il résulte facilement de (6.8) que u est une distribution. En outre, si Supp(y) N.

I = 0. Uestimation donne (i, ¢2) = 0 et u est donc & support dans A. Enfin, la méme

estimation (6.8) donne L(y> — 6y) = 0 pour @ € C™° et 8 égale & 1 au voisinage de I\, ce qui
assure que L est bien 'extension de I'application ¢ — {(u, ) définie ci-dessus.
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6.1.8. Autre extension de la dualité. — Plus généralement, soient F et G
deux fermés de Q dont l'intersection est compacte. Pour u € D'(Q) et v €
() vérifiant Supp(u) C F', Supp(y) C G, on peut poser

(’M, (10) = <us 0(:0) s

olt 8 € C5°(Q) est égale & 1 au voisinage de FNG, le résultat ne dépendant pas
de la fonction 6 choisie. Cette définition coincide avec les précédentes lorsque
u ou © est & support compact.

6.2. Espaces de Sobolev d’ordre entier

A. Notions de régularité

e
cm
: ?
CO
o)
loc
2
Lloc
1
L [ID(:
Dnrrlre 0
? :
/
ordre m
D

FIGURE 1. Une échelle bancale

La notion intuitive de régularité d’une fonction ou d’une distribution peut
se traduire par un grand nombre de concepts mathématiques. On peut dire
qu'une fonction tres dérivable est plus réguliére qu'une fonction peu dérivable,
qui est elle-méme plus réguliere qu’une distribution d’ordre élevé., Mais on peut
dire aussi qu'une fonction localement bornée est plus réguliére qu'une fonction
localement sommable, cette derniére pouvant avoir des “pics” en 1/ |z|"7° |
tandis que les fonctions localement de carré sommable occupent une position
intermédiaire.
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La figure 1 illustre ce qui précede, les espaces que nous avous utilisés jusqu’ici
forment une “échelle” ou la régularité décroit de haut en bas, mais selon deux
types de critéres assez différents : perte de dérivabilité ou perte du caractére
localement borné. Elle montre également le caractere central de Iespace L2.
Le but de cette section est d’introduire une échelle bien rectiligne d’espaces,
qui prendront la place des points d'interrogation dans la figure 1, construite a
partir de 'espace L” et de la dérivation au sens des distributions.

L'appartenance A un espace fonctionnel traduit parfois une propriété pure-
ment locale (C>, D', L{. . ... ), que 'on peut interpréter comme une question de
régularité, et, dans d’autres cas (C§°, L*. L*, L™ ...), ajoute & cette condition
de régularité une restriction sur le comportement a l'infini. C’est ce dernier
cas qui se produira pour les espaces de Sobolev que nous allons introdire.

B. Définition et propriétés

Définition 6.2.1 (Espaces de Sobolev). — Soit m un entier positif ou

nul. On dit que w € H™(B") siu € L*(R") et si les dérivées de u, au sens
. . . . oy . ’ L 797

des distributions, jusqu’a l'ordre m appartiennent également a L=(B").

Si 'on utilise souvent les espaces de Sobolev, en apparence moins naturels,
au lieu des espaces C', ce n'est pas sans raison. Le théoreme suivant fait
apparaitre une supériorité importante des espaces H'™, dont la norme est en
outre étroitement reliée au concept d’énergie. Enfin, en théorie des équations
aux dérivées partielles, nombre de propriétés que I'on souhaiterait voir vérifiées
sont fausses dans les espaces C™ (de justesse, mais fausses quand meéme) alors
que leurs homologues dans les espaces de Sobolev sont vraies.

Théoréme 6.2.2. — Les espaces H™(R") sont hilbertisables : munis du
produit scalaire

(ul|v),, = Z / 0%u(z)0%v(x) dx (6.9)

la]<m
ou de tout autre produit scalaire donnant une norme équivalente a la norme

vy (|2
> loulfze,

la|<m

|fu’ i") =

ce sont des espaces de Hilbert.

On voit facilement que 'expression (6.9) est un produit scalaire. 11 suffit de vé-
rifier que 'espace est complet pour la norme associée, et il le sera évidemment
pour toute norme équivalente. Soit donc u; une suite de Cauchy pour cette
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norute. On a

O%uj — 0° uA.Hig =0.

lim Z |

Jdi—o0
jal<m

ce qui exprime que, pour chague « de longueur inférienre ou égale & m, la
suite °u; est une suite de Cauchy dans L?. Ce dernier espace étant complet,
il existe donc des v, tels que 9%u; — v, dans L®. La convergence dans L2
implignant la convergence au sens des distributions, on a également u; — vy
et par continuité, 9°u; — d%vy an sens des distributions. On a donc 9%y =

va € L2, ce qui prouve que vy € H™.

Il reste & prouver que u; —+ vy pour la norme de H™. On a

, R . na, (12
lvo = wjll, = > llva = 8%ujll7s
et les normes figurant dans le membre de droite tendant vers 0 par définition
méme des v,, cela acheéve la démonstration.

Théoréme 6.2.3. — L'espace C§°(R") est dense dans H™.

Nous verrons au chapitre 10 une démonstration de ce résultat trés important
dans un cadre plus général. Nous proposous ci-dessous, a titre d'exercice, des
indications sur une démonstration directe par troncature et régularisation.

Nous admettrons d'abord que, pour \ € Cg°, la relation 9° (u*\) = (0%u) * \, valable
(théoreme 3.3.4) pour u € C™ est encore valable pour v € H™. Nous verrons que ce résultat
est toujours vrai (pour v € D' quelconque) dans le chapitre 7.

Soit \ . une approximation de Uidentité. D’apres le théoréme 3.4.3, on a alors (0% u)*\: —
0% n dans L° pour Jv] £ m, et donc

Ju —u*vellym — 0.

Un nombre F > 0 étant fixé, on peut choisir ¢ tel que, en posant v = u * y., on ait
lu—ell,, <3/2. La fonction v appartient A Ia fois & H™ et 4 C*°.

Soit maintenant ¥ € (g7, égale a 1 sur la boule de rayon 1, et posons

vp(x) = o(e)d(x/R). Ouna

0 (1 —v)(w) = u(x) (B(5) - 1)+ 3 (f)R%(o'-“n-(.p)) (@7 (5)) .

<o)y >0 !

Le lecteur montrera que la norme L7 du premier terme tend vers 0 lorsque R tend vers
oc {utiliser le théoréme de Lebesgue), et que les autres termes contiennent une puissance
négative de R en facteur d'une fonction de L* dont la norme est bornée. Ea choisissant
»JPOp - — 32/9 - P p H .
R assez grand pour quc ”v LRNm < 3/2, on obtient H u UR”m < 3. La fonction v,
appartenant & Cg°, cela acheve la démonstration.

Définition 6.2.4. — Soit m € M. On note H™™(R") Uespace des distribu-
tions u telles qu’il existe une constante C' avec

Yo € Co°(R") , u. @) < Clleoll,y, - (6.10)
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Cette définition, oli on peut remplacer la norme ||-||,, par n'importe quelle
norme équivalente, exprime que la forme linéaire ¢ — (u, ) est continue
lorsqu’on munit C§° de la norme de l'espace H™. Pour m = 0, cette dé-
Anition, comme la défnition 6.2.1, redonne l'espace L>. Cest si on veut un
cas particulier trés simple du théoreme 6.2.7 ci-dessous.

Théoréme 6.2.5 (Extension de la dualité). — (a) Pour toutu € H™™,
Uapplication @ v (u, p) se prolonge en une forme linéaire continue sur H™.
On notera

(w, V) gem gm , u € H™™ v € H™,

ce prolongement (en omettant parfois Uindice du crochet de dualité).
(b) L'extension précédente identifie H™™ au dual de H™ : pour toute forme
hinéaire L continue sur H™, il existe un et un seuluw € H™™ tel que

Yo e H™ ., L(v) = (u, U)H"",Hm .

L’application linéaire ¢ +— (u, ¢) est définie sur le sous-espace dense C§° de
H™ | et 'hypothése assure qu'elle est continue, et donc uniformément conti-
nue. Elle admet donc un prolongement unique en une forime linéaire continue
sur H™.

Soit maintenant L une forme linéaire continue sur H™. En particulier, pour
K compact et ¢ € CF°, on a
] o N
L] < Cllell,, <C sup  |9%(z)],
el |lal<m

I'égalité de droite résultant de

10%ll L2 < VI |0l L
en notant p{K) la mesure de Lebesgue de K. On peut en effet prendre
comme constante C’ le produit de C, de /p(K) et du nombre de multiin-
dices concernés. Cela prouve que la restriction de L & C§° est une distribution
d'ordre < m que l'on notera u. On a |(u, ¢)| = |L(v)| < C|¢|,, pour
v € C§°, ce qui montre que v € H™™.

m

Les deux formes linéaires » ~ L(v) et v = (u, ) gm gm sont définies et
continues sur H™, et elles coincident sur 'ensemble dense C§°. Elles coincident
donc partout, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Remarque 6.2.6 (Abondance de biens ne nuit pas). — Nous disposons de plu-
sieurs espaces auxquels s’identifie le dual de lespace hilbertisable H'™. Le
théoréme précédent 'identifie & U'espace de distributions H~™. Cette identifi-
cation sera dite canonique : elle résulte du prolongement par continuité de la
dualité usuelle entre distributions et fonctions, et est indépendante du produit
scalaire que 'on peut choisir sur H™.
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Pour chaque choix d’un produit scalaire (noté (-|-),) sur H™, on dispose
en outre de l'identification de l'espace avec son dual qui est valable dans tout
espace de Hilbert (théoréme 2.5.10) : pour toute forme linéaire continue L sur
H™| il existe un unique v € H™ tel que l'on ait 1'égalité L(v) = (v|u), pour
tout v € H'™.

Nous verrons ci-dessous que, loin d’étre une géne. Uexistence de plusieurs
espaces s'identifiant an dual de H™ nous permettra d’obtenir des théorémes
importants d’existence de solutions.

Le résultat suivant fournit une caractérisation trés simple des distributions
appartenant a H ™.

Théoréme 6.2.7. — Pour qu’une distribution u appartienne a H™™, il faut
et il suffit qu’elle soit somme de dérivées d’ordre < m d’éléments de L>.

Il est facile de voir que, si v € L% et si [a] < m, on a 8% € H™™. On aen
effet, pour ¢ € C§°,

(0%, )| = (v, 8°¢)| < ||vll 2 10°¢]l 2 -

Le membre de droite est majoré par C||¢l,,, ot C est la norme de v dans
L?, ce qui assure précisément que v € H~™. La réciproque est un peu plus
délicate.

Soit 4 = {a € N"| o] € m}, et considérons 'ensemble (L°)* des familles U = (v )aca

1y . 7 - ~ . - . - .
d’éléments de L=. On voit facilement que ¢’est un espace de Hilbert si on le munit du produit
scalaire

(U|v)y = Z / uﬂ(:l')r(.r_:)(l;z:_

agA”

Considérons d'autre part Papplication D de H™ dans (L) qui & u associe
Du = (0®u)aca. Vu notre choix des produits scalaires, ¢’est une isométrie de H™ dans
(L*)*. Si on note F l'image de D, I'application D est bijective de H™ sur F, et on notera
D™ : F — H™ l'isométric inverse. Enfin, F étant isométrique 2 H™ et donc complet, c'est,
un sous-espace fermé de (L*)”. On notera P le projecteur orthogonal sur ce sous-espace.

Soit maintenant » un élément quelcongue de H™™. Considérons la forme linéaire suivante
74 A
sur (LH)* :

L(W) = (u, D”'PW), (6.11)

f=—m gm

Elle est continue, comme composée de trois applications continues : (L*)* — F — H™ — C.
1l existe done (théoreme 2.5.10) un élément V de Pespace de Hilbert (L°)* tel que I'on ait

VIV € (L*)*, LOV) = (W] V) 124 - (6.12)

Explicitons maintenant 'égalité des membres de droite dans (6.11) et (6.12) lorsque W est
de la forme (0% )aea avec ¢ € C5°. On a alors D™'PIW = y, et donc

{u, @) = Z /lf)“ga(m)‘vﬁ(.'l:)rl;z:,

agA"
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N Y 2 R
ou les composantes v, appartiennent & L°. On a donc
_ S— 0 _ || na—-
)= 3 (. 0%) = (Y (=)0 ).
o €A
Cela étant valable pour tout € C§°, on a
u = E (=1)*0° T,

agAd
ce qui acheve la démonstration du théoréme.

Le point important de cette démonstration a été, outre bien sur le théoréme de Riesz sur
Iidentification d’un espace de Hilbert avec son dual, 'argument déja vu dans 'exercice 2.5.9 :
prolongement & tout Vespace (L*)* de la forme linéaire continne ¥+ (u, D1 W) qui n'est
définie que sur 'image de D. On trouvera une autre démonstration de ce théoréme dans
l'exercice 6.2.12.

C. Applications

Considérons dans R” 1'équation aux dérivées partielles suivante
Au—du=Ff

ol A est le Laplacien et A une constante > 0, ou plus généralement I'équation
suivante

L9 du , ,
Z — qaij(2)5z—(x) p — Au(x) = f(x). (6.13)
- (9.’17,‘ C):l?j ’
1,j=1
On suppose que les fonctions a;; sont bornées dans R" et que la matrice (a;;)
est symétrique réelle et uniformément définie positive, c’est-a-dire qu'il existe

¢ > 0 tel que

n
VECT  Va e B, D a(0)&E > clEf (6.14)
iy=1

Si on avait pris A = 0, la premitre équation (qui correspond au cas ou la
matrice (a;;) est la matrice unité) serait I'équation de Laplace-Poisson. qui
intervient dans une grande quantité de phénoménes physiques dans un espace
isotrope et homogene. On doit introduire une matrice définie positive générale
dans un milieu non isotrope, et la matrice doit varier avec & dans un milieu
non homogeéne. Enfin, il n'est pas sans intérét d’autoriser le cas de coefficients
discontinus (juxtaposition de deux milieux différents).

Nous verrons au chapitre 10 que les arguments qui vont suivre s’étendront
au cas A = 0 pour résoudre des équations du méme type dans un ouvert borné
de R". Le cas A > 0 correspond physiquement & 1m terme d'amortissement.
Par exemple, la température [resp. le potentiel] au point x, dans une plaque
conductrice de la chaleur [resp. de 1'électricité] imparfaitement isolée du milieu
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extérieur est, en régime permanent. solution de 'équation (6.13), le second
mewmbre f représentant les sources calorifiques [resp. électriques].

Nous désignerons par A I'application de H*(®") dans H~1(®*) définie par

n
Au = Z 0 ((l,’j@j’d) . (6.15)
i,Jj=1

v ¥ 9 . . . ’
En effet on a alors dju € L=, son produit par la fonction bornée a;; est encore
2 sonx . . x —
dans L2, et la dérivée de ce produit appartient & H L,

Dans le cas o1 les coefficients a;; sont réguliers, on peut bien stir développer
la dérivée du produit powr obtenir Au = Y a;;0idju + Y_(Ja;;/dw;)0u. Par
contre, lorsque les coefficients sont seulement bornés, seule la premiére forme
a un sens. L'équation (6.13) est dite “sous forme variationnelle”, nous verrons
plus loin pourquoi. Pour des raisons tout & fait analogues & celles dun®5.4.15 ce
n'est qu'en écrivant ces équations sous forme variationnelle, et en interprétant
les dérivées au sens des distributions, que 'on a toute U'information venant
des principes physiques (ici, la minimisation de 1'énergie) qui out servi & les
établir.

Notre objectif est la démonstration du théoréme suivant, qui contient
. . N 3 . N 2
conmune cas particulier le cas ol le second membre f appartient & L-.

Théoréme 6.2.8. — Pour X\ > 0 et pour tout f € H Y (B"), il existe un et
un seul w € HY(B™) tel que

(A= Nu=f

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.2.9. — L’expression
n . »
(u]v), = Z / aij Qiudjvde + / AuT dx
1,j=1 *

est un produit scalaive sur H' qui définit une norme équivalente a la norme
usuelle.

Il est clair que l'expression est bien définie pour u et v dans H!, et que ¢’est
un produit scalaire. D’autre part, les coefficients étant bornés, il existe une
constante M telle que Uon ait 3 a;;(2)6& < M ¢ lg. En appliquant cette
dernicre relation et (6.14) & &€ = Vu(x). on obtient

e|Vu(z))? < Z a;jj(@)Opu(x)dju(r) < M Vu(z)]?.
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., . . 2 .
En intégrant par rapport & x, et en ajoutant \||ufl72, on obtient

1 2 <max(M, A) ||u 2
* 1

min(c, \) Hu||% <

ce qui prouve bien ’équivalence des normes.

Démonstration du théoréme 6.2.8. — Donnons-nous f € H~!, et considérons
la forme linéaire continue v — (f, v) g-1 1. En vertu du théoréme de Riesz

(théoreme 2.5.10) il existe donc w € H! tel que
Vo & B, (f, )yt = (0] w),

En particulier, pour ¢ € C§°, on a

<f7(p)=/Zaug gw (IL—{—\/prdL,

et donc

S s, 0e) + A (1, ) = (— 3 Aiadym) + 3T, 0) = (f ).

Cela signifie que, en posant © = —, on a (A — \)u = f au sens des distribu-
tions.

L’unicité de u se démontre facilement. En effet, la différence ug de deux
solutions vérifie (4 — N)ug = 0, et le calcul ci-dessus montre que l'on a alors,
pour ¢ € C§°

3

(¢|70), = 0.

L'élément %y de lespace de Hilbert H' est orthogonal au sous-espace dense
C§° et est donc nul.

Remarque 6.2.10. — La démonstration précédente utilise un argument devenu trés clas-
sique, dont des variantes sont connues sous le nom de théoréme de Laz-Milgram, mais le
lecteur non encore blasé peut trouver qu'elle tient du miracle. Elle est en fait étroitement
reliée a des concepts du calcul des variations.

Considérons la fonctionnelle suivante, qui représente physiquement 'énergic du champ
de potentiel u, en présence du terme d’amortissement représenté par \ et des sources repré-
sentées par f (en se limitant & des fonctions ou distributions réelles pour simplifier)

H)““/Za”gu guj de + = ,\/u de —{f, u).

Si u est un élément de H! tel que J(u) soit égal au minimum de J sur H*', on a pour tout
w e Cg°

0 < J(u+te)— J(u) :t{/ (Z“v Ou Oy /\usa) dx — (f, @)}

@ 59 2y o
: —2-{/ (Za,Ja ey + Ay ) d‘z.}.
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~1

Le minimum devant étre atteint pour ¢ = 0, le coefficient de ¢ doit étre nul, et ceci pour
chaque ¢ € Cg°, ce qui signifie précisément que, an sens des disiributions, on a

Z J Jdu \ f

= i ¢ — Au = f.

Jay |7 Oy

Ce caleal est un cas typique de mise en évidence de ce que Uon appelle les équations «('FRuler-
Lagrange 'un probleme de calcul des variations. Notre équation apparait naturcllem-né sous
forme variationnelle (ee qui explique la terminologie que nous avons utilisée). les dévivées
devant étre entendues au sens des distributions.

Si on peut prouver que J atteint effectivement son minimum en un point de H', cela dié-
montrera existence d’une solution. Or, en introduisant I'élément g de H' el que ([, ¢) =
(up | v), pour tout v € A", on a

1 .
Ty =% (u]w), = (f. ) =3 (ulw), = (uo]u),

et donc

J(u) = % {(-u.——u” [u—uo), — (uo| uo), } .
11 est alors clair que le winimum est atteint pour u = wg.

C'est le théoreme de Riesz assurant gquiune forme lindaire continue sur un espace de Hilbert
est donnée par le produit scalaire avee un élément de Uespacerqui joue un role clel. Alais,
comune nous 'avous vu, c’est un corollaire simple du théoréeme dexistence de la projeciion
sur un convexe (un hyperplan en l'occurrence) fermé. Bt ce thiéoréme est I'un des précieux
résultats dont on dispose pour prouver cue des fonctionnelles (ici la distance & un ronvexe
fermé) atteignent leur minimurrn.

Les fonctionnelles ne sont pas toujours quacdratiques, et les dquations d’Euler-Lagrange
sont sonvent non-linéaires. I importe dans chaque cas de bien préciser Uespace fonctionnel
dans lequel on travaille, de bien préciser en quel sens un extremum est solution “faible™ des
équations d'Euler-Lagrange, ct de disposer de théortimes (lids en général & la compacité dans
l'espace fonctionnel utilisé) assurant existence d’extremims (ou de points critiques).

Exercice 0.2.11. — (a) En reprenant la déimonstration du théoreme 6.2.8 dé-
montrer qu'il existe C' tel que Munique solution de

(A=Du=0f]0x; . [elL?
vérifie flull g1 < T fll2-
(b) En déduire que, pour « € H?, ou a ||ullg2 < C* (|Aullp2 + Jufl ). (On
posera f = (A — I)u et on éeriva U'équation sabisfaite par du/ou;)
(¢) En déduire que. pour A > (), Uexpression

c)udu

(lz + A / uD dx

est un produit scalaire sur H> ¢t que la norme correspondante est écquivalente
A la norme usuelle de H>.

(¢) Démontrer qu’il existe. pour A > 0 et pour tout / € H™=, une et une scule
solution u € H* de I’équation
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Erercice 6.2.42. ~  Ou considére Popérateur 4 = 37, | e (=D)18lg2e oh
est uwn entier positil. Moutrer que 'on a, pour . € H™ et:p. e C5°, (Au, 7)) =
(u]),,. le produit scalaive étant défini par (6.9). Démontrer que A est un
isomorphisine de H'™ sur H™" et cu déduire une nouvelle démoustration du
théoréme 6.2.7.

6.3. Distributions périodiques

Dans ce qui suit, nous nous donnerons un nombre T > (), et nous poserons
w =27 /T. On dit qu'une distribution u est. T-périodigue si sa translatée 7.u
est égale i wu.

Théoréme 6.3.1. — Soit (y))per, unc suite @ croissance lente. c'est-a-dire
vérifiant wne estimation du type

VpeZ, Iyl <O +[p)h".

La série

oo
ipwt v 2
E ype't (6.16)

P=—00
converge alors au sens des distributions et définit une distribution T-pério-

dique.

Considérons cu effet la série 3, g (vp/ (ipw) ¥ T2) eP=!. Elle est uniformément
convergente, la norme uniforme du terme général est O(p~"). La série converge
done aun sens des distributions et, d’aprés le théoreme 4.3.4, elle peut étre dé-
rivée terme & ferme. I suffit de vépéter N + 2 {ois I'opération pour obtenir le
résultat. D’aufre part. chaque somme partielle S vérifiant 7,5 = 5, il en est
de méme de la somme de la série. les translations étant continues dans D',

Remarque 6.5.2. — Le terme général de la série tend bien sir vers 0 dans D'
et on peut s'étonner de voir la suite pt9%%?=f tendre vers 0 en un sens raison-
nable. Cela refléte le fait qu'un appareil pliysique (dont le comportement, reste
linéaire) est insensible aux trég hautes fréquences, méme de grande amplitude.

Lobjectil de la série d'exercices qui vont suivre est de démountrer que, ré-
ciproquement, ftoute distribution périodique est somme d'une unique série
de Fourier, dont les coefficients sout a croissance lente. Nous rappelons le
théoreme classique suivant.

Théoréme 6.3.3. — Soil f une fonction T-périodique de classe C'' par
. . a+T p —ipw .
morceawr. Si on pose ¢,(f) = '[“ S (et dt )T, les sommes partielles
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symétriques Zﬁ:—k ep(f)e?t de la série de Fourier convergent wniformé-
ment vers [ dans tout intervalle fermé formé de points o f esl continue,
et convergent vers 1/2(f(t — 0) + f(t +0)) en tout point de discontinuité.
Exercice 6.3.4. -~ Déduire de ce qui précede que, si [ cst T-périodique et de
classe C™, la suite des ¢,(f) est & décroissance rapide, ¢est-a-dire que I'on a
lep(f)] < Cn(1+ Ip) N ponr tout N et que la différence

I
J =2 e
-

tend vers 0 uniformément ainsi que chacune de ses dérivées lorsque & et A/
tendent vers +oc.

Ewercice 6.3.5. — Montrer qu'il existe x € CF(B) telle que l'on ait
D e 7N =1. Ou pourra prendre d'abord ¢ € C§° positive partout et
strictement positive sur [0.77, et poser \ = /(> 7, 1)

Ezercice 6.3.6. — Soit o € C§°(R) et posons a = ETA_TO:. Moutrer que
ep(@) = [, eut)e™ P dtT.

Ewercice 6.3.7. — Montrer que pour (7,) a croissance lente et o comme ci-
dessus, on a

<z 'Ype”'wt ) a> = Z H1’1)(541}(&)5

et en déduire gque I'application qui a une suite & croissance lente v, associe la

distribution Y y,e'?! est injective (considérer o = y eP0t).

Exercice 6.3.8. - Soit U une distribution T-périodique. Montrer qu’il existe
v € E'(R) telle que U = 3 7, u. En posant

, 1
By = 7 (. (E!——[‘U_'i>5,‘cx .

montrer que la suite 3, est & croissance lente et que I'on a

(U, o) = (u.a) = fhep(@).

En déduire que U = Y e,
Cela prouve donc le résultat suivant.

Théoréme 6.3.9. — Toute distribution T-périodique U peul s'écrire de
maniére unique sous forme d'une série de Fourier convergente dans D'

U= ep(U)e",

PET
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o la suite (¢,(U)) est a croissance lente. Les coefficients de Fourier peuvent
se caleuler par ¢,(U) = T4 {u, e‘””‘”‘). en choisissant une distribution u a
support compact telle que U = 3 7, nu

On 2 ainsi obtenu, comme dans le cas des lonctions de carré sommable. une
caractérisation complete des distributions périodiques en termes de leur série
de Fourier. Dans la plupart des espaces fonctionnels, et notamment pour les
fouctions périodiques sommables ou continues, la situation cst trés loin d'étre
aussi simple, et de nombreux problémes sont encore ouverts.

Eaeercice 6.3.10. — Démontrer que I'on a 1'égalité suivante, les séries conver-
geant au sens des distributions,
+oo T
E S = — E cipwf
‘ T
h=-—ra p=-—20

En dédnire que. pour ¢ € CF¥(R) (cette hypothese peut étre notablement
affaiblie), on a

+o0 1 +oo
p(2hm) = o= > Blp),
k=—00 P=—00

olt ont a noté¢ J(p) = [ e Mp(t)dt la transformée de Fourier de . Cette
relation est connue sous le nom de formule sommaloire de Poisson.



CHAPITRE 7

CONVOLUTION

7.1. Préliminaires

Les deux théorémes qui vont suivre se réduisent respectivement an théoréme
de dérivation sous le signe somme et au théoréme de Fubini lorsque la disbri-
bution u est en fait une fonction localement sommable.

Théoréme 7.1.1 (Dérivation sous le crochet). — Soit u € E'(BP). et
soit @ € C(RPTT). Alors la fonction y — (u(x), @(x,y)) est de classe C°
dans BY | et on a

9y (u(x) . olw,y)) = (u(x). (‘)ﬁap(a:,y)> . (7.1)

Posons f(y) = (u(x), o{a,y)) et montrons d'abord la continuité de f. Si K
est un voisinage compact du support de u, et si y; est une suite tendant vers
Yo, on a (voir remarque 6.1.7)

|f(ys) = f(yo)] £ C sup
2EL, |BI<p

o) (el ) = 90(17-’-.'!10))‘ (7.2)

oll p est I'ovdre de u. Les dérivées de ¢ étant uniformément continues sur le
produit de I par un voisinage compact de g, le membre de droite tend vers
0 pour § — o, ce qui prouve la continuité de f.

Monftrons maintenant 'existence des dérivées partielles df/dy; en un point
y fixé. En appelant e; le ¢¢ vectenr de base, on a

% (f(y + hei) = F(y) — (ulx), gjl%(-’v: ) = (ulx) . by, y)) . (7.3)

en posant

1
duly) = 3 (lay + her) = pla.y) = ().
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Il est facile de montrer que #py, ainsi que ses dérivées en z d’ordre < p convergent
uniformément vers 0 pour @ € KA. L'estimation utilisée ci-dessus dans (7.2)
moutre alors que le membre de gauche de (7.3) tend vers 0 avee h. Cela prouve
lexistence des dérivées partielles premiéres, avec
OF [dity) = (u(a) . /O ().

Eun remplacant ¢ par do/dy;. Uargument qui nous a permis de prouver la
continuité de f moutre la continuité de 9f/dy;. Nous avons ainsi démontré
que f est de classe C' et que la formule (7.1) est valable pour les dérivées
d'ordre L. Ou conclut par récurrence.

Lénoncé du théortme qui va suivre uous suffira, mais les hypothéses pour-
ralent en étre notablement affaiblies : la dérivabilité de @ par rapport & y n'a
rien 4 voir dans laflaire, et les pavés n'ont pas de vertus particulieres pour
Iintégration.

Théoréme 7.1.2 (Intégration sous le crochet). — Soient u € E'(RP)
el w € C(BPYY. Soil Q un pavé (produit d'intervalles) compact de B1. On
a alors

(u(r) . /(')c,o(-'v-.u) dy) = / (u(w) . (v, y)) dy.

JQ
Il suffit de prouver le théoréme lorsque g = 1 et Q = [a.)]. ce que nous suppo-
serons ddésormais, le cas général 8y ramenant en intégrant successivement par
rapport & yy.... .y,. Posons

e

F(y) = (u(z). / o(a.t)dl).
Ja
En appliquant le théoreme précédent. on obtient
/ o I L
Fl(y) = {(u(z), ole.y))

et donce

b
PO =0 = [ (ula). olw) dy,

ce qui é¢tablit le vésultat.

Pour I'étude du produit de convolution, les concepts snivants nous permet-
tront d’étendre systématiquement & des situatious beaucoup plus géuérales
des résultats obtenus sous des conditions de supports compacts.

Définition 7.1.3 (Ensembles convolutifs). — On dit que deur ensem-
bles fermés F el G de B sont convolutils (on dit aussi que le couple (F, Q)
est convolutif) si. pour tout R > 0. il existe p(R) tel que

(reF yed, [r+yl<R)= (x| <p(R), [y < p(R)).
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On dit de méme qu'une famille finie (F;)ier d'ensembles fermés est convo-
lutive si pour toul sous-ensemble J de I et pour toul R. il exislte p(R) lel
que

(v € F; . ‘ZIJ‘ <RYy= (VjeJ. |z <plR)).

Le lecteur vérifiera facifement los propriétés suivantes

1. Siles Fq.... . F, sont ferinés et si tous. sanl pent-ctre un. sont compacts,
ils sont convolutifs.

2. En adjoignant ¢ enseimbles compacts & un p-uple convolutif, on obtient
un (p + q)-uple convolutif.

3. Sur B, les intervalles [aq.+2c].... ,[a,. +x[ orment une famille convo-
lutive.

4. Dans I'espace-temps B x B3, dont on notera (4,1) le point conraut. avee
r|, le “cone davenir” G = {(t.r)|¢t > r} et BL = {(t.7)[1 > 0} sont
convolutifs.

Si F et G contiennent respectivement deux demi-droites paralleles et de
direction opposdes, ils ne sont pas convolutifs.

[y

Proposition 7.1.4. — Si F et G sont convolutifs. 'ensemble somme
14-G’={:I'|§IyEF. = e G.x=y+z}

est un sous-ensemble fermé de B".

vers 1 pom( rg.onaxg € F + G Il n\lsfe alols Ui € F’ et 25 € G fﬁls qn('
y; + z; = wj. La suite convergente z; est majorée en norme par un certain
nombre 2, et I'hypothése assure alors que les y; et 3; sont majords en norme
par p(R).

Eu extrayant une premiére. puis une seconde sous-suite (nous omettrons de
changer les noms des indices) ou peut supposer que y; =+ yp et z; — 5. On
ayg € F et zp € (. ces ensembles ¢tant fermés. On a enlin par coutinuité
2o = Yo + 20, c¢ qui achéve la démonstration.

7.1.5. Utilisation des ensembles convolutifs. — Nous aurons & épéter
plusieurs fois, dans des contextes diflérents, Margument gui va suivree. Clest
pourquoi nous en donnons une présentation abstraite.

Soient A el 5 deux sous-espaces vectoriels de D'(P") ¢ui sont stables par
multiplication par C3® (c'est-a-dire que v € A et ¢ € C§° entraine @u
A). Dans les applications. ces espaces serout L on O™ ou D', Supposons
de plus que 1'on ait une application hilinéaire (notons-la (u, v) w— w = v) de
(ANE) = (BNE") dans & vérifiant

Supp(u = v) C Supp(u) + Supp(v). (7.4)
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On a alors

—

. L'application (u,v) — u v §'élend naturellement aux couples (u,v) €
A x B donl les supports sont convolutifs.
. Pour de tels couples. on a encore la relation (7.4).

L2

Lextension de Uopération # est définie de la fagon suivante. On prend une
suite de fonctions 8; € C§°. telles que I'on ait 6; = 1 pour |2| < j. Pour

~

chacque ¢ € C§°. on pose

(v ) = lim {(0j0) + (O0). ). (7.5)

la suite Hgurant au membre de droite étant convergente au sens le plus fort
qui soit : elle est constante A partir d'un certain rang.

Démontrons ce dernier point. Soit R tel que le support de ¢ soit contenu
dans la boule de rayon R. Nous allons montrer que des que l'on a j > p(R),
ol p est la fonction de la définition 7.1.3, le membre de droite de (7.5) reste
constant.

Soient en eflet j et b supéricurs & p(R). On a

{(05u)+(050) — (Bpu)=(0p0) , ) = ((Bju—0u) * (B;0) . )
+ ((Bpu) * (0;0—0,0) . ).

Le premier terme (le raisonnement est identique pour le second) ne pourrait
étre non nul que si l'intersection de Supp((0;—60;)u)+Supp(d;v) et du support
de v était non vide. Il existerait alors un point z = y4z avec x € Supp(w), ¥y €
Supp((6;—0;)u) et = € Supp(fjv). On aurait alors |y+z| < R, y € Supp(u),
[yl > p(R). = € Supp(v) et c'est précisément ce quiinterdit 'hypothése de
couvolutivité.

On voit facilement (directement ou par le théoreme 4.2.3) que la forme
linéaire v définie par (7.5) est une distribution. Il reste & vérifier la propriété
de support, ¢t donc & monérer que, si Supp(y) ne rencontre pas Supp(u) +
Supp(v). on a (u* v, ) = 0. Or, sous cette hypothése, Supp(y) ne rencontre
pas a fortiori Supp(d;u) + Supp(f;v). on a done ((fu) + (G;v). v) = 0 et le
résultat.

Remarque 7.1.6. — La démonstration précédente montre bien str que la dé-
finition de u + v ne dépend pas de la suite #; choisie. En fait, la restriction de
w+ v & la boule de rayon R est égale & celle de (Fu) * (Qv) des que la fonction
f € C§° est égale & 1 sur la boule de rayon p{RR).

Exercice 7.1.7. — Soient f ct g localement sonumables dans B et dont les
supports sont convolutifs. Moutrer que le produit de convolution f % g peut
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ébre défini par la méthode ci-dessus, et quil peut également étre défini par

(f*g)( /f x—y)g(y) di.

Iintégrale étant convergente pour presque tout .

7.2. Convolution d’une distribution et d’une fonction C*

Lorsque u est une fonetion sommmable, on peut écrive, pour ¢ € CF°,

(u+ @) () = /kou—um( Yy = (uly) . o(x — u)).

Cette derniere expression conserve un sens lorsque u est une distribution et
va nous servir & définir le produit de convolution dans ce cas. La nouvelle dé-
Hnition, appliquée & une fonction sommable, coincidera donce avec I'ancienne.

Théoréme et Définition 7.2.1. — Soient u € E'(B") et ¢ € C{F(R").
Leur produit de convolution est défini en chaque point x par
(ur ) () = (uly) . o(z—y)).
La fonction ux ¢ appartient a Cg°, et on a
O (u* @) = u* (%) = (8%u) = v, (7.6)
Supp (u* ) T Supp(u) + Supp(p).

Le théoréme de dérivation sous le crochet 7.1.1 montre immédiatement que
1 @ est de classe C™ et que

0% (uxp)(x) = (uly), Rl —y)) .

ce qui prouve la premiere égalité.  D'autre part, en remarquant que
NNo(r—y) = (- )|“|E)“ (@ =), le second membre de (7.6) est égal, par défi-
nition de la dérivation des distributions. & (9%u(y), o(x — 1)), ce qui prouve
la seconde égalité.

Enfin, le support de u * ¢ est compact. Plus précisément, il est contenu
dans Supp(u) + Supp(e). En effet, si & nappartient pas & cet ensemble, les
supports de u et de y — p(z — y) sont disjoints.

Théoréme 7.2.2. — Soient u € E'(R"), ¢ et p € CFF(R"). On a alors

(4% @) * 1) = u* (@ * 1))
et

~1
~1

(wr . $) = (u. pxif) (7.



136 CHAPITRE 7. CONVOLUTION

Le théoreme d’intégration sous le crochet donne immédiateiment

<uun. / ¢c»—y—:wpuods> = [t elo=y-2) (2)

/Q JQ
ol @ est un pavé compact, que L'on choisira contenant le support de 1. Les
intégrales sur @ sont alors égales aux intégrales sur B". Le niembre de gauche
est égal & (u* (@*4))(x), tandis que le membre de droite vant ((u*p)*1)(w),
ce qui démontre la premieére partie du théoreme.

On a de méme
<mmf/¢w—mwwwm>:/km> oy — )by, (7.8)

En notant que ¢(x —y) = o(y — 1) on voit que le mewmbre de gauche de (7.8)
est dgal an membre de droite de (7.7) et vice versa, d’ol le 1es_.ulmt.

Corollaire 7.2.3. — Soient u € D'(B") el p € C(R") tels que leurs sup-
ports soient convolutifs. Le pracﬁa’é du n°7.1.5 permet de définir uxp. C'est
une fonction appartenant ¢ C™(B"), & support dans Supp(u) + Supp(e).

Si on se donne en outre o € C(R"). et si les supports de u, @1 forment
un triplet convolulif, on a

(@) * i = u* (p* ).

Les conditions d’application du n°7.1.5 sont réalisées. avec A = D' et B = O,
et w = u*xp est donc une distribution bien définie, dont le support est contenu
dans la somme de ceux de u ¢t . On sait en outre que la restriction de w
a une boule quelconque B(I?) est égale a la restriction de Qu x 8¢, pour unc
fonction 6 € CF® convenable. La rvestriction de w a chagque boule étant de
classe C*°, on a w € C™(R").

Lorsque les supports de u, @, forment un triplet convolutif (on notera
p(R) la fonction associée), nous laissons au lecteur le soin de montrer que, si

w1, 01,41 sont les produits respectifs de u, @, 1) par une fonction § € CF° égale
& 1 au voisinage de B(p(R)), on a
Vo € B(R), (u+*@)*i{a) = (ug*wp1)*Pr(x)
wx (@x ) (@) = uy * (w1 *4n)(x).
Les membres de gauche coincident dans toute boule et done partout.
Remarque 7.2.4. — Les cas les plus fréquents d'utilisation de la condition

précédente sont d'une part le cas v € £, € C, et d'autre part le cas
u e D\, pe C§°. Dans les deux cas (vérification facile). on a encore

(ux @) () = (uly). ez —y)).

le membre de droite dtant bien défini.
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On pourra. a titre d’'exercice, remarquer que, lorsque Supp(u) et Supp(p)
sont convolutifs, I'expression (u(y) . p(x —y)) est bien définie griace A exten-
sion de la dualité du n°6.1.8, et qu'elle est égale & u » p(x) telle que nous
I"avons défiuie.

Théoréme 7.2.5. — Soient Q@ un ouvert de B" et u € D'(Q). I existe
alors une suile de fonclions f; € C§°(Q) qui converge vers w au sens des
distributions.

Nous allons maintenant pouvoir procéder par ftroncature et régularisation
comme nous 'avons fait pour les fonctions dans le théoréme 3.5.2. Soient
domnc ; une snite d’éléments de C§°(£)), égaux a 1 sur une suite exhaustive
de compacts. et (7)) une suite décroissante, tendant vers 0, telle que £(7) soit
inférieur & la moitié de la distance de Supp(s/;) au complémentaire de . Soit
enfin v. une approximation de I'identité, et posons

Fi = (hju) * x5y

Pour chaque fonction d’essai ¢ dans Q, on a

(J7,0) = (hju. Xey * ) (7.9)

d’aprés (7.7). La suite v: étant elle aussi une approximation de Uidentité, la
suite Y.(;) * ¢ garde son support dans un compact fixe I de {) pour j assez
grand, et converge vers ¢ uniformément ainsi que chacune de ses dérivées (voir
théoreme 3.4.3).

On a douc <'u.‘, Xe(j) *gp) — (u, ¢). Mais d’autre part. les fonctions 1;
étant égales &4 1 au voisinage de K pour j assez graud, on a également

(hjus Xy r @) = (us Xey * o) = (1, @) (7.10)
Il résulte de (7.9) et de (7.10) que (fj. @) = (v, @), et done le résultat.

Remarque 7.2.6. — Ce théoréme important permettra de démontrer des pro-
priétés sur les distributions en passant a la limite & partir de propriétés connues
pour les founctions. 11 signifie également que nous n'avons pas introduit un es-
pace “trop gros” de fonctions généralisées. Comune nous 'avions suggéré dans
la section 4.1, on peut aussi définir D' comme le plus petit espace contenant
les fonctions et leurs limites (au sens des distributions).

En reprenant (sans les troncatures) la démonstration ci-dessus, on montre
facilement le résultat suivant.

Corollaire 7.2.7. — Si u appartient ¢ D'(E"), ses réqularisées u \- sont
des fonctions de classe C™ qui convergent vers u au sens des distributions.
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Erercice 7.2.8. — Il g’agit de démontrer le résultat suivant : si toutes les
dérivées Oyu (an sens des distributions ) d'une distribution v € D'(R") sont
des fonctions continues, alors « est en fait une fonction de classe C1.

(a) Démontrer, en utilisant le théoréme 5.3.7. que la propriété est vraie en
dimension 1, et se convaincre du fait que le résultat n’est pas évident en
dimension supérieure.

(b) Soient x. une approximation de I'identité, et f. = u % y.. On écrira

n .
fe(z) = f2(0) + Z /0 x; O f-(tw) dt = f-(0) + g-(x).
T

Démontrer successivement que d;f: converge uniformément sur tout compact
vers Jdin et que g- converge uniformément sur tout compact vers nne fonction
continue g.

(c) Soit ¢ une fonction de C§° d’intégrale non nulle. Montrer que (f., ¢) —
(1, ) et en déduire que f-(0) tend vers une limite. Montrer que f. converge

uniformément sur tout compact vers une fonction continue et conclure.

7.3. Convolution et translations

A. Propriété caractéristique de la convolution

Il résulte immédiatement de la définition que le produit de convolution
commute avec les translations. On a en effet, pour v € £'(R") et pour ¢ €

C3o(E")
(uly). oz = (a+y)) = (rauly) . lz ~y)),
et le premier membre peut aussi bien s'interpréter comme la valeur en 22 — a

de u ¢ que comme la valeur en x de u* (7). On a douc
To(u* ) = (Tou) * p = u* (7). (7.11)
Une remarque qui nous sera utile est la suivante. On a (u % ¢)(0) =
(uly), o(—y)), et donc, en remplagant ¢ par @
(u, @) = (u*p)(0). (7.12)
Les opérateurs de convolution peuvent étre caractérisés par le fait qu'ils com-
mutent avec les translations, si on adjoint la propriété de continuité suivante.
Théoréme 7.3.1. — Soit u € E'(R") et soit U lopérateur appliquant C§°
dans lui-méme défini par Up = u+w. On a
VI compact, Vp € N, AL compact, g € N, IC,

Yo € Ceo(R"), sup |[0%(Ue)(z)| <C  sup ‘8“3@(:1:)'. (7.13)
rel,|o]<p rel, |3|<q
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Cette expression riche en quantificateurs signifie simplement que U'application U7 est conti-
1 g I {

nue (voir le théoreme C.1.7) lorsqu’on munit le sous-espace Cg° de C™(R"™) de la topologic

définie au n°C.2.6.

On a en effet, d’aprés (7.6)

% (ux @) (w) = (uly), (9%)(x —y)).

Sir est lordre de w, et si H est un voisinage compact du support de u, on
peut d'apres le théoreme 6.1.3 estimer le membre de droite par une constante
fois la borne supérieure sur H des dérivées d'ordre < v de y — 0%¢(x — ).
On a done, & —y parcourant le compact ' — H (différence algébrique) lorsque
x parcowrt I,
sup [0%(uxp)(2)| < C sup }0-‘%9(:) .
el zeX-H. |3|<|a|+r

La propriété (7.13) en résulte immédiatement, avec L =K — H et g=p +r.
Théoreme 7.3.2 (Propriété caractéristique). — Soit U une applica-
tion linéaire de CFF(R") dans lui-méme, qui commute avec les translations
(¢'est-a-dire telle que Uty = 7,Up) et qui posséde la propriété de conti-
nwité (7.13). Il existe alors une unique distribution u & support compact telle
que

Vo e C(RY), Up =uxp.

Supposons d’abord le probléme résolu, on doit alors avoir

Up(0) = (ur p)(0) = (u, §) = (i, ).

1l en résulte que la distribution 7 (et donc u elle-méme) est, si elle existe,
uniquement déterminée par U.

Considérons maintenant la forme linéaire » sur C5* (") définie par (v. @) =
Up(0). En utilisant la propriété (7.13) dans le cas p = 0, I\ = {0}, on obtient
I'existence de q, L, C tels que

X — 7 3 patal Y
Yo € C5 s [(v, @) = |Up(0)| <C sup  [3%p(x)].
la}<q, el
Cela exprime que v est une distribution, et qu'elle est a support dans L, le
membre de droite étant nul si le support de ¢ est disjoint de L.

Pour a € B", la valewr de Uy au point a est égale & la valeur de 7_,Uyp =

Ut_qp & l'origine. On a donc

Upla) = (v. T—qp) = (D, ) = (0(y) . pla—y)).

On a donc Up = 0 % o, ce qui achéve la démonstration.
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Exercice 7.3.3. — Démontrer de méme qu'une application linéaire U de
CP(R") dans C(R") qui commute avec les translations est nécessairement
de la forme Up = u* ¢ avec u € D'(R") des qu'elle posséde la propriété¢ de
continuité suivante :

VK, 3p,3C, Ve € CF,

Ue(0)| <C  sup  [90%(x)].

rellal<p
B. Interprétation physique

Considérons un systéme physique, que nous nous représenterons comme
une “boite noire” (on peut penser sion veut & un amplificateur), qui lorsqu'on
P'excite avec un signal s(¢) produit une réponse r(t). On fait fréquemment en
physique les hypotheéses suivantes.

— Le principe de superposition : si 71 et 72 sont les réponses aux signaux sp
et sa, alors la réponse au signal A\1s; + Aasa est Ayry + Ao,

-— L’homogénéité dans le temps : la réponse au signal s décalé de T secondes
est la réponse r décalée de T secondes.

— Une certaine stabilité : des signaux trés voising ne produisent pas des
réponses trées différentes.

Si on considére 'application (de CF¥(R) dans C™(R)) qui & s fait corres-
poudre r, la premiére propriété assure qu’elle est linéaire, et la seconde qu’elle
comunute avec les translations. Sion interpréte la troisiéme comme la condition
de continuité de l'exercice 7.3.3 (c’est une condition extrémement faible : on
accepte de perdre 1000 dérivées entre le contréle que 'on a sur s et celui que
I'on obtient sur ), il en résulte que la réponse est donnée & partiv du signal
par

r=~kxs

ol & est une distribution sur R. Ce résultat trés général explique l'intervention
de la convolution dans tant. de domaines de la physique. Il n’est bien st correct
que dans les conditions de validité des hypothéses ci-dessus : un systéme qui
sature, ou dont les composants évoluent, ne rentre pas dans ce cadre.

En anticipant un peu sur la suite du cours, oll nous verrons que ¢ est 1'é1é-
ment neutre de la convolution, on obtient que & est la réponse & 'excitation §
(on appelle souvent & la réponse impulsive), et que la réponse 4 la fonction de
Heaviside H (t) (facile & réaliser en fermant un interrupteur) est une primitive

de k.

Si on fait I'hypothése de causalité (si s(7) est nul jusqu'a 'instant 7", il en
est de méme de r), il en résulte que & est a support dans [0, +cc[, et on obtient
la forme familiere r(¢) = [i oo R(t = 7)s(T) dr lorsque L est une fonction.
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En admettant que les résultats précédents, que nous avons implicitement
étendus A des signaux s € £, se laissent aussi étendre a des signaux de type
sinusoidaux (ils ne sont pas & support compact, mais si & est une fonction
assez petite a Pinfini, le résultat est encore valable par passage 4 la limite), on
obtient., pour s(t) = e’“! la réponse

r(t) = / T () dr = E(w)ci”’

.

ou on a noté & la transformée de Fourier de &
k{w) = / e T h(T)dr.

Il en résulte quun signal purement sinusoidal de pulsation w produit une
réponse de méme type, amplifiée dans le rapport |[k(w)| (le “gain” & la fré-
quence w/27) et déphasée de arg(f:(w)). Nous verrons par la suite que la
transtformation de Fourier et la convolution sout trés éiroitemeni reliées.

Il ne faut pas confondre la linéarité de la courbe de réponse, tant vantée par
les coustructeurs de matériel haute fidélité, avec la linéarité de I'application
s — 1. La premitre signifie, si 'on en croit lesdits constructeurs, que k (en fait
son module, et dans un intervalle de fréquences) est presque une coustante, ce
qui équivaut & dire comme nous le verrons que k est proche d'un multiple de 4.
Par contre, la linéarité de s — 7, qui signific en gros l'absence de saturation,
est parfaitement compatible avec le fait que & ait une amplitude appréciable
sur un grand intervalle de temps. ou que Z(w) varie beancoup avec w, toutes
choses désastreuses pour andition musicale.

Des arguments du méme type sont également valables en toute dimension.
Ainsi par exemple, dés que 'on affirme en électrostatique que toute répartition
de charges p produit un potentiel V', que le principe de superposition est va-
lable, et que si on translate les charges, le poteutiel subit la méme translation,
Pargument ci-dessus entraine que 'on a nécessairement V = k* i, olt & est le
potentiel créé par la masse de Dirac. Nous avons bien siir supposé une certaine
continuité de l'application yt > V', des hypothéses de ce type étant (presque)
toujours faites et (presque) toujours implicites en physique.

Remargque 7.3.4. — On peut s'intéresser aux opératenrs linéaires qui ne vérifient pas la
propriété de commutation avec les translations. Par exemple, si une fonction k(a, y) est loca-
lement sommable dans B x R, on peut lui associer l'opérateur intégral ¢ — [ k(r,y)e(y) dy
qui applique C§(R?) dans L{,.(R”). Ce dernier n'est un opérateur de convolution que si p = q
et s1 &k ne dépend que de a2 — y.

P . . P . - - , mp+ . .
On peut généraliser ce qui précéde comme suit. Si K € D'(RP™), on peut lui associer
Popérateur lindaire ¢ — Ko de C52(B7) dans D'(R”) défini par

(Rep(a) () = (K(xoy) e (0)e(y) . (7.14)
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On vérifie facilement que A est lindaire, et que si une suite ¢; converge vers 0 ainsi que
toutes ses dérivées, les supports des ¢ restant dans un compact fixe, alors la suite Kyo; tend
vers {} au sens des distributions.

Uu résultat célebre et difficile : le “*théoreme des noyvaux” de L. Schwartz, assure que la
véciproque est vraic. Toute application lindaire A vérifiant la prapriété de continuité ci-dessus
est de la forme (7.14), ot la distribution /" est déterminée de maniére unique pav A%

7.4. Convolution des distributions

Nous allons définir ¢i-dessous le produit de convolution de deux distributions
u et v & support compact. Il existe déja deux cas ol ce produit est défini :
pour u et v dans L' d'une part, et pour u € £',v € C§°. Dans les deux cas,
on sait que. pour ¢ € C§°, on a

(uHv) %@ =1u*(v*p).

Dans le premier, ¢’est une conséquence simple du théoréme de Fubini, dans
le second. c'est le contenu du théoreme 7.2.2. Nous allons prendre en fait
le membre de droite comme définition du produit de convolution de deux
distributions, ce qui nous garantit qu'elle prolonge les définitions antéricures.

Théoréme et Définition 7.4.1 (Supports compacts)
Soient u et v appartenant ¢ E'(R™). Il existe alors un et un seul w € E'(R")
tel que

Yo e C5° . ux(vxp)=w*p.
Cette distribution w est notée uxv ef on o
Supp(u *v) C Supp(u) + Supp(v).

Soient U et V les opérateurs de convolution par u et v respectivement, ct
posons W = U o V. Lopératenr W est linéaire de Cf° dans lui-méne et
commute avec les translations, comme composé d’opérateurs possédant ces
propriétés. En outre, il posséde également la propriété de continuité (7.13).
En effet, I et p étant donnés, on peut trouver Ly et g tels qu'on ait une
majoration du type (7.13) pour U, puis, Ly et g1 étant déterminés, on peut
trouver L et ¢ tels qu’on ait une majoration du type (7.13) pour V. On obtient
alors

sup  |9°U(Ve)| <Cp sup [0V <CCL sup  |0%¢].
reR . Jal<p reL fo|<q1 LEL, |al<qg

Drapres le théoréme 7.3.2, il existe done une unique distribution w telle que
Wi = w+p, ce qui permet de définir v v.
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Il reste & démontrer la propriété sur les supports. Il faut donc prouver que
Ton a ((u+wv), p) =0 pour ¢ € C5° telle que

Supp(e) N (Supp(u) + Supp(v)) = 0. (7.15)
On a

(wr v, 9) = ((uk) @) (0) = (ux (v $))(0)

par définition de u*v. En utilisant deux [ois le théorémme 7.2.1. on obtient
que le support de u* (v * @) est contenu dans Supp(u) + Supp(v) + Supp(p).
Si 0 appartenait & cet ensemble. on awrait a4+ y — = = 0, avec .y, = dans les
supports respectifs de u, v. w. ce qui contredirait (7.15). La fonction wx (v* @)
est donc nulle au voisinage de 0, ce qui acheéve la démonstration du théoreme.

Remarque 7.4.2. — La définition précédente, et celle de l'extension qui va
suivre, ne fournissent pas un procédé tres effectif de caleul de o+ . Il est
souvent préférable d'utiliser la formule (7.17) ci-dessous, ou bien de passer
4 la limite (Théoreme 7.4.9) & partir de produits de convolution facilement,
calculables (cas de deux éléments de L. ou d'une distribution et d'une fone-
tion C°°).

Corollaire 7.4.3 (Supports convolutifs). — Soient w el v dewx distri-
butions sur B" tels que Supp(u) et Supp(v) soient convolulifs. Le procédé
du n°7.1.5 permet de définir le produit de convolution uw+v € D'(B")et on a
Supp(u * v) C Supp(u) + Supp(v).

Ou est en effet dans les conditions d'applications du n°7.1.5, ol les espaces A
et B sont tous deux égaux a D'.

Théoréme 7.4.4 (Associativité sous condition). — Soient u,v.w des
distribulions dans B telles que Supp(u). Supp(v) el Supp(w) forment un
triplet convolutif. On a alors

(uxv)%w=u*(v*w). (7.16)

Dans le cas olt les trois distributions sont & support compact, il sutfit d'écrire
la définition. En notant U, V,W les opérateurs de convolution par w, v, w
respectivement, le membre de gauche [resp. de droite] de (7.16) est I'unique
distribution qui. convoluée avec ¢, donne (U7 o V) o Wi [resp. U o (Vo W)g).

Lorsque les supports forment un triplet convolutif, on vérifie facilement gue
la restriction des deux membres de (7.16) & B(R) ne change pas si on remplace
u, v, w par leurs produits par une fonction 6 & support compact ot égale & 1
au voisinage de B(p(R)) (powr la fonetion p du triplet). On est alors ramené
au cas précédent.
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7.4.5. Remarque importante. — 1l est possible que les deux menmbres
de (7.16) soient parfaitement définis. et qu'ils solent cependant différents.
Il peut arriver en effet que les supports de w et v, de v et w, de u *v
et w. de v et v+ w forment quatre couples convolutifs, sans que le triplet
(Supp(u), Supp(v), Supp(w)) le soit. Nous verrons ci-dessous un exemple de
ce phénomene.

Il ne s’agit pas du tout de ces contre-exemples que l'on ne rencontre que
dans les listes d'exercices. Dans la résolution des équations de convolution,
Pusage injustifié de 'associativité conduit trés facilement a des résultats faux.
Théoréme 7.4.6 (Commutativité). —  Soient u et v appartenant a

D'(R") dont les supports sont convolutifs. On a alors uv = v+ u.

Il suffit de démontrer le théoréme lorsque u et v sont & support compact, le
cas général s’y ramenant comme précédemment en remplacant v et v par fu
et fv.

D’aprés la définition 7.4.1, il suffit de prouver que u* (v * @) = v * (u * @),
et donc de montrer que
(urvx@, ) = (vku*e, ),

quels que soient ¢,1) dans C§°. Le premier membre valant (u* v+ @ % 1)(0),
il suffit donc de démontrer que I'on a

UHVK QKW = VKUK @HU.

Nous allons utiliser 'associativité (tout est & support compact), et le fait que
la commutativité est connue pour le produit de convolution de deux fonctions.

On a
Ux (x@)xh =uxth* (v* ) = (urh) % (v* @) = (vx@)*(ux1h) =
=vr@x(urth) =vr(urh) x @ =vkurxhp o =0*ruk@r),

ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 7.4.7. — (a) Soient u et v deux distributions dont ['une est
support compact. On a alors
Vo e CF° ., (uxv, ) = (u, D*p) (7.17)

(b) Pour toute distribution w, on a
S*u=u
O * U = TqU
(0%8) *u = J%u.

Pour dériver (ou translater) un produit de convolution, il suffit de dériver (ou
translater) ['un des facteurs.
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En utilisant (7.12) et 'agsociativité (deux des trois factewrs sont & support
compact). on obtient

v, 9) = (1% 0) % @) (0) = (5 (v%3))(0).
Il suffit de remarquer que ('v*gb]“ = Ux et d'utiliser encore (7.12) pour obtenir
la partie (a) dn théoréme.
Pour ¢ € CF%, la fonction §, * ¢ est égale & T,0. On a en effet (5, x¢)(x) =

(0a(y) s @l —y)) = p(¢ —a). On a done d'aprés (7.17)

(uxdg, ) = (u, d_gxp) = (u, T—qp) = (Teu, ).
Cela montre que &, *u = T,u, et en particulier, pour a = 0, que § est I'élément

neuntre de la convolution.

On a de méme (90) o = 9*p. En effet, on a
((970) % @)(z) = (0°8(y) . plz—y)) = (=1 (8(y), Dppla—y)) = O"p(x).

On déduit de (7.17) , la distribution 8¢ étant paire ou hmpaire selon la parité
de ||

(ux (9°0), @) = (=1)1 {u, (8°6) x ) = (=D (u, 8°p) = (8%u. ¢),
ce qui démoutre que u* (9°8) est égal & 9%u.

Si les supports de u et v sont convolutifs, on obtient un triplet convolutif
eu leur adjoignant un compact. On peut done écrive, en utilisant associativité
et commutativité :

Og * (u*v) = (8g xu) *v = u* (5 *v) (7.18)
d'ott
Ta(u % v) = (Tau) * v = u* (T,v). (7.19)
De méme, en groupant différemiment les facteurs de (970) * u* v, on obtient
O (uxv) = (8%u) x v = ux (8%) = (0%u) » (87v).
pour v = 3 + .

7.4.8. Continuation de la remarque 7.4.5. — On asur R
(1%0)xH =0+H =0,
1«0 +*H)=1% 4§ =1.
Chaque produit de convolution écrit a un sens (I'un des facteurs étant &

support compact). On a utilisé le [ait que. pour toute distribution u, on a
8 wu =
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Théoréme 7.4.9 (Continuité). — Soient F' et G dewx fermés convolutifs.
Soient uj el v; dewr suites de distributions, respectivement a supports dans F
et G. et convergentes au sens des distributions. On a alors

lim (uj*vj) = (lm uy) * ( lim v))
J=roo T Jmree j—roe

au sens des distributions.

Nous nous bornerons & démontrer la propriété plus faible de continuité séparée,
¢'est-a-dire que, pour v & support dans G et u; comme ci-dessus convergeant
vers g, la suite u; * v converge vers ug * v.

Powr étudier la convergence de (u; % v, ), il suffit de connaitre les restric-
tions des distributions en question & une boule contenant le support de ¢, et
on se ramene, grace a I'hypothese de convolutivité, au cas ot les u; et v sont
a support compact. On a alors d’apres (7.17),

(wjrv. @) = {uj, Txp).

La fonction @ « ¢ appartenant & Cj°, le dermier membre converge vers
(ug . 7+ ) qui est égal, par le méme calcul, & (up* v, ).

Cela termine la preuve de la continuité séparée, qui est trés souvent suf-
fisante. Omn trouvera une démonstration de la continuité énoncée dans le
théoréme au n°C.4.3.

7.5. Mode d’emploi

Ce résumé ne dispense pas de lire les sections précédentes, il en présente les
principaux résultats dans un ordre différent.

L'ordre logique de Uexposition a en effet conduit & introduire successiverment
des définitions de plus en plus générales du produit de convolution. Au niveau
de T'utilisation. ¢’est bien entendu le concept le plus général qui doit étre mis
au premier plan, les autres n’apparaissant plus que comme des cas particuliers.
Dautre part, il faut bien distinguer, dans ce chapitre comme dans les autres,
les définitions théoriques et les propriétés — que nous privilégions ci-dessous
— directement utilisables pour les démonstrations et les calculs.

A. Conditions de Définition

Pour tout couple de distributions u,» € D'(R") dont les supports sont
convolutifs [cas particulier important : ['un des dewr supports est compact], le
produit de convolution « * v est défini et appartient & D'(B").
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Il n'est pas utile ici de rééerive la définition. Par contre. les cing propriétés
suivantes (auxquelles il fant adjoindre bien siir la bilinéarité) sont d’une im-
portance capitale.

B. Propriétés fondamentales

7.5.1. Support. —  Supp(u*v) C Supp(u) + Supp(v).
7.5.2. Commutativité. — wu*rv = v*u.
7.5.3. Associativité sous condition. — Si les trois fermés Supp(u),

Supp(v) et Supp(w) forment un triplet convolutif [cas particulier important :
deux des trois supports sont compacts], on a :

(u*v)*xw=wu*(v*w).

7.5.4. Dérivation et translation. — §, xu = 7,u, (940) v = 9%u.

7.5.5. Continuité. — Soient F' et G deux fermés convolutifs. Soient u; et
v; deux suites de distributions, respectivement a supports dans F et G, et
convergentes au sens des distributions. On a alors

lim (uj*v;) = (lim wj)* (lim vj)
Jj—o2 Jj—oo Jj—too

au sens des distributions.

C. Modes de calcul

7.5.6. Deux fonctions localement sommables. — Si w et » appar-
tiennent & L . (B"), I'un des deux supports étant compact®, on a ukv €

L (B") avec

(w*v)(x) = / w(x — y)o(y) dy.

y

7.5.7. Une distribution et une fonction C™®. — Si v € D'(R") et v €
C ("), I'un des deux supports étant compact(?, on a u+ v € C¥(R") avec

(uwxv)(z) = (uly). v(v=1y)).

Le crochet ci-dessus désigne, selon les cas, la dualité usuelle entre D’ et e
ot bien la dualité entre &' et C.

(MLe résultat est encore valable en supposant seulement les supports convolutifs, voir
Pexercice 7.1.7.

MLe résultat est encore valable en supposant sculement les supports convolutifs, voir la
seconde partie de la remarque 7.2.4.
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7.5.8. Utilisation des propriétés fondamentales et des cas précé-
dents. — Un cas typique est 'utilisation de la continuité : pour calculer
w > v, on peut par exemple approcher u par des fonctions u; € C™ (c'est
toujours possible) qui soient suffisamment explicites (cela arrive), on est alors
ramené an caleul de uj*v (c’est le cas précédent) et, en supposant les conditions
de support satisfaites. & celui de la limite des u;j * v.

De méme, en dimension 1 pour fixer les idées, si u est la dérivée de U, il
peut étre plus simple de calculer 7+v et d'utiliser le fait que uxv = (Uxv)". Si
an contraire c¢'est «’' dont l'expression est particulierement simple, on pourra
calculer d’abord u/ v et uxwv sera déterminé 4 une constante additive pres par
le fait que ¢’en est une primitive. Le fait que Supp(uxv) C Supp(u)+ Supp{v)
permettra souvent de déterminer la constantc.

7.5.9. En désespoir de cause. — Si 'un des deux supports est compact®)
on a

Yo e C5°, (uxv., @) = (u, dxp).

Ce mode d'emploi est loin de résumer tout le chapitre. Les théore-
mes de dérivation et d’intégration sous le crochet ont leur intérét propre.
L’approximation des distributions par régularisation est trés importante. En-
fin, nous avons souligné l'intérét conceptuel, sur les plans mathématique et
extra-mathématicque, que présente la propriété caractéristique de la convolu-
tion.

3) 4 . 1 - 3

B A titre dexercice, on pourra montrer que la formule est valable dans le cas de supports
convolutifs, le crochiet du membre de droite étant bien défini grace i Pextension de la dualité
du n°6.1.8.



CHAPITRE 8

QUELQUES EQUATIONS DE LA PHYSIQUE
MATHEMATIQUE

8.1. Généralités sur les équations de convolution

Une équation de convolution est une équation de la forme
Axu=f, (8.1)

ot A et f sont des distributions données, et olt w est nne distribution inconnue.
Un grand nombre d’équations rentrent dans ce cadre.

— Les équations aux dérivées partielles linéaires & coeflicients coustants. En
effet, I'équation

E 1, 0% = f

la|<m

peut étre mise sous la forme (8.1) avee A =Y a,00.

— Des équations aux différences finies. Par exemple, en dimension 1, 1'é-
quation u{x + h) —u{x) = f(z) se met sous la forme (8.1) avec A = (5_; — 9).
~ Des équations intégrales du type [ k(z — y)u(y) dy = f(x). mais anssi des
équations intégrales en valeurs principales ou en parties finies.

—— Des combinaisons linéaires des cas précédents : équations aux dérivées
partielles avec retard, équations intégro-différentielles, . ..

Le concept suivant joue un réle fondamental dans la résolution de ces équa-
tions.
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Définition 8.1.1. — Soil A € E'(B"). On dit qu'une distribution E &
D'(B") est une solution élémentairel!) de A (on dil parfois solution élémentaire
de l'équation (8.1)) si on a A+ E =9.

Il n'existe pas toujours de solution élémentaire (démontrer 4 titre d’exercice
quun élément A € CF° n'en possede jamais). S'il existe une solution élémen-
taire F. on obtient toutes les antres en ajoutant & F une solution quelconque
v de I'équation homogene A xv = 0.

Un théoréme célebre de Malgrange et Ehrenpreis (1955) assure que toute
équation aux dérivées partielles & coeflicients constants (non tous nuls) possede
une solution élémentaire (et en fait une infinité). On peut prouver qu'il n’en
existe jamais qui soient & support compact des que le degré de I'équation esf
au moing égal A 1.

Une solution élémentaire résont 1'équation (8.1) lorsque le second membre
est l'élément neutre 4. Elle jouit d'une partie des propriétés que posséde-
rait I'inverse de A dans une algebre associative, mais d’une partie seulement,
Tassociativité n'étant valable que sous certaines conditions. Par exemple, si
Eq et E» sout deux solutions élémentaives de A, on a (Fq * A) x Ea = F» et
E1+(Ax Ea) = Eq, et il ne faut surtout pas vouloir en déduire 1'égalité de Fy
el Fs.

Théoreme 8.1.2. — Soit A une distribution a support compact possedant
une solulion élémentaire E.

(a) Pour tout f € E'(R"), il existe au moins une solution de (8.1) appartenant
a D'(BY) et uw=Exf en est une.

(b) Powr lout f e E'(B™), il existe au plus une solution de (8.1) appartenant
a E'(R") el. s'il en existe une, c'est Ex f.

En effet, les supports de A et f étant compacts, on peut écrive
Ax(Exf)=(AxE)xf=0~f=f,

ce qui démontre le premier point. Si on suppose que u est une solution a
support compact, le triplet (Supp(u), Supp(A), Supp(E)) est convolutif, et on a

u=(ExA)xu=FEx(A*u)=FEx[,
ce qui achéve la démonstration.
WOu dit aussi solution Ffondamentale. Les physiciens disent le plus souvent fonction de

Green alors que les mathématiciens n'utilisent en général cette expression que pour 'équation
de Laplace.
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8.2. Equations de Laplace et de Poisson

Nous noterons r = (z.y. ) le point cowrant de B3, et nous poserons r = |r|.
Nous nous intéressons & I'équation de Poisson

Au = f, (8.2)

ou A est le Laplacien et ot f est une distribution donmée & support compact
dans B3, Lorsque le second membre f est nul, on dit que 1 est une fonction
harmonique (nous allons voir que c¢’est eflectivement toujours une fonction).

Pour cette équation. commnme pour les autres équations aux dérivées par-
tielles, on ne cherche pas en général & obtenir toutes les solutions — il y en a
beaucoup trop — mais on cherche & obtenir une solution (si possible unique)
satisfaisant a des conditions additionnelles (conditions aux limites, ou & I'infini,
ou & l'instant initial pour les problemes d’évolution, ou bien invariance par les
groupes de symétrie de I'équation,...). Nous demanderons ici, guidés par
linterprétation physique (électrostatique par exemple) que u tende vers 0 &
I'infini.

Nous conunaissons déja (voir n°5.4.17) une solution élémentaire du Lapla-
cien : en posant

1

Agy’

on a AE = 4. Il existe bien d’antres solutions élémentaires (on pent ajouter a
E n'importe quelle fonction harmonique), mais nous allons voir que c¢’est Ex* f
qui possede les meilleures propriétés a 'infini.

Théoréme 8.2.1. — Soit f € £'(B®). Alors la distribution u = E * [ est
une solution de (8.2). En dehors du support de f, c’est une fonction de classe
C™® qui tend vers 0 a Uinfini.

Le fait que « soit une solution est un cas particulier du théoreme 8.1.2. Soit
. une fonction de classe C°, égale & 1 hors de la boule B. de rayon € centrée
a lorigine. et égale & 0 au voisinage de 'origine. La fonction E, = 6.F est
alors de classe C™ dans B® et on a Supp(E — E.) C B..

On a
u=FE.xf+(E—E.)x [.

Le premier terme est une fonction C°° et le second est, une distribution dont le
support est contenu dans Supp(f) + B:. Sir est un point du complémentaire
du support de f, en choisissant € égal & la moitié de la distance de r & Supp(f),
on en déduit que wu est de classe O™ au voisinage de r.
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Soit m Uorvdre de f. choisissons I\ voisinage compact de Supp(f) et £ > 0.
Ona (E.+f)(r) = (f(r'). E-(r —r')) et on peut majorer (E. + f)(r), d’apres le
théoréme 6.1.3 et la remarque 6.1.7, par la horne supérieure sur &' des dérivées
d’'ordre < m de la fonction r’ =+ E(r —r'). On a donc

B+ ) <C  swp  |03E(r—1)| (8.3)

r'E I ol <m
et donc, dés que la distance d(r, I{) est supérieure A e,

lu(r)| < C  sup  |OSE(r—1")|,

e, |n|<m

C’est un exercice facile de montrer que la fonction r — (1/r) et toutes ses
dérivées sont majorées en O(1/r) pour r — oc. Il en résulte que le membre de
droite de (8.3) est majoré par C'/d(r, K), et tend donc vers 0 lorsque r tend
vers U'infini.

Remarque 8.2.2. — Pour démontrer que E * f est de classe C*° en dehors
du support de f, nous n'avons pas utilisé la forme particuliere de E, mais
seulement le fait que F est de classe O™ dans le complémentaire de 'origine.

Le corollaire suivant assure que les seules distributions harmoniques (c'est-
a-dire solutions de Awu = 0) sont les fonctions harmoniques usuelles.

Corollaire 8.2.3. — Soit Q un ouvert de B>, et u une distribution dans Q
vériftant Au = 0. Alors u est une fonction de classe C°,

Il suffit de prouver que u est de classe C'°° au voisinage de chaque point rg € £2;
et donc de montrer que, pour toute fonction p € C§¥(£2), égale & 1 au voisinage
de rg, on a pu € C™ au voisinage de ry.

On a pu = Fx (Ad) » (pu) = E+ (A(pu)), deux des trois supports étant
compacts. On a d’autre part A(pu) = uAp + 2Vu - Vo et. les dérivées de ¢
étant nulles prés de ry, le point ry n’appartient pas au support de A(pu). Le
théoréme précédent assure alors que pu est de classe C'° prés de ryg, ce qui
achéve la démonstration.

Ezercice 8.2.4. — Démontrer que, plus généralement, si P est un opérateur
différentiel & coefficients constants dans R” qui posséde une solution élémien-
taire de classe C°° en dehors de l'origine, on a la propriété suivante : toute dis-
tribution u dans un ouvert 2 C B" qui vérifie Pu = 0 (ou méme Pu € C(Q2))
est de classe ™.

Nous savons déja que le Laplacien en toute dimension, et I'opérateur 8/dx+
10/dy dans le plan, possédent cette propriété (voir exercice 5.4.20). Nous
verrons qu'il en est de méme pour I'équation de la chaleur.
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Théoréme 8.2.5 (Propriété de moyenne). — Soit ) un ouvert de B>
contenant la boule fermée de centre rg et de rayon R. et soit w une fonction
harmonique dans €. On a alors

u(rg) = L—gﬁf /S wdog,
A

en notant Sp lo sphére de centre vy et de rayon R, et dop la mesure de surface.

On peut supposer que le point rg est origine. Considérons alors la fonction
gr. égale & 1/r —1/R pour r < R, et & 0 sinon. Le lecteur sait certainement
déja (c'est le contenu de l'exercice 5.4.19) que l'on a

Agp = R™2dog — 4%6.

SO”'. n une fonction appartenant & COO B»n COI].].Cidﬂ.Dt avec U au voisinage de
1] (>}
],El bOHIG de rayon R. Oll a alors

<AqR 9 U> = <gR o AE’) *

La fonction Aw étant nulle an voisinage du support de gg, le membre de droite
est nul, et il suffit d’expliciter le membre de gauche pour avoir le résultat.

Corollaire 8.2.6. — Si u est une fonction harmonique dans B3 qui tend
vers 0 a Uinfini, on o u = 0.

Il suffit en effet, pour chaque rg € B3, d’écrire que u(ry) est la moyenne de u
sur la sphere de centre ry et de rayon R, et de faire tendre R vers 'infini.

Exercice 8.2.7 (Forme forte du principe du mazimum,)

Démontrer qu’'une fonction harmonique dans une boule qui atteint son maxi-
mum au centre est constante. En déduire quune fonction harmonique dans
un ouvert conneze qui atteint son maximum en un point de I'ouvert est né-
cessalrement constante.

Nous pouvons maintenant énoncer le résnltat essentiel de cette section. Le
lecteur powrra montrer que le méme énoncé (en modifiant la forme explicite
de la solution élémentaire) est valable en toute dimension n > 3.

Théoréme 8.2.8. — Pour toute distribution f a support compact dans B3,
il existe une infinité de solutions w € D'(R3) de Iéquation Au = f. Toules
ces solutions sont de classe C™ en dehors du support de f. Parmi celles-ci, il
en existe une et une seule qui tende vers 0 o linfini, et elle est donnée par

1 ,
U= (—-47”_) * f.
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Nous savons déja que E % f est une solution C'™ en dehors de Supp(f) et
tendant vers 0 & U'infini. Dire que u est une autre solution de Au = f équivaut
a dire que v — E x f est une distribution harmonique et done, d’apres le
corollaire 8.2.3, une fonction harmonique C™°. Si elle tend vers 0 & I'infini,
elle est identiquement nulle d’aprés le corollaire précédent, et cela achéve la
démonstration.

8.3. Equation des ondes

On notera (t.r) = (¢, x,y, =) les coordonnées d’un point dans 'espace-temps,
et O le d’Alembertien

O=07 - A.

On notera I' la surface du (demi-)céne d’onde d’avenir définie par ¢ = r. Bien
que I' ne'soit pas une surface réguliére & 'origine, on peut facilement définir
sa mesure de surface par

/ fdo=v2 [ [f(rr)dr,
JT JE3
pour f(t,r) définie sur ', continue et & support compact.

On notera enfin p = V> +r2. Nous admettrons provisoirement (voir le
1n°9.6.5) le théoréme suivant. La transformation de Fourier nous donnera ulté-
rieurement des méthodes générales pour chercher des solutions élémentaires.

Théoréme 8.3.1. — La distribution de simple couche do /(4dmp) est une so-
lution élémentaire de I’équation des ondes :
]
O (‘-‘1) = 474, (8.4)
P

Il s’agit d’'une mesure de Radon positive bien définie : en remarquant que
'onap= 'r\/§ sur I', on a

<d7" (p> _ / @dr. (8.5)

La fonction 1/r étant localement sommable dans B3, l'intégrale figurant au
membre de droite est finie, et la forme lindaire ainsi définie est positive.

Si on veut sculement vérifier que la formule (8.4) est valable, il s’agit de prouver que,
pour tout ¢ € C52(B'), on a JrOeda/p = 47(0), ct le lecteur soigneux pourra s’y essayer.

On aura intérét 3 utiliser les coordonnées polaires r = r@ , # € §* de B3, et & écrire le
Laplacien en coordonnées polaires : 95 4 (2/r)d. + r~>Ag. On note d la mesure de surface
et Ap le Laplacien de la sphére S7, la seule propriété utile ici étant la conséquence suivante
de la formule de Green sur la spheére : fﬁ Agrd® = 0 pour ' de classe C* définie sur la
spheére.
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On pourra ensuite remplacer les coordonnées (¢, ) par (¢ +».{ — 1) au voisinage de T, et
faire les intégrations par parties qui s'imposent pour (f + r) € [, <]

Nous dirons qu’'une distribution u dans Bt est nulle dans le pessé, s'il existe
Ty € R tel que le support de v soit contenu dans [Ty, co[ < B2.

Théoréme 8.8.2. — Soit f € D'(BY) nulle dans le passé. Il existe alors
une et une seule solution u € D'(BY) de Ou = f qui soit nulle dans le passé.

et on a
do
U = ( ) * f.
d7p

Le support de u est contenu dans Uensemble des (t,r) tels qu'il existe (tg,1g) €
Supp(f) avec t >ty et t —ty = |r — ryl.

L’observation importante est ici que I' et [T, oc[xB® sont des ensembles convo-
lutifs. Si en effet (¢1,ry) et (f2,ra) appartiennent respectivement A ces deux
ensembles, avec |t + o] < R et |ry +ra] < R, on en déduit d’abord que |t4]
et |ta| sont majorés par |T'| + R, puis qu'il en est de méme de |ry| = |t1], et
qu'on a donc |ra| < |T| 4+ 2R.

Il en résulte d’abord que, en posant F = do/(4dmp). la distribution u = Ex f
est bien définie, et que

Ou=0O§)~Exf=/f

Si maintenant v est une solution de la méme équation nulle dans le passé,
les supports de E et v sont convolutifs, et on a

v=Ex(QO§)rv=FEx*f.

Enfin, la description du support mne fait que paraphraser la relation
Supp(E * f) C Supp(f) + I

Physiquement, f représente les causes (sources sonores, lumineuses,. . .) des
ondes décrites par w. Il est assez remarquable que, & partir d'une condition
de causalité trés faible (des causes nulles dans le passé produisent des effets
nuls dans le passé), on en déduise la relation de causalité beaucoup plus forte
fournie par la majoration du support de « : les causes ne produisent d’effets
que par propagation & la vitesse 1. Ces effets sont postéricurs aux causes, non
seulement dans le repére initial, mais aussi dans tout repere qui s'en déduit
par une transformation de Lorentz respectant le sens du temps.

En particulier, da/47p est la seule solution élémentaire qui soit nulle dans
le passé. :
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8.3.3. Probléme de Cauchy. — Pour les équations comportant nne va-
riable de temps, on se pose souvent la question de déterminer I’évolution
(libre ou avec second membre) connaissant la situation a l'instant initial. Ce
probléme prend ici la forme suivante, olt hg et hy sont des fonctions données
dans B3, et olt v est inconnue.

Qu(t,r)=0 pour (t,t) € [0, oc[xR?
u(0,r) = ho(r) pourr € B3
Oru(0,r) = hy(r) pourr € R3.

L’équation des ondes étant invariante par renversenient du temps, il se trouve
que 'on pent en fait vésoudre le probleme dans B! entier.

Nous supposerons hy et h; de classe C™°. Dans un premier temps, en
admettant existence d’une solution de classe C, nous allons montrer qu’elle
est nécessairement dounée par une formule bien précise. Puis nous montrerons
que cette formule donne effectivement une solution de classe G du probleme
de Cauchy. Le lecteur pourra montrer que les conditions de régularité imposées
aux h; peuvent étre affaiblies. Nous verrons plus loin que c'est dans le cadre
des espaces de Sobolev que 1’on peut obtenir les résultats les plus précis sur
ce point.

8.3.4. Conditions nécessaires. — Supposons donc qu'il existe une solution u
de classe G2, et considérons la fonction H(t)u(t,r). 1l s’agit d’une fonction de
classe C* par morceaux, dout nous pouvons calculer les dérivées d'ordre 1 et 2
par la fornmle des sauts dans 1'espace. Pour les dérivées spatiales, les termes
de saut sont nuls, angle de la normale & I'hyperplan ¢ = 0 avec les directions
de dérivation étant égal & 7/2. On a donc par exemple 92(H (t)u) = H(t)d2u.

Par contre, on a O:(H(t)u) = H (1) + o, en notant pg la distribution de
simple couche portée par I'hyperplan ¢ = 0 de densité hg(r). De méme, on
obtient

I (H{t)u) = H(H)IFu+ p1 + Oepro,
en notant s la simple couche de densité h;.
En sommant ces dérivées, et en utilisant le fait que Cu = 0, on obtient
O (H(t)u) = 1 + Orpto- (8.6)

La fonction H(t)u est nulle dans le passé, et il en est de méme de la distri-
bution figurant au second membre de (8.6), dont le support est contenu dans
I'hyperplan ¢ = 0. Le théoréme 8.3.2 s'applique alors, et on obtient

H(t)u = E* (p1 + Oxpio) = E > pn + O (E x o). (8.7)
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en notant toujours E = do/(4dwp). Cela prouve déja que la solution u, si elle
existe. est nécessairement donnée, pour ¢t > 0 (la méme preuve s’appliquerait
at < 0), par la formule ci-dessus.

8.3.5. Euxplicitation de (do/(4wp)) » t. — On notera p une distribution de
simple couche de densité h(r) € C*°(B3) portée par t = 0. Nous ne disposons
pas de formule explicite pour calculer le produit de convolution de deux simples
couches, dont I'nne de surcroit est portée par une hypersurface non réguliére.
La méthode consiste & approcher I'nne d’entre elles par une fonction G, 4
caleuler explicitement le produit de convolution, et & utiliser la continuité de
celui-ci.

Soit x: () une approximation de 'identité sur B, et considérons les fonctions
p=(t,r) = x:(t)h(r). Elles sont de classe C°, et c¢’est un exercice facile de
montrer que pt. — . au sens des distributions. D'autre part, pour £ < 1, elles
ont toutes leur support dans [—1, oc[xE3, qui forme un couple convolutif avec
I'. On peut donc appliquer le théoreme 7.4.9, et on obtient

Exp= }il;%E * fbe.

Les fonctions E %y, sont données, pour chaque point (¢,r) fixé, par
(B pz)(t,t) = (E(t', 1), p(t—t',r~1')),
formule que 1'on peut expliciter en utilisant (8.5). On obtient

(E*pe)(t.r) = / X:(t —r"Vh(r - 1)

!
Jpa ! dr.

N o1 4 . 2
Il sera commode d'utiliser les coordonnées polaires r’ = '8, 8 € S, en notant
9 N “ s . .
S? 1a sphere unité de B3, et dS la mesure de surface de celle-ci. On a

(B % o) (t.x) = / / Vet = ) h(r — '8) dr' dS /4.
J 4 [0,00] 5P
L’intégration en @ ameéne & considérer la quantité suivante, définie dans R x R?

M(a,r) = / h(r — aB)dS/4x,

Ry

égale & la moyenne de & sur la sphére de centre r et de rayon |a|. On obtient
(E*p:)(t.r) = / ve(t =)' M(r'. T)dr'.
J[0,00]

Nous avons pu appliquer le théoréme de Fubini, la fonction & intégrer étant
bornée, et le domaine d'intégration compact grace au terme y-(t—r"').

La suite de fonctions 7/ + y.(t — ') converge vers §;, et la fonction M est
de classe C™ (voir ci-dessous), on a donc convergence vers 0 pour ¢ < 0 et vers
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la valeur en ' = t pour ¢+ > 0. La convergence presque partout de fonctions
uniformément bornées entrainant la convergence au sens des distributions, on
obtient

(E*p)(t,r) =tH(t)M(t.r) = / h(r —t6)d6 /4.

8.3.6. Vérification. - En reportant le calcul ci-dessus dans 'expression (8.7),
il reste & prouver que nous avons effectiveinent obtenu une fonction C™ vé-
rifiant les conditions initiales voulues.

Dans 'expression intégrale définissant M (a.r). la fonction A intégrer h(r —
a@) admet des dérivées de tous les ordres par rapport au “parametre” (a.r), dé-
rivées qui restent uniformément bornées lorsque (a,r) reste dans un compact.
D’aprés le théoréme de dérivation sous 1e s1gne sonmune, la fonchnn M (a.r) est
donc de classe ' dans . .

Par définition méme de M, on a M(0,r) = h(r). La fonction tM(t.r) est
donc une fonction C°°, nulle sur hyperplan £ = 0, et dont la dérivée par
rapport & t y vant h(r). La dérivée seconde y est également nulle, la fonction
étant lmpaire par rapport & ¢

Si on revient au probléme initial, et si on pose

~l
Ml

u(t,r) =1t / hi(r —10)dl/4m + O, {t / ho(r — 16) dG/Alw} ,

on obtient donc une fonction de classe C°°, égale & hy pour ¢ = 0, et telle que
Oru est égal & hy sur ce méme hyperplan.

Il est inutile de refaire un calcul pour montrer que I'on a Owu = 0. La partie
“Explicitation. ..” ci-dessus a prouvé que E * (111 + Oypp) est égal au produit
de H(t) par la fonction u ci-dessus. Le support de O(H (¢)u) est contenu dans
t =0, et on a donc Ou = O(H(t)u) = 0 pour ¢ > 0. Par continuité de Cu,
¢'est, encore valable pour ¢ = 0.

Remarque 8.5.7. — La résolution du probléme de Cauchy non homogeéne
(Qu = f avec les mémes conditions pour # = 0) se raméne en principe aux
deux problémes précédents. On résout d’abord Oug = f avec 1y nulle dans
le passé. Dans les bons cas, on peut définir Ay et A1 comune les traces sur
I'hyperplan ¢ = 0 de ug et de Jyug. Si on appelle v la solution du probléme
de Cauchy homogene, associé aux données hg — kg et h; — ky. on obtient la
solution en posant u = ug + .
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Exercice 8.3.8 (Equalion des ondes en dimension 2 d’espace)

Ou considére dans B x B
plein G défini par ¢t > 0. «

9 - n

=, dont on notera (£, z.y) le point cowrant. le céne
9 9 . . . s e

+y° <17, Soit £ la fouction définie par

pour (t.x.y) € G

E{t,z,y) =
( ) pour {t,x.y) € G

<

(a) Démontrer que la touction E est localement sommable. On admettra que

I'on a
J 0 J
—_——— - | =
<Ut9 D2 i‘)yz> B=

(b) Eunoncer et démontrer 'analogue du théortme 8.3.2 dans ce cas. Ou mon-
trera que, comne en dimension 3. les causes ne produisent pas d’effet se pro-
pageant & une vitesse > 1 mais que, A la différence de la dimension 3. elles en
produisent se propageant a des vitesses < 1.

(¢) Donuer les formules permettant de résoudre le probléme de Cauchy.

8.4. Equations différentielles et intégrales

Nous allons considérer 'espace

" ={ueD(R)

Supp(u) C [0.[}.

Il est clair que p exemplaires de [0. o[ constibuent un p-uplet convolutif. Le
produit de convolution est une loi interne dans D/, associative et commutative.
Pour » € D!, il existe au plus un v € D, tel que w v = §. Sl existe, on
notera v = v*~ 1. Plus généralement, on notera v, pour n € Z. le produit
de convolution de |r| exemplaires de u ou v selon le signe de 7. en désignant
comme il se doit par «*¢ I'élément neutre 4.

Exzemple 8.4.1. — On mountrera & titre d'exercice gque, pour A € C, la distri-
bution & — AJ est inversible, et que 'on a

(8" = A&t = H(t)e,

1.!171(:,,\[

(0 =N = H(t)——.
S (n— 1)
Il en résulte quuue équation différentielle linéaire & coefficients constants (non
tous nuls) posséde toujours une solution élémentaire appartenant & D). Tl
suffit de factoriser A = SO1_o a0 sous la forme

A=ua, (5’ — /\15)*“1 ek (5' _ /\1(5)*(,1, ..
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oi les A; sont les racines du polynome 3 axt* et les o leurs multiplicités. La
solution élémentaire est

A*_l = (1;1 H((SI - /\_}'5)*“&] .

Remarque 8.4.2. — Bien entendu, un élément & support compact et inversible
de D! peut posséder d'autres solutions élémentaives dans D'(I2), mais il n'en
existe quiune seule & support dans [0, ~].

Il est beaucoup plus agréable de travailler comime ci-dessus dans une alge-
bre (associative) de convolution mais. nous l'avons vu, ce n'est pas toujours
possible. En dimension quelconque, E'(R") en est une, mais son intérat est
limité car trés peu d'éléments y sont inversibles. Dans l'espace temps R+,
lalgebre de convolution formée des distributions a support dans {(t.r)|# > r}
est intéressaute, et présente beaucoup d’analogies avee D,

8.4.3: BEquations intégrales de seconde espéce. — Le probleme cst souvent
formulé de la maniére snivante : tronver u(t) sur [0, o[ vérifiant
it
w(t) + | k(t—s)u(s)ds = f(1). (8.8)
Jo
Nous supposerons k et f localement sommables (y compris au voisinage de
origine), et reformulerons le probléme conme suit : trouver v € D!, vérifiant

(0 +HE)*u =g, (8.9)

pour g € D (par exemple, ¢ = Hf). La résolution repose sur le résultat
suivant.

o0
LN

Erercice 8.4.4. — Démontrer que la série (1) (HE)*™™ converge en
norme L' sur chaque compact. On pourra démontrer d’abord le vésultat
lorsque HE est & support dans [e,oc[, puis écrive Hki dans le cas général
comine somme d'une fonction du type précédent, et d'une fouction dont la
norme dans L' est strictement inférieure & 1.

Si nous notons H(t)I(#) la fonction localement sommable somme de la série
précédente, en appliquant le théoréme 7.4.9 sur la continuité du produit de
convolution (avec F' = G = [0, ~0[), on obtient

(0 + HE)* (0 + HI) =,
ce qui fournit 'inverse de convolution de § + HEk. Le probléme (8.9) est donc
résolu par u = (0 + Hl) « g. En particulier. le probléeme initial (8.8) se résout
par

-t

w(t) = f(t)+ /0 I(t —s)f(s)ds. t>0.
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8.4.5. Equations intégrales de premicre espéce. — 11 s’agit d'équations que
I'on écrit souvent

"t
/ k(t —s)u(s)ds = f(t), 1 >0 (8.10)
Jo

et qu'il est nécessaire cette fois-ci (ce n'était qu'utile dans le cas précédent) de
reformuler en termes de distributions : pour g € D', trouver u dans le méme
espace vérifiant (HE) »u = g.

Nous supposerons k de classe C, avee k(0) # 0. L'équation précédente est
équivalente a I'équation obtenue en dérivant les deux membres (on passe de
I'une & l'autre en conveluant par § ou par son inverse H)

(R(O)S + HIE Y xu=¢

of1 on a utilisé la formule des sauts. En posant a = k(0), il s’agit de déterminer
I'inverse de § + a~PHE'. La résolution des équations de scconde espece nous
a appris que cet inverse existe et est de la forme 6 + Hl. On obtient douc la
solution de (HE)*u = g par v.=a" (g + Hlx ¢').

Revenous maintenant au probléeme (8.10), qui correspond au cas g = H f,
en supposant la fonction f de classe C. Ou obtient done

uw=a"" (8 +HI)* (f(0)5+ Hf"))

ot
=a [ FIOVS + H(#) It oy [(t — 8)F'(s)ds .
a (.f(o> H() {1(f>+./ 0+ [ -0 })

Si f(0) = 0, le probléme formulé par (8.10) posséde une solution donnée par la
fonction entre accolades ci-dessus multipliée par 1. Dans le cas contraire, il
n'y a pas de fonction solution (ce qui était prévisible des le début en regardant
les limites pour ¢ —+ 0), mais il y a une distribution solution qui est somme
d’'une fonction et d'une masse ponctuelle a origine.

. 2 s ~ ’ - o
Exercice 8.4.6. — Résoudre la méme équation en supposant & de classe C=,
avee k(0) =0 et A'(0) #£ 0.

8.4.7. Caleul symbolique de Heaviside. — Les distributions dont le support
est réduit & lorigine sont de la forme S p_q 06" = S ap(8)*. Elles

forment un anneaun P pour la convolution, isomorphe & Fanneau des po-
lynémes. Comme nous l'avous vu plus hauf. tout élément non nul de P
admet un inverse dans DL et le corps des Fractions de P g'identifie donc
& wn sous-corps K de D', isomorphe au corps des fractions rationnelles (pour
la multiplication usuelle) en une variable.

Il est traditionnel de noter p la variable en question. L'isomorphisme
précédent est facile & déerire. A la distribution & correspond l'élément
neutre 1, & &' correspond p, & 0 = (3)** correspond p*, ct 4 la fonction
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H(t)eMk=1/(h — 1)t = (8" = A6)*F correspond (p — A\)~F. La décomposition
des fractions rationnelles en éléments sitnples nous assure que K est constitué
des combinaisons C-lincdaires des distributions précédentes.

Si maintenant on veut résoudre dans D', une équation de convolution
AxU=B
ot A et B appartiennent & £, on éderit les fractions rationuelles A(p) et B(p)
correspoudantes. La solution doit correspondre & U{p) = B(p)/A(p). On dé-
compose cette fraction rationnelle en éléments simples, et les correspondances
ci-dessus donnent u sans aucun caleul supplémentaire.

Cette méthode fournit notamment les solutions élémentaires a support dans
[0. oc[ de toutes les équations différentielles & cocfficients constauts, mais aussi
d'équations intégro-différentielles.

: , ot .
Exercice 8.4.8. — Résoudre /(1) + [j cos(t — s)u(s) ds = f(i) pour ¢ > 0, ou
plus précisément, powr f € Ll (R). résoudre dans D'

(8" + H(t)cos(t)) »u = Hf.

Nous verrons plus loin que la transformation de Laplace nous donnera une
autre interprétation de l'isomorphisime ci-dessus, et nous permettra de 1'é-
tendre & un ensemble de distributions beaucoup plus gros que A.

Ce calcul symbolique a été introduit, avec comme on 'imagine des “justifi-
cations” tres différentes, par Uingénieur anglais Heaviside en 1893.



CHAPITRE 9

TRANSFORMATION DE FOURIER

La transtormation de Fourier nous permettra, grace au théoreme d’inver-
sion, d'écrire une fonction sommable et plus généralement une distribution
tempérée comme une superposition de fonctions exponentielles complexes.
Cest un outbil trés puissant pour étudier les équations de convolution, la réso-
lution de celles-ci se ramenant 4 des problémes de division.

Comme on I'imagine, il est important de pouvoir utiliser cette transforma-
tion dans des condifions les plus générales possibles. Nous la définirons d’abord
dans le cadre, trop restreint, des fonctions sommables. Pour 'étendre, nous
aurons ensuite recowrs a une stratégie dont l'eflicacité n'est plus a démontrer :
reculer pour mieux sauter. Nous introduirons un espace & beaucoup plus petit
que L' — mais dont le dual S’ est beaucoup plus gros — qui jouit, de bonnes
propriétés d'invariance pour la transformation de Fourier. Par dualité, nous
pourrons enfin étendre cette transformation & S’

I n’est malheurcusement pas possible de définir la transformée de Fourier
d'une distribution quelconque uw. Cela dif, la limitation u € &' n’est pas
tres restrictive @ en un sens qu'il fandra préciser, les éléments de S’ sout des
distributions quelconques a distance finie, mais dont la croissance doit étre au
plus polynomiale a Uinfini.

9.1. Transformation de Fourier des fonctions sommables

Théoréme et Définition 9.1.1. — Soit f € LY(B"). On appelle trans-
formée de Fourier de f la fonction, notée f ou F(f). définie pour & € R"
par

Fle)y = / e F () da, (9.1)
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en notant @ -& le produit scaloire de B . La fonction f est continue. tend vers
0 o Uinfini, el vérific

11 e < Il - (9.2)

Il est clair que la valeur de ;‘A en chaque point est majorée en module par
[ 1f(@)] du, d’on inégalité (9.2). D’autre part, si une suite &; converge vers
£o. les fonctions e f(2) convergent en chaque point vers e f(x), ct
sont majorées en module par la fonction sommable fixe |f(x)]. La continuité
de f résulte du théoreme de Lebesgue.

Nous verrons ci-dessous (théoréme 9.2.4) que. si ¢ € C§°(R"), la fonction

@ tend vers 0 & Uinfini. Pour chaque f € L', on peut trouver une suite ©j
d’éléments de CF° telle que ||f — w;ll ;0 tende vers 0 (voir théoreme 3.5.1). 11

vvvvvvvv |f - (TD\IHPC tend vers 0. et la fonction f, qui est limite
uniforme de fonctions tendant vers 0 4 Pinfini, posséde la méme propriéié.

9.1.2. Transformées des fonctions gaussiennes. — Nous présentous ci-
dessous, sous [orme d’une suite d'exercices élémentaires, la démonstration du
résultat classique

. (C-am?) _ <%> "2 e (9.3)

on a est une constante > (.

Ezercice 9.1.5. - FEu dimension 1, posons ¢(£) = [ e 8¢~ dx. Démontrer
que g est de classe C, et déduire de expression de g' que g est solution de
I'équation diffliérentielle 2¢'(€) + Eg(§) = 0.

Démontrer que l'on a g(&) = \/776*52/’1 (ow utilisera [ e dy = V).

Exercice 9.1.4. Montrer que, si f € LY(R), Ia transforinée de Fourier de la
fonction f(x/A) est la fonction |A Fi

Soient f;. j = 1.....n, des éléments de L'(|). Démontrer que la trans-
formée de Fourier dans B" de la fonction F(x) = fi(ay) ... fo(z,) est la fone-

F(AE), et en déduire (9.3) pour n = 1.

tion ﬁ(f) = fl(fl) ... 7‘;(5,,). En déduire (9.3) dans le cas général.

Théoréme 9.1.5 (Inversion de Fourier). — Soit f € LY(R") telle que
fe LY E"). On a alors

—~

[=@m) " F ), (9-4)

ot on o noté F lanalogue de la transformalion de Fourier obtenue en rem-
plagant i par —i dans (9.1).
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La valeur au point @ de la fonction Hgurant aw wembre de droite peut s'éerire
@2r)~" [ U elr=urE f(y) (ly] d€. mais it est impossible d’appliquer le théoreme
de Fubini, la fonction a intégrer n'étant pas sonumable dans 2", Nous allons
la multiplier par la fouction esllel qui tend vers 1 poar ¢ — (, et évaluer
de deux maniercs différentes U'intégrale.

Posons donc
I(x) = (2m)™" // ‘ Ezi(""f’)'fe'fuJEF/'!./'('_;/)(;l'_f/df. (9.5)

Cette fois-ci, le théoreme de Fubini est applicable, et on obtient en intégrant
d PP o
d’abord par l'kll)p()l't a Y

) = (2m)™ [ e S g e

Lorsque € — 0, la fonction a intégrer reste majorée ¢n module par la fonction
somnable fixe ‘f(f)‘ Le théoréme de Lebesgue cntraine que U'on a, pour
chaque @

. ¢ — i€ T
111‘1(1)1:-(:1:) = (2x)7" / e f(€) déE.

Si nous calculons maintenant (9.5) en intégrant d’abord par rapport a &, on
obtient

I(x) = / Go(w —y) fly) dy.

c'est-d-dire I = G % f, ol on a posé

G.(z) = (27)™" / elsEe= 6 de.

En utilisant (9.3) avec a = €2/4. on obtient

G-(5) =7"G1(z/¢)
avec

Gi(z) = UL

En notant que la fonction G est d'intégrale 1. on voit que la famille des
G. a toutes les propriétéds dune approximation de Uidentité, & 'exception du
fait que les gaussiennes ne sont pas a support compact. Cela n’empéche pas
les G.* f de converger en norme L' vers f pour toute fonction sommable f
(voir exercice (3.4.7)).

En résumé. les fonctions I. convergent vers ( 271')””.’?(]‘\) en chaque point z,
et donc au sens des distributions puisqu’elles sonf majorédes par la constante
(2m)~" ﬂ| L1 Dautre part. les I. convergent vers f en nore dans L' ct
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done au sens des distributions. Les fonctions [ et (27)7"F([) sont édgales en
tant que distributions. et donc en tant qu'éléments de L',

Remargue 9.1.6. — A posteriori, on voit que les hypotheéses du théoréme ne
peuvent étre remplies que si f est (égale presque partout 4) une fonction
continue tendant vers 0 & I'infini, F trausformant les fonctions sommables en
des fonctions de ce type. Cela écarte des fonctions d'un usage tout & fait
courant cn mathématiques comme en plysique.

La nécessité de sortir du cadre des fouctions sommables est en fait apparue
tres tot. Les grandes étapes en sont la définition de la transformée de Fourier
des fonctions de carré sommmable par Plancherel, et l'extension par L. Schwartz
aux distributions tempérées.

Euxercice 9.1.7. — Déterminer, suy B, la transformée de Fourier de 1a fonction
égale & 1 sur [—a.a] et & 0 aillewrs.
Déterminer, pour A > 0, les transformées des fonctions H(z)e ™\ et g~
, . . ” . - . 9 9
En déduire la transformée de Fourier de la fonction 1/(x= + \7).

Remarque 9.1.8 (Questions d’invariance). — La structure euclidienne de R
n'est nullement nécessaire pour définir la transformation de Fourier. Sur un
espace vectoriel réel E de dimension n, la transformée de Fourier d'une fonction
sommable f est définie de maniére naturelle comme une fonction sur le dual
E* par

Ve e EBY, FE) = / e™ 8 £ () da,

le senl choix arbitraire est celui de I'élément de volume dx qui n’est défini par
la structure vectorielle de E qu’d un facteur pres.

Plus généralement, sur un groupe abélien localement compact G, on introduit le groupe dual
G constitué dos caractéres de G, c'est-a-dire des homomorphismes continus de G dans le
groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1. 11 existe d’autre part une mesure
dy sur G invariante par translation, unique & un facteur prés. La trausformée de Fourier
d'une fonction sommable sur G est la fonction définie sur G par

fo = [ 2@t

Le groupe abélien G est naturellemient muni d'une topologie d'espace localement compact,
son groupe dual est canoniquement isomorphie & G, et la formule d'inversion de Fourier est
valable dans ce cas.

Le proupe dual £ d'un espace vectoriel E s'identifie & son espace vectoriel dual E™ par
Fapplication quia & € E” fait correspondre le caractore » — e+ : on retrouve la définition
ci-dessus. Le groupe dual de B/(27Z) s'identifie & Z par application qui a l'entier p fait
correspondre le caractere &+ '™ ; on retronve la théorie des séries de Fourier.
Remarque 9.1.9 (Questions de normalisation). — Il existe des variantes dans
la définition de la transformation de Fourier dans B”. La plus courante est
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la suivante, qui revient & choisir la [réguence au lieu de la pulsation comme
variable,

Fif(g) = / 6#2"”‘"{‘)"(:1;) da.

L’avantage est que l'on a ]:1'"1 = Fi. et que Fp est une isométrie de L2
L'inconvénient est que les facteurs 27 réapparaissent lorsqu’on écrit la trans-
formée de Fourier d'une dérivée.

On utilise aussi la transformation f — (21)~"/2F(f), qui est une isométrie
de L?, mais pour qui la convolution n’est transformée en mmultiplication qu'a
un facteur prés.

Il est important, en lisant un ouvrage ou une table de transformées de
Fourier de s’assurer de la normalisation utilisée. I est bien s facile de passer
de T'une A Pautre des conventions. Le lecteur, rompu aux problémes de chan-
sement d'unités en Physique, trouvera 1& un nouvean champ d’application &
son activité favorite.

9.2. L’espace S de Schwartz

Définition 9.2.1. — On dit que @ appartient 4 S(R") sip € O et i et
toutes ses dérivées sont “a décroissance rapide”. c'est-a-dire que leur produit
par un polyndme quelcongue est une fonction bornée.

Il est équivalent de dive que les quantités suivantes

Ny(p) = Z H:I:“O"(p(:v)“

L\'J:,‘
lal<p . [8]<p

sont finies pour tout p.

Remarque 9.2.2. — L’espace S contient Cj°. Eu fait, alors qu’il n’est pas
totalement évident que C§° contienne des fonctions non nulles, il est beau-
coup plus facile d’exhiber des élémeunts de S. Par exemple, le produit d'une
gaussienie par un polynéme appartient & S.

Proposition 9.2.3. — L'espace S est stable par dérivation et par multipli-
cation par les polyndmes. Les élémenis de S sont des fonctions sommables
tendant vers 0 a Uinfini, et il existe des constantes C) telles que

voes, Y |["0%@)| | < CNpanle). (9.6)

l[ol<p, 181<p
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Il s’agit de conséquences immédiates de la définition. La derniére majoration
provient du fait que. pour |a| < p, || <p, ona

“(1 + Z |:1:"]”+1):‘1;(]0‘830(:1:)

On obtient donc

‘LN < va%—n-l-l(‘ﬂ) .

11300399('/“)”[‘1 < Npsnsr () / W dx
et, U'intégrale étant finie, estimation (9.6).
Théoréme 9.2.4. — (a) La transformation de Fourier applique ['espace S
dans lui-méme, et il existe des constantes C), telles que
-N’p(@) < Cp N})+,-,+1(go) . (9.7)

(b) La_transformation de Fourier F est un isomorphisme de 8 sur lui-méme,
d'inverse F~t = (27)~"F.

Il suffit de démontrer la partie (a). En effet, le théoreme d’inversion, applicable
lorsqu’on sait que g et, @ sont dans S et done sommables, assure que (27) ™" FF
et (2m) ™" FF coincident avec l'identité sur S. La partie (a) résultera des deux
lemmes suivants.

Lemme 9.2.5. — Soil v € S. Alors @ est de classe C1, et on a
O(Fi) = F {(~ing)pla)}

11 suffit d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme & intégrale
[ e Sp(x) dr. La dérivée par rapport & £; donne e™ 5 (—ia;)p(w). fonction
majorée en module par la fonction fixe |@;p(x)|. La fonction xj@ appartient
4 S et donc & L', d’ott le résultat.

Lemme 9.2.6. — Sip€S. ona
F(Oj0) = 18;8(¢) - (9.8)

Pour simplifier les notations, nous supposerons j = n, et nous poscrons 2’ =
(21+... ;2p-1)- Pour chaque 2/, on a

/ e——f:l,‘nfn an@(fljl., IL',)) (l.’]:,, — / ('[jé-”)c—im” E’l@((l,'" .’L',,) (l.’l,'”
JE

par intégration par parties, la fonction tendant vers 0 pour xz, — £=~c. 1l
suffit maintenant de multiplier chacun des membres par e~ et d'intégrer
par rapport & 2’ pour obtenir (9.8). Nous avons pu appliquer le théoréme de
Fubini : les fonctions ¢ et d,p appartiennent & S et sont donc sommables
dans B".
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9.2.7. Fin de la démonstration du théoréme 9.2.4. — En appliquant |3| fois
. . A3~ NP 3 .

de suite le lemme 9.2.5, on obtient 0'Eg0 = (”’z,)‘v‘”]-"(:u'jgo). En appliquant

ensuite |a| fois le lemme 9.2.6, on a

900 = |F {ar?elan }] .
A T'aide de Testimation (9.2), on en déduit
Mo S metal s S |t

lee[<p .

| <p  3<p

en utilisant la formule de Leibniz. Pour conclure, il ne reste plus qu'a majorer
le membre de droite par C I Npsn+1(p) & laide de la proposition 9.2.3.

Remarque 9.2.8. — On voit apparaitre ici pour la premiére fois un phénomeéne
tres important : la transformation de Fourier échange régularité et décrois-
sance a l'infini. C’est parce que les produits de ¢ par les monomes de degré < p
sont sommables que @ est p fois dérivable, et ¢’est parce que les dérivées de ¢
jusqu’a l'ordre p sont sommables que @(€) est un O(]¢]™") A U'infini.

Le lecteur pourra vérifier que les A, sont des normes sur S ef, s'il a lu Pappendice C,
verra que la majoration (9.7) exprime que Uopérateur F est umtmu de & daus lui-éme,
lotsque ce dernier espace est muni de la structure d'espace de Fréchet associée aux A,. De
méme, le théoreme suivant signific que C§° est dense dans S.

Théoréme 9.2.9. — Soil ¢ € S(R"). Il existe alors une suite o d’élé-
ments de C§T(B") lelle que l'on ait pour lout p

lim N (p —j) =0.
J—oo

Soit ¥ € CF une fonction égale & 1 dans la boule de ceutre 0 et de rayon
1. et posons wj(x) = @(x)T(z/j). Ces fonctions sont a support compact, et
coincident avec ¢ sur la bou]e de rayon j. D’apres la formule de Leibniz, on a

D o—p;) () = () (1 - W(E)) - 3 (f) T];/Ta.=3—‘7¢(:)d ().
721 )
<8

En multipliant par =% la relation précédente, et en prenant les bornes supé-
rieures, on en déduit

:l:cxa.‘i(()p _ (,Dj) H ndd
y<s

<11LX_
J]>J

IIC)H— ¥ H

L> L[> ’

Le premier terme tend vers 0 pour j — o0, la fonction 2097 tendant vers
0 & linfini. et le second terme contient 1/j en factewr dune quantité finie.
L’expression V,(p — ;) est ainsi une somme finie de quantités tendant vers
P J L
0. d’olt le résultat.
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9.3. L’espace &' des distributions tempérées

Définition 9.3.1. — Soit u € D'(B"). On dit que u est une distribution
tempérée, ce qu'on note u € S'(R"), s'il existe p € N el C' >0 tels que

Vo€ OB, [{u. 9)] < CNy(p). (9.9)

Théoréme 9.3.2 (Extension de la dualité). — Soit u € §'. L applico-
tion @ = (u, @). définie sur C§°. se prolonge de maniére unique en une forme
linéaire sur S (que l'on notera encore v — (w, @)) qui vérifie

Yo e S(R"), |(u, )] < CNp(p). (9.10)

Cette extension de la dualité identifie 8’ a lespace des formes linéaires sur
S qui vérifient une estimation du type précédent.

Cette situation (existence et unicité du prolongement continu d’une forme
linéaire continue définie sur un sous-espace dense) est bien connue du lectenr,
au moins dans le cas des espaces normés. On utilise ici le théortme 9.2.9 : pour
fout ¢ € S, on peut tronver une suite @; dans C§° telle que Ny(¢ — ¢;) — 0
pour tout p. Siu € &', il résulte de la majoration (9.9) que la snite numérique
(u, ;) est de Cauchy, et a donc une limite. La méme estimation assure que
cette limite, que I'on notera (1, ¢) ne dépend pas de la suite ; choisie, et que
I'on a l'estiimation (9.10). Enfin, si un autre prolongement wuy vérifiait (9.10),
on awrait (uy, ¢ — ;) = 0, et donc 1y = u.

Si on se donne maintenant une forme linéaire sur S vérifiant une majoration
du type (9.10), elle définit évidemment par restriction & C§* une distribution
tempérée u, et I'unicité précédenument démontrée prouve gu’elle coincide avec
I'extension de w.

9.3.3. Exemples importants

~-— Toute fonction f localement sommable et majorée par un polynéme est une
. . , - . . N e

distribution tempérée. Sien effet on a f(z) < C(1+|z|"), on voit facilement

que [ f(z)p(a)dz est majoré en module par C'Nyspi1(p).

-------- On montrera ce méme, A titre d’exercice, que toute fonction sommable, ou

de carré sommable, appartient & §’.

— Toute distribution u A& support compact est tempérée. On sait en effet,
d’aprés le théoreme 6.1.3, que, si K est un voisinage de Supp(u), il existe C
et p tels gque U'on ait

(n, 0)[<C sup |80,

rEN|al<p

et on majore facilenment le membre de droite par C'N, ().
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— Une méthode courante pour prouver qu'une distribution est tempérée
consiste & I'éerire comme une somme de distributions vérifiant 'un des critéres
précédents.

Ezercice 9.3.4. — Démontrer que u = vp(1/a) appartient & §'(R). On écrira
= @u+ (1 — @)u, olt ¢ appartient & C§° et vaut 1 pres de lorigine.

Frercice 9.3.5. — Démontrer que, pour tout ’§° et pour cliaque entier
E 9.9.5. — Démontrer fout € C5° et pour chaque enl
p. il existe une constante C' telle que Ny(70) < C(1 + |a])?. En déduire que
la fonction e” n'appartient pas i S'(IR).

Ezercice 9.3.6. — Démontrer que la distribution v = Y777 ai.d) appartient &

S'(IR) si et seulement si la suite a. est & croissance lente (¢’est-a-dire s'il existe
C et N avec |ag| < C(1 + [E])Y).

Exercice 9.3.7. — Solent m un entier positif et v un élément de I'espace de
Sobolev H~"™. Démontrer que v € S'.

Définition 9.3.8 (Convergence dans S'). —  On dit que la suite u;j
d’éléments de S'(R") converge vers u dans S'(B"), si on a

Vo e S(R") . lim (uj, @) = (u, ¢).
Joo

Remarque 9.3.9. — Il est clair que, si u; = u dans S’ alors u j — u dans D,
les éléments de C§° appartenant a S.

D’antre part, siles u; ont leur support dans un méme compact I\, la conver-
gence dans D' est équivalente d la convergence dans S&'. Il suffit de choisir
6 € C§° égale & 1 au voisinage de K, et on a, pour p € S,

(uj. ) = (uj, Bp) = (u, Op) = (u, )
dés que Pon a convergence dans D'.

La différence entre les deux notions de convergence n’apparait donc qu'a

Uinfini, et est bien illustrée par 'exercice suivant.

Exercice 9.3.10. — Soit a), une suite numérique. Montrer que l'on a toujours
a0 — 0 dans D'(B), mais que cette méme suite tend vers 0 dans S'(R) si et
seulement si la suite ag est & croissance lente.

9.3.11. Exemples importants. — Soient f;, 7 € N et f des fonctions
localement sommables. Le lectewr démontrera i titre d'exercice que sous 'une
des hypotheses suivantes, on a f; — f dans &'

— Les f; sont sommables et ||f — fl|; =0
— Les f; sont de carré sommables et || f — f;l|,. — 0
Les f; sont hornées et ||f — fj|l,~ =0

— fj — f presque partout. et les | f;(x)

sont majorées par un polynéme fixe.



172 CHAPITRE 9. TRANSFORMATION DE FOURIER

Théoréme 9.3.12. — Si u € S'(B"). alors toules ses dérivées appar-
tiennent @ S'(R"). De plus. si uy -+ u dans §'. on a 9®uj; — 9"u dans §'.

Pour ¢ € C§°, on a en effet
(O, @) = |{u, dip)] < CNp(8i) < CNypia(e),
ce qui prouve que dyu appartient & S’ s'il en est de méme de .

Il résulte immédiatement de I'unicité dans le théoréme 9.3.2 que la relation
(Oju, @) = — (u, O;p) est encore valable pour ¢ € S. Siu; — v dans S, on a
alors pour p € S

<é),~u‘;, @) == <l“’j7 ai@) - = <‘lL, dl@> = <01”“'? (,D> s

ce qui démontre le résultaf.

Ezercice 9.3.13. — Démontrer que la fonction e® (cos(e’) +isin(e”)) appar-
tient & S’(R) (on en cherchera une primitive). Le lecteur comparera avec le
résultat de l'exercice 9.3.5 et y verra une nouvelle illustration du fait quune
fonction qui oscille beaucoup est “petite™ au sens des distributions (voir aussi
la remarque 6.3.2).

Définition 9.3.14. — On dit qu'une fonction f est & croissance lente ainsi
que toute ses dérivées, ce qu’on note f € Opr(R"), si f est de classe O, et
si pour tout § € W', il existe Cy et my tels que

07 (@)] < Ca(1 + Jal) . (9.11)
C@a —S— Oy — C™
1 A 1

g o—— & — 7
FIGURE 1. Les fleches représentent des inclusions

Théoréme 9.3.15. — Soit f € Oyy.

(a) Pour tout ¢ € S, on a fp € S.

(b) Pour tout uw € §', on a fu € S'. Siuj — u dans S, alors fu; — fu
dans S’.

Il faut prouver que les quantités N,(fp) sont finies pour ¢ € S. En utilisant
la formule de Leibniz, on a

Z ':L“‘Hﬁ(fgo)(:v) <, Z f:l:“@df(:y_:)ﬁ”go(n:) ,

[aj<p, |8]<p lal<p, |8]=p . [7]1<p
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ou C), s'exprime & partir d'un nombre fini de coefficients binomiaux. Si on
désigne par M, le plus grand des m; intervenant dans (9.11) pour |3| < p, on
obtient avec une autre constante C" indépendante de ¢

No(fi9) < G Nopsary ().

On en déduit la partie (a) du théoréme.

Si maintenant u € &', il existe C et p tels que I'on ait, pour ¢ € C§°

[(Ju, )l = [u, fo)l < CN(fe) < CCL N1, ().
Cela prouve que la distribution fu est tempérée. Enfin, si u; — v dans

S oon a (fuj, o) = (uj, fo) = (u, fo) = (fu, @) lorsque ¢ et donc fop
appartiennent a S, ce qui acheve la démonstration.

9.4. Transformation de Fourier des distributions tempérées

A. Résultats généraux

Nous avons vu gqu'une fonction sommable est une distribution tempérée. Si
feLlletsipes, ona

U.@ = [ g = [ 1) {/ e g(y) dy} d.

. . n ’ ) .
La fonction |f(x)yp(y)| étant sommable dans P77, on peut appliquer le
théoreme de Fubini, et on obtient

(= [ Fuvetdy = (7. o). (912

Nous allons utiliser le membre de gauche de la relation ci-dessus, qui a un
sens méme pour f € &', comme définition du membre de droite. Cela nous
garantit que la nouvelle définition coincidera avec I'ancienne pour les fonctions
sommables.

Théoréme et Définition 9.4.1. — Sovit u € S'(B"). La transformée de
Fourier de u est la distribution tempérée notée 0 ou Fu définie par

Vo e S(B") . (i, @) = (u. §).

11 faut moutrer que la forme lindaire ainsi définie sur S véritie bien une majo-
ration du type (9.10). On a

[{u, @)] < CNH(D)
olt C et p ne dépendent que de u. En utilisant le théoreme 9.2.4, on obtient

[(u. D)) < C'Nppnsi(e),
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ce qui assure que o € S'.

Théoreme 9.4.2. — La transformation de Fourier est un isomorphisme de
S'(R") sur lui-méme, d'inverse F~1 = (2m) ™" F.

On définit bien entendu Fu par la relation (Fu, @) = (u. Fyp) (on voit faci-
lement qu’on peut aussi le définiv par Fu = F1).

On a en effet par définition (FFu, ) = (Fu, Fo) = (u, FFp) =
(27)" (u, ). On en déduit donc que (27) " FF. (et pour la méme raison
(27) " FF). coincident avec 'identité.

Théoréme 9.4.3 (Continuité). — Si u; — o dans S, alors it; = U
i j
dans §'.

La démonstration est immédiate. Pour chaque ¢ € S, on a
(@ . ) = (uj, ) = (u. §) =(u, ).

Remarque 9.4.4. — La définition de la transformée de Fourier d’une distribu-
tion © ne coustitue pas un moyen de calcul effectif. On dispose de formules
explicites lorsque w est nne fonction sommable ef, comme nous le verrons
ci-dessous, lorsque u est une distribution & support compact. A partir de
réswltats déja connus, on peut en déduire d'autres par inversion de Fourier,
par passage & la limite, et (voir plus loin) par dérivation, convolution. .. .

9.4.5. Ezemple : transformée de Fourier de 1. — Nous avons déja calculé
(voir n°9.1.2) les transformées de Fourier des gaussiennes, on a

F () = (‘LT) "2 e,
=

Le membre de droite peut se mettre sous la forme (27)"e "G (&/¢), en posant
G(z) = n~/ 2=, Cette derniére fonction étant d'intégrale 1, on sait que
e7"G(¢/e) converge vers § dans D'.

Il est facile de voir (remarque 9.3.11(d)) que les fonctions e 174 conver-
gent vers 1 dans 8’ pour £ — 0. Il en résulte que leurs transformées de Fourier
convergent vers F1 dans S’ et donc dans D’. Or elles convergent aussi vers
(27)"d. On a donc

Fl=(27)"6.

Nous aurons l'occasion de voir des applications plus convaincantes de cette
méthode. Nous verrons en effet que la formule 7§ = 1 est une conséquence
immédiate du théoréme 9.4.7, et la formule d’inversion de Fourier permet d’en
déduire immédiatement F1.
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9.4.6. Propriétés élémentaires. — Nous laissons au lecteur 1la démonstra-
tion des propriétés suivantes. Elles se démountrent d'abord pour les fouctions
sommables, et en particulier pour les éléments de §. par un simple chan-
gement de variable dans Uintégrale définissant la transformation de Fourier.
Elles s'étendent cusiuite aux distributions tempérées en utilisant directement
la définition 9.4.1.

Conjugaison complexe et parilé, — Si u posstde la symétrie hermitienne
(c'est-a~dive & = ), alors @ est réelle et vice versa. Si w est paire [resp.

impaire], alors @ est paire [resp. hmpaire], et on a plus généralement la formule
suivante

Zo

5.
=
¢

qui powrait figurer dans un chapitre célebre d'Hippocrate. Si u est réelle et
paire, il en cst de méme de 2.
Translation. — Ou a

p —ig-E

Flrgu) = e 1" Fu.
Par inversion de Fourler. on en déduit

F{e' " ut = 7,1
Dilalation. — En notant symboliquement w(x:/\) la transformée de u dans la
dilatation de rapport A (voir n°5.1.4). on a

Flu(z/N)} =]\

RTAE).

Il est important de remarquer qu’a la dilatation de rapport A sur « corres-
pond une dilatation de rapport inverse sur . Pour \ petit. u(a/N\) est trés
concentrée, alors que sa transformée de Fourier est trés étalée. Il s’agit de I'un
des (nownbreux) théorémes correspondant au principe d'incertitude.

B. Transformation de Fourier dans &'

Lorsqumue distribution w est & support compact, on peut définir (u, )
pour toute fonction ¢ € C°°, et en particulier pour la [onction @ — o715,
Cela fournit un mode de calcul explicite des transforinées de Fourier.

Théoréme 9.4.7. — Siw € E'(RY). sa (ransformée de Fourier appartient
a Oar (fonclions C @ croissance lenle ainsi que toutes leurs dérivées). et
on a

u(&) = <u(;z:) . e""""*>. (9.13)
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Désignons par v(€) la fonction figurant au membre de droite de (9.13). D’aprés
le théoréme de dérivation sous le crochet, ¢’est une fonction de classe C'°°, et
on a

9“u(€) = <u(:1:), (—'i:l:)ﬂ(—:_”"f>.
Si /A est un voisinage compact du support de u et si p est I'ovdre de w, on a
d*apres (6.2)

()I‘I (‘,Eu G—i.‘l:-f)

0"0(E)] < C sup

reN|3<p

On obtient done [0%0(€)] < C\\ (1 + [&])P, ot €, ne dépend que du maximum
de |¢| s V. ce qui prouve que v € Oy

I reste & prouver que v = u. Powr ¢ € C§°, on a d'apres le théoréme
1 0

d'intégration sous le crochet. en intégrant sur un pavé contenant le support

de o,

(v, )= / <u(:z:) . r;t_"""f(p(f)> dé = (u(w), / e~ Ep(g) dE)
et dounc

(v @) = (u, @) = (U. p),

ce qui acheve la démonstration.

9.4.8. Applications. ~ Un calcul immédiat donne les transformées de Fourier
de . de ses dérivées et de ses translatées.
Fo) =1

F(95) = ilolgn
F(8a) = ™%,
d’on I'on déduit par inversion de Fourier
F(1)
(o) = (2x)"5,
F(x%) = (2m)" elg%s.

Il
—_
X
=)
S
>

==

9.4.9. Transformée de Fourier de la mesure de surface sur lo sphére
Notons dop, la mesure de surface de la sphére de rayon R daus B3, On a

———

do () =/ e da
R Jlr|=R R
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En introduisant I'angle ¢ des vectenrs @ et &, la fonction & intégrer ne dépend
que de . et on est ramené & 'intégrale bunple

—

dop(§) = / el cos wo 7R sing R dp.
0

En prenant cosy comme nouvelle variable, on obtient 4w R(sin R |€])/ |£]. ou
cencore, pour la masse unité uniformément répartie sur la sphere

r dop, _sin R[E]
4nR? ) R|¢

C. Transformation de Fourier dans [.°

Les fonctions de carré sommable ne sont pas en général sommables, et on
ne peut pas définir lenr transformée de Fourier par Ia formule iutégrale (9.1).
Par contre ce sont res distvibutions tempérées, et on peut doue définir leurs
transformées de Fourier qui appartiennent a priori & §’. Elles sont en fait de
carré sommable et, comme pour les séries de Fourier, on obtient une isométrie
d’espaces de Hilbert.

Théoréme 9.4.10. — L application u +— (2m)""/>Fu est une isométrie
bijective de L>(B") sur lui-méme. d inverse (2w)~"/*F.
Montrons d’abord que (27)~ "2 F est une isométrie de § sur lui-méme lorsque
celni-ci est muni de la norme de L. Soient f et g appartenant & S, et posons
h=7. Ona [ f(a h(x)de = [ fl)h(x)dx dapres (9.12). En remarquant
que

Fh=Fg=Fg=2r)"7.

on obtient immédiatement

an)" [ fG@lgt@rde = [ Flaio) .

. —n /9 . .
ce qui montre que (27) "/2F conserve le produit scalaire, et done la norme
9 7y 2
L~ pour les éléments de S

En utilisant le fait (théoreme 3.5.1) que &, qui contient C'§°, est dense cang
2] s Y » . 2 . o .
L-, le théoréme va en résulter zusement, Smt u € L*, et su1f f; ane suite
d'éléments de 8 telle que u— ende vers a sul est donc de
P'éléments de S telle que ||t ,L tende 0. L ite f; est dc le
f; eb, par isométrie, || f end vers S nder
Cauchy et, sométrie, || fj — fi| ;. tend vers 0 lorsque @tA tendent vers
I'infini. La suite de Cauchy f ; converge donc¢ vers un élément g € L7, La

9 . . “ - . .

convergence dans L= impliquant la convergence dans S’, on obtient d'une part
que f; — g dans §', d’antre part que f; — w et done (continuité de F) que
fj = t dans 8.
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-~ ) 717 0 \
On a donc w = g € L= pour un élément quelconque u de L. En outre. &

partir de ||(27r)“”/2_m 2 = I fill 2+ et par continuité de la norme. on a

. RS . . , . —n/2F T
Ce qui précéde sapplique également & (27)~"/2F. Nous avons donc deux
. 7 . il . ~ ’ . . N
isométries de L= dans lui-méme dont les composées & droite et & ganche sont
ézales a lidentité. Cela termine la démonstration du {héoréme.

(2m)"/*@

2o lJull g2 -

. . 3 P 3 .
Remarque 9.4.11. — Soit w € L-{B"), et notons up la fonction (sommable
[ / ,
s N N . B2}
égale & u(w) pour |z] < Ret 4 0sinon. Onaur — u dans L~ lorsque R — —o0,
o~ . . ) . .
et ¥ est donc la imite en norme dans L~ des fonctions

wp(&) = / e Sy (a) da.

Cette propriété est en [ait la définition originale de la fransformation de
Fourier-Plancherel.

Le corollaire suivant donne un mode de calcul pratique en termes d'inté-
grales sewmi-convergentes.

Corollaire 9.4.12. — Soit u € L*(R") et supposons que. pour presque tout
[as 4
E.oon ar

R—co

/ e~ Su(x) de — g(€).
Jlx|<R
Alors, on a G(€) = g(&) p-p.

Si R, tend vers I'infini avec v, on sait que '17\1?,,, converge vers u dans I Quitte
4 extraire uue sous-suite (cf. exercice 2.6.16), on peut supposer que l'on a de
plus g, (£) = u(¢) p.p. Cette méme sous-suite converge aussi vers g presque
partout, d'on le résultat.

9.5. Les propriétés fondamentales

A. L’échange de la convolution et de la multiplication

Le théoreme suivant, dont il existe de nombreuses variantes, assure que
la transformée de Fourier d'un produit de convolution est égal au produit
ordinaire des transformées de Fourier. Comme nous le verrons, ce résultat
permet de ramener la résolution des équations de couvolution (et donc des
équations aux dérivées partielles & coeflicients constants) a des problemes de
division.
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Théoréme 9.5.1. — La relalion
Flu*v) = (Fu)(Fuv) (9.14)

est valable dans les dewr cas suivants.

(a) Les fonclions u el v sont sommables.

b) Onauecl& etvedS. OnaaorsuxveS et Fue Oy ce qui assure
que les deux membres de (9.14) sont définis.

Dansg le premier cas, on a

mmﬁ):/é%“{/um~ywwww}Mu

On peut appliquer le théoréme de Fubini, la fonction & intégrer étant sommahle
™) . . 3 5 i

dans B=" (son module vaut |u(z —y)||v(y)]). En faisant le changement de

variable (z,y) ~ (z — y,y), on obtient

nx0(E) = // 28y (2 (y) dy d=
= {/ e 8u(z) d:} {/ ﬁ"i!"f’l’(!/)f”r@/}-
Cela achéve la démonstration de la partie (a).

Considérons maintenant le cas ot les deux distributions « et v sont & support
compact. Les transformées de Fourier de u, v, v+ v sont alors des fonctions,
et on a, en notant ¢, la fonction  — e~

S

Txv(€) = <u*zu L’OE> = <'u,. "L"*LrOE>. (9.15)
D'autre part, on a
(15 9e) @) = (0. oo =) = () o lo+ ).
et donc
(55 ) () = (v(y) . e/ HE) = ()¢

En reportant dans le membre de droite de (9.15). on obtient
—— ~ — £
uxv(€) = <‘u,(:'1.:), v(&)e™™ *> =0(&)u(f).
Pour terminer la démonstration de la partie (b) du théoréme, nous aurons
besoin du lemme suivant.

Lemme 9.5.2. — Pour tout w € §'. il existe une suite u; d’éléments de &'
vérifiant uj — u dans S'.
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Nous avons montré (théoréme 9.2.9) que, si ¢ est une fonction d’essai égale &
1 au voisinage de 'origine, on a

Vp. lim WV, ((,0(’!/) —h( 17/.’1')(,’3(5’5)] =0

}__\

pnur toute fouction v € S. Si maintenant w appartient & §', et si on pose
c=d(x/j)u, on a pour ¢ € S

](u-—u.j. g:))] = }<'u,, (p(x)—v(x/i)e ’l))>] < CN, ( w)=1p(x/j)e )

ot C' et p ne dépendent que de w. On a done (v —u;j. ¢) = 0 pour tout ¢ € S
ce qui achéve la démonstration du lemme.

9.5.3. Fin de la démonstration du théoréme 9.5.1(b). — Solent donc v € &£,
v € & et wie suite v; d’éléments de &' convergeant vers v dans §’. Nous avons
vu que F(u ~v;) = udj. Lorsque j tend vers U'infini, on a 05 — ¢ dans &',
et (théoreme 9.4.7) la fonction @ appartenant & Oy, on a ud; — uv dans S’
d’apres le théoreme 9.3.15.

Nous avons ainsi monbré que F(urv;) — 40 dans &', et done, par continuité
de F~1 que ux v; converge dans 8’ vers nne distribution tempérée w vérifiant
w = wv. La convergence dans S’ entrainant la convergence dans D', il en
résulte que w*v; — w dans D'. Mais d'autre part, d’apres le théoréme 7.4.9,
on a uxv; = u*v daus D', On adonc uxv =w € S et F(uxv) = v, ce
qui achéve la démonstration.

Euercice 9.5.4. - Déwmontrer directement que. pour u € Eet pe S oona
ux @ €8, et que pour chaque p, il existe g et C' tels que Von ait N, (u* @) <
CNy(@). Retrouver ainsi le fait que, pour v € . ona uv € §'.

Erercice 9.5.5. — Démoutrer que, pour ¢ et 1/ appzu'tenant AS,onapxh €
S. Montrer que, pouwr v € § et ¢ € S, la fonction @ — (u(y), (,0(1 —y)). que
'on notera encore u* @ appartient a S'. Montrer que 'on a encore F(uxyp) =
Pu sous ces hypotheéses.

Remarque 9.5.0. — Plus généralement, L. Schwartz a introduit un sous-espace Qg de
&', counstitué des distributions qui sont. *4 décroissance rapide” 2 1'infini, La définition précise
est que o € O si toutes ses régularisées u« ¢ avee ¢ € C§F appartiennent & S. 1l est clair
que cet espace contient £ et S. :

L'espace Oy opore sur &' par convolution (de méme que Qa; opére par multiplication,
cela justifie les indices) clest-d-dire ¢que Pon peut définir de maniére raisonnable le produit
de convolution d'un élément de O ei d'un élément de §'. La transformation de Fourier est
une bijection de Oar sur O et on a. pour v € O et v € &', lidentité F(u » v) = uT.

Au vu des excreices et de la remarque qui précédent, le lecteur souhaiterait
sans doute disposer d'un critére général permettant de savoir dans quels cas
le produit de convolution est défini. La remarque 9.5.14 & la fin de cette
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section lud montrera qu'un tel espoir est vain. Dans la pratique, chaque fois
que Pon pent donner un sens raisonuable & 1'un des membres de (9.1:4), on
peut douner nn seus A Pautre membre et Udgalité a lieu, mais cela ndeessite
une démonstration dans chaque cas.

Les dérivations et les translations sont des cas particuliers de convolution,
et on obtient les résultats suivaunts qui généralisent les formules obtenues pour
les fonctions dans la section 9.2.

Corollaire 9.5.7. — (a) Pour v e §'. on a
F(9%u) = ildlet Fu,
F(ryu) = e ' Fu,
F(a®u) = il Fu.

(b) Si u e & et si p € Oy est telle que sa trensformée de Fourier est a
support compact. on a

Flou) = (27) "o+ 1.

Les deux premiéres relations sont des conséguences simples de (9.14), compte
tenu des expressions des transformnées de Fourier de 9°9 et J, obtenues au
1°9.4.8. Quant & la troisieme relation et & la partie (b). clles résultent de la
formule d'inversion de Fourier. La restriction sur le support de @ pourvait étre
levée en utilisant Uespace Of.

Exercice 9.5.8. — Déterminer la transtormée de Fourier de vp(1/x). On
1

powrra remarquer que vp(l/z) est 'imique distribution « qui soit hmpaire

et qui vérifie xu, = 1.

B. Equations de convolution

Soient A € &' et f € §'. La transformation de Fourier doune une méthode
simple pour déterminer les solutions tempérées de 'équation

Awu=/. (9.16)

Ce sont les v € 8 telles que 1'on ait ;I\(E Ju(g) = ?(5 ). Cette derniére équation
est immédiate & résoudre lorsque la fonetion A ne sannule pas (il suffit e
mwultiplier ‘,‘A'pa,r la fonction 1/ ;1\(5 ) qui est de clagse C°°). Dauns le cas contbraire.
se pose le probleme de la division d'nue distribution pat uue fonction C'°°, qui
ameéne souvent & définir des parties finies plus ou moins complexes.

11 faut remarquer que cetbe méthode ne dit rien sur les dventuelles solutions
de (9.16) dans D’ qui ne sont pas tempérées.
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9.5.9. Equalion de Laploce. — Cherchons les di%hil'mt‘iou% tempérées u solu-
tions de Au = (0 dans B" ()u a F(AS) = —[¢]7. et la transformée de Fourier
de « doit done vérifier — H u=0.

11 en résulte que la restriction de 7 au complémentaire de I'origine est égale
a 0. La distribution @ dont le support est 'origine est donc une somme de
dérivées de la masse de Dirac & origine, ce qui signifie que u est un polynome.
Nous avous done obtenu le résultat suivant.

Les seules distribulions harmoniques tempérées sont les polynomes harmo-
niques. En d’autres termes, toute fonction harmonique majorée par un po-
lyndme est un polynéme harmouique.

En particulier, on retrouve le fait qu'une fonction harmonique qui tend vers
0 & I'infini est nulle. Ou obtient aussi qu une fonction harmonique hornée (ou
méme o(|z]) & I'infini) est une constante, etc.

Nous avons déja montré que toutes les distributions harmoniques sont des
fonctions C=. 1l en existe qui ne sont pas tempérées, par exemple e’ cosy (ou
la partie réelle de n’importe quelle fonction holomorphe) dans le plan.

9.5.10. Equation de Poisson. — Pour trouver les solutions tempérées de
. X , ., . N -~
Au = [ avec f € &', on doit résoudre l'équation |{|"u = —f. On peut

montrer que ¢'est tonjours possible. Nous nous limiterons ici au cas ol f est
une fonction. bornée dans un voisinage de l'origine, en dimension n > 3.

. X ~ 2 .
Dans ce cas, la fonction g(&) = —f(€)/[€]” est localement sommable, et il
n'est pas difficile de monfrer (Exercice : le faire) qu'elle est tempérée. On

obtient done une solution en posant u = F~lg.

L’hypothése contient le cas f € &' que nous avons déja résolu dans la
section 8.2, mais aussi les cas f € L' et [ € Op.

Eurercice J 5.11. — Calenler la transformée de Fourier inverse de la fouc-
tion 1/|¢ | dans B3, et retrouver ainsi la solution élémentaire du Laplacien

congidérée dans la section 8.2.

9.5.12. Equation (A — Nu = f. — Soit A > 0 et cherchons les solutions
- \ . < el v~ T
tempérées de cette dquation. On a arésoudre (— [£]"—N\)u = f. En remarquant
2 _ ; . ‘s . .
que (|€]7+N) "1 € Oy, on voit que I'équation posséde une et une seule solution
temnpérée. On a donc le résultat suivant.



9.5. LES PROPRIETES FONDAMENTALES 183

Pour chaque [ € S'. il existe une et une seule solution tempérée u de
Uéquation (A — Nu = f. et celle-ci est donnée par

-1

U = (27?)_"1:7—:- m
S

Ff

Lorsque f € §, il en résulte facilement que v € §. Nous verrons que les
espaces de Sobolev nous permettront de déerire plus finement la régularité de
la solution u en fouction de celle du sccond membre f.

Ezercice 9.5.13. — Démontrer que la solution élémentaire de (A—\) ainsi construite est
de classe C™ en dchors de lorigine. En déduire qu'une distribution u solution de (A—A)u = 0
dans un ouvert est nécessairement une fonction C= (voir le corollaire 8.2.3 ¢t la remarque
qui le précede).

Remarque 9.5.14 (Considérations sur le prolongement des applications bi-
linéuires)

Lorsqu'une application linéaire (F par excmple) est définie sur un espace (L' par
exemple) que Pon estime trop petit, on peut chercher a obtenir un prolongement par conti-
nuité. Il s'agit de trouver un espace .4 muni d'une notion de convergence, dans lequel L' soit
dense, et un prolongement continu (ndcessairement: unique) de F comme application de .4
dans un espace raisonnable (les distributions par exemple). Véme si, posé ainsi, le probleme
n’a pas toujours de solution optimale (avec A le plus grand possible), on peut lui apporter
des solutions tres gatisfaisantes, Uextension de F & & étant I'un des meilleurs exenuples.

La situation cst tres différente pour les applications bilinéaires (penser au produit ordi-
naire, au produit de convolution, a la dualité). On cherche cette fois des couples d’espaces
A, B tels que Papplication bilinéaire se prolonge contintment & .4 x B, mais il est clair que
I'on ne peut pas espérer “une” bonne solution. Plus on sera exigeant pour U'appartenance &
A, plus on pourra étre laxiste pour 'appartenance a B, et ou peut avoir une grande quantité
de théoremes intéressants correspondant & ces phénomenes de compensation.

On ne peut pas définir en général le produit de deux distributions. L'obstacle n’est pas
la croissance & l'infini (on peut multiplier deux fouctions continues quelles que soient leurs
croissances). mais la régularité. Plus Pun des facteurs est régulier, plus on peut admettre
de singularité pour l'autre. Par exemple, on peut définir le produit d'une fonction C™ et
d'une distribution quelcongue: d'une fonction de classe C™ ot d’unc distribution d’ordre
m; d'un élément de H™ ot d'un élément de H™™ ; d'un élément de L{s, et d'un élément de
L}, ; de deux éléments de L. ... La liste est loin d’gtre limitative, ot nous évoquerons des
extensions de nature tres différentes dans la section 9.7.

Pour le produit de convolution, il 0’y a aucun probleme de régularité (il est défini pour
deux distributions a support compact). 11 s'agit d’un probléme de déeroissance & Pinfini, ot
plus Pun des facteurs est petit & Uinfini, plus Pauntre peut étre grand. Par exemple, on peut
définir le produit de convolution d'un élément de & (ce qui se fait de plus petit & P'infini)
avee une distribution quelcongue ; d'un élément de Op avee un élément. de S’ ; d'une fonction
localement sommable O(|#|™") & Uinfini par une fonction O(|x|?~"""); d’un élément de L
par un élément de L™ ; de deux éléments de L7, ... Le mécanisme de compensation peut étre
méme plus subtil, puisqu’une grande croissance de 'un des facteurs dans certaines directions
peut étre compensée par la nullité (ou une grande décroissance) de I'autre dans les directions
opposées : c'est la signification des hypothéses de convolutivité du chapitre 7.
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En ce qui concerne la dualité, les deux phénomencs se superposent. Il doit y avoir com-
pensation des régularités et des comportements a Uinfini. Les deux cas extrémes sont les
définitions de {(u, ) pour v € D' et ¢ € C§° d'une part, et pour v € £ et » € C™ d'anire
part. Nous avons également rencontré le cas g € H" et u€ H ™ lecasp € Set u e & et
le cas du n°6.1.8. Le lecteur powrra en imaginer bien d'autres.

On aura remarqué, bicn siir, la cohdrence entre le fait que la transformation de Fonrier
échange la régulavité et la décroissance a l'infini, le fait qu'elle échange multiplication ot
convolution, et le fait qu’elle transforme la dualité en elle-méme (aux conjugaisons complexes
et au (27)7" pres).

9.6. Transformation de Fourier partielle et équations
d’évolution

Dans I'espace-temps B 71, on veut souvent faire jouer A la variable de temps
un role spécifique (vester local en . distinguer passé et avenir,...) qu'une
transformation de Fourier globale prendrait mal en compte. Il est souvent
préférable de faire une transformation de Fourier en les variables d’espace
“a t fixé” (ce qui a un sens clair pour des fonctions, mais doit étre défini
pout des distributions). Seules les dérivations en 2 sont alors transformées en
multiplications, et 'étude des équations aux dérivées particlles a coeflicients
constants est ramenée a I'étude d’équations différentielles en ¢ dépendant du
parametre €.

Nous nous limiterons & ce cadre, mais il est bien siir possible de [aire une
. . . )
transformation de Fourier partielle en & dans JIAN P’,’,

Pl [y P “p e . NN ’ g
Théoréme et Définition 9.6.1. — Soit ¢ € S(B" ). On définit sa
transformée de Fourier partielle. notée F'p ou @. par

-~ i
P(t. &) = / et x) da.
B - . . - N o . n .
L opérateur F' applique bijectivement S(B"1) dans lui-méme, et son inverse

) e
est (2m7) 7" F .

Nous laissons au lecteur le soin de montrer, en reprenant les arguments du

théoreme 9.2.4, que F' applique S dans lui-méme, et de démontrer que l'on a
Np(@) < Cp Npsns1(0)- (9.17)

Quant & la démoustration de la formude d'inversion, il suffit d’appliquer pour

chaque valeur de ¢ le théoréme 9.1.5.

Théoréme et Définition 9.6.2. — Soit u € S'(R"*1). La transformée de

Fourier partielle de u est la distribution tempérée. notée F'u ou 4. définie par

Yo e (B (. @) = (u, §).
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Loopérateur F' est un isomorphisme de S'(B"* YY) sur lui-méme d'inverse
=1 . ~ ~

(2m)™"F . En outre, siuj — u dans 8', on a @; — w dans S'.

Le fait que @ appartienne & &’ résulte simplement de (9.17). Les démonstra-

tions des autres propriétés ne font que reprendre mot pour mot celles que nons
avous vues dans la sous-section 9.4.A.

On obtient de méme facilement les formules suivantes
)/ e Jev
F(Iu) = '1,!”"5”}_'11,
F(Ofu) = Of (F'u)
Fl(au) = i'“l‘dg (F'u)

F'(t*u) = t* Flu,

Remarque 9.6.3. — 511 est un intervalle ouvert de B, on peut définir 'espace
des distributions partiellemens tempérées en @ sur [ x B" de la maniére sui-
vante : c'est Tespace des u € D'(I x B") telles que, pour chaque fonction
P(t) € C5°(). on ait p(t)u € S'(B"*1).

Pour mne telle distribution «, on voit facilement que. si 1 est égale & 1
dans un intervalle Ja, [ , la restriction de hu A Ja. b[xB" ne dépend pas de .
Cela permet de définir une distribution notée encore u partiellement tempérée
en & dans I x B", caractérisée par le fait que, pour tout ¢ € C5°(I). on ait
F'(1pu) = i

9.6.4. Transformée de Fourier partielle de 5. - On doit avoir par définition

(5.0) =(6.8) =5(0.0)

<5 cp> = / (0, 2) da.

La transformée de Fourier partielle de § est donc la distribution de simple
couche de densité 1 portée par 'hyperplan ¢ = 0.

et done

9.6.5. Solution élémentaire de 'équation des ondes. - En dimension d’es-
pace n = 3. il §'agit de déterminer une distribution £ nulle dans le passé
vérifiant OF = 4. FEn espérant que E soit tempérée, il est équivalent de
demander que E soit nulle dans le passé et vérifie

(&7 +|PVE =9. (9.18)

. . "o 9\ T~ , . P

n sdet =0, o1 » done avoir (Jf = 0, équation diffé-

En dehors de t = 0, on doit d ) O + [E7)E =0 t 1ifté
rentielle dont on connait bien les solutions powr chague € fixé. Compte tenu
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de la condition de nullité dans le passé, il est donc raisonnable de cliercher E
sous la forme d'une fonction du type

E(f &) = 0 powr £ < 0
"STT al€) cos(|€] 1) + b(E) sin(|€] ) pour t >0

on les fonctions a et b sont & déterminer pour que (9.18) ait licu. En appliquant
- P N
deux fois la formule des sauts pour calculer di E, on obtient

(07 + ’f|2)E = Ot + 1,

ou ji et v qonf les distributions de simple couche portées par t = 0, de densité
respectives a{&) et |£| b(¢)

En choisissant o = 0 et b = 1/, nous avons donc obtenu une fonction
E, égale a 0 powr t < 0 et & sin(t

| pour ¢ > 0, qui est solution de

E(t.€)

max(¢,0)). On sait donc que (F')"!E sera une solution élémentaire, nulle
pour ¢ < 0, ef il ne reste plus qu’a expliciter.

I'équation (9.18) et qui est une distribution tempérée (

Cette explicitation sera facilitée par le fait que nous avons calculé, au n°9.4.9
la transtormée de Fourier de la mesure de surface dop, de la sphére de rayon
R, qui est la fonction 47 R(sin R |£])/ |€]. Pour ¢ € S. on doit avoir

.5 = <E (p> _ /0“0 0 ./‘w(t, sml(éllal) de .

Nous avous appliqué le théortine de Fubini, la fonction a intégrer étant majorée
en module par |to(t, &) sommable dans B!. En utilisant la transformée de
Fourier dans B3 pour chaque ¢ fixé non nul, on a donc

- > Sdoy(x) -
E, 9= ——= ot @) ) dt.
(E, @) /0 < It .sﬂ(,l)>t

En posant @ = 1, et en utilisant les coordounées polaires x = 76, r > 0,
8 € S> on obtient

S o br r8) o
(B ) = '/0 —fﬁ - 1,/>(' r8)1? dog = // S ”(-iTlre)’_ drdog.

On reconnait 1a la mesure de Radon do/4wp définie par (8.5) et Pexpression
de la solution élémentaire de [ que nous avions admise jusqu'icl.

Remarque 9.6.6. - Une partie de 'analyse ci-dessus est valable en toute di-
mension : 1l existe une solution élémentaire tempérée & support dans ¢ > (
domnée par B = (F)7' (H(t)sin(t|¢])/|€]). D’autre part, Pargumnent du
théoréme 8.3.2 montre que c’est I'unique solution élémentaire nulle dans le
passé.
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Par contre la forme explicite de E dépend de la dimension. Pour n = 2, on
obftient l’cn(pression de Texercice n1°8.3.8. Pour n > 3 impair, on obtient une
couche ”;—nmltlple portée par la surface du cone d'oude, tandis que, pour n
pair, on obtient (& une constante prés) une partie finie, qui doit étre précisée,

de H(t —r)(t? — p2y=(n1=1)/2

9.6.7. Solulions élémentaires des équakions de la chaleur et de Schrodinger
Les exercices qui vont suivre permettent d’obtenir, par le méme procédé,

I'existence de solutions élémentaires et la forme précise de leurs transformées
de Fourier. L'écriture de la solution élémentaire elle-méme, qui est un peu
délicate pour I'équation de Schrodinger, sera dommée ensuite.
Exercice 9.6.8. — Démontrer que l'opératewr de la chaleur

O — A
dans 1'espace-temps B! possede une unique solution (‘lcm(‘ntmw E gui soit
tempérée et & support dans t > 0, et que l'on a E = (F')71 (H(f il ‘)
Lercice 9.6.9. — Démontrer que l'opératenr de Schrodinger

1 + A
dans 'espace-temps B possede une unique solution c‘lomeutcme F qui soif

. 2
tempérée et A support dans t > 0, et que I'on a F = (F')7 (H(t)e ¢ |)
Ezercice 9.6.10. — Montrer que sur R la fonction u(x) = ¢ vérifie v/ =
2izu, et que réciproquement, les seules distributions solutions de cette équation
différentielle sont les lonctions Ce*”
En déduire qu'il existe une constaute Cp telle que la transformée de Fourier
22 s N BTN N . .

de e soit égale & Cre™" 1, et que Yon a en dimension n

a Bl

e~y _— ~ _~il&|~/4
_7-‘(61 | ) = ¢, el

avec Cp, = (C1)". On admettra que Pon a C), = e /A71/2,

Drapres le premier de ces exercices, la solution élémentaire E de l'équation
de la chaleur vérifie done, pour toute fonction (¢, z) € S,

(E. @)= <E © /qodz‘/ ye~flé i de.

En utilisant, pour chaque ¢ > 0 fixé, le fait que nous connaissons bien les
transformées de Fourier des gaussiennes dans B, on obtient,

(E.@:‘/[;'xdf{(m )~/ / RS )dz} (9.19)

- rop . . —n/2 —|re]?/d
Il est facile de vérifier que la fonction H(#)(dmt)™"/?e~ #1774 est localement
sommable, et qu’elle devient sommable aprés multiplication par un élément
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de §. On peut done appliquer le théoreme de Fubini et il en résulte qu'une
solution élémentaire de I'équation de la chaleur est la fonction

E(t.z) = H(t)(4171’1,)"’/26_"17'2/“.

Pour I'équation de Schrédinger. on peut répéter mot pour mot l'argument
précédent jusqu’a I'obtention de I'équivalent de (9.19). Iln'y a ancune difficulté
a utiliser le théoréame de Fubini dans l'espace des (£, &), et Uexercice n°9.6.10
nous donne les valeurs des transformées de Fourier des ganssiennes imaginaires.
On obtient

.=

JO

O

cif,{(élwt)“"/ge'i"”/“l / e”"'lg/'”‘@(t,:lr)(lm}.

La fonction H(f;)(47r1‘.)_”/r-’e“”"'!2/“, dont le module vaut H(£)(4mt)~"/2, nest
pas localement sommable (sauf pour n = 1) dans B"!, et il est exclu
d’appliquer le théoréme de Fubini. Ce que I'on a démontré doit étre énoncé
avec précision : I'équation de Schrddinger posséde une solution élémentaire
tempérée a support dans t > 0. I 5'agit de la distribution F définie, pour tout
P € S(BRYL), par

(F, ) = e~ n7/4 / H—CI;? {/ e”"'[:/*"'z/J(t x) (1:1:},
Joo (4mt)= L

ce qui précede garantissant la convergence de cette succession d'intégrales
(Exercice : le prouver directement). Cette distribution n'est pas une fonc-
tion (c’est si on veut une sorte de partie finie ou de valeur principale). En
particulier, ce n’est pas une distribution d’ordre 0.

9.6.11. Résolution du probléme de Cauchy. — Cherchons par exemple une
solution partiellement tempérée de 'équation des oundes vérifiant «(0,z) =
ho(2) et Opu(0,z) = hy(z), ol les fonctions hj sont données et apparticnnent
4 S. La transformée de Fourier partielle doit done vérifier (97 + |€]*)% = 0
avec T(0.€) = ho(€) et A(0,€) = hy(£).

On cherche 4 sous la forme
7 EY — f vaf | € ) e [
u(t. &) = a(§) cos(|¢] 1) + b(E) sin(|¢] 7),
les deux conditions pour ¢ = 0 déterminent a et b de facon unique, et on a

Gty €) = g (€) cos([€] 1) + T (€) sin(|€] 1)/ [¢].

On vérifie facilement que la fonction % ainsi obtenue est tempérée, et il
suffit de prendre la transformdée de Fourier partielle inverse pour obtenir le
résultat. Bien entendu, la formule générale donnant u en fonction des h; sera
la méme que celle que nous avons obtenue dans la section 8.3. Cela dit, il peut
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arriver que pour des valeurs particulieres des hj. le calcul explicite soit tres
simplifi¢. D’autre part, pour des h; tempérées n'appartenant pas a S mais
dont les transformées de Fourier sont des fonctions, on peut plus facilement
prouver que la formule ci-dessus [ournit effectivement une solution.

Le lecteuwr pourra montrer que la méme méthode permet de trouver des
solutions u de I'équation de la chaleur (pour £ > 0 wmais pas pour ¢ < 0 en
général) ou de I'équation de Schrddinger (pour # quelconque) vérifiant »(0, z) =
h(ax) avec h € §. On obtient

"

Ut ) = h(§)e™k
pour Uégnation de la chaleur, et
it €) = h(&)e™ "

pour I'éguation de Sclirddinger.

9.7. Vers Panalyse microlocale

La transformation de Fourier permet de lire la régularité d’une distribution v sur la dé-
croissance & 'infini de 7, mais il s’agit d'une analyse globale, qui ne permet pas de distinguer
entre une u singuliére en un point, et une v singuliere partout. En outre, on ne peut pas
pacler de transformée de Fourier pour une distribution définie seulement dans un ouvert.

Une autre rigidité de la transformation de Fourier est sa relation étroite avec la structure
vectorielle de B". Si elle fournit immédiatement des résultats précis sur les équations aux
dérivées partielles a coefficients constants, elle n'est pas directement efficace lorsque les
coeflicients sont variables. Si on a Y a. ()@ u = 0, daus 'équation correspondante pour
les dérivations scront bien transformées en multiplications, mais les wltiplications par les aq
seront transformées en des dérivations (si les ¢, sont des polynomes) ou en des convolutions,
et le probleme n'est pas simplifié.

C'est a partir de 1970 que sont apparus des concepts mathématiques permettant de fairve
une analyse locale & la fois dans 'espace ambiant (de la variable z) ct dans Pespace des
fréquences (de la variable £). Nous ne pourrons ici que décrive I'un de ceux-ci, en essayant
de donner une idcée de I'efficacité de cette branche récente. connue maintenant sous le nom
d*analyse microlocale.

Une notion déja ancienne est celle de support singulier d'une distribution. Si v € D'(92),
on montre comme dans le théoreme 6.1.1 quil existe un plus grand sous-ouvert w de € tel
que la restriction de u & w soit de classe C™. Le complémentaire de w se note Supp sing(u).

La propriété ap & Suppsing(u) est dquivalente a la propriété suivante : il existe un
voisinage w de xa tel que, pour tout ¢ € Cg7{w), la fonction F(wu) soit a décroissance
rapide (c'est-d-dive Su(f) = O(IEI_N) pour tout N). En eflet, pour tout «, la fonction
A" (sou) a alors une transformée de Fourier sommabhle et est done continue,

La définition suivante, due aiusi que les résultats qui vont suivre & L. Hérmander. associe

aux singularités de v un objet géomdétrique plus riche : un ensemble fermé de l'espace des
phases (espace des eouples (w, €)).
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Définition 8.7.1. — On dit que u est de classe G microlocalement au voisinage de
(ro0.€0) € Q x (B" \ {0}) s'il existe un voisinage w de ro et un voisinage conigue T' de
Ea tel que. pour © € C§°(w). la fonction F(pu) soit & décroissance rapide dans T

On appelle front Ponde de u'V, et on note WF(u) le complémentaire de l'ensemble des
points (ro.&o) aw voisinage desquels u est mierolocalement de classe C™. C'est un sous-
ensemble fermd de Q x (BR™ \ {0}) dont la projection sur Uespace des @ est Supp sing(u).

Cet ensemble contient des renseignements non seulement sur les endroits ot w est sin-
guliére, mais sur les directions (qu'il faut considérer comme des vecteurs covariants) de ces
singularités. Par exemple, si v est nue distribution de simple couche portée par &n = 0
rlo densité h(xr') € C’”"(TJ"'I ), son front d'onde sera constitué des (a',r,;€,&,) vérifiant

€ Supp(h) . an =0, & =0, £, # 0. Plus généralement, le front d'onde d’une distribu-
tion de simple couche, on de couche multiple, de densité C'° portée par uune hypersurface ¥
sera contenu dans I'ensemble des (r.8) avec r € 8 et € orthogonal & ¥ en 2.

Une propriété remarquable est que I'on peut définir de maniére raisonunable le produit de
denx distributions « et v sous ['hypothése suivante
........ {(x,6)| (#,&) € WF(u) et (w,—~£) € WF()} =0,
Sans en donner de démonstration, on peut indiquer que pour ¢ de classe C'™° & support dans
un petit voisinage d'un point rp, les fonetions @u(€) ot 2u(€) sont A décroissance rapide en

dehors respectivement de deux cénes qui sout convolutifs. On congoit que I'on puisse en
déduire le fait que Zu + 20 existe, et donc une définition raisonnable de ¢ ue puis de wv.

Les applications les plus spectaculaives concernent les équations aux dérivées partielles a
cocfficients variables. Si u est une solution de
E an(2)0%u(x) =0,
o f<m

OIl a

WF(u) C {(:r €)

> e =0},

fa|=m
En outre, pour de nombreux problémes d'évolution (penser par exemple & des propagations

d'ondes dans des milieux anisotropes inhomogenes), la connaissance du front d'onde de u
dans le passé détermine complétement et explicitement celui-ci dans Paveniv. [l y a pro-
pagation de WF(u) dans 'espace des phases le long des courbes assocides au hamiltonien

zlt\ f=m (a (.’l?)f“

Les opérateurs permettant d'éerive la valeur de w« & Uinstant ¢ & partir des données de
Cauchy a Uinstant 0 ne s'éerivent plus ni par des convolutions, ni en termes des transformées
de Fourier. Par contre il en existe des éeritures voisines sous forme d'opératears intégraux, la
différence essentielle étant que la phase x-€ de la transformation de Fourier est remplacée par
une phase ® plus générale, mais conservant le earactere essentiel que, pour € grand, la phase
@ ost grande, et donc l'exponenticlle ¢f® trés oscillante. Les opérateurs de ce type, appelés
opérateurs intégraux de Fourier, jouent en quelque sorte le role ’une “transformation de
Fourier & coefficients variables”.

Un point de vue assez différent et se prétant hien au caleul numérique, mais relevant de la
méme philosophie, est celui des bases d'ondelettes (Y. Meyer, 1985). [l s'agit, en dimension

D\Wave front en anglais
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a

1. de bases hilberticnnes de LT formées des franslatées et dilatées dyvadiques d'nne méme

fonction
ok .
(3 £ .1) :
Une fonetion f de carré sommable se décompose donce sous la forme

f= Z g ()

kJEZ

iy () = 2473y

La fonction # doif posséder bien entendu des propriétés trés particulieres. Il nous suffira
de dire ici que ¢ est oscillante et & déeroissaunce rapide & Uinfini. si bien que Uon peut
cousidérer que, pour b grand, ¢ ; a une “[réquence” de Pordre de % et est “concentrée”
autour cu point: j/Qk.

On peut lire la régularité de f sur la décroissance. pour k& — +oc, de ses cocflicients
d’ondelettes e ;(f), mais le point important est que Uon peut vy live la régularité locale de f
au voisinage 'un point .rp sur la déeroissance en & des e ;( f) correspondant aux ondelettes
concentrées autour de points voisins de @y,

9.8. Transformation de Laplace

L'étude de cette transformation nécessite quelques connaissauces sur les fonctions d'une
variable complexe. Rappelons quune fonction F de la variable p = N + iy, définie dans un
ouvert w du plan est dite holomorple si elle est dérivable au sens complexe, ¢est-a-dire si
(F(p+h) — F(p))/h tend vers une limite qu'on note F'(p} lovsque h € T\ {0} tend voers 0.

On démontre qqu'il est équivalent de dire que. pour tout disque ouvert D (de centre py et
de rayon r) contenu dans w, la fonction F est développable en série entiére

Fl(p ;
YpeD, F(p) = Z ——f,—{i’-)(p —po)’
convergente dans ce disque.
Définition 9.8.1. — Soit [ une fonction localement sommable. a support dans [0.oc|.

telle qu'il existe C' et No avee |F(t)| < Ce™o!. La teansformée de Laplace de § est le fonction
Lf holomorphe dans le demi-plan Re p > \a. définie par

L) = /Y M I(0) dt.

J O

Pour montrer que £f est holomorphe, on applicque le théorcie de dérivation sous le signe
somue e Lebesgue, qui est valable pour les fonctions dérivables d'un paraweétre complexe.
En cffet, dans chacue demi-plan Rep > M > Mo, la lonction p — ¢ P (1) a pour dérivée
—te ™M (1) qui est majorée en module pav la fonction Cre*0=* sommable dans [0, 2a.

Définition 9.8.2. — Soit u € £'. Sa transformée de Laplace est la fonction

Lf(p) = <u({): r>_”1>

qui est holomaorphe dans tout le plan.
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11 suffirait de montrer que le théoréme de dérivaiion sous le crochet s'applique aussi aux
dérivations complexes pour obtenir le résultat.

La transformuation de Laplace des fonctions est insuflisante pour beaucoup d'applications.
On souhaite pouvoir uiiliser la formule des sauts pour dériver des fonctions discontinues,
ot éventuellement utiliser des partics finies. La sous-algthre suivante de DL est souvent
suffisante,

9.8.3. Une algéhre de convolution. — Oun notera A lensemble des v € D) qui peuvent
g'écrire de la maniére suivante : u = ¢+ [ ot ¢ appartient A £ et oit f est une fonction de
classe O™, & suppori dans ]0, oo, telle qu'il existe N\g € R avec e~ M () e S,

Cette propriété signifie simplement que, en dehors d'un compact. la distribution u est
de elasse ') et que ses dérivées ont une croissance au plus expouenticlle (avec un méme
exposant pour (outes les dérivées). Si ¢ € C§° est égale & 1 au voisinage du compact cn
question, il suffit en effet de poser v = u et f = (1 — )u.

On peut alors définir la transformée de Laplace Lu de v comme étant égale & Lo+ Lf,
ces deux fonctions étant donndes par les définitions 9.8.1 et 9.8.2. T faut bicn sar verifier que
la fonction obtenue, qui est holomorphe pour Re p > Mo, ne dépend pas de la décomposition
= v+ f choisie. Cela revient a vérifier que les deux définitions coincident pour une fouction
C'™ a support compack, ce qui est évident.

On dira que \o est une abscisse de définition de la transformée de u.

Erercice 9.8.4. - Démontrer que, pour u; et a2 appartenant & D'y, et pour A réel, on a

). (9.20)

Y -\t

e (uy *un) = (cv‘\{‘ul)*(e

En déduire que A est une algéhre de convolution (on vérifiera que, siw € £’ et si eNMfes
est comme ci-dessus, on a e "M (w* f) € §).

9.8.5. Transformées de Laplace et de Fourier. — Soit v = v+ f un élément de A, d'abscisse
de défnition \o. Pour X > Mo, on a

Lye(N+iv)= <u(f). L—'—'\'e"”> = <(-:‘_’\'u(t)} (3“""'>

LA+ ivt)= /e"l"l {(S—Mf(t)} dt.

Cela montre que lo valeur au point p = N+ iv de la transformée de Laplace de u est égele
de Fourier de e M.

la valenr au point v de la transformée
Les propriétés bien conuues de la transtormée e Fourier donnent immédiatement le

tliéoréme suivant (dont la démonstration directe n'est pas trés difficile). On utilisera (9.20)

pour la démonstration de la partie ().

Théoréme 9.8.6. — Soient u,uy, u2 € A.

(a) (injectivité) Siles transformées de Laplace de uy et ua cotncident pour Rep assez grand,

alors uy = un,

(L) On a
B(%) =pLu(p). L(tu(t)) = -5 Lu

dp
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(¢) Soit No la plus grande des obscisses de définition des transformées de Laplace des w,. On
a pour Rep > Ao

L{uy*u2)(p) = Luay(p)Lua(p).

On peut reconstruire « a partir de sa transformée de Laplace en utilisant la formule

d'inversion de Fourier sur une droite Rep = A, Griace aux propriétés des fouctions holo-
morphes, on a une propri¢té d'injectivité beaucoup plus forte @ il suffit que Luy et Lua
coincident sur un ensemble ayant un point d’accumulation (un segment de Uaxe véel par
exemple) pour avoir 1y = ue. Pour pouvoir utiliser “a I'envers” les tables de translormées
de Laplace, il suffit donc de connaitre Lu(p) pour p réel assez grand.
9.8.7. Une algébre de convolulion plus grande. — On peut plus généralement considérer
I'ensemble B des 1 € Dy vérifiant e™ 0ty £ 8 pour un g réel. L'ensemble B est une algibre
de convolution pour laquelle on peut définir la transformation de Laplace. Pour Rep > Ao,
o1 pose

Lu(p) = <4:-"\“1u(1‘). E‘,'\"IE‘,_I'”‘I’(I‘)> (9.21)

ou la fonction W est de classe £°°, 4 support dans [—1, ocf ot dgale & 1 au voisinage de [0, o[,
La fonction figurant & droite dans le crochet est alors dans S(B), ce qui donne un sens
4 (9.21). La fonction ainsi définie ne dépend pas des choix de W et Ap, ct le théoréme 9.8.6
s'étend aux éléments de B.

Brercice 9.8.8. — Montrer que la transformation de Laplace est un isoworplisme du corps
K défini an n°8.4.7, sur le corps des fractions rationnelles en p, et que cet isomorphisme est
précisément celui du caleul symbolique.

Dans 'exercice suivant, on notera p*, pour & réel ¢t Rep > 0 le nombre complexe de

3 s
module |p|* et dargument b arg p, avee —x/2 < argp < /2.
Exercice 9.8.9 (Dérvivations d'ordre non entier). — (a) Démontrer que la transformée de

Laplace de H(BH)*7!, pour k > 0 cst égale & ¢pp™, ol ¢ est une constante. On pourra
moutrer que ¢; = ['(F), ot T est la fouction d'Euler (voir Uexcreice 1.2.12).

(b) En utilisant Uexercice 5.3.5 montrer ¢ue pour %k négatif non entier, la trausformée de
Laplace de pf(tﬁ_‘l) est égale & cxp™F.

(c) Montrer que, pour tout & € R, il existe une distribution Ty et une seule appartenant a
. dont la transformée de Laplace est p*. En notant D* 1'opérateur « — Ty + u, montrer

que l'on a
Vh,m e R, DXY(D™u) = DMy,

et que pour k entier positif, D* u est la dérivée dordre k de u tandis que D% v en est 'unique
primitive d’ordre & & support dans [0, oc[.



CHAPITRE 10

ESPACES DE SOBOLEV

Nous avons déja défini les espaces H™ d’exposant entier. Comme nous

allons le voir, pour déerire avee précision leurs restrictions a des hypersur-
faces, il est indispensable d’introduire des espaces d’exposant fractionnaire.
Or, la principale application que nous avons en vue, le probleme de Dirichlet
powr I'équation de Laplace dans un ouvert borné de B, nécessite I'étude des
restrictions a la frontiere des dléments de 1'espace H'.

Cela dit, grace 4 la transformation de Fourier, I'étude des espaces de Sobolev
d’exposant quelconque n’est pas plus difficile. Pour les espaces d’exposant
entier, certaines démonstrations sont méme grandement simiplifiées si on les
compare aux démonstrations directes.

10.1. Structure hilbertienne et dualité

Définition 10.1.1 (Espaces de Sobolev). — Soit s € R. On dit qu'une
distribution u dans B appartient & espace H® siu est tempérée, st U est une
fonction localement sommable. et si on o

/(1 T 1EP) (e dé < 4o

Cette définition comporte deux aspects. D'une part, elle exige une certaine
régularité de @ : étre localement sommable (et méme localement de carré
sommable), ce qui interdit & u d’étre “trop grande” a I'infini. D’autre part,
elle exige une décroissance de & a l'infini, d’autant plus rigourcuse que s cst
grand, qui correspond & une régularité de w.

. . 4 N . « . REVTLES . N
Une formulation équivalente consiste a dire que (1 + |€7)%/2% appartient

2 ’ . . -~ . Iy o
L~. Lorsque s € I, cela équivaut & demander que U appartienne & L~ pour
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N . i 2 ~ .
lee] < s, et donc & la condition 9"u € L~ pour ces mémes . On retrouve bien
la définition donnée dans la section 6.2.

Il est évident, au vu de la définition, que les espaces H*® décroissent avec s,
et que, pour u € H?, les dérivées d'ordre m de u appartiennent a H*~"™"

Théoréme 10.1.2. — Les espaces H® sont hilbertisables : munis duv produit
sealatre

(u|v), = / (1+ ’E‘ &)D(€) de,
ou de toul autre produit scalaire donnant une norme équivalente a la norme

Jull, = |2+ 1672

L
ce sont des espaces de Hilbert.

Il est clair que (.|.), est un produit scalaire. D’autre part, I'application u
ST e L , 5

(1 + |€7)*/*T est par définition une bijection isométrique de H* sur L (R").

Cc dernier espace étant complet, il en est de méme de H pour la norme

ci-dessus ou pour toute norme équivalente.
Théoréme 10.1.8. — L'espace C7° est dense dans H® pour tout s.

Il est facile de voir que S est dense dans H°. En effet, l'isométrie inverse de
u (2m)72 (1 + l£| )¥/2% doit transformer le sous espace dense S de L? en
un sous-espace dense de H¥. Or cette méme application est une bijection de
S sur lui-méme : elle est composée de la transformation de Fourier et de la
multiplication par (1 + |¢ \2)“/ 2, fonction qui appartient & Oy ainsi que son
inverse.

Montrons maintenant ¢qu’il existe p et C', ne dépendant que de s, tels que
Vo eS. |lolly < CNu(p). (10.1)

TPowr chaque N, on a en effet

| +1ePy 28], < sup ((1+ 1R (2(0)]) 1+ 1Y
§

‘L‘-"

En choisissant N > n/2. le membre de droite est majoré par une constante
fois NVy(@). onl q est le plus petit entier supérieur ou égal & s/2 + N. D’aprés
le théoreme 9.2.4, on a 'estimation (10.1) avec p =g +n + 1.

Un élément v de H® et £ > 0 étant donnés, on peut d’abord trouver p € S
vérifiant ||u — |, < /2. D’apres le théoréme 9.2.9, il existe une suite ¢; €
C§° telle que Ton ait M,(¢ — ¢;) = 0. I résulte de la majoration (10.1) que

i ( (o — @) y 1
Fon a || — g, < 5/_J en choisissant j assez grand. On peut done, pour

. - e 414 ) . 0o \ 01— A o a1l achava 1s
tout . trouver un élément ; € C§° tel que ||u — ;]| < e. ce qui achéve la
démonstration.
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Théoréme 10.1.4 (Extension de la dualité). — Soit s € el u &€
H=*. Alors. l'application ¢ w— {(u, @) de S dans T se prolonge de maniére
unique en une forme linéaire continue sur H%. On notera encore (u., v). pour
uw € H™® et v € H*. ce prolongement.

Cette extension identifie canoniquement H™% auw dval deH?® @ pour toute
forme linéaire L continue sur H®. il exisle un et un seul v € H™% vérifiont
L(v) = {u, v) pour tout v e H®.

Soit donc v € H™*. On a (u, ) = <’u,., 1?7> pour » € 8. Eu posant 17 =, ol
obtient pour tout ¢ € §

(1. ) = (20" (@ F) = 20" [ [0+

N

)T g F g de.

L'inéoalité de Cauchy-Schwarz (et un changement de variable & — =&
& ) & § ¢
donnent immédiatement

, 5 A= 1 ||,
|<”"- ‘P)‘ S (27‘[‘) ||“’H—,L;‘ (‘PH'-,
Cela prouve que la forme linéaire o — (u. ©). qui est définie sur le sous-espace
densc § de H? est continue. Elle se prolonge done de fagon nnique en une forme
linéaire continue sur H*.

Réciproquement, soit L une f[orme linéaire continne sw H®, et formons
. . . . 2
Tapplication suivante M de L= dans C

M{f)=1L (‘7:"1[(1 + |E|2)~.s-/2f]> '

Si on pose w = F U1+ |€]*)7%/2f]. on a w € H® et fw|, = ||f||,.- Par
continuité de L, il existe une constante ¢ telle que

3 2 o -~ 1], | o
Ve LR M S Cull, = Cl s
Cela montre que la forme linéaire M est continue sur l'espace de Hilbert L7,

. . VA o
et il existe done un dlément g € L° el que

vre Lt M(H = [ i

Notons u la distribution F[(1+ |€]7)*/2g]. On a (14 |€]7)™5/2Fu = (2n)"g €
L? et donc u € H™%. D’antre part, pour ¢ € S, on a

(w. o) = (FIL+1EPY 0 ) = (10 +16)20). 7).

et donc
2

() = [ 9l€)1+ 17200 dg = 21 ((L-+ 1))
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ou encore, par définition de A
(w, 0) = L(FHA+1EP) 20+ [61)/7))

Nous obtenons done (v, @) = L(p), et ces deux formes lindaires continues sur
H? qui coincident sur § sont done égales. Cela achéve la démonstration.

Remarque 10.1.5. — Compte tenu du théoréme 6.2.5. le résultat précédent
montre cue. pour s entier négatif, la nouvelle définition des espaces H? coincide
avec celle que nous avons donnée dans la section 6.2.

Comme pour les espaces d'indice entier, le dual de H?® s'identifie canonique-
ment & A%, Pour chaque choix d'un produit scalaire sur H* on dispose aussi
de Pidentification — dépendant de ce choix — de I'espace H? avec son dual,
comme pour tout espace de Hilbert.

10.2. Régularité et caractére local

Les inégalités élémentaires suivantes nous serviront a majorer des produits
de convolution en &, et donc & contréler la régularité de produits dans I'espace
des . La seconde est connue sous le nom d'inégalité de Peetre.

Lemme 10.2.1. — Pour £ et ) dans R". on a
Vs> 0, (L+[eP) <4 {1+ lg =) + (1 |nl)*} (10.2)
el
Vse R, (1+ ¢ <21+ o) (1 + | — n*). (10.3)

La premiere majoration résulte simplement de Uinégalité triangunlaire et de
la majoration (a + b)¥ < 2%(a® + b%) pour des nombres positifs. Quant a la
seconde, il est équivalent de moutrer que
25 2\ —s 98 WEANE

(L+[EP)* (L + [nf) ™ < 2PH1 + | — o)
et on voit, en échangeant éventuellement & et 7, qu’il suffit de démontrer (10.3)
lorsque s esh positil. Par homogénéité, il suffit alors de le prouver pour s = 1,
ce que nous pensons pouvoir laisser au lecteur.

Théoréme 10.2.2. — Pour s > n/2 les élémenls de H' sont des fonctions
continues tendant vers 0 & Uinfini. En outre. le produit de deux élémenls de
H? esl encore dans H*.

On peut en effet éerive

A(8) = [(1+ [g9)a + [¢)~72.
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. - . N ) . 3 n -
Le premier facteur appartient & L= si uw € H, et le second facteur appartient
N 9 s . ~ s \ P
A L? des que s > n/2. On a donc 4 € LY, et d’apres le théoreme 9.1.1, la
fonction w est continue et tend vers 0 & 'infini.

Pour démontrer que H® est une algébre, on écrit pour deux éléments w et v
de cet espace

a(E) = (27)" / A — n)3() dn.

C’est en effet, “lue 4 'envers™, la partie (a) du théoreme 9.5.1, qui assure que la
transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions sommables
est le produit des transformées de Fourier. En multipliant les deux membres
par (1 + [€)*/2, et en majorant cette derniére quantité i 1'aide de (10.2), on
obtient

(€ @@ < € [ [k le=nPy2 ate=a] B dy

+C [ ate=m) [ 12 @] o

On reconnait dans chacun des deux termes du membre de droite le pro-

. - . . . . v . 9 . s N
duit de convolution d'une fonction de L! et d'une fonction de L? qui, d’aprés
s . P . < F9 D\ 5 /D~ a ;
l'exercice 3.3.7, appartient & L. On a done (1+[&]7)~uv(€) € L~ et uw € H®.

Corollaire 10.2.3. — Pourm entier positif et s > n/24m, les éléments de

" sont des fonctions de classe C'. En particulier. wne fonction appartenant
H? sont des fonct de classe C'". En particulier, un t tenant
a H® pour tout s est une fonction de classe C°°.

11 suffit d’appliquer le théoréme aux dérivées de u d’ordre < m.

Théoréme 10.2.4. — Quel que soit s € B, pour u € H* et p € S. on a
ou € H.

Le théoréme 10.2.2 entrainerait ce résultat, mais seulement pour s > n/2. On
éerit encore @u(€) sous forme d’un produit de convolution (c’est cette fois-ci
le résultat de I'exercice 9.5.5 “lu & 'envers™), et on utilise ici I'inégalité (10.3)
pour majorer (1 + |€]*)*/2. On obtient

(14 [€[*)** [@u©)|
<0 [{r ie=® R @ {0+ D ao ) dn
On reconnait encore 1la le produit de convolution de la fonction

€ (14 [€]))2|3(8)| qui appartient & LY, et d'une fonction de L. On
a donc (1+ |£]2)/2@u(¢) € L? et la conclusion.
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Remarque 10.2.5. — Un tel résultat permet de définir les espaces H{) . (£2) dans
un ouvert Q C R, et de montrer qu’ils jouissent de propriétés raisonnables.
Siu e D'(Q), on dit que v € H{ .(Q) si pour toute ¢ € CF(Q), on a pu € H*.

Le théoreme précédent assure que la restriction & Q d'un élément de H®(R")
appartient & Hy (£2), ce qui est le minimum que I'on puisse exiger d'une telle
notion. Le lecteur pourra montrer a titre d'exercice que, pour que u appar-
tienne & H} (€2), il faut et il suffit que l'on puisse trouver en chaque point
xo € 0 une fonction ¢ € C§¥(R2) non nulle en xy telle que pu € H® (utiliser
les partitions de l'unité et la compacité).

Le corollaire 10.2.3 montre que les éléments de H) . appartiennent & ¢
pour s > n/2 4+ m. Il est clair d’autre part que les éléments de C'"" appar-
tiennent & H" . Il s’agit de deux échelles de régularité qui ne sont comparables

loc =]
qu'a un décalage pres.

Localement, les espaces HY couvrent tout I'éventail des régularités. L’'inter-
section des H{  est l'espace des fonctions C™, et le lecteur powrra montrer
que la réunion des Hf  est l'espace des distributions d’ordre fini.

10.2.6. Application : régularité des solutions de l'équation

Au—u = f. (10.4)

Nous avons vu au n°9.5.12 que, pour f € S8’ et A > 0, cette équation posséde
: . . ~ 2 JF a:

une et une seule solution tempérée, et que l'on a u = —(|£]7 + \)71f. Si

maintenant f € HY on a

S(1+ |e?)*/?

2 L9Y/D [~ 1+ |£|2 2\v5/9 | 7
(L+ e aE)) = —=5 o
A+ [
La fraction étant uniformément bornée, il en résulte que le membre de gauche
appartient & L. Nous avons donc montré que pour f € H®. l'unique solution
tempérée de (10.4) appartient & H*T2.

Il est clair qu'un tel résultat est le meilleur possible, lopérateur A — \ appli-
quant H**2 dans H*®. Contrairement & ce que l'on pourrait penser, lanalogue
dans les espaces C™ est faux. Si (A — Au est de classe C™, on peut montrer
que la fonction u est de classe C"F1, mais elle n’est pas en général de classe

Cm+2

10.3. Traces et prolongements

A. Trace d’une fonction définie dans R"

Considérons 1'hyperplan z,, = 0 dans B". Nous nous intéressons a 1'opé-

rateur de trace v qui & une “bonne” fonction ¢(z', x,) dans B" associe la




fonction yp(z') = w(x'.0). Cet opérateur, qui est bien défini pour des fonctions
continues, n'a pas de sens a priori pour des (classes de) fonctions localement
sommables, 'hyperplan étant de mesure nulle dans R". D’autre part, il existe
des éléments de L*(R") qui sont des fonctions continues pour z, # 0 et qui
tendent vers +=c lorsque x, tend vers 0, et il parait exclu de définir la trace
d’une telle fonction.

Nous allons montrer que U'on peut définir raisonnablement vyu dés que u &
H*® avec s > 1/2. Sauf en dimension 1, une telle condition n'implique pas
la continuité de w, qui n'est, a priori, qu'une classe de fonctions définies &
un ensenble de mesure nulle prés. C'est le prolongement par continuité de
l'opérateur de trace usuel qui nous fournira la solution.

Nous noterons systématiquement (2, z,,) le point courant de B", avec &' €
B!, et nous utiliserons des notations analogues pour la variable de Fourier.
Théoréme 10.3.1. — (a) Pour tout s > 1/2. l'opérateur v, de S(I2") dans

S(B"1Y défini par yo(x') = o(2',0) se prolonge de maniére unique en un
opérateur linéaire continu, noté encore v de H*(B") dans HS~1/2(@r—1),

(b) L opérateur 7y est surjectif, de H®(B") sur HSY/2(RA-1),

Pour démontrer la premiere partie, § étant dense dans H?, il nous suffira de
prouver qu'il existe une constante C telle gqne

”
Vgo E S( J) , “’)’(‘D”H4—L/Q(~,—ﬂ-—1) S C-' ”(’D”HS(_'ZH) . <10.5)
Le point important est d'écrire I'opérateur de trace en termes de transforma-
tion de Fourier. On a

of(x' 0) = (2x)7" // (&' &) dE" dEy,

d’apres la formule d'inversion dans B". On a donc

n—1 ' jr.g 1 L
("J 0) = (2m)~ ( /e. ) {E/@(f',fn)d&‘} ¢’

n—1

et il en résulte que la transformée de Fourier (dans 2"~ ) de vy est la fonction

entre accolades.

Nous désignerons désormais par f(§) et ¢{¢') les transformeées de Fourier
respectives de ¢ ef yp. On peut écrire

(€)= (1/2m) [ [7€ e+ 167 + &) [+ ¢ + €)7] de,

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

”s(/U@Wﬂ+wﬁﬂm></u+wg+ﬁrw@>(mm

A [g(¢')
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en remarquant, c’est 1a qu’intervient 1'hypothese s > 1/2, que la seconde

intégrale est finie. Celle-ci se calcule & Vaide du changement de variable &, =
2 Bl .

(1 +]¢'P)Y2), et on obtient

[ [ef +€)7 dey = ea+ f¢ Py (10.7)
avec

cy = /(1 + A7) d.

g(& )|2 par (10.6), et compte tenu du calcul précédent, on obtient

En majorant

[a+lePr=2 o) e s 25 [a+ 1Py e ae

«

Ces infégrales étant égales respectivement aux carrés de ||yol| ge-1/2(zn-1y €t
de ||l grs(gn), nous avons établi I'estimation (10.5), ce qui achéve la démons-

tration de la partie (a) du théoreme.

Pour v € H*(R") , s > 1/2, on peut d’aprés ce qui précede expliciter
Topérateur v de la maniére suivante :

1 7
YU = _7_—”—‘}1 {ﬁ / Fau(€ &) dscn} )

olt on a mis en indice de la transformation de Fourier la dimension de I'espace
concerné.

10.3.2. Démonstration du théoréme 10.3.1 (b). — Soit maintenant v un élé-
ment de H5~1/2(R"=1), En notant ¢(¢') la transformée de Fourier de v, nous
allons définir une distribution » dans B” comme la transformée de Fourier
inverse de la fonction f suivante

L+IEPY

Notre but est de démontrer, en choisissant judicieusement les constantes N et
kn, que l'on a yu = v et u € H° On est donc ramené & prouver que I'on a

)L (‘5) =kn

~ /‘<1 IR 17(6)? dé < o, (10.8)

(2m) ! / FE &) den = g(€). (10.9)
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On a, par définition de f

[asierieta <o [aslef2 o)

g [ g e,
' (10.10)

La seconde intégrale est finie a condition de choisir V > s/2 — 1/4, et elle est
6gale d'aprés (10.7) & une constante fois (1 + |&'[7)*~2V=1/2, Le membre de
droite de (10.10) est donc égal & une constante fois [(1+ |12 12 |g(€M)]? de'.
dont la finitude exprime précisément I'hypothése v € H*~1/2. Nous avons done
établi (10.8).

D’apres 'expression de f, on a
[ 1€ &) dga = k(1 [€1)70(€) [ (41722 ag,.

ve » . » . N p— N D2V N v
L'intégrale de droite est égale, d’apres (10.7) & cyiq/2(1 + [€]7) N 11 suffit
donc de choisir la constante ky égale & 27 /¢y /2 pour avoir (10.9). Cela
achéve la démonstration du théoréme 10.3.1.

B. L’espace H!(R7])

Nous noterons R/, le demi-espace ouvert de B" défini par 2, > 0. Bien qu'il
soit possible, et utlle, de définir les espaces de Soholev d’exposant quelconque
dans un ouvert régulier — le demi-espace étant le cas le plus simple — nous
nous limiterons au cas de H!, qui nous suffiva pour I'étude du probleme de
Dirichlet.

Pour bien comprendre ce qui va suivre, il est bon de considérer d’abord
les conséquences de la formule des sauts pour une fonction f appartenant
Cl(—@) Si on prolonge cette fonction par 0 pour x, < 0, on obtient une
fonction Zf bornée dont les dérivées ne sont pas en général des fonctions.
Plus précisément, la dérivée par rapport a x;, fait apparaitre une simple couche
ayant pour densité la trace de f sur 'hyperplan z,, = 0.

11 est donc équivalent dans ce cas de dire que la trace de f est nulle, et de
dire que les dérivées de Zf sout des fonctions. Par contre, si on prolonge f
par symétrie par rapport & 2, = 0, on obtient une fonction de classe C! par
morceaux dont les sauts sont nuls, et les dérivées de ce prolongement sont des
fonctions. Nous retrouverons ci-dessous les équivalents de ces remarques.

Définition 10.3.3. — (a) On appelle H*(BL) Uespace des u € L*(B7)
dont les dérivées premiéres ou sens des distributions appartiennent également
o IA(E}).

(b) On appelle HY(BR) Uespace des fonctions u € HY(B") qui sont nulles pour
v, < 0. Il s'identifie au sous-espace des v € HY(RT) tels que Zu € H (R"),
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ou le prolongement Z est défini par Zu(xz) = u(x) pour z, >0 et Zu(z) =0
SINON.

Ces deux espaces, munis du produit scalaire

(u]w) S‘ du(x)Ov(x) du + / w(x)o(r) d

IP n mn

' J?._Z_
sont des espaces de Hilbert.

Il est facile de montrer le caractére hilbertien de ces espaces — ef donc que

H} étant complet est fermé dans H(R7 ) — en reprenant la démonstration
0 1 }

du théoréme 6.2.2.

1l ne faut pas confondre H* (B ) avec I'espace H]LL(W”J_) défini dans la section
précédente. Rien ne limite la croissance d’'un élément de ce dernier espace
lorsque z tend vers Uinfini ou vers 'hyperplan z, = 0, tandis que le fait
d’étre de carré sommable dans le demi-espace (et la condition sur les dérivées)
constituent une limitation sérieuse pour les éléments de H(RY).

Théoréme 10.3.4. — (a) Lespace C§° (R’i) constitué des restrictions a R
des éléments de C3°(R™) est dense dans Hl(?li)
(b) L'espace CE(RY) est dense dans HE (R4 ).

Les éléments de C§°(R7) sont des fonctions de classe C°° dans R}, nulles
en dehors d’un ensemble borné, et dont toufes les dérivées se prolongent
contintiment, & B . Les éléments de C§° (R7) sont de plus nuls au voisinage
de la frontiere z, = 0.

Nous allons utiliser, dans les deux cas, la méthode habituelle : régularisa-
tion et troncature. Toutefois, le fait que les éléments de H(R%) ne soient
pas définis dans tout l'espace, et le fait qu’on veuille dans le second cas des
régularisées nulles pres de 2, = 0 néeessite un controle plus précis des supports.

Soit \ unc fonction positive de classe C°°, d’intégrale 1. 4 support dans Uintersection
de la boule unité et de {r|x, < —1/2}. On forme I'approximation de lidentité \.(r) =

g7 "y(x/z). La propriété importante est que, pour u définie et de carré sommable sur B},
la fonction

us(r) = (ux y:)(x) = / A= (0 = y)u(y) dy

est parfaitement définie ot de classe C™ pour z, > —=/2, la {onction u étant alors définie sur
le domaine d'intégration. La démonstration habituelle montre alors que, pour u € H! (RL)
et pour £, > —£/2, on a din. = \- * (Jiv).

Si on note & € L*(R") un prolongement quelconque (Zu par exemple) de «, on a +ye =
u*\: dans Ry, ot donc

e — "‘||L!(;_n+) Slla*ne - H”r,'—‘(E;") -+ 4.
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- v ry . d
Ou montre de wméme (en prolongeant 1'élément J;u de L7 (BL)) que \« * (diu) — dyu tend vers
o i
0 en norme L~ dang BY . Cela montre que l'on a

[[us — LL||”|(E$) — 0.

Un nombre 7 > 0 étant donné, on peut done fixer un £ tel que la norme ci-dessus soit
inférieure a 3/2. 1l ne reste plus qu'a prendre une fonction i € CGT(RT), égale 4 1 sur la
boule unité, et une fonction § € C'>(R), & support dans [—z/4, 0], égale & 1 au voisinage de
[0, o], et & poser

er(x) = yp(r/R)6 we ().

Ces fonctions appartiennent & C§°(RR™), et le lecteur montrera facilement que les g et les
. a

Oigr convergent respectivement vers u. et diu. pour la norme L~ dans RL. Pour R assez

grand on a donc |jus — “"ﬁ'””H‘(EZ;.) < 3/2.

a restriction de op 4 RY appartient & "), et approche v en norme 4 3 prés. Cela
La restriction de > tient a C3°(RL.), et 1 orme a 3 Cel
achéve la démonstration de la partie (a).

La démonstration de la partie (b) est semblable, mais on choisit cette fois la fonetion \
a support dans l'intersection de la boule unité et de {z|« 1/2}. Siw € Hy(RL), clest
done un élément de H'(BE™) nul pour #, < 0. On sait déja que les u. = u* \. convergent
vers o dans H'(R™). La nouveauté cst que les w. sout 4 support dans @, > /2. La fin de
]a démonstration est analogue, on approche ensuite v, par les u1(-/R) qui appartiennent &
(R,

Théoréme 10.3.5. — L application v qui a une fonction de C5*(RL) fait
correspondre sa restriction a x, = 0 se prolonge de maniére unique en
une application linéaire continue surjective, notée encore v de H(RL) sur

Hl/ﬁ(En—l)'

Considérons d'abord le prolongement par symétrie S qui & une fonction u €

H*(RZ) associe la fonction Su définie par Su(z',x,) = u(2’, [2,]). 1 est clair
2 :

que Su € L=(R") et que l'on a ||5'-z,1,||Lg(?,l) = \/§||u.||LA_-(:1).

Soit ; une suite d'éléments de C§°(RY) qui converge vers u dans H(RL).
Alors les fonctions S¢; sont de classe Cl par morceaux, et le saut est nul
sur 'hyperplan z, = 0. Les dérivées des S¢; sont donc des fonctions définies

presque partout, et on a 2zny = V2 |\8;u||.,_,g(,}p.,', ) 1l en résulte que

(au V2 prés) la restriction de S A C‘“O(W’" ) est isométricue pour les normes H?.

Llespace C§°(B7) étant dense dans H(BZ), application S est une isométrie
‘0 + -

de ce dernier espace dans H'(E").

Nous pouvons maintenant définir Vopératewr de trace de H 1(1?5'_) dans
3y — s . . .
HY2(@7=1) comme le composé de S, qui envoie le premier espace dans
H‘I(IE” ), et de 'opérateur de trace défini dans la section précédente, qui ap-
. . n _ . . »
plique HY(R") dans HY2(R*~1). Cet opérateur est continn comme composé
d’opérateurs continus, et donne évidemment la trace usuelle pour les fonctions

de C3°(BT).
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11 est facile de voir que 7 est surjectif. Siv € H 1/ 2(R"1), on peut d’aprés
le théoréme 10.3.1 trouver w € H'(R") dont la trace est dgale & ». 11 suffit de
désigner par u la restriction de w &4 R} . Onau € H 1(‘-"” ) et yu = v.

Théoréme 10.3.6 (Formule des sauts). — Soit u € HY(B1), et soit Zu
son prolongement par 0. On a alors 9;(Zw) = Z(0yu) pouri=1.... ,n—1 et
On(Zu) = Z(Ophu) + i (10.11)

oty est la distribution de simple couche, portée par x, = 0. de densité yu.

Il suffit d’approcher un élément quelconque v € H 1(1?’:_) par une suite ¢;
d’éléments de C§°(R!). Pour ceux-ci, la formule des sauts habituelle donne

f)n(Z‘Pj) = Z(an@j) + (10.12)

olt la simple couche yi; a pour densité yp;. Pour j — oo, on a Zg; —+ Zu dans
L- et donc au sens des distributions, ce qui entraine que 0, (Z¢;) = J,(Zu)
an sens des distributions. Tl est clair que A (c),, (pj) s Z(0pu) dans L? et done
au sens des distributions. On a enfin, pour ¢ € C§°(R")

(s = [ it b 0 de' = [ yutayia’0) o

les yp; tendant vers yu dans H 1/2 et done au sens des distributions dans P71

Le membre de droite étant, égal & (1, 1), I'égalité (10.12) entraine done (10.11)
par passage A la mite. Le cas des dérivées tangentielles est plus facile et laissé
au lecteur.

Corollaire 10.3.7. — Pour qu’un élément u € Hl(IP_f;) appartienne @
HE(RL), il faut et il suffit que yu = 0.

Nous savons que u € H}(B'L) peut étre approché en norme H L par des élé-
ments ¢; € CP(RY). Les traces des p; sont mulles, et convergent vers yu dans
HY2(B"1) d’aprés le théoréme 10.3.5. On a donc yu = 0.

Réciproquement, soit u € H(RL) tel que yu = 0. D’aprés le théoréme
précédent, on a 9;(Zu) = Z(0u) € L pour + = 1,... ,n. Cela signifie que
( !
AR

Zu € HYB™), et done que u € H}

10.4. Probléme de Dirichlet dans un ouvert régulier

Le probléme de Dirichlet dans un ouvert consiste & déterminer une fonction
harmonique (ou une solution de Au = f) prenant des valewrs données & la
frontiere de I'ouvert. Ce probleme se¢ pose dans les multiples domaines de
la physique mathématique ot intervient le Laplacien. Une autre question
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importante est le probléme de Neuwmann, olt on impose les valeurs de la dérivée
normale (¢’est & dive le Aux du gradient du potentiel «) a la frontiere.

Les méthodes hilbertiennes que nous avons appliquées dans la section 6.2C
i Iéquation (A — ANu = f dans tout Uespace vout nous permettre de montrer
I'existence et I'unieité de la solution du probleme de Dirichlet. Cela néc
ici non seulement I'intervention de 'espace H! dans I'onvert. mais anssi I'étude
des traces des éléments de cet cspace a la fronticre.

sibe

A. Traces

Soit Q un ouvert borné régulicr (définition 5.4.5) et soit dQ sa froutiere.
Nous n'ntiliserons que 'espace de Sobolev H'(2) dont on démontre le carac-
tere hilbertien en reprenant mot pour mot Pargument du théoréme 6.2.2.

Définition 10.4.1. — On note HY(Q) l'espace des u appartenant ¢ L2 ()
dont les dérivées Jiu au sens des distributions appartiennent également a
L3 ().
Clest un espace de Hilbert powr le produil scalaire
(u]|v); = Oiudiv da + / wl da
Jo Jo

ou pour tout autre produit scalaire donnant une norme équivalente.

Il est possible de définir les espaces H® sur la sous-variété €1, et nous aun-
. N . . REES 4
rons besoin eflectivement de 'espace H 1/ =(99). Nous admettrons les résultats
principaux, et n'indiguons ici que le principe de la définition des H*(952) pour
5> 0.

Soit f wne fonction définie sur 90Q, de carré sommable pour la mesure de
swrface. Solent (voir les définitions 5.4.6 et 5.4.7) {(y): B &7 x” respec-
tivement des systémes de coordonuées orthogounales, des “cylindres”™ recou-
vrant J€). I'équation locale de 9€). une partition de I'unité associée. On peut
alors écrire, dans les coordonuées (y*), la fonction \*(y)f(y) sous la forme
g (yit. .o wi_y)- On dit alors que f appartient & H*(9Q) si toutes les tone-
tions ¢ appartienncent & H¥(B'~!).

Il fant bien siir vérifier que cette définition ne dépend pas des choix des
(y*): B*; @*; \*. L'ingrédient essentiel de cette vérification est un théoreme
qui, pour s non cntier. n'a vien d'évident : si u € L* est & support compact
dans un ouvert U de R, et si @ est un difféomorphisme de U suy un ouvert
U'. ona

we HY (R 2 uod 1 e H (P").
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“

Nous pouvons maintenant énoncer, sans démonstration, les théorémes sui-
vants. Ils se prouvent en se ramenant, par partition de I'unité et cartes locales
comme ci-dessus, aux théorémes analogues cue nous avons démontrés pour

Q=R

Théoréme 10.4.2. — L'application v de restriclion au bord, de C°°(£2)
dans C°=(08) se prolonge en une application linéaire conlinue surjective. notée

encore . de HY(Q) sur H'Y2(99).

Théoréme 10.4.3. — Soit w € HY(Q). Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :
(a) yu = 0.
(b) Zu € HYB"), ot Zu désigne la fonction égale @ u dans Q et a 0 ailleurs,
() il existe une suite @; d’éléments de C§°(Q) telle que ||ju — ¢j|l;, — 0.

On note H}(Q) ['espace des fonctions u vérifiant les conditions précédentes.
C'est un sous-espace fermé. et donc hilbertien. de H*(£)).

Siles théorémes précédents généralisaient des résultats valables dans le
demi-espace, 'inégalité qui va suivre est particuliere aux ouverts hornés (ou
au moins aux ouverts contenus dans une bande).

Théoréme 10.4.4 (Inégalité de Poincaré). — [l ewislc une constante
C' telle que
. 1/2
Yu € Hi(Q) . |ull. <C ( | V() dr) . (10.13)
Ja

Considérons d’abord le cas d'une fonction ¢ € C§°(€2). Soit R > 0 tel que 'on
ait @ C {a] — R <z, <R} Ona alors

‘W
IE =/ Opp(a’ 1) dt.

Linégalité de Cauchy-Schwarz, en majorant le domaine d’intégration par

[~ R.R], donne
9 R gl 9
ltp(:l:',:zr,,)\' < (/ 1d1‘> / |f),-1c,o(:r:'.,'[f)|' dt.
J-n J—-N

On obtient done

// | 1,,)‘ da du, < /// HR‘C),,(,& x )‘ dtda’ du,
JJ o fen[<R<R
< 4R? // ‘c),,cp | da' dt,

et 'indgalité voulue. avec C' = 2R, lorsque p € C§°(Q).
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Si maintenant u € H}(Q). il existe une suite de fonctions ©; appartenant a
C5o(Q) telles que [lu — @], = 0. Liinégalité (10.13) est valable pour chaque
wj, et chacun des deux membres converge vers l'expression correspondante
pour u, ce qui établit le résultat.

10.4.5. Notations. — Pour u et v appartenant & H'(£2), on posera

B(u,v) = Z / Diudiv de.
~ Ja

et on appellera énergie de u la quantité

E(u) = B(u,u) = /(; (Vau(x)|* de.

sy 1/9 s !
La quantité E(u)Y? n’est pas une norme sur H(Q), les constantes ayant
une énergie nulle. On a par contre le résultat suivaut.

Corollaire 10.4.6. — Sur U'espace HY(Q). la forme B(u,v) est un produit
scalaire. et la norme E(u)V? est équivalente ¢ lo norme lwlly. En particulier,
HH(Q) muni de B est un espace de Hilbert.

On a en effet

o 2
lall? = B(w) + ul,

et, pour © € HHQ), on a d'aprés 'inégalité de Poincaré
; 0 1

E(u) < |lull] < (1+CHE(u).

B. Probleme de Dirichlet homogeéne

Nous ne cousidérerons plus que des fonctions a valeurs réelles. La forme
bilinéaire B est alors symétrique.

Lemme 10.4.7. — Soit u € HY(Q). Il existe alors un élément i € H(Q)
tel que

Vo € HY(Q) , Blu,v) = B(1,v). (10.14)
Considérons en effet la forme lindaire L(v) = B(u.v) sur H} (2). Ona |L(v)| <
E(u)l/ 2E(v)'/?. Cest done une forme linéaire continue sur Uespace de Hilbert

HY(Q) muni dun produit scalaive B, et il existe donc wn élément i de l'espace
H} tel que L(v) = B(#,v) pour tout v € Hy.

Théoréme 10.4.8. — Soit g € HY?(90).
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(a) Il existe une et une seule fonction u € HY(Q) solution du probléme de
Dirichlet

Au=0, dans§

yu = g.
(b) La solution u est. parmi les éléments de HY(Q) dont la trace est égale

g. lunique fonction dont Uénergie soil minimum.

L'opérateur de trace étant surjectif, il existe uy € H(Q) telle que yuy = g.
Soit 17 la fonction fournie par le lemme précédent. Elle appartient & H} et
est done de trace nulle, et la fonction u = 1y — uy vérifie donc yu = g.

L’égalité (10.14) appliquée & uq donne immédiatement que B(wu,v) = 0 pour
tout v € Hy. Ou a donc en particulier pour ¢ € C§°(2)

Bu, ) = Z / Oiudpp da = Z (Oju, Oyo) =0,
P i
et donc

(Au, ) = 0.

Cela assure que u est une solution du probleéme de Dirichlet.

Démontrons 'unicité. La différence U de deux solutions doit étre un élément
de H' de trace nulle, et done appartenir & H}, et doit vérifier AU = 0. On a
alors, pour toute fonction ¢ € CF¥(£2)

(AU, o) = — Z / QiUd;pdx = 0.

On a B(U,¢) = 0 pour tout ¢ € C5°(02). L'élément U de I'espace de Hilbert
Hi. qui doit étre orthogonal au sous-espace dense C§(£2), est donc nécessai-
rement nul.

Démontrons maintenant la partie (b) du théoréme. Soit w un élément
quelconque de H(Q) dont la trace est égale & g. La différence w — u a donc
une trace nulle, et appartient & Hj. On a

E(w) = B{w.w) = B(u,u) +2B(u,w —u) + B(w — u,w — u).

Nous avons vit que u est orthogonal A tous les éléments de H} et en particulier
& w — u. On obtient donc

E(w) = E(u) + E(w — u),

quantité toujours supérieure ou égale & E(u). et qui ne lui est égale que si
'élément w — v de H, [} a une énergie nulle, ce qui entraine w = u.
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C. Probléeme de Dirichlet non homogeéne
Définition 10.4.9. — On dit qu'une distribution [ dans § appartient &
I'espace H=Y(Q) s'il eziste une constante C telle que
Vo € Go(Q), [(f. ¥)l < CE(p)"*.
On voit facilement qu'un élément f de L*(Q) appartient & H~1(Q). On
a en effet [(f, o) < ||fllpzllelle < Cllull: E(p)Y? daprés inégalité de

Poincaré. De méme, toujours pour f € L*(Q), on a d;f € H™1(Q) : on a en
effet

ois . o)l = 1(F . Q)| < IIfllga 10sll g2 < WLl Ble) 2.

Nous verrons ci-dessous la réciproque de cette propriété.

Théoréme 10.4.10. — Pour tout f € H™Y(Q), il existe un et un seul u
appartenant o H§(Q) tel que l'on ait

Au=—f.

La forme linéaire ¢ — {f, est définie sur le sous-espace dense C§%(Q2) de
Iy 1 0

H}, et est continue pour la norme E/2 de cet espace. Elle se prolonge donc

en une forme linéaire continue L sur H{ entier. 11 existe donc u € H} tel que

l'on ait L(v) = B(u,v) pour tout v € H}. On a donc en particulier, pour
: 0 1

o0
pECP(Q)

(foo)=Blu.g) =) (. dip) =~ (Du, ¢).
i
On a donc Au = —f. L'unicité a déja été démonirée dans la prenve du
théoréme 10.4.8 : la différence U de deux solutions appartiendrait & H} et
vérifierait AU = 0, et nous avons vu que cela impliquait U = 0.

Corollaire 10.4.11. — Tout élément f € H™YQ) est somme de dérivées
d’éléments de L*(Q).

On sait en effet qu'il existe v € H} avec Au = —f. On peut donc écrire
f=—=3,0;(0u), et les fonctions dju appartiennent & L.

Corollaire 10.4.12. — Soient f € H~Y(Q) et g € HY?(Q). Il existe alors
une et une scule solution u € HY(Q) du probléme de Dirichlet

Au=—f
Y= g.

Il existe d'une part un élément v € H(Q) vérifiant Av = 0 et yv = g, d’autre
part un élément w € H}(Q) vérifiant Aw = —f. La fonction u = v + w est
une solution dn probléme posé.
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Quant a l'unicité, elle résulte encore du théoréme 10.4.8 : la différence U
de deux solutions serait un élément de H} vérifiant AU = 0.

10.4.13. Un peu d’histoire. — Les démonstrations précédentes reprennent
d’assez prés des idées de Gausgs et de Riemann. Toutefois. ces mathématiciens
qui fureut des modeles de rigueur dans d’autres branches des mathématiques
étaient moins stricts (comme beancoup de leurs contemporaing) en physique
mathématique. Riemann, pour démontrer notre théoréme 10.4.8, considére
une fonction v dont 1'énergie est minimum parmi les fonctions égales & ¢ sur
Of1, et prouve trés correctement que u est alors une solution. Par contre, il ne
démontre pas que le minimum est eflectivement atteint.

Des démonstrations rigourcuses, utilisant des idées différentes, ont été
données par Newmann ot Poincaré, et Hilbert prouve vers 1900 que le minimum
de I'énergie est effectivement atteint. Ce n’est toutefois que depuis 1950, avec
I'introduction systématique par J. Deny des espaces du type H' et I~ en
théorie du potentiel, que I'on peut utiliser presque telles quelles les idées de
Gauss et de Riemann.

L'exercice suivant reprend les idées d'un mémoire de Gauss (existence du
potentiel d’équilibre) datant de 1843.

Euxercice 10.4.14. — Soient Q un ouvert borné régulier, et w un ouvert relativeruent
compact dans .

(a) Soit ' l'ensemble des ¢ € H{ vérifiant v(x) > 1 presque partout sur w. Démontrer
qu'il existe un et un scul élément w de € dont I'éunergie soit minimum. Montrer que I'on a
B(u.v) = 0 pour tout v € H(2) s'annulant sur w et en déduire que Aw = 0 dans Q \ T.

(b) On admettra le résultat suivaut : si F est une application contractante (c¢’est-a-clire telle
que [F(s)=F(t)] < |s~t]) de B dans lui-méme s’annulant a Uorigine, et §i v € H(Q), alors
F o v appartient au méme espace, et ou a E(F o v) < E(v). 1l s'agit d'un résultat assez
naturel (si |w(e) — w(y)| < Je(x) — v(y)] quels que soient 2 et y le gradient de w en chaque
point doit étre plus petit en norme que celui de ), mais dont la démonstration nécessite des
résultats fins sur les rapports eutre dérivées usuelles et dérivées au sens des distributions.

Démontrer que la fonction u est presque partout comprise entre § et 1, et qu’elle est égale
(p-p.) & 1sur w. On pourra considérer F(f) = max(0, min(1,t)).

(¢) On pose g = —Au. Démontrer que g qui appartient & H~ () est une mesure de Radon
positive dont le support est contenu dans la frontiere de w. On éerira que E(u+ ) > E(u)
pour ¢ € C§° (1) positive.

(d) On pose C(w) = E(u). Montrer que C(w) est ausst égal & la masse de g (c'est-d-dire
(. 1)).

En électrostaique, la fonction « représente le potentiel créé par un conducteur chargé
() en équilibre (énergie minimmm). Ce potentiel est constant (normalisé ici & 1) sur le
conductenr et harmonique en delhors. Les charges o ui U'engendreni se répartissent a la
frontitre du conducteur. Le rapport C(w) entre la masge et le potentiel créé s’appelle la
capacité newtonienne (ou coulombienne) de w. Le concept général de capacité (G. Choquet,
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1953) est unc extension de la notion de mesure ensembliste. Le lecteur pourra montrer
facilement ici que Papplication « — C{w) est croissante et sous-additive [Clwy Uwa) <
C{wy) + C'(wn)], et plus difficilement qulelle est fortement sous-additive [C'(wy Uwa) + C'(w N

u.‘g) < C'(Uv'l) + C(u."'_})].

D. Vers ’analyse spectrale

En remplacant Iopérateur \ par Uopérateur A — X, on obtient pour A > 0 les mémes
résuliats d'existence et d'unicité. Il suffit de remplacer la forme bilinéaive B par By(u.v) =
Blu,v)+ A [ uvda.

Pour A < 0 la situation est différente, et on peut démontrer le résultat suivant : il existe
un ensemble

S={-m1 .. .—pj.. ..}
oit la suite des y; est croissante et tend vers +oc tel que
(a) Pour \ € S, lopérateur A — \ est bijectif de H}(Q) sur 7).
(h) Pour A = —p1; € S, Vospace Ej des solutions ¢ € HY de (A = N)u = 0 est de dimension
finie d; > 1.
(c) Si on choisit, pour chague ) nne base orthonormale ;... 2.0, (pour le produit scalaire
de L) de Tespace Ej, alors la collection des o x est une base lilbertieune de L7

On appelle S le spectre dn Laplacien (ou plus précisément de Fopérateur dans Q associé
au Laplacien et & la condition de nullité au bord). Les —p, sont les valeurs propres de A, et
les ¢éléments de E; sont les fonctions propres assocides.

La déwmonstration de ces propriétés, qui évoquent bien entendu les propriéiés des matrices
hermitiennes, repose sur des résultats d'analyse fonctiounelle abstraite, ot sur deux propriétés
du Laplacien. La premiére (caractére autoadjoint ou hermitien du Laplacien) est la formule
de Green [udvde = [vAudr étendué au cas ot u ct ¢ appartieunent a H{. La seconde
est que lopératear G qui & f € L* associe la solution v = Gf € H} de Au = J est un
opérateur compact de L7 dans lui-mdme, ¢'est-d-dive qu'il transforme les boules de L en
des ensembles relativement compacts de L-.

Pour de tels opérateurs G, on a une bonne théorie spectrale, trés proche de celle des
endomorphismes hermitiens en dimension finie : existence de valeurs propres, ot d’une base
orthonormale de fonctions propres. Les valeurs propres de A\ sont alors les inverses de celles
de G, les fouctions propres étant les mémes.

Si ¢ est une fonction propre relative & la valeur propre —p, il est facile de vérifier que la
fonction F{t,x) = @(e)e ™ est unce solution de
O F = AF  dans [0, ~[xQ,
que la fonction G(t, 2) = ¢(r)e'*" est une solution de

i G =AG dans R x Q,

[

. n £ .
et que les fonctions Ha (t,r) = ()T VF sout, des solutions de

OFH =AH dans B x Q.

Cela permet de résoudre le “probleme de Cauchy dans Q avee conditions de Divichlet™,
qui se formule ainsi pour 'équation de la chaleur (nous laissons au lecieur le soin d'écrive
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l'analogue pour les équations dos ondes et de Schvddinger)
Dra(f,r) — du(t, ) =0 dans [0, oc[xQ
u(t,x) =0 dans [0, c0[x 90
w(0,2) = up{xr) dans O

On décompose la fouction 1y donnée sur la base hilbertienne des ;5. On a donc wg(e) =
ST ajrpjx (), et on obtient la solution n par

u(t,r) = Z ajagjr(r)e

I'appartenance & Hy pour chaque ¢ traduisant la vérification de la seconde propriété. Bien
entendu, il Fandrait prouver la convergence de la série ci-dessus dans H{. ce qui n'est d’ailleurs
pas difficile.

Le lecteur connait bien un cas particulier de la méthode ci-dessus. Clest celui de la
dimension 1 d'espace. Si ) est U'intervalle ]0, 7, les fonctions propres (dans H3) de Vopé-
rateur d° /dr? sont les fonctions C'sin ju et les valeurs propres sont égales A —p; = —j%. On
retrouve la méthode dite “de séparation des variables™.

En toute dimension, la solution du probltine de Cauchy pour I'équation des ondes §'éerit
comme somme de fonctions périodiques en t, dout les fréquences sout les /17, En dimension
1 d’espace, ces fréquences sont multiples d'une méme fréquence fondamentale. Il n'en est
plus de méme en dimension supérieure (membranes et volumes vibrants) ot le spectre n’a
plus de structure aussi simple. L’étude des relations entre la géométrie de Q (ou d'une variété
riemannienne) et les valeurs propres du Laplacien fait toujours l'objet de recherches actives.

10.5. Probléme de Cauchy et semi-groupes

Nous avons vu dans la section 6.6 comment la transformation de Fourier
partielle donne Iexpression des solutions wu(t, ) des équations des ondes, de la

chaleur et de Sclwodinger. connaissant les données de Cauchy (dans S(R")) &
Finstaut 0.

Nous allons nous intéresser ici & la famille, indexée par #, des opératenrs Vg
qui, aux traces de la solution w A Uinstant 0, font correspondre les traces de u.
a Uinstant .

Nous verrons d'une part que ces opérateurs Ny se prolongent & des espaces
Monetionnels plus gros que S, ce qui permet de résoudre le probleme de Can-
cliy sous des hypotheses plus générales. D'autre part, nous constaterons la
conservation de certaines normes au cowrs de I'évolution, ce qui a une signi-
fication physique précise. Enfin, nous verrons que la famille des IV; constitue
un (sewmi)-groupe & un parametre. 11 s'agit 1a d'un phénomene d'une grande
géndralité. dont nous expliguerons les raisons.

La plupart des calculs (faciles) seront laissés an lectewr A titre d’exercice.
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10.5.1. Equation de Schrodinger. — Nous avons obtenu la solution du

probleme de Cauchy
(‘Ij("){, + A)u =
w(0,m) = ug(x)

sous la forme @(t,&) = e MM Gy(€), ot @ désigne la transformée de Fourier
partielle de wu.

Cela nous ameéne & définiv I'opérateur, de S(B") dans lui-méme

po=FL [ F, (10.15)

HIE2 T e e _itler
ol on a noté [c&'”'fl ] l'opérateur de multiplication par e™ HE®. Nous avons
vu que lopérateur P est opératenr de convolution (dans R", & ¢ fixé) par

—n/2 _—inw/4 ilel/4 , g . .
(dmt)="/2e= T /Heilel /4 Te lecteur vérifiera les points suivants.
- L'opérateur P, défini par (10.15) est une isométrie de H¥(R") sur lui méme
pour tout s.
-— Pour ug € H¥(R"), l'application # ++ Prug est continue de B dans H*(R")
, . . N o |2 A\ e . ..

(on déterminera la limite de | ‘Pf_H,uO — Puug| (1 + [&]7)7d¢é & laide du
théoreme de Lebesgue).

— L’opérateur Py est U'identité et on a Py o Py = Pryp pour ¢, € B, ce qui
est conséquence immdédiate de la relation el = itIEl = p=itt+IE’ O dit
que (F%) est un groupe a un parametre d’opérateurs, c'est-a-dire un homo-
morphisme de groupes de R muni de 'addition dans I'ensemble des opérateurs
muni de la composition.

La premiére propriété, pour s = 0, a un sens physique bien connu. Si ug
est normalisée par |[ugl|,» = 1, alors la probabilité totale de présence dans
l'espace entier de la particule a I'instant £, égale & [ |Poug|” du, reste égale & 1.

Si ug € H*(B"), on vérifie facilement en utilisant la seconde propriété que,
pour ¢ € C5°(R"*1), I'application ¢ — (Puaup(x), o(t,x)) est continue, ce qui
permet de définir la distribution (que nous noterons u(t, z)) suivante dans B"+1

(u(t, ), p(t,z)) = / (Prug(x) . @(t, ) dt,
ot les crochets désignent respectivement la dualité en dimension n+ 1 et n.

En approchant ug par des ¢; € S, on montre facilement que w est limite, au
seus des distributions, des solutions wu; correspondantes, ce qui montre que u
est solution de (i9;+A)u = 0. La trace pour ¢t = 0 (dont la définition est immé-
diate pour une distribution donnée par une fonction continue de ¢ & valewrs
dans un espace fonctionnel) est bien égale & wug. Pour étre complet, il faudrait
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dire en quel sens une telle solution est unique, ce que nous n'aborderons pas
ick.

10.5.2. Equation de la chaleur. — Pour ¢ > 0, nous avons déterminé une
solution du probléme de Cauchy
(O —A)u=0

w(0,m) = ug(2)
par ii(t,€) = eI g5(¢).
Cela nous ameéne & définir la famille d’opérateurs
G = F1 [ 7.
On sait que 'on a
Geug = [(él-ﬁt)—"/ze"‘r‘z/“] * UUg. (10.16)
Le lecteur vérifiera les points suivants.

— Pour t > 0, Popérateur G; est continu (le H*(B") dans lui-méme. En outre,
pour ¢ > 0, il est continu de H* dans H5*" pour tout N (il y a régularisation
immédiate de la solution deés le début de I'évolution).

— Pour uy € H*, I'application ¢ — Gyug est continue de [0, oc[ dans H*.

— Si ug est positive et sommable, il en est de méme de Gyug et on a ||Grugl| ) =
|tol|£1- Cela résulte facilement de (10.16). Le sens physique est clair : I'inté-
grale de la température est, & une constante (la chaleur volumique) pres. la
quantité de chaleur totale, qui est conservée au cours de l'évolution.

— On a Gyo Gy = Gyyp powr £, 1" >0, et G est I'identité. On dit que I'on a
un semi-groupe d’opérateurs.

Comme pour I'équation de Schréodinger, on montre que, si uy appartient a
HS ou A L' la famille des Giug définit une solution du probléeme de Cauchy
dans [0, co[xR".

10.5.3. Equation des ondes. — Il faut cette fois-ci se donner up et vp dans
S(R") pour déterminer une solution du probléme de Cauchy
Qu(t,x) =0
w(0, ) = up(x)

Au(0, ) = vg(xz).

Nous avons vu que la transformée de Fourier particlle de la solution
était donnée par ug(€) cos(|&|t) + vp(€) sin([€| )/ [E]. On a donc dru(t.&) =
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—ug(&) |€] sin(|&| ) + vp(€) cos(|€]t). Cela amene & définir la famille des opé-
rateurs suivants, a,pphqucmt I'espace S(B") x S(B") dans lui-méme, qui aux

données de Caucliy & l'instant 0 associent les données de Cauchy a Uinstant £.

Fo cos(lel ) sin(le[1)/[e] \ [ F 0

Uy = -1 . .
o )\ —jgsineln sl )\ o F

Le lecteur vérifiera facilement les propriétés suivantes.
— Uy applique continfiment H5FH(R") x H*(B") dans lui-méme pour tout s.

— Si W = (ug,vo) € H*TYR") x H¥(R"), alors application ¢ — ;W est
continue de B dans ce méme espace.

--------- Posons, pour Wy = (ug.vp) € HY(B") x L*(R")

E(Wy) /|Vu(, dr + /lbul dx.

On a alors E(UWy) = E(Wy). Au facteur 1/2 pres, la premiére intégrale
représente l'énergie potentielle, et la seconde 1'énergie cinétique, et la relation
exprime la conservation de I'énergie E au cours de 'évolution.

—Onally=1cetU ocUp = U, et donc encore un groupe & un parametre.
0 ¢ o Uy (R

Remarque 10.5.4. — Pour des opérateurs analogues, mais 4 coefficients va-
riables, on ne peut utiliser les démonstrations ci-dessus 4 base de transfor-
mation de Fowrier. Par contre, il est possible de démountrer directement les
estimations de conservation de 1'énergie, ce qui est une étape importante pour
prouver I'existence de solutions.

10.5.5. Pourquoi des (semi-)groupes. — Le lectewr serasans doute — du
moins nous l'espérons — insatisfait des démonstrations précédentes conduisant
a lexistence de semi-groupes. Il préferera certainement, & ces calculs simples
mais aveugles, une raison générale non moins simple pourvue d'une vertu
explicative.

Le cadre général est le suivant. On se dounne un ensemble E, représen-
tant l'ensemble des états possibles d'un systéme, et une loi d’évolution qui,
parnii toutes les applications d'un intervalle de R dans E, sélectionne certaines
d’entre elles appelées évolutions (possibles) du systéme. On suppose que, si
J C I sont deux intervalles de B, et si £ — e(?) est une évolution dans I, alors
la restriction de e(:) & J est une évolution dans J.

Les exemples rentrant dans ce cadre sont multiples, citons :

vvvvvvvv E est un ouvert Q& C B" (ou plus généralement une variété différentielle),
et les évolutions du systeme sont les solutions d'une équation différentielle du



218 CHAPITRE 10. ESPACES DE SOBOLEV

premier ordre, s’écrivant d.X/dt = F(t. X(t)).

— E est de la forme  x R" ol 2 est un ouvert de B" (ou plus généralement,
E est le fibré tangent TQ d'une variété différentielle 2). Les évolutions sont
les solutions d’une équation différentielle du second ordre sur € qui s’éerit
d>X/dt? = G(t,X.dX/dt), et que l'on peut réécrive dX/dt = V , dV/dt =
G(t, X, V).

— E est un espace fonctionnel sur B" (S,S’, HS. L, ...) et les évolutions du
systeéme sont les solutions d’une équation aux dérivées partielles du premier
ordre par rapport a t (ou plus généralement d'une équation du type dwu(t, z) =
Apu(t, z) o Ap est pour chaque ¢ une application entre espaces fonctionnels
dans R").

— E est un produit d’espaces fonctionnels dans R" (H*t! x H* par exemple),
et la loi d’évolution est une équation aux dérivées partielles du second ordre
par rapport & .

Nous serons amenés a examiner les conséquences des deux propriétés sui-
vantes.

(a) Déterminisme. — Pour tout eg € E et powr tout tg € R, il existe une
et une seule évolution e(-) du systéme, définie dans R entier (variante : dans
[t0, >a[) telle que e(ty) = ep.

Bien entendu, une telle propriété n’a rien d’automatique. Lorsqu’elle est
vraie, il faut le plus souvent prouver un théoréme d’existence et d’unicité
locale puis, par d'autres méthodes en général, prouver l'existence globale.

(b) Homogénéité dans le ternps. — Sie(t) est une évolution dans un intervalle,
alors e(t — T") est une évolution dans 'intervalle translaté.

Techniquement, cette hypothése correspond au cas ol les équations, comme
on dit, “ne dépendent pas explicitement de ¢ 7. Dans le premier exemple ci-
dessus, elle signifie que la fonction F ne dépend que de X; dans le second, que
G ne dépend que de X et V; dans le troisieme, que pour chaque ¢, I'opérateur
Ay est égal & un opérateur A fixe.

Sous la seule hypothése (a), on peut introduire les opérateurs R%, pour
s,t € B (variante : pour s < t) définis comme suit : on considére 1'unique
évolution e(+) qui vérifie e(s) = ey, et on pose Rf(eg) = e(t). C'est I'opérateur
qui fait passer de état du systéme A l'instant s & I'état a l'instant f.

Il est clair que R} est I'identité, et que I'on a

RYoRL=RY
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pour s,f,u € B (variante : pour s < ¢ < u). En effet, I'unique évolution ef-)
du systéme vérifiant e(s) = eg est aussi 'unique évolution du systéme vérifiant
e(t) = Rley, et I'état e(u) peut s'écrire indifféremment Rieg ou R} (Rgeo).

Si on ajoute I'hypothese (b) on a de plus R':; = Rl pour tout T, et en
particulier RY = R{‘f‘“‘ pour s et ¢ réels (variante : powr s < ). Si on pose
N; = Rf, on obtient

Nio Ny = Ri* o Ry = R§* = Ny

quels que soient s et ¢ (variante : pour s,t > 0), et les Ny forment un groupe
(variante : un semi-groupe) a4 un parametre.

Dans les deux premiers exemples donnés, on obtient des groupes de
difféomorphismes de Q et de 2 x B" respectivement. Dans les deux suivants,
rien n'oblige I’équation aux dérivées partielles & étre linéaire (il est toutefois
plus rare que 'hypothese (a) soit satisfaite dans le cas non linéaire). Lorsqu’elle
I'est, les opérateurs NV; sout linéaires, et lovsqu’elle est & coefficients constants,
les N} qui commutent avec les translations dans 'espace sont des opérateurs de
convolution dans B". C’est ce que nous avons constaté pour les trois équations
d'évolution que nous avons étudides.

Pour les équations du type de l'équation des ondes, mais & coefficients
variables, on obtient des groupes a4 un parametre d'opérateurs intégraux de
Fourier, opérateurs dont nous avons dit quelques mots dans la section 9.7.



APPENDICE A

COMPLEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL

A.1. Applications différentiables

Dans toute cette section, E et F' désigneront des espaces vectoriels de di-
mension finie sur B. On note L{E, F') l'espace des applications linéaires de F
dans F.

Définition A.1.1. — Sovient Q un ouvert de E, x un point de . et ¢ une
application de Q dans F. On dil que ¢ est différentiable en x s’il existe une
application linéaire L € L(E, FY telle que l'on ait. pour h € E assez voisin
de 0,

o(x+ h) = p(x) + L(h) + |h|gw(h) avec |w(h,)|pl—é]0. (A.1)

1

L application L est alors unique et est appelée différentielle de ¢ au point z.
Nous la noterons™ h — Dp(z) - h.

Cette définition fait apparemment appel au choix de normes sur £ et F', mais
il est clair que si on remplace une de ces normes par une autre norme (né-
cessairement équivalente), la propriété est inchangée. On dit aussi que D f(a)
est I'application linéaire tangente & ¢ au point .

Définition A.1.2. — Soient Q un owvert de E el @ une application de Q
dans F. On dit que @ est contindiment différentiable dans Q, ou que ¢ est de
classe CV dans Q si @ est différentiable en tout point de Q et si lapplication
x— Doy(x) de Q dans L(E,F) est continue.

(DElle est notée systématiquement h — heg' () lorsque Pespace de départ est B, et h —
dye(2)-hou {da(x) . h) lorsque Uespace d’arrivée est R ou C. Dans le cas général, les notations
varient selon les anteurs.



222 ApPPENDICE A. COMPLEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL
Théoréme A.1.3. — Soienl E. F et G des espaces vectoriels de dimension

finie. Q un ouvert de E. ) un ouvert de F, o une application de Q dans €
et 1 une application de ' dans G.

(a) Si @ est différentiable en un point xy € Q et si 1 est différentiable au
point yp = w(wg). la fonction h = 1 o est différentiable en zy et on a
Dh{xo) = Dip(yp) » Dp(aq)-

(b) Si @ et tp sont de classe O respectivement dans Q et ', la fonction o @
est de classe C* dans Q.

Etant donnés deux ouverts Q et ' de E et F respectivement, on appelle
difféomorphisme (de classe C') une application ¢ bijective de € sur Q' qui est
de classe C'! ainsi que son inverse 1 = L.

Les application 1) o o et ¢ o) sont alors les applications identiques de €2 et
', dont la différentielle est I'identité en tout point, et on obtient done, pour
@y € et en posant yy = ¢(rn)

Dip(yo) o Dp(20) = Ip Dy(xo) o Dipyo) = Ir.

Il en résulte que les espaces E et F' onl nécessairement la méme dimension,

que Dy(xp) est une application lindaire inversible de E dans F', et que l'on a
) — oyl

Dyp(y) = (De(x0)) ™

Le théoreme suivant, d'une grande importance, fournit une réciproque locale
aux énoncés qui précedent.

Théoréme A.1.J (d’inversion locale). — Supposons E et F de méme
dimension et soit ¢ une application de classe C* d’un ouvert Q C E dans F.
Supposons que. en un point xy € Q. la différentielle Dp(xg) soit inversible.
Il existe alors un voisinage owvert V. de wxqg contenu dans §) el un volsinage
ouvert W de p(xp) tels que o soit un diffécomorphisme de V' sur W.

Remarque A.1.5. — Il est bien siir néeessaire de se restreindre & un voisinage
de zq pour avoir la garantie que Dy(x) reste inversible, mais ce n'est pas la
seule raison qui rende cette restriction nécessaire. Une application surjective
de Q sur ' dont la différentielle est inversible en tout point peut ne pas étre
injective. Un exemple classique est Uapplication (r,6) + (rcos®,rsinf) de
10, c[x R dans le plan privé de Uorigine.

Ezercice A.1.6. — Soit ¢ de classe C! et bijective de Q sur ' dont la diffé-
rentielle est inversible en tout point. Démontrer que ¢ est un difféomorphisme
de Q sur .

Exercice A.1.7. — Soit ¢ une application de classe Gt de Q dans F dont la
différentielle est inversible en tout point. Démontrer que pour tout ouvert
U7 C €, son image (U) est un ouvert.
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A.1.8. Différentielles et coordonnées locales. — Soit (e1.....¢,) une
base de E et (f1,..., fp) une base de F. On pent alors identifier £ ef B
par lapplication (z1.... ,2") = S ale; et identifier de méme I ot BP. Une
application ¢ d'un ouvert de F dans F s'identifie alors & une famille de p
fonctions de n variables ol (a',...2"), § = 1,....p cest-a-dire que l'on a

(S ale;) = Spl(at, ... ~a") fi. Lapplication ¢ est différentiable en un
point on de classe C! dans un ouvert si et seulement $'il en est cde méme
des applications composantes /. En particulicr, ¢ est de classe C* si et
seulement si les dérivées particlles dy/ /2’ existent et sont continues.

La définition A.1 devient alors

n y

A . ey :
Gt entat A =gt )+ Z le/l (x)h' +o(h).  (A.2)
i=1 "

pour j = 1,... .p. La matrice (O¢’ /02’ (). qui est la matrice de 'application
lindaire D(x) dans les bases considérées est appelée matrice jacobienne de o,
son déterminant étant appeld le jacobien de © au point .

A.1.9. Applications de classe C*. — Oun dit que ¢ est de classe C si,
des bases étant choisies, les fonctions composantes adinettent des dérivées par-
ticlles continues jusqua Fovdre £. I fant bien st vérifier que, si on change les
bases de E et F, les nouvelles composantes ¢/ possedent los mémes propriétés.
Les formules de changement de base fournissent innnédiatement des relations

D 1 n

Flat, . a") = Z /3{(,0’(2 g, Z aftat)

I=1 k=1 =1
et il suffit d’appliquer par récirrence le théoréme A.1.3 dans un cas tres siimple
(composition avec des applications linéaires).

On appelle difféomorphisme de classe C* une bijection de classe CF ainsi
que son inverse. Dans I'édnoncé du théoréme d'inversion locale. si on suppose
'aplication ¢ de classe C**, on obtient un difféomorphisme de classe C*.

On peut en fait donner une présentation intrinséque, indépendante des hases, des diffé-
rentielles d'ordre supérieur. Si ¢ cst de classe C'! de Q dans F, Iapplication Dy @ = Do)
est unc application de Q dans £(E, F). On dit que = est de classe (7 si Vapplication Dy
est elle-méme de classe €', sa différentielle en un point x, notée D(D2)(r) ou D*2(r)
appartenant a L(E,L(E,F)). Si D?¢ est continfiment différentiable. on dit que ¢ est de
classe €, et on définit Dp(a) € L(E, L(E, L(E. F))). efc.

Un élément de L(E,L(E. F)) siidentific & une application bilinéaire de E x E dans F.
D’apres lo lanme de Schwarz, pour i de clagse C7, Papplication bilinéaire D?¢2(a) est une
application hilinéaire symétrique. De méme, D¥o(r) s'identifie 4 une application trilinéaire
symétrique, ... La formule de Taylor sous forme intrinseque devient (e + h) = o) +

D(a) - I+ 1/21D% () (ho ) + ...
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A.2. Hypersurfaces

Un concept élémentaire, malis insuflisant pour décrire ne serait-ce qu’une
sphere, est celui de graphe d’une application différentiable de B"~! dans B, une
base dtant choisie. Par contre, une des bonnes définitions des hypersurtaces
les présentera comme des “recollements™ de graphes, ce qui ne peut avoir de
sens qu'apres avolr établi des propriétés d'invariance par changement de hase.
La clet de toutes les questions d’'invariance sera le théoreme d’inversion locale.

Dans toute cette section, F désigne un espace vectoriel sur B de dimension
finie n.

Pour :x € B, on notera souvent ' la projection (a!,....2"7 1) de & sur
R"~1. Sauf indication contraire, une expression du type Y a jb'j dégignera une
sommme ot I'indice répété j varie de 1 & n, tandis que Y a.‘,-bj désigne la somme
de-lan—1."

Définition A.2.1. — On dit qu'un sous-ensemble T de E est un graphe
(de dimension n— 1 et de classe CV) s'il existe : 1. une base (e1,... ,e,) de
E: 2 un ouvert V de B"1 : 3. une application @ de classe C* de V dans B ;
lels que lon ail

D= {rler+.. . +a"Te,o1 +p(a)ey | o' = (a', ... 2" ) eV},
On dira que le triplet ((e:_,-).T/] (,o) est une présentation du grophe T.

Théoreme et Définition A.2.2 (Hyperplan tangent)

Soient T un graphe et my un point de T'. Il existe un unique hyperplan affine
H de E passant par myg tel que Uon ait pour p € T'. el en notant d la distance
pour une norme de B,

dip. HY = |p— mo|lw(p) avee w(p) —— 0. (A.3)
p—=rmo.pel’

Si ((e;). V. ©) est une présentation de I' el si xhs. .. af sont les coordonndes
de mo dans la base (ej). Uhyperplan H a pour équation

‘ 1 do j j
a =y = E (7023(:170))(:1:-’ - ) (A.4)
dans cette méme base.

Rappelons le principe de la démonstration que le lecteur connait certainement,
au moins ewr dimension 3. La propriété ne dépendant pas du choix de la norme,
on peut choisir celle-ci euclidienne de telle sorte que la base (e;) soit ortho-
normale. Soit H 'hyperplan défini par (A.4). La formule (A.1), appliquée au
point p se projetant en xy+h assure que, en appelant p; le point de H de méme
projection, on a (p—py| < |h|w(h) avec w(h) — 0. Il est facile de voir que
Fona |p—mg| > C"h] et [p—p|=dp, H) <|p—pl ce qui entraine (A.3).
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Réciproquemnient, si un hyperplan d'égua-
. 4 / 3 1 P P
tion o — aff = 3 aj(a? — ) vérifie (A.3),
le méme calcul montre que l'on a p(xg+h) =
! 7 IR “rps
> aih? +o(h), et par unicité de la différen-
tielle, on a nécessairement o = Do/ 0 ().

Il reste & montrer qu'aucun hyperplan pa- " mo

rallele & e, ne peut vérifier (A.3), ce qui est 5 1
facile.

Remarque A.2.3. — On vérifie immédiatement, toujours dans la prc"%onfation
précédente du graphe, que les n — 1 vecteurs Vj = e; + (9¢p/024 (xf))e, sont

linéairement indépendants et sont paralléles & P hypelplzm tangent H.

Un graphe donné peut avoir de nombreuses présentations comime le mon-
trent 'exercice et surtout le théoreme suivants. La définition que nous en
avons donnée montre que Ihyperplan tangent en un point ne dépend pas de
la présentation.

Ezercice A.2.4. — Soit I un graphe de présentation (( i) Vo). et soit (f;)
une hase telle que f, soit proportionnel A e,. Démontlel que I' admet une
présentation dans la base (f;). En déduire que, dans un espace E euclidien,
un graphe admet foujowrs une présentation dans une base orthonormale.

Théoréme A.2.5. — Soient I' un graphe de présentotion ((C,)V v). mg
un point de T' et H Uhyperplan tangent en ce point. Soit (fi.... ., [n) une base
de E telle que f, ne soit pas paralléle a Het notons yé, Uy /rax coordonnées
de my dans cette base. Il existe alors un voisinage w de mgy dans E, un
voisinage W de yfy dans B"~1 et une application v de classe C' de W dans B
tels que U Nw soit un graphe de présentation ((fj) W, ).

La démonstration se fera en plusiewrs étapes.

A.2.6. L'application 6 de changement de coordonndes. — Etant donné un
point ' € V', on peut lui {aire correspondre le poiut P(a') = 3 ale;+p(2')e,
qui appartient & I'. Ce méme point posséde des coordonnées (y!, ... y") dans la
base (f;) qu’il est aisé de calculer. Soit en effet (a’}) Ia matrice de changement
de basc définie par e; = o fr., on a alors

Z Zl a")‘;,-{-ZQ (1'

et donc
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Nous appellerons A I'application de V dans B" ™! qui & ' fait correspondre le
point 4" = (41, ... .y"~1) ot les y/ sont données par (A.5).

> f1

FIGURE 1. On a représenté. i la place des ouverts V' C V et
W qui vivent dans B!, leurs images dans E par ' — Y 2/e;
et y' = S

A.2.7. Caleul du jacobien de 8. — 11 est facile d'écrire le déterminant Jy(z')
de la matrice jacobienne de 6. On a

al +al ()cp/dz, ,,wl—i—a LOp/ a1

Jp(a') =
1y a;{‘lc?np/()l e+ al T og) Ot
ou encore, en déve]oppant par rapport a la derniere colonne,
ol + cx,,()cp/c)z S or},_l + ah g/ 0xm ! 0
To(a) e 0
Jp(') = - 1o g.m—
i a7t a;rlc)gp/dz o a"TH el ap /et 0
ol +aldyg/Oxt ceap_g 0,,()(,0/&).1‘"’”1 1
Llintérét de la seconde éeriture est qu'elle fait apparaitre en colonne les com-
posantes, dans la base (f;), des vecteurs e; + (dp/dxj)e,. j=1....,n—1et
Jn- Avec les notations de la remarque A.2.3, on a donc
Jo(ap) = det(Vy, ... Vi1, [n),
(f)

en notant ainsl le déterminant d'un systéme de vecteurs dans une base. En
particulier, les V; étant indépendants et le vectenr f, n’étant pas, par hy-
pothese, combinaison lindaire des Vj, on a Jy(ag) # 0.
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A.2.8. Fin de la démonstralion du théoréme A.2.5. — Llapplication 8 de V

dans B"~1 est de classe C! et a nne différentielle inversible au point, xg. Dapres
le théoréme d’inversion locale, il existe donc un voisinage ouvert V' C V de
xg et un voisinage ouvert W de y§ tel que # soit un di[‘l'éolnorphismo de V/
sur . On notera X = 07! le difféomorphisme inverse, et y/ ses composantes.

Posons
=Tn {Z 'ev }

Dire que m € IV équivaut a dire qu’il existe 2’ € V’ tel que m = P(z'). 11 est
done équivalent de dire qu'il existe 3y’ € W tel que m = P o y(y'). D'aprés les
formules (A.5), il est encore équivalent d’affirmer que m =) 2/ f; avec

I =0ov(y) 2= Z o N () + alto(v () y' e w.

Il reste & poser 1(y') = Y a”\ ) +alto(v(y')) et, compte tenu de dox (1) =
/', Vensemble I est constitué des points de la forme Zy/-’,/_,- avec y' € W
y" = h(y"), ce qui exprime exactement que IV est un graphe de présentation

((fy), W, ).

Remarque A.2.9. — La démoustration mountre que 'on peut prendre comine
ouvert w 'ensemble des Y aJej avec 2’ € V'. Ty a bien d’autre choix possibles,
mais (voir figure) l'ensemble des points de I' dont les composantes y' appar-
tiennent & un voisinage, méme trés petit, de y(, ne forment pas nécessairement
un graple.

Remarque A.2.10. — On peut remplacer partout I'expression “de classe 17
par “de classe C*", k = 1,2,... 00, dans la définition d'un graphe, dans le
théoreme précédent et dans la définition suivante.

Définition A.2.11. — On appelle hypersurface (de classe C') un sous-
ensemble & de E lel que. pour tout m € . il ewiste un voisinage ouvert
w de m dans E tel que ¥ Nw soit un graphe.

Les théorémes (A.2.2) et (A.2.5) enfrainent hmmédiatement l'existence de
I'hyperplan tangent (avec exactement la méme définition) en chaque point m
de X, et le fait que, si une base (f;) est telle que f, n'est pas parallele & cet
hyperplan tangent, il existe un voisinage w de m tel que ¥ Nw est un graphe
admettant une présentation dans (f;).

Exercice A.2.12 (Hypersurface définie par une équation implicite)

Soient  wn ouvert de E et F' une application de classe C de Q dans R.
On suppose qu'en tout point de © ou F s’annule, sa différentiellec dF ne soib
pas nulle. Démontrer que © = {m € Q| F(m) = 0} est une hyp(—,‘,rk;urface En
chaque point mg € ¥, on choisira une base (e;) telle que (dF(1m0) , e,,) # 0. et
on appliquera le théoréme d’inversion locale & lapplication de £2 dans R" qui
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A m fait correspondre (z1,... 2"~ F(m)), oit les 2/ sont les composantes de
m dans la base (ej).

Démontrer que U'hyperplan tangent & X au point m est 'ensemble des p € E
vérifiant (dF'(m), p—m) =0.

A.3. Intégrale de surface

Dans toute cette section, E désignera un espace vectoriel euclidien de di-
mension 7, dont le produit scalaire sera noté (p, ¢} — p - q.

Il est, facile de donner une définition d’apparence raisonnable de I'intégrale
de surface sur nn graphe muni d'une présentation. Cela dit, ce n'est qu'aprés
avoir montré que la défuition ne dépend pas de la présentation choisie que 'on
est assuré d’avoir défini un concept géométrique intrinseque. D’autre part. nne
[ois prouvée cette invariance, les partitions de l'unité permettent facilement
de définir I'intégrale de surface sur une hypersurface générale.

Nous congerverons les notations de la section précédente et notamment,
pour un graphe muni de deux présentations, celles de la démonstration du
théoreme A.2.5 (présentations (( i), V. 93) el, ((/ i), W, 1[))., vecteurs V;, appli-
cations P et 9. )

A.3.1. Considéralions heuristiques. - Soit I' un graphe ayant une présenta-
tion dans la base orthonormale (e;), le point mg € T' ayant conime coordonnées
les o). Pour faire image, nous utiliserons le vocabulaire géométrique (carré,
parallélogramme, ...) correspondant au cas n = 3. Lorsque 2’ parcourt un
petit “carréd” K de mesure ((n — 1)-dimensionnelle) v centré en zjj, ensemble

P(K) est “proche” du parallélogramme que 'on obtiendrait en remplagant
I' par son hyperplau tangent H en mg. La mesure de ce parallélogramme
est égale & v/|af, ou le rapport « est le cosinus de l'angle de 'hyperplan
tangent avec I'hyperplan engendré par les e;. 7 = 1,...n — 1, c'est-a-dire
a(mg) = 1y - e, = ol 1y est un vecteur unitaire normal & H .

!« o q ’ N .
Le vecteur > dp/0xle; — e, étant normal & H, on obtient donc |«f
1AW oy 2y _17/¢ . - . sy e en . s
|()<,_o/ O (x)|") 12 et il parait raisounable de définir Uintégrale d’une
fouction h définie sur T par

/ him)do,y, =
JT
= / h (Z & (- )Cn \/7‘4- Z |0/ O (x } dxt . da" L

S
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Si ((/,) W, ‘,L/)) est une autre présentation de I' dans une base orthonor-
male, le presque parallélogramme P(L) devrait correspondre, pour les mémes
raisons, & un presque parallélogranmme I de Uespace des ¢'. de mesure voi-
sine de v 3]/ |al. ot 3 = vy - [,. Mais d’autre part, K’ est Uiiage de K
par 'application 0 et doit étre proche du pm‘allélogr;unuua image de I par
Iapplication linéaire tangente, dont le volume est (x)]. Ce jacobien.
qui intervient dans la formmle de changement de vumhlc dans les 111[(-3g1(11e>.
devrait donc étre égal au rapport 3/a.

Il n’est pas impossible de faire une démounstration rigoureuse en développant
les arguments ci-dessus. La démounstration qui va suivre est nettenient plus
courte, et nous espérons que le lectenr reconnaitra, au milieu de ces caleuls
aveugles, les équivalents des considérations plus intuitives qui précedent.

Théoréme et Définition A.3.2. — Soit T un graphe pourvu de dew
présentations ((e;),V, ) et ((fj). W.1p) dans des bases orthonormales.
{a) Si h est une fonction positive définie sur T. on a

/ ]"(Z,f" Ji+90 o (‘n \/1+ IC)(,D/L)L" .¢d.’17”-]
J1

:/ (T 1 /, W(y') ) \/l-{- ]d!/’/()ul dyt oo dy"h o (ALG)
JI

les dewr membres ayant un sens dans B

(b) Si h est a wvaleurs compleves, et si lintégrale précédente relalive a |h
est finie pour wne (el donc toute) présentation. on dil que h est sommable
sur I'. Les deux membres de (A.6) sont alors égaue et lewr valeur est nolde
Jp h(m) doy,.

En remplacant mg par un point quelconque m € T, le caleul du n®A.2.7 nous
fournit la valeur du jacobien Jy(x'). On a

AN b 7 3
Jg(.’l- ) = i—det(h. e ‘-”_1. ./”).
avec Vj = ej + (0v/da!)e,. Nous supprimons la référence aux (f;). le dé-
ferminant par rapport & une base orthonormale ne dépendant pas. au sigue
prés, de la base choisie.
Si v est un vecteur nort mal unitaive en m, , posons alm) = vee,. Blm) =v-fy.

On a f, = B(mr + f,,( oll le vecteur f,, est orthogonal & v et est donc
combinaison lindaire des V;. En se remémorant les propriétés des applications
multilinéaires alternées on ohtlent, donc

Jy(2') = £p(m) det(Vi.... ,V,_1. 1),
et de méme

det{Vi.... . Vi_1.ey) = 2atm)det(V1,... . V,_1.v).
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Le premier membre de U'égalité ci-dessus étant égal a det(eq, ... .ey—1,e,) et
done & +1, toujours d'apres le caractere multilindaire et alterné, on en déduit
que |Jp(2")| = | (m) /a(m)].

11 ne reste plus, en supposant la fonction & intégrer positive ou sonumable,
qu'd faire le changement de variable 3y’ = 6(z') (théoréme 1.4.5) au membre de
. . N I g . [
droite de (A.6). Ennotant m = P(') = 3 oy [+ ) fo = X wlej+p(a! e,

on obtient

/ W F+ 0 Fa) \/1+ S (o Dy Pyt dy" T =
JIV

/l Y 2 le; + o Nen) |3(m) 'Ig )| dat . da T
Jy

Il reste & emplacer |Jp/B3(m)| par 1/ |a(m)| et & exprimer cette derniére quan-
tité en fonction de ¢ pour obtenir le membre de ganche de (A.G).

Remarque A.3.3. — Le lecteur pourra vérifier que le sigue de Jy est positif si
les bases (e;) et (f;) ont la méme orientation. et si les vecteurs e, et f, sont
dirigés du méme coté de T (c'est-a-dire que vy - ¢, et vy - f, sont de méme
signe). Par contre il est négatif si une et une seule de ces conditions n'est pas
remplic. Ce type d’argument permet de montrer invariance du concept de
normale extérieure dans la définition 5.4.6.

Théoreme et Définition A.3.4. — Soit & une hypersurface compacte de
E. Soient wi, @ = 1,... N des ovverts de E qui recouvrent T tels que les
ensembles T'; = ¥ Nw; soient des graphes. Soient enfin ;i € C5%(w;) vérifiant
Yo xi =1 au voisinage de . On pose

. n .
/ h(m) dopy, =Z/ h(m)xi(m) dopy, (A7)
/3 i=1 /T

dans les dewe cas suivants : (a) h est positive ; (b) [ |h(m)| do,, < o (on
dit alors que h est sommable sur ©).

L(J résultal ne dépend pas du choir des w; et . Il est déterminé uniquement
par 3, hoet la structure euclidienne de E.

I fant dowe vérifier que. si (Uy) est un autre reconvrement onvert fini du méme
type el €1 ¢y est une partition de I'unité associée, les deux modes de calcul
dounent le méme résultat. En remarquant que Uon a thy = > by sur B, on
obtient

>

TNy

iy (m)h(m) da,, = TZ/ dy(m)xi(m)h(m)do,.  (A.8)

[RIZAN

11 est évident que ¥ N U, Nw;. intersection d'un graphe et d'un ouvert, est
encore un graphe. En outre, la fonction oy (m)y;(m)h(m) étant nulle hors de
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YN U\ Nw;, son intégrale sur ce dernier ensemble est égale & sou intégrale sur
Y NU,. Le premier membre de (A.8) est donc égal a

E g / n(m)xi{m)h(m)doy,,
T JEnry
expression dont la symétrie nous garantit qu'elle est aussi égale au second
membre de (A.7), ce qui achéve la démonstration.

Remarque A.3.5. — Le régultat du théoreme précédent, et la définition de
l'intégrale sont valables lorsque 1'hypersurface ¥ n'est pas compacte, si la
fonction A est nnlle hors d'un compact de ¥ il suffit de prendre des partitions
de I'unité au voisinage du compact en question, ef la démonstration précédente
s applique wot pour mot.

En fait, en utilisant les partitions de I'unité localement finies que nous avons
évoquées apres le théoreme 3.2.9, on peut définir I'intégrale de surface sans
aucune hiypothese de compacité.

A.4. Cartes et sous-variétés

En notant £ un espace vectoriel sur B, non néeessairement cuclidien, de dimension n, la
présentation que nous avons donnée des hypersurfaces dans la section A.2 s'étend facilement
au cas de sous-variétés de dimension quelconque d < n de E.

Un graphe d dimensionnel est défini par unc base (e;) de E, un ouvert V' de B, et une
application ¢ de classe €' de V7 dans B de composantes ', ..., 2", en posant

= {Z:r’h,—

n—d

P=th e evVet ! =0, j=d+,. . .n}.

L'équivalent de la définition A.2.2 permet de définir en tout point m € ' la variété affine
d-dimensionnelle tangente en ce point. Une démonstration tout a fait analogue a celle du

théoréme A.2.5, et reposant esssenticllement sur le théortme d'inversion locale, assure ¢ue

I'intersection de I' et d'un voisinage de m admet une présentation dans une base (f;) pourvu
que le sous-cspace vectoriel engendré par les fyv), ..., fu soit supplémentaire du sous-espace
de E parallele & la variété atfine tangente en m.

On défiuit alors une sous-variété de dimension d de E comme un sous-ensemble © C E
tel que, pour tout m € ¥, il existe un voisinage ouvert w de yn dans E tel que S Nw soif un
graphe d-dimensionnel.

Léquivalent de Uexercice A.2.12 fournit l'énoncé suivant. Soient @ un ouvert de E
et Fi, ....F,_y des fonctions de classe C! dans Q telles que, cn touf point ol les Fj
s'annulent simultanément, les dF; soient linéairement indépendantes. Alors Uensemble
C={meQ|Fi(m)=...=F_4(m) =0} cst une sous-variété de dimension d.

On peut de manitre équivalente définir une sous-variété de dimension d de E commie un
enserble T tel que pour tout m € B, on peut trouver un voisinage  de m et des F; comme
ci-dessus tels que I'on ait SNQ={m e Y F;j(m)=0}, j=1.....n—d.

Un troisicme type de définition repose sur le concept suivant.
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Définition A.4.1. — Soit U C E. On appelle carte d-dimensionnelle de domaine U un
homéomorphisme \ de U sur un owvert V de RY tel que application réciproque \~' de V
dans E soit de classe C1 el ait une différenticlle de rang d en tout point,

L’application \7! s’appelle souvent une représentation paramétrique réguliere de U.

Le lecteur pourra, en s'appuyaunt bien sir sur le théoréme d’inversion locale, démontrer
le théortme suivant. On rappelle que pour I C $ C E, Pensemble U7 est un ouvert du
sous-espace ¥ si ef seulement s'il est de la forme ¥ 0 Q avee Q ouvert dans E.

Théoréme A.{.2. — (a) Soit T C E. Pour que © soit une sous-varicté de dimension d,
il fout et il suffit que, pour tout m € . il existe un voisinage ouvert U de m dans T et une
earte d-dimensionnelle \ de U.

(b) Soient \1 ef \o deuw cartes envoyant respectivement un méme owvert U de S sur des
owverts Vi et Vo de BY. Alors Uapplication \2 o \l_l est un diffeomorphisme de V) sur Va,

A.4.3. Sous-variétés et variétés. — Il est rarement possible de représenter une sous-
vartété entitre 4 Uaide d'une seule carte, mais les cartes permettent en général d’en repré-
scnter des portions plus grandes que les graphes. Par exemple, pour la sphére unité de R?,
la projection stéréographique (A partiv du péle nord) fournit unc carte définie sur la sphere
privée d’un point. Il suffit donc de deux telles cartes pour représenter toute la sphére. Au
contraire, un graphe ne peut représenter au mieux qu’'un hémisphtre ouvert, et il en faut au
moins guatre pour recouvrir la sphére.

1l existe une raison plus profonde de préférer les représentations par cartes. On sonhaite

souvent — pour des raisons relevant comme nous le verrons des mathématiques mais aussi
de la plysique et de la mécanique — étudier une sous-variété & “en elle-méme”, indé-

pendamment de Iespace dans lequel elle est plougée. Alors que les représentations par
graphes ou par équations implicites font appel dircctement & £, une carte \ n'est définie que
sur un ouvert de ¥. Cela dit, I'tndépendance par rapport & F n'est pas compléte puisque
'on demande que \ ™", considérée comme application i voleurs dans E, soit de classe C7 et
ait une différentielle de rang maximuru.

La véritable notion intrinséque, indépendante de tout plongement, est celle de waridté
différentielle qui constitue le cadre général dans lequel on peut développer le caleul diffé-
rentiel. Une telle variété Al est par définition un espace topologique séparét®, muni d’un
ensemble d’homéomorphismes appelés cartes allant d'un ouvert U de A/ (le domaine de la
carte) sur un ouvert V de B?. On demande que les domaines des cartes recouvrent A4, ainsi
qu'une condition de cohérence entre les cartes. Celle-ci ost directement inspirée de la partic
(b) du théoréme A.4.2 et s’énounce ainsi : si les domaines Uy ot Ua de deux cartes \1 et 2
ont une intersection non vide, en notant \1 et \z les restrictions de \y et \» & Uy 0 U,
I'application Y77" o 33 est un difféomorphisme de \ 1 (Uy N Ua) sur \=(U) N Ua).

Remargue A.{.4. — Il existe de nombreux cas ol un méme concept mathématique peut se
représenter naturcllement de plusieurs maniéres comne une sous-variété. Par exemple, dans
le plan, identifié & C, le groupe des votations peui se décrire comme 'ensemble des nombres
complexes de module 1 (sous-variété de codimension 1 dans un espace de dimension 2) ou
comme 'ensemble des matrices (':f'l) vérifiant @ = d, b = —c, a* +0* =1 (sous-variété de
codimension 3 dans un espace de dimension 4).

o . P » . 3
G 0on ajoute le plus souvent la condition que Af est réunion dénombrable de compacts.



A.4. CARTES ET SOUS-VARIETES 233

De méme, en mécanique, 'ensemble des positions possibles dans I'espace d'un parallé-
logramme articulé peut étre déerit comme 'enseruble des points de B'? (coordonnées des 4
sommets) assujettis & 5 laisons mais aussi comme ensemble des points de RY (coordonnées
de trois sommets) assujettis & deux linisons, etc. I1 est plus satisfaisant de penser lespace
des coufigurations comme une variété différentielle de dimension 7 sur laquelle on a des
coordonnées locales, que de choisir arbitrairement une de ses réalisations dans un espace B".

Il existe également des cas ol des étres mathématiques ou physiques sur lesquels on veut
faire du calcul différentiel n'ont pas de plongement naturel dans un espace vectoriel (méme si
un théoreme abstrait assure que de tels plongements sont toujours possibles). Par exemple,
le plan projectif réel se définit eorame le quotient de B\ {0} par la relation d'équivalence :
roet y sont alignés avec l'origine. On peut aussi le définir comme la réunion du plan affine
et d'une droite “4 l'infini” (en précisant la structure de cette réunion). Par countre, aucune
définition comme sons-espace d'un espace vectoricl n’apparait naturelle.

Quant a Uespace-temps de la relativité générale, il est de dimension 4 et n'a pas de
structure vectorielle. On veut néanmoins y définir des champs de tenseurs et y écrire des
équations aux dérivées partielles. La représentation comme variété différentielle s'impose.
tout plongement introduirait des dimensions artificiclles ne correspondant a aucune réalité
physique.
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ESPACES DE BAIRE

B.1. Résultats fondamentaux

Définition B.1.1. — On dit qu’un espace topologique X est un espace de
Buaire si toute intersection dénombrable d’ouwverts denses dans X est un sous-
ensemble partout dense. Il est équivalent de dire qu'une réunion dénombrable
de fermés d'intérieur vide est un ensemble d'intérienr vide.

Définition B.1.2. — On dit qu'une partie A d'un espace de Baire X est un
résiduel si A contient une intersection dénombrable d ouwverts partout denses.
On dit que A est un ensemble maigre (ou un ensemble de premiére catégorie de
Baire) st son complémentaire est un résiduel, ce gui signifie que A est contenu
dans une réunion dénombrable de fermés d'intérieur vide.

Il est clair que les résiduels sont stables par intersection dénombrable, et
que les ensembles maigres sont stables par réunion dénombrable.

Théoréme B.1.53. — (a) Tout espace méirique complet est un espace
de Buaire.
(b) Tout espace topologique localernent compact est un espace de Baive.

Soit donc (Uj) une suite d'ouverts partout denses. Pour prouver que
I'intersection est partout dense il suffit de montrer que, si V est un ouvert
non vide quelconque, il existe un point commun & V' et & tous les U;. Nous
allons dans les deux cas construire par récurrence une suite d’ensembles fermés
Bj vérifiant By CUiNV et Bjy CUjy 1ﬁB I1 nous suffira alors de montrer
que 'intersection des B; est non vide pour avoir le résultat.

Daus le cas (a) nous allons choisir comme ensembles B; des boules fermées,
centrées en un point z;. et de rayon < 1/j strictement positil. L’existence
de By ne présente pas de difficulté. La boule B; étant construite, I'ouvert

Uil 0 B; ; est alors non vide ef contient donc un point a;;41. Il contient par
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conséquent une boule centrée en ce point, que l'on peut supposer fermée et de
rayon < 1/(j +1). On peut ainsi construire par récurrence la suite des B;.

A partir du rang jo, tous les points ; appartiennent & la boule Bj, et
ont une distance mutuelle < 2/j;. La suite z; est donc une suite de Cauchy.
L'espace étant complet, elle converge vers un certain point @ qui appartient a
la boule Bj,, celle-ci étant fermée. Cela étant valable pour tout jg. nous avons
prouvé que I'intersection des B; contient le point 2 et est donc non vide.

Dans le cas (b) rappelons d’abord qu'un espace (métrique ou plus géné-
ralement topologique séparé) est localement compact si pour tout point = et
pour tout voisintage W de x, il existe un voisinage compact de x contenu dans
W. Nous allons cette fois exiger que les ensembles B; soient des compacts
d’intériewr non vide.

Liouvert /1 MV est non vide et est done un voisinage de 'un quelconque de
ses points #. Nous prendrons comme ensemble By un voisinage compact de
contenu dans Uy N'V. De méme, B; étant supposé construit, nous choisirons
un point # de Pouvert non vide Ujy N BJ et Bj.1 sera un voisinage compact
de x contenu dans cet ouvert.

Une suite décroissante de compacts non vides ayant toujours, d’apres le
théoreme 2.3.2, une intersection non vide, cela achéve la preuve du théoréme.
Théoréme B.1.4. — Soit X un espace de Baire. et soit F; une suite de
fermés qui recouvre X. Alors la réunion des F est un ouverl partout dense.

Soit G le complémentaire de la réunion des F C’est un ensenible fermé,
et il nous faut prouver qu'il est d’intérieur vide. Cha( un des F; NG étant un
fermé d'intérienr vide, et leur réunion étant égale & G, cela 1esulte du fait que
X est un espace de Baire.

B.2. Quelques applications

Nous donnons d’abord Pexemple lListorique, dii & Baire lni-méme, de
I'utilisation des concepts précédents.

Théoréme B.2.1. — Soit f; une suile de fonctions continues sur [0,1] (ou
sur un espace de Baire quelcongue) qui converge en chaque point vers une
Jonction f(x). Alors, 'ensemble des points ot [ est continue cst un résiduel,
et est en particulier non vide.
Pour § > 0 et n € N, considérons 1'ensemble

Fys ={z|Vj >n, Vh > n. |fi(x) — fr{z)] <5}
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Pour w € Fyps et ) > n, ona |f;j(x)— f(x)] <. Pour § fixé, la réunion des
ensembles fermés F), ; est (‘gale atout I’ r‘schuJ Draprés le théoréme précédent,

il en résulte que Us =1, F,, 5 est un ouvert partout dense.

L'ensemble R = (), Uy, est donc un résiduel, et il nous reste & montrer
que f est continue en un point quelconque zg de B. Donnons nous £ > 0. Le
point @y appartenant & U, 3, il existe donc un voisinage V4 de ce point. et un
entier n tel que l'on ait Vi C F,, /3.

D’autre part. la fonction f, étant continue, il existe un voisinage V5 de xq
tel que on ait |fn(x) — fa(wo)] < /3 powr & dans ce voisinage. Pour tout x
apparteuant au voisinage Vi 0 Va de @y, on a donc

H ‘. 70)' < IJL( ) —fn (:7“)| + Ifn("l:)”‘fn(:l"(])‘ + |.fn(1l70)—,[(-'7;0)| <g,
ce qui achéve la démonstration.

Remarque B.2.2. — On dit qu'une fonction est de premicre classe de Baire si elle est limite
simnple d'une suite de fonctions continues. On dit qu'une fonction est de deuxiéme classe de
Baire si elle est limite stmple d'une suite de fonctions de premiére classe de Baire, et ainsi
de suite (cette expression anodine cachant une récurrence trausfinie).

Exercice B.2.3. Démontrer que, sur [0, 1], la fonction f égale 2 1/q en tout point rationncl
mis sous forme irréductible p/q et 4 0 en tout point irrationnel est de premiére classe de Baire.
Vérifier que ses points de continuité forment un résiduel.

Erercice B.2.4. — Déontrer que la fonction g égale & 1 en tout point rationnel et & 0 en
tout point irrationnel est de deuxiéme classe de Baire mais n'est pas de premiere classe de
Baire.

La topologie de la convergence simple sar Uespace F de toutes les applications de [0, 1]
dans B ne peut pas étre définie par une métrique. A partir de 'espace C'° des fonctions
continues, on est amené a considérer au moins les trois espaces suivants.

— L'espace des fonctions de premicre classe de Baire, c’est i dirve I'espace des éléments de
P !
F qui sont limite simple d'une suite d’dléments de C'°.

—- L'espace des fonctions boréliennes, ¢’est-a-dire le plus petit sous-espace de F contenant
C° qui soit stable pour la convergence simple des suites. Clest un sous-espace heaucoup plus
gros : il contient aussi Pespace (strictement plus grand) des fonctions de deuxiéme classe de
Baire et ainsi de suite.

— L'adliérence de C” dans F. C'est un espace encore plus gros : il est égal & F entier.

Le lectenr pourra maintenant apprécier le confort que lui procure le théoréme 7.2.5 : bien
que la topologie de Uespace des distributions ne puisse pas étre définie par une métrique,
chiague élément de cet espace est limite d'une suite d'éléments de CF°.

B.2.5. Euistence de fonctions continues nulle part dérivables. - Cette “plaie
lamentable” dont se détowrnait Hermite est plus étendue qu'on ne pourrait le
penser : les fonctions qui sont dérivables en au moins un point ne constituent
qu'un ensemble maigre dans l'espace des fouctions continues.
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Exercice B.2.6. — On considere I'espace de Banach C° des fouctions continues sur [0, 1]
muni de la norme uniforme. Pour £ > 0 et n € K, on considére I'ensemble Ve, constitué des
f € C° vérifiant la propriété suivante

fly) = f(r)

Vee[0,1], 3yel0,1). 0<ly—r|<cet p—_

> n.

(a) Démontrer que, pour f € Ue.n, on peut trouver un nombre fini de compacts 1. j=1...p
recouvrant [0,1], et des points y; € N tels que, pour » € K on ait |y; — xf < & et que
fly;) — f(x)

Yyj—r

inf inf > n.

J rENy

YR ! 0
En déduire que U, est un ouvert de C°.

(b) Démontrer que U, est partout dense dans C°. On montrera que, pour f quelconque
dans C°, et pour § > 0, la fonction f(a) + 8sin N appartient & ., pourvu que N soit
choisi asez grand en fonction de z,n,6 et de Pexpression de la continuité uniforme de f.

(c) On appelle R l'intersection des Uy /., Montrer que R est un résiduel, et que les éléments
de R ne sont dérivables en ancun point.
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ESPACES DE FRECHET

Dans cet appendice, le corps des scalaires des espaces vectoriels sera toujounrs
supposé étre R ou C.

C.1. Espaces localement convexe métrisables

Définition C.1.1. — Soit E un espace vectoriel. On appelle semi-norme
sur E une application P de E dans [0, o verifiant P(f +g) < P(f) + P(g)
et P(Af) = |\ P(f) pour f.g € E et \ scalaire.

Dire que P est une norme équivaut i dire que P est une semi-norme et que
le seul élément f vérifiant P(f) = 0 est I'élément 0.

Définition C.1.2. — On appelle espace localement convexre métrisable un
espace vectoriel muni d une suite croissante de semi-normes P; telles que Uon
ait

{vi. Pi(f) =0}t <= [f=0

On dira que deur suites croissantes de semi-normes sonl équivalentes el
définissent la méme structure d’espace localement convere mélrvisable sur E si
on o

vy, 3k, AC, P; < CQy
Vi, 3k, 3C, Q; <CP,
Remarque C.1.3. ~ On définit parfois la structure en se donnant une suite
quelconque P; de semi-normes. On se rameéne au cas d'une suite croissante en
posant Qj =3 1 ; Pp.

Bien entendu, les espaces normés sont un cas (trés) particulier des espaces
du type précédent. Il suffit de prendre toutes les semi-normes deales i la

R ta)
nornie.
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C.1.4. Structures d’espace métrique d'un espace localement convere mé-
trisable. — Soit «vj une suite de nombres réels > 0 tels que I'on ait Y, o < oo,
On pose

d(f.g) = Z ajmin{l ., P;(f—g)}.
Le lecteur vériliera que d est effectivernent wne distance sur E. Il vérifiera
également que, si on modifie les aj ou si on remplace la suite des P; par une
suite équivalente de semi-normes, on obtient wne distance d uniformément
équivalente (voir (2.2)) a d.

Définition C.1.5. — On appelle espace de Fréchet un espace localement
convexe métrisable qui est complet pour la structure d’espace métrique ci-
dessus.

C.1.6. Utilité el nocivité de la mélrigue. — Il est bien slir important de pou-
voir appliquer aux espaces localement convexe métrisables toutes les définitions
et propriétés connues des espaces métriques : voisinages, suites convergentes,
de Cauchy, ..., et notamment le fait qu'une application ® de F dans un espace
topologique est continue si pour toute suite f, tendant vers f la suite ®(f,)
converge vers O(f).

Par contre, il ne faut jamais utiliser la distance d définie ci-dessus, qui n’a
pas de propriété d’homogéndéité et on la manipulation des a; et des minimums
est trés désagréable. 11 est done important d’exprimer, uniquement en termes
de semi-normes, les concepts précédents. Il s’agit d’exercices faciles que tous
laissons au lecteur.

— Powr qu'une suite f, converge vers f, il faut et il suffit que pour tout j, on
ait Pi(f, — [) — 0. Pour que f, soit de Cauchy, il faut et il suffit que pour
tout 7 on ait limy, y—oee Pi(fo — fm) = 0.

— Pour que V soit un voisinage de f. il faut et il suffit qu’il contienne une
scmi-boule centrée en ce point., ¢’est-a-dire qu'il existe 7 et ¢ > 0 tels que

{9| Pilg—f) <epC V.

— Les semi-normes P; sont continues de E dans R. Les translations et les
homothéfies sont continues de F dans lui-méme.

Théoréme C.1.7. — Soit L une application linéaire de E dans F, ceux-
ct étant des espaces localement convexe métrisables munis respectivement des
suites de semi-normes P; et Qp. Les trois propriétés suivantes sonl équiva-
lentes.

(a) L est continue en (.

(b) L est continue en tout point.
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(c) Yk, 3j. AC, Vf
Qi (L(f)) < CP;(f). (C.1)

Montrons que la continuité de L en 0 entraine (c¢). L’image réciproque de

la semi-boule {g| Qr(g) < 1} doit étre un voisinage de 0, et donc contenir

une certaine semi-boule {f|P;(f) <e}. On a Pimplication Pj(f) < ¢ =
Or(L(f)) <1 et, par homogénéité, la relation (C.1) avec C = 1/e.

Montrons que (c) entraine (b). Si une suite f, converge vers f dans E, on
a Pj(fn — f) — 0 pour tout j, et il résulte des estimations (C.1) que l'on a
Qy (L(.fn) = L(f)) — 0 pour tout A, ce qui exprime que L(f,) — L(f). Enfin,
il est trivial que (b) implique (a).

Remaorque C.1.8. — On définit plus généralement la structure d’espace localement
convexe sur un espace vectoriel E par la donnée d'un ensemble d’indices 7 ordonné filtrant
croissant (c'est-a-dire tel que deux éléments de ! ont toujours un majorant commun), et la
donnée d'une famille croissanle P; de semi-normes indexées par 1.

On en déduit une structure d’espace topologique sur E, les voisinages d’un point étant les
ensembles contenant une semi-boule centrée en ce point. On définit les suites de Cauchy et
les suites convergentes par des expressions analogues & celles que nous avons vues ci-dessus,
mais ces concepts sont insuffisants pour rendre compte de toute la structure, qui ne s’exprime
complétement qu’a 'aide du concept de filtre.

Un exemple important est la topologie de la convergence simple sur l'espace F de toutes
les fonctions définies sur un ensemble A. On prend comme ensemble d’indice Pensemble
B des sous-ensembles finis de 4, et on définit les semi-normes P, (f) = 3, .5 [f()| pour
Beb.

Un autre exemple important est la topologie faible sur Uespace des distributions.
L’ensemble d’indices est 'ensemble des sous-ensembles finis de CF°, et les semi-normes sont;
définies par Pp(u) = 3 5 |(u, ). Cette topologie donne la définition des suites conver-
gentes de distributions que nous avons utilisée dans le cours. Il existe une autre topologie,
dite forte, sur D' qui est différente mais pour qui les suites convergentes sont les mémes.
Comine nous n'avons utilisé que la convergence des suites, nous n'avons pas en i choisir.

C.2. Exemples d’espaces de Fréchet

Les espaces fonctionnels sont souvent définis comme ensemble de fonctions
f telles que certaines quantités (intégrales, maximums...) dépendant de f
soient finies. Ces quantités ont souvent les propriétés de convexité qui en font
des (semi-)normes. Lorsqu'il n’y en a qu'une (ou mn nombre fini ce qui revient
au méme), on munit naturellement, I'espace d'une structure d’espace normé.
Par contre, lorsqu’il y en a une infinité dénombrable, et notamment lorsque
“pour chaque conipact” ou “powr chaque ordre de dérivation” une quantité
doit étre finie, c¢’est le cadre des espaces localement convexe méérisables qui
s'impose.
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Tous les espaces que nous allons considérer seront des espaces de Fréchet, ce
qui leur confere beaucoup de propriééés intéressantes. S’il faut s’en réjouir, il
ne faut pas s'en étonmer : cenx qui n'étaient pas complets au départ (1'espace
des fonctions intégrables au sens de Riemann par exemple) ont été diment
complétés.

C.2.1. Lespace C'J}. — L’espace des fonctions m fois contintunent dérivables

a support dans un compact A de B" est un espace de Banach pour la norme
. a0 f (o v

Pulf)= sup |9°f(2)]. (C.2)

2e N, |a|<m

Le fait que l'espace soit complet est une partie de la démonstration qui va
suivre.

C.2.2. L'espace C7¥. — Ilsera muni de la suite des normes P, définies encore
par la formule (C.2). ..

Montrons que cet espace est complet. Soit f, une suite de Cauchy. On
a alors limy, o0 Pj(fin — fu) = 0 powr chaque j, ce gui entraine que pour
chaque v, on a sup, |0° fin(v) — 8* fa(x)] — 0. La suite des 9° f,, est donc une
suite de Cauchy ponr la convergence uniforme, et elle tend done uniformément
vers une limite v, qui est une fonction continue & support dans .

1l suffit maintenant d’appliquer le théoréme classique assurant que si f,
converge vers vy uniformément, et si les dérivées d;f, sont continues et
convergent vers des limites v; uniformément, alors la fonction vy est de classe
C1 et les dérivées de la limite sont les limites des dérivées. En appliquant par
récurrence ce résultat aux dérivées successives de vy, on obtient que 9%y = vq
et la convergence uniforme des 9“f, vers les d%vg exprime précisément que
Pi([n —vo) — 0 pour tout j.

Remarque C.2.3. — L’espace C§°(£2) n’a pas de topologie aussi simple, mais
il est réunion des C7F pomr K compact contenu dans §). La définition que
nous avons donnée des distributions (voir définition 4.2.1) est précisément,
la suivante : forme linéaire sur C§~(2) dont la restriction & chaque C7P cst
continue.

C.2.4. Lespace L} (Q). — C’est 'espace des classes de fonctions sommables
sur chaque compact de Q. Si K est une suite exhaustive de compacts de €2,
on munif 'espace des semi-normes suivantes

Pi(f) = /1 | f(2)] du.

La notion de convergence associée est la convergence en norme L! sur chaque
compact.
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Si on se donne une suite de Cauchy f,, chacun des espaces L'(/) étant
complet, la restriction & K; des f, converge vers un élément g; de LYMI).
Mais la restriction de f, & Kji1 convergeant vers gj+1 dans L' (K1), en en
prenant les restrictions & K, on obtient que la restriction de g;41 & K est
égale & g; (en tant que classe de fonctions, ¢’est-a-dire presque partout si on
prend des représentants).

Les (classes de) fonctions g; “se recollent” et constituent les restrictions
aux K; d'une méme (classe de) fonction g € L{ (). La couvergence des
restrictions des f, aux I(; vers les g; exprime précisément que f, tend vers g
en norme L' sur chaque compact.

) 9 s . ~
C.2.5. Les espaces Li, (Q) et Lis.(Q). — Ils se définissent de méme, en pre-
- D] . . .
nant comme semi-normes les normes L~ ou L™ des restrictions & une suite
exhaustive de compacts. On montre de méme que ce sont des espaces de
Fréchet.

C.2.6. L'espace C°(£2). — Il sera muni de la suite de semi-normes suivantes
'\ — 9 jala) P
i) =3 swp |9 ()],
la]<j rek;

oll les K; forment encore une suite exhaustive de compacts. La convergence
de f,, vers f dans cet espace exprime que chaque dérivée de f, converge vers
Ia dérivée correspondante de f uniformément sur chaque compact de 2. On
montre que cet espace est complet & Vaide des deux arguments utilisés précé-
demment : égalité entre dérivée de la limite et limite des dérivées d’une prnf
et recollement des limites définies swr les A; d’autre part.

La remarque 6.1.7 exprime précisément que £'(Q) est I'espace des formes
linéaires continues sur C'°(Q2).

C.2.7. L'espace S(R"). — Il est muni des semi-normes notées N, au cha-
pitre 9. Nous laissons encore au lecteur le soin de prouver, par les méthodes
ci-dessus, qu'il est complet. Les théoremes ct définitions 9.2.4, 9.2.9 et 9.3.2
expriment respectivernent que la transformation de Fourier est continue de S
dans lui-méme, que C§° est dense, et que S’ est I'espace des formes linéaires
continues sur S.

C.3. Le théoréme de Banach-Steinhaus

Nous donnerons deux formes de ce théoreme. La premiere, plus simple, est
la phas fréquemment employée. La seconde, qui entraine la premiere, est plus
technique mais contient plus d'information.
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Théoréme C.3.1. — Soienl E un espace de Fréchet, F un espace locale-
ment convexe métrisable et L, une suile d’applications linéaires continues de
E dans F. On suppose que. pour tout f € E la suite L,(f) converge dans F
vers une limite que l'on note L([). On a alors :

(a) Uapplication linéaire L est continue de E dans F,

(b} pour toute suile f, qui converge dans E vers un élément [, la suite Ly, (fy)
converge vers L{f) dans F.

Théoréme C.3.2. — Sous les hypothéses du théoréme précédent, on o :
(a) la famille des applications L, est équicontinue. ¢’est-d-dire que, en notant
(P;) et (Qr) respectivement les semi-normes de E et F. on peut trouver pour
chaque I une constante C el un indice j tels que

I, Y, Qi (Lalf) < CPi(f). (C.3)

(b)-pour tout compact I de E. la convergence de L, vers L est uniforme sur
K, €’est-a-dire que

vk, lim sup Q. (L,(f) — L(f)) = 0. (C.4)

n—ro0 fell

Démonstration : le théoréme C.5.2 entraine le théoréme C.3.1. — La pre-
mieére partie est facile. Il suffit de faire tendre » vers Uinfini dans la rela-
tion (C.3), et d’utiliser la continuité des semi-normes. On obtient pour tout A
Vexistence de C et j tels que Q(L(f)) < CP;(f) ce qui exprime précisément
la continuité de L.

L’ensemble constitué des f, et de leur limite [ est un compact de E. La
relation (C.4) nous assure que .
lim sup Q. (L, (fin) — L(fm)) = 0.
N—+2C m
I sutlit de majorer Q. (L, (f1)—L(f)) par la somme de O (L(fn)—L(f)) et
de Ok (Ln(fn)—L(fn)) qui tendent tous deux vers 0 pour conclure.

Nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme C.3.3. — Soit C' un ensemble convexe symétrique (c’est-a-dire tel
que [ & C implique —f € C) dans un espace localement convexe métrisable.
Si C est d’intérieur non vide, ¢’est un voisinage de 0.

L'ensemble C étant d'intérieur non vide, il contient une certaine semi-boule
{9IPi(g — [) < e} centrée en un point f. Il en résulte que C contient la
semi-boule centrée & I'origine {h|P;(h) < }. En cffet, un point quelconque h
de cette semi-boule est le milieu des points —(f—h) et f+h qui appartiennent,
tous deux & C.
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‘

Démonstration du théoréme C.3.2(a). — Soit Qi une semi-norme sur F et
considérons, pour p € N, les ensembles

Cp={f € E[Vn. Qi(L,(f)) < p}.

S ense s C, sont fermés, ur réunion est égale & F entier. Eu effet,
Les ensembles C), sont { , et le dunion est 1 F enti Eu effet
pour chaque f € E| la suite L, (f) étant convergente, la suite Qp(L,(f)) est
aussi convergente et donc bornée.

Lespace E étant métrique complet, c’est un espace de Baire d'aprés le
théoréme B.1.3 , et il est done impossible que tous les C), soicut d'intérienr
vide. Comme ils sont symétriques, il résulte du lemme précédent qu'il existe
un indice p tel que C), soit un voisinage de 0 dans E. Il contient donc une
semi-boule, relative & une des semi-normes P; et de rayon € > 0.

Omn a done 'implication
7))(/) <e==Vn. Q. (L,(f) <p

et par homogénéité
. D .
Y, Q (Ln(.f)) < ‘E' 73}(’ )7

ce qui est le résultat voulu.

Deémonstration du théoréme C.3.2(h). — Il s’agit d'une propriété générale des
familles équicontinues de fonctions sur m espace compact : la convergence
simple entraine la convergence uniforme.

Fixons £ > 0 et une semi-norme @y, notre but est de montrer que. pour n
assez grand., on a supyep Qr (La(f) — L(f)) < e

Soient C' et P; tels que Pestimation (C.3) soit valable. On peut recouvrir
le compact A par un nombre fini de semi-boules relatives & P; et de rayon
£/3C. En notant g, leurs centres, il résulte de C.3 que Uon a

Vfe K. 3gr. Vo, Q(Ly(f) = Lalga)) < /3,

et cette relation est dgalement valable en remplacant L, par L. L’ensemble
des gy étant fini, on peut trouver un entier N tel que, pour n > N, on aif
Q1 (L(gy) — Lu(g))) < /3 en tous ces points. L'indgalité triangulaire montre
alors que Q. (L,(f) — L(f)) < £ pour tout f € K des que n > N, ce qui
achéve la démonstration.

C.5.4. Applicalion : démonstration du théoréme 4.2.3. - Tl s’agit de prouver
que, si (u;) est une suite de distributions dans un ouvert Q telle que pour tout
v € CF°(Q) la suite (u;, @) converge vers une limite que I'on note (v, v), la
forme linéaire u est une distribution. On sait (voir remarque C.2.3) que dire
que u;j est une distribution signifie que la restriction de «; & chaque C7* est
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une forme linéaire continue sur cet espace de Fréchet. Le théoreme C.3.1(a)
assure qu’il en est de méme pour u, ce qui est le résultat voulu.

C.4. Continuité des applications bilinéaires

Pour beaucoup d'applications bilinéaires (produit, convolution, dualité), il
est facile de prouver la continuité séparée. Le corollaire suivant du théoréme
de Banach-Steinhaus, et des variantes de celui-ci. permettent d’en déduire la
continuité (séquentielle) par rapport au couple des variables.

Corollaire C.4{.1. — Soient E un espace de Fréchel, F un espace locale-
ment convexe métrisable. et D un espace vectoriel sur lequel on a défini une
notion de suite convergente. Soil B une application bilinéaire séparément
continue de. D x E dans F. ¢’est a dire telle que
(a) Pour loute suite f, d’éléments de D convergeant vers un élément fy. et
pour tout g € E, la suite B(fy,qg) converge vers B(fo.g) dans F.
(b) Pour toule suite g, d'éléments de E convergeant vers un élément gg. et
pour tout [ € D, la suite B([f,y,) converge vers B(f, go) dans F.

Alors. si f,, et g, sonl des suites convergentes dans D et E respectivement,
on a

lim B(fn,g9:) = B ( lim f,, lim gn) .
n—oec n—Q n—o0

Soient donc fy, et g, qui convergent vers fy et gg, et considérons les applications
linéaires L, de E dans F définies par L,(g) = B(fn,g9). La propriété (b)
affirme que ces applications sont continues, tandis que la propriété (a) assure
que pour tout g la suite L, (g) converge vers B( fn,g). D’apreés la partie (b) du
théoreme C.3.1, la suite L, (g, ) converge vers B( fo, gp), ce qui est la propriété
voulue.

Lorsque la convergence dans D est la convergence pour une structure d’espace métrique,
la propriété ci-dessus exprime que B est continue de 'espace produit D x E dans F. Si par
contre cette convergence est associée a une structure d’espace topologique non métrisable,
le théoréme prouve ce que 'on appelle la “continuité séquentielle” de B, mais il se peut que
B ne soit pas continue sur D x E.

C{J Applications. -—— (a) Si u, — u dans D'(Q), et si v, — ¢ dans CF?,
ol ' est uu compact de Q, alors (u, , vn) — (u, ).

C’est une application immédiate du corollaire : la continuité en u n’est rien
d’autre que la définition des suites convergentes dans D', tandis que la conti-
nuité en o est la définition des distributions comme formes linéaires continues

sur chaque CFF.
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On démontre de méme le résultat analogue lorsque w, — wu dans &' et
wn — p dans S,

(b) Si f, = [ dans C™(Q), et si u, — u dans D'(Q), alors f,u, — fu dans
D'(Q).

11 s’agit de prouver que, pour tout ¢ € C§°(2). on a {fyun, v) = (fu, ).
Le corollaire appliqué 4 la forme bilinéaive B(u. f) = (fu, ¢) = (u, fy) four-
nit himmédiatement le résultat.

C.4.3. Continuité séquentielle du produit de convolution. — Nous allons
prouver le résultat énoncé au théoréme 7.4.9 : Si F' et G sont deux fermés
convolutifs, et si deux suites de distributions u; et v; respectivement & support
dans F' et G sont convergentes, alors lim(u;  v;) = (limuj) * (limwvy).

Dans la démonstration de la continuité séparée, nous avons montré qu'il
suffit de démontrer le théordme dans le cas ot F' et G sont compacts, ce que
nous supposerons désormais. Nous avons aussi établi la relation (u+v, ) =
{(u, D% ) que nous aurons a utiliser. La démonstration se fera en deux étapes.

Montrons d’abord la continuité séquentielle de Vapplication (u, p) — u* @
de Dy x Cf° dans CF, - olt K est un compact, et olt on note Dy I'espace des
distributions & support dans F.

Il faut donc prouver que si u; — uy dans D et si @; — ¢o dans Cf?, alors
les fonctions 9% (u;*p;) convergent uniformément vers 0% (up*wg). Raisonnons
par l'absurde en supposant qu'il n’en soit pas ainsi. On pourrait alors, quitte
& extraire une sous-suite, trouver une suite x; de points de F'+ K qui converge
vers un point xg telle que la suite (0%uj % ;) (2;) ne converge pas vers (9% ug*
(,0(])(:1:0).

Or, en notant vy la fonction y ~ @;(z; — ¥), on voit facilement que );
converge vers ¢y dans C5°, ol L est le compact K + F' + (=K). On a donc
d’apres le résultat (a) du n°C.4.2

aa, . ) — Pata aly . Pate i ; — (O, .
(0% * @) (i) = (0%uy, ;) = (0%ug , tho) = (0%ug * @o){x0o),

ce qui est la contradiction cherchée.

Revenons a la démonstration du théoreme 7.4.9. Nous devons prouver que,
pour p € C§%, on a

21 - 9T T - L { ; ‘e
(uj, Uj % @) = (uj*vj, o) = (ug* vy, @) . (C.5)
D’aprés le résultat que nous venons de montrer, la fonction v;x¢ converge dans

'7° vers la fonction dyx ¢, olt L est le compact Supp(¢) +(—G). Une nouvelle
application du (a) du n°C.4.2 montre que le membre de gauche de (C.5)
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converge vers (up, g * ) qui est égal au membre de droite de (C.5). Cela
achéve la démonstration.
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Principaux espaces fonctionnels

On a représenté ci-dessous la plus grande partic des espaces de fonctions ou de distribu-
tions introduits dans ce cours, k désignant un cntier > 0 et s un réel > k. Une fleche 4 —+ B
signifie que l'espace A4 est inclus dans B et que Iinclusion est continue : si uj — u dans
A , alors u; — # dans B. Bien entendu, la composée de deux fleches est une fleche (non
représentée).

La régularité décroit en lisant le tablean du haut vers le bas, et la “petitesse & l'infini”
décroit en lisant de gauche & droite. Unc représentation plus fidele aurait décalé, comme
dans la figure 9.3, Vespace S vers Ia gauche et I'espace S’ vers la droite.

se . 9 . . “
Il 0’y a pas d’inclusion entre les espaces L', L* et L, mais on a LS, € Li. C L.,
espaces qui prendraient place sur la verticale de droite.

oty S o=

l ™

L

i/

Ll

loc

Y

5'

Wpour s > k4 n/2.
®Pour s > n/2.
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