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Description :

Dans un nombre croissant d’applications scientifiques et industrielles, la mo-
délisation et la simulation numérique jouent un roéle clef pour comprendre et
analyser les phénoménes physiques complexes mis en jeu. Un élément commun
a ces systémes énergétiques, spatiaux, biologiques, mécaniques, fluides, etc...
tourne autour de la notion de systémes dynamiques, dont 1’évolution en temps
et les domaines de stabilité/instabilité gouvernent les propriétés qualitatives des
solutions. Ces systémes sont particuliérement multi-échelles, c’est-a-dire qu’ils
impliquent une trés large variété d’échelles en temps, voire d’espace. Ils posent
alors de nombreuses difficultés si 'on veut en faire une résolution numérique
précise afin de disposer d’outils de prédiction de leur dynamique fiables.

Dans ce cours, nous étudierons des exemples dans de nombreux domaines
d’application comme la combustion, la mécanique des fluides, la dynamique des
populations, la dynamique chimique non-linéaire ou le génie biomédical, que I'on
rassemble sous le vocable de “milieux réactifs" . Le cours repose sur un premier
fil rouge d’une compréhension de ce qu’est une hiérarchie de modéles a diffé-
rentes échelles. Nous proposons d’identifier les enjeux en termes mathématiques
afin de comprendre et d’analyser la dynamique de ces systémes en dimension
finie, voire d’en proposer une simulation précise, fiable et prédictive. Les do-
maines sur lesquels le cours donnera une expertise sont : analyse mathématique,
schémas numériques pour les systémes d’équations différentielles, analyse de la
stabilité des systémes - bifurcation, implémentation numérique et bibliothéques
de programmes permettant la simulation numérique ou I’analyse de bifurcations.
Des applications sur machines permettrons une analyse de la dynamique mais
aussi une compréhension des schémas numériques a la base d’une simulation
précise et robuste, ainsi qu’une ouverture sur les enjeux du calcul haute per-
formance. L’ensemble des petites classes se font au moyen de notebook Jupyter
(http://jupyter.org/), ce qui permet une familiarisation avec les concepts et
les méthodes numériques particuliérement efficace, puis d’analyse les résultats
en terme des applications. L’ensemble des techniques proposées sera illustré sur
des exemples simples mais symptomatiques des enjeux des systémes complexes
rencontrés dans les applications. Un mini-projet permet de mettre en oeuvre les
notions et méthodes enseignées et de se confronter a des systémes appliqués.

1. Un milieu impliquant plusieurs “espéces" qui ‘“réagissent" entre elles avec un certain
niveau de complexité impliquant un large spectre d’échelles de temps, voire d’espace.



Contenu :

— Modélisation mathématique des systémes dynamiques réactifs complexes
multi-échelles. Hiérarchie de modéles et complexité. Revue d’un ensemble
de cas d’application allant de la dynamique des populations en biologie,
a la combustion et a la dynamique de flammes, en passant par les milieux
excitables, la mécanique des fluides, la physique solaire, etc..

— Rappels sur analyse mathématique des systémes dynamiques (théorie
d’existence et unicité, comportement au voisinage des points non sin-
gulier, redressement du flot) et leur classification. Identification précise
des systémes dissipatifs et conservatifs. Applications en dynamique des
populations et mécanique.

— Approximation numérique des systémes différentiels dissipatifs et appli-
cations. Schémas classiques dans le cas non raide, enjeux associés a la
raideur des systémes. Conditions d’ordre et notion de stabilité des sché-
mas numériques (A-, L- et B-stabilité). Application sur des systémes
différentiels issus des champs applicatifs mentionnés précédemment.

— Méthodes numériques avancées pour l'intégration des systémes d’équa-
tions différentiels ordinaires (séparation d’opérateur, ROCK4, RADAU5
...). Applications a des systémes raides issus des applications.

— Analyse du comportement asymptotique des systémes en présence de pe-
tits parameétres, perturbation singuliére et systéme fortement oscillants.

— Analyse des points singuliers hyperboliques et classification topologique
de la dynamique au voisinage d’un point d’équilibre. Stabilité des points
d’équilibre, détection des points de bifurcation et méthodes de continua-
tion. Application & des systémes chimiques, physiques et mécaniques.

— Cas des systémes spatialement étendus, onde progressives, trajectoire
hétéroclines et homoclines, structures de Turing. Applications en biologie,
chimie et combustion.

— Analyse et classification des bifurcations - Formes normales et symétrie.
Applications en chimie, mécanique des fluides, dynamique des popula-
tion, mécanique des fluides.

— Meéthodes numeériques pour les systémes dynamiques conservatifs, inté-
grateurs symplectiques.

— Ouverture sur le chaos - Conférence.

FIGURE 1 — Flamme diphasique avec éclairage laser de I'injection du combustible. Fusée Ariane
utilisant un propulseur & poudre au décollage. Ondes spirales en milieu excitable. Tempéte solaire.
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