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R.LR.O.
(3e année, N° R-3S 1969, p. 17-44)

LA RESOLUTION NUMERIQUE
DES PROBLEMES DIFFERENTIELS

AUX CONDITIONS INITIALES
PAR DES METHODES DE GOLLOGATION

par A. GUILLOU et J. L. SOULÉ

Commissariat à l'Énergie Atomique, Département de Calcul Électronique

Résumé. — On étudie de manière systématique les méthodes de résolution par pas suc-
cessifs qui consistent à déterminer de proche en proche sur chaque intervalle [tn, tn+i] une^
approximation polynomiale définie d'une part par des conditions d'enchaînement (égalité
avec le polynôme précédent au point tn : formules à pas séparés ; ou égalité aux points tn>
*W_i,... tn—P: formules à pas liés) et d'autre part par des conditions de collocation (satis-
faction du système différentiel en des nœuds convenablement choisis). Vune des principales
propriétés établies pour les formules implicites ainsi obtenues est que Vordre de troncature
général de chacune delles est identique à celui de la formule de quadrature correspondante.
On étudie diverses généralisations qui conduisent à d'autres formules implicites, dont on
caractérise Verreur de troncature.

L UNE CLASSE FONDAMENTALE DE FORMULES IMPLICITES
A PAS SEPARES

A. Définition des formules. Equivalence avec la forme traditionnelle

Nous considérons le problème général de conditions initiales pour un
système différentiel non linéaire quelconque mis sous la forme canonique

où y est un vecteur de dimension quelconque, F une fonction vectorielle dont
nous serons amenés à supposer qu'elle est continûment différentiable jusqu'à
un ordre convenable dans un domaine approprié contenant y0.

Pour obtenir numériquement une solution approchée de ce problème, nous
choisirons une suite de valeurs t0 = 0, tl9..., tnJ... et nous définirons de proche
en proche des polynômes (à coefficients vectoriels) zo(t),..., zn(t),... qui appro-
cheront respectivement y(t) sur les intervalles successifs (f0? f j , . . . , (/n, tn+i)...
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zn(t) sera défini par les conditions suivantes :

2) zn(t) est de degré maximum q.

3) ^ n i t d = F[zn(tt)] p o u r tt = tn + ( t n + i — t n ) r t i = l k q

Les Tt sont q valeurs distinctes caractérisant une méthode particulière.

Une définition équivalente est donnée par certains auteurs à partir de la
forme intégrale

Nous allons montrer l'équivalence de notre définition avec la définition
traditionnelle de certaines formules de Runge-Kutta implicites. Pour cela,
nous prendrons pour inconnues les quantités :

k, = ±

On sait que le polynôme -^-zJt), de degré q— 1, est parfaitement défini
d£

en fonction des kt par la formule de Lagrange :

De même :

et par suite

kj \UQJ?') dt'

Nous aboutissons ainsi à la méthode suivante : déterminer les kt par le
système d'équations implicites

puis prendre

où l'on a posé
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(T — xx) ... (T — Ty_A)(T — 7j+i) ... (T — Tq) d r

~ f a — ̂ l) ». fa — Tj- l)fa — Ti + l) - fa — *q)

(̂  — ^i) ... (̂  — ^-iX^ — ^i+1) ... (̂  — vq) dr
•/o

fa — Tl) - fa — ti-lXti — Ti+l) .» fa — O

Les a y et les (3; sont des constantes qui ne dépendent que des rt. Sous la
forme obtenue, on montre par le raisonnement habituel que si F satisfait une
condition de Lipschitz, la méthode définit, pour une borne supérieure assez
petite des pas, une approximation unique de la solution, convergeant vers la
solution lorsque cette borne tend vers zéro.

B. Propriétés de l'approximation sur un intervalle

Nous supposerons provisoirement que zn(tn) = y(tn), autrement dit qu'il
s'agit du premier intervalle (n = 0), et nous supprimerons l'indice n.

[L] Comparons d'abord z(^) à y(fù e t ? (h) à ~- (tt).
at at

Si y(t) possède une dérivée d'ordre q + 1 continue entre 0 et h, on démontre
aisément l'identité :

(chaque puissance étant prise nulle lorsqu'elle porte sur un argument négatif).

Nous pouvons donc écrire :

avec

\ti(h)\ ^ I JLST^T)! dr. sup
v 0 ~̂

et ti(h) fonction continue de h. Par ailleurs :

_•. = y n -|- KStOLuki,

soit :
z£ = yt

En faisant la différence des égalités y | = F(y{) et kt = F(zf) et en posant
fe. —y'. = B'i, on obtient :

il = F[yt + ASao.S; - h^z^h)] - F(yt)
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Désignons par L la constante de Lipschitz, par D le maximum
des |8{|, par A le maximum de ]T |ocy|. On a l'inégalité :

j

D < LQiAD + hq+1C) ou D(l—hLA) < hq+1LC

On en déduit que, lorsque h tend vers zéro :

*i—tt' = A«+1iji(*)
dFoù Y];(A) est une fonction continue en A, de partie principale — — [y0] - zfâ).

Réciproquement, considérons une formule de Runge-Kutta implicite de
rang q9 définie par des a£j- et des p; a priori quelconques. Posons ^ atj = T£

et supposons que pour tout F suffisamment différentiable on ait :

Ceci entraîne qu'on ait

F(y0 + hXxijkj) = F(y{)
ou encore

F(y0 + «Saytf) = F(yt)

c'est-à-dire finalement :

y0 uj

pour toute fonction y(t) continûment dérivable q + 1 fois entre 0 et h, ou encore

pour tout polynôme de degré au plus égal à q.
On vérifie aisément que ceci ne peut être obtenu qu'avec les formules de la

classe définie ci-dessus.

Théorème I

Parmi toutes les formules de Runge-Kutta implicites de rang donné q, les
formules considérées possèdent la propriété caractéristique suivante : les kt

approchent les valeurs exactes yf(hTt) avec une erreur qui est de l'ordre de A«+1,
pourvu que la solution possède une dérivée d'ordre q + 1 continue.

[2.] Étudions maintenant le comportement des coefficients de z(f). Soit :

*(0 = Jo + axt + ... + aqt
q

Les a{ s'expriment linéairement en fonction des kt, on peut donc les décom-
poser en deux parties, l'une correspondant aux y'h l'autre aux kt—y\. En
faisant appel à la théorie de l'interpolation, on en déduit aisément :
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Lorsque h tend vers zéro, z[t) converge uniformément en t dans tout intervalle
fini vers le développement limité de y(t) arrêté au terme en tq, et un énoncé
analogue est valable pour les dérivées successives.

Théorème II

Lorsque h tend vers zéro, chaque coefficient de z(t) converge vers le coef-
ficient correspondant du développement en série de y{i) à l'origine.

[3.] Comparons enfin z(t) et y{t) sur l'intervalle (0, K).

De kt = y\ + hq+1yii(h) on déduit que z'(0> entre 0 et h, diffère d'une
quantité en hq+1 du polynôme u'(f) de degré q— 1 interpolé sur les y'i9 lequel
vérifie (en vertu de la théorie de l'interpolation) :

Par intégration, on obtient :

Z(hr) - yQlT) y
q[

 W J (T' - T,) ... (T' - T.) dT'

C Etude de Terreur commise aux extrémités des intervalles

La dernière formule obtenue, prise pour T = 1, montre que l'ordre de
troncature est égal à q, chaque fois que l'ordre de quadrature sur les nœuds T ;

dans [0, 1] ne dépasse pas q. Mais elle ne nous renseigne pas dans le cas con-
traire où l'ordre de quadrature est plus élevé.

Posons

= z'(t)-F[z(t))

on a par hypothèse ~ 8(0 = zr{t) — y'(t) = A(t) + F[z(t)] — F[y(t)]ce qui fait
ût

apparaître entre 8(t) et A(0 la relation différentielle :

~Ttm ~ Fm + 8 ( 0 ] + Fly(t)] = A(t)

Compte tenu de 8(0) = 0, nous pouvons considérer la transformation qui
fait passer de A(*) à 8(0- Supposons d'abord que F[y(i) + 8(0] soit linéaire
en 8(0 :

F[y(t) + 8(0] = F[y(t)] + G(0 • 8(0

Nous avons alors à inverser le système linéaire

~ Kt) - (Ht). 8(0 = A(0 8(0) = 0
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Selon la théorie classique des systèmes différentiels linéaires, pour évaluer
S(h) nous introduisons le résolvant matriciel R(t) défini par :

ce qui permet d'obtenir l'identité

et par suite

8(h)= ( R(t)A(t)dt
Jo

Nous appliquons à la fonction R(t)à(t) la formule de quadrature interpo-
latoire sur les noeuds hrit Puisque A(f) s'annule par construction pour chacune
de ces valeurs, l'intégrale est égale au reste de la formule, c'est-à-dire à

hr +1 f
Jo

où K(y) ne dépend que des rt et où la dérivée [l*A](r> est supposée exister entre 0
et h9 r étant Tordre de la formule de quadrature sur les nœuds T£. R est continue
ainsi que ses r premières dérivées s'il en est ainsi de F; de même A, à travers z
dont nous avons établi plus haut la régularité. Dans ces conditions, on voit
que la formule a un ordre de troncature égal à r.

Nous pouvons lever l'hypothèse de linéarité. En effet, dans le cas général
nous pourrons écrire :

s m ~ % m)] *m = m + 0(S2)

Puisque S(0 = 0(A«+1), nous aurons :

= R(t)A(t) dt + 0(h2q+z)
Jo

or on sait que r ne peut pas dépassser 2q, de sorte que le terme complémentaire
est d'un ordre négligeable.

On peut aussi établir cette extension en posant :

8(0] = Ffy(t)] + ^ bit) + pS(01 ' 8(0

= F[y(t)] + G(t)-Kt)

autrement dit en faisant entrer §(ƒ) dans la définition de G(t) et par suite de R(t).
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Théorème III

Toute formule de la classe considérée a un ordre de troncature identique à
son ordre de quadrature.

Pour préciser l'expression de Terreur et sa partie principale» nous rem-
plaçons Rà par (R$)\ soit :

S(A) = Ar+1 f j^T)[l»P + 1)(ftT)dT

En posant A = J K(r) dx (constante d'erreur de la formule de quadrature)
Jo

on obtiendra une expression plus explicite en fonction de y{t) et F(y) en appli-
quant à R$ la formule de Leibnitz et en remarquant que :

-i0 pour s < q

— 7(s)(0) pour s > q

2° les dérivées successives de R s'obtiennent par récurrence en fonction de
dF

celles de — en utilisant la définition
dy

dt dy

Enfin, on peut étudier la propagation de l'erreur d'un intervalle à l'autre
selon l'analyse habituelle des formules à pas séparés. Ceci permet en particulier
de préciser les propriétés de l'approximation sur un intervalle, compte tenu du
fait que la valeur initiale est erronée.

D. Formules particulières. Extension aux nœuds confondus

La classe étudiée dans cette première partie a déjà été considérée par
Ceschino et Kuntzmann^lJ* Toutefois le théorème III ne semble_avoir été_
énoncé que dans des cas particuliers :

— Gauss-Legendre [1], [2],
— Radau (avec nœud à l'origine) [3].

Par ailleurs, Céa [4] a étudié le cas des nœuds équidistants (Newton-Coates).
On peut faire aussi le rapprochement avec la méthode de Lanezos, dans le cas
où les nœuds sont les zéros d'un polynôme de Tchebichev.

Les formules d'ordre élevé (Gauss, Radau, Lobatto) paraissent a priori les
plus intéressantes, dans l'esprit de la méthode.
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En faisant intervenir explicitement les dérivées de F, on peut étendre de
façon naturelle la classe considérée au cas où certains nœuds sont confondus.
Par exemple, dire que deux nœuds sont confondus en T£, c'est compléter la
condition de collocation par :

On obtient de cette façon des formules qui ne sont plus du type Runge-
Kutta implicite, mais auxquelles la théorie précédente s'applique. Parmi elles
figure évidemment la méthode de Taylor {q nœuds confondus à l'origine), des
méthodes réversibles particulières ne faisant intervenir que les deux extrémités
de l'intervalle, etc.

E. Application aux systèmes différentiels à coefficients constants

Après diagonalisation, l'étude de ces systèmes revient essentiellement à celle
de l'équation

— = Xy y0 = 1

Nous allons obtenir dans ce cas une expression intéressante de z(h). Par
construction z'(0 et Xz(0 coïncident aux q points fiTt. Mais Xz est de degré q
et z' de degré q — 1, de sorte que cela entraîne :

Xz — z\t) = C(t — krt) ... (t — hTq) = CQ(t)

Pour déterminer C, il suffit de multiplier cette égalité par e~Xt et d'intégrer
de zéro à l'infini (dans une direction convenable), en utilisant z(0) = 1 :

1 - C e"x'£
Jo

Maintenant, en intégrant de h à l'infini, on obtient :

Jh

D'où le résultat :

t e~XiQ(t + h)dt f e~p TÖ(T + l)<
z(

c'XtQ(t)dt c~^Q
JQ JO

où l'on a posé Q(T) = (T — r t ) ... (T — rq) , p = Ih
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Ceci met en évidence une expression de la fraction rationnelle en p qui est
fournie par la méthode comme approximation de la solution exacte ep. (Les

deux intégrales sont des polynômes en - de degré # + 1 , sans terme constant.)
P

Cette fraction, dont le numérateur et le dénominateur en p sont au plus de
degré q, a un développement limité à l'origine qui coïncide avec celui de ep

jusqu'au terme en pr (r ^ q).
Réciproquement, considérons une fraction rationnelle <J>(p) = -~~ vérifiant

BKP)
les conditions suivantes :

1° degré (A) = p ^ r A(0) = 1

degré (B) = p' < r B(0) = 1

2° Le développement en série entière de O(p) s'accorde avec celui de e9

au moins jusqu'au terme en pr inclusivement.

Divisons le numérateur et le dénominateur par p r+1 , on aura :

•È) / > * >
d e g r é (P) = d e g r é ( ö ) = r

f 'e" PTP(T — 1) dr f "e" >\Q(?) — P(x — 1)] dr
Jo , Jo

r ° ° _ p T - r c o _ p T -

Jo Jo

Or cette quantité doit se comporter comme cpr+1 pour p —> 0. Par hypothèse,
c'est bien le cas pour le premier terme, quels que soient P et g- M a i s ^e second
numérateur ne restera borné que s'il est nul.

On obtient ainsi l'expression générale des fractions rationnelles considérées

(fi) =
Jo

Pour avoir/? < r, il faut et il suffit que les r — p derniers termes de P soient
nuls, autrement dit que g(x) contienne (T — l)r~* en facteur. De même pour
avoir/?' < r, il faut et il suffit que Q(T) contienne ^~p' en facteur. Ceci n'est
possible que si p + p9 ^ r. A la limite, pour p + p' ~ r, on a nécessaire-
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ment g(x) = TP(T — l)p et on obtient une expression générale des fractions
figurant dans la table de Padé :

f
f

Jo
— l)p'dx

Par ailleurs, nous n'avons pas supposé que A(ç>) et B(p) étaient nécessaire-
ment premiers entre eux. Ceci a pour conséquence qu'une même fraction
irréductible vérifiant p < r et p' < r (r : ordre effectif) a plusieurs représenta-
tions distinctes de la forme indiquée.

Par exemple, pour les fractions de la table de Padé, on peut prendre

ëW = COT"(T - 1)"' + Cl ± [T"(T - Vf'] + ... + cs£s [T"(T - If]

avec s = min[p,p']; c0,..., cs quelconques.
Nous sommes maintenant en mesure de fixer les T̂  pour obtenir une fraction

rationnelle donnée, du moins lorsqu'il lui correspond un Q(y) dont toutes les
racines sont réelles. Par exemple, nous pouvons obtenir de plusieurs façons
chaque fraction de Padé ; la plus économique nécessite de prendre

q = max (p, p') Q(r) = £s [TP(T - l)p'] s - min (/>, p').

En prenant pour s toutes les valeurs décroissantes jusqu'à zéro, on aug-
mente q jusqu'à p + p' et on obtient chaque fois des systèmes de nœuds
compris entre 0 et 1 (avec des nœuds multiples en 0 ou 1).

Par exemple, pour p = p\ on obtient d'abord la formule de Gauss à
p nœuds, puis la formule de Lobatto kp + 1 nœuds, et en dernier lieu la formule
avec/? nœuds confondus à l'origine dp nœuds confondus à l'extrémité.

Les formules de Radau s'obtiennent avec \p—p'\ = 1, s = min (/?,/?')•
Avec p' = 0, on obtient la méthode de Taylor (polynômes); avec/> = 0 ,

on obtient la méthode de Taylor inverse (inverses de polynômes).
Pour compléter l'étude des systèmes à coefficients constants, il faut consi-

dérer ce qui se passe pour les chaînes du type :

X^„ ytlf>) = 1

on établit aisément que dans ce cas z2(t) = —
QÀ
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Notons enfin l'expression générale de la fraction rationnelle obtenue par
les formules de Runge-Kutta implicites :

—pocn ... —

— poc21 ... —

— pocql ... 1—

1 —pa l jL ... —

— pa,,. ... 1 — pa,,

F. Formules modifiées

La démonstration du théorème III suggère une variante intéressante des
formules considérées jusqu'ici. Supposons que les T; soient tous différents de un.
Après avoir abouti à la formule

f*f
Jo

nous pouvons appliquer à RA la formule de quadrature interpolatoire sur
q + 1 nœuds : les h^i et /z. Profitant de R(h) = I9 nous obtenons

8(A) = A r '+ 1 f
où r' est cette fois l'ordre dê  quadrature sur les nœuds T1? ..., rq, 1. y est un
coefficient connu et A(A) — z'(h) — F[z(h)] peut s'évaluer par un calcul
explicite.

Ceci nous conduit à approcher y (h) non plus par z(h) mais par z(h) — hyA(h)9

ce qui nous permet d'atteindre l'ordre r'.
On peut présenter autrement la modification effectuée en disant qu'on a

remplacé z(/) par un autre polynôme d'approximation de degré q + 1, soit
z(i)9 défini de la façon suivante :

pour î — HTU ..., hrq, h.
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Le polynôme z(t) a tous ses coefficients qui tendent vers ceux du dévelop-
pement limité de y(t) jusqu'à l'ordre tq+t lorsque h tend vers zéro.

On voit qu'on atteint de cette façon le même ordre de troncature que si on
avait effectué la collocation directement sur les q + 1 nœuds hru ..., htq, h.
L'avantage est que le système d'équations implicites à résoudre comporte une
équation en moins.

La partie principale de l'erreur est cependant différente, du fait que
= —/s>(0) à partir de s = q + 1 et non de s = q + 2.

Le cas particulier des formules de Radau à point terminal et des formules de
Lobatto a déjà été étudié par Butcher [3].

Dans le cas où F est linéaire à coefficients constants, les conditions imposées

à -^ entraînent — = F(z). En particulier pour l'équation y' = ~ky(y0 = 1), on

aura : -^ = Xz — z\i) + cQ(t) et par suite :

z(t) - z(t) + c [ fi(f) et' Xz- z'(0 = Xc ffÖ(O àt'
Jo Jo

ce qui conduit à :

f e - ^
L'identité :

f' dt dp
 p + 1

Jo t — 1 ó.tp

montre que les formules de Lobatto modifiées conduisent à un décalage dans
la table de Padé qui est d'une case à 45° vers le haut et la droite.

Il en est de même pour les formules de Radau à point terminal modifiées;
autrement dit, on retombe sur les fractions obtenues avec les formules de
Radau à point initial (non modifiées).

On pourrait obtenir de nouvelles formules modifiées en partant de formules
àF

à point final multiple. Par exemple, lorsqu'on sait calculer le jacobien — » on
ây

peut construire une formule complètement explicite d'ordre 4 sur le point
initial et le point final.
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G. Systèmes différentiels d'ordre supérieur

Considérons par exemple l'équation différentielle d'ordre m :

on la ramène classiquement à la forme canonique (1) en introduisant le vec-

teur X0>J;i = "T-? —5 ^m-i = y * ^ a r conséquent, les formules que

nous avons étudiées s'appliquent à ce problème. On vérifie qu'elles conduisent
à approcher y et ses m — 1 premières dérivées par des polynômes de même
degré q et qu'on obtient le même ordre de troncature pour toutes ces fonctions.

Dans un tel cas, cependant, on peut appliquer différemment le principe de
collocation : on approchera y par un polynôme z de degré maximum q + m — 1
défini par :

dt [ d d"1"1 1

<h), Tt (tt),..., —t z(tt) en q points
Les propriétés des formules obtenues s'étudient de façon analogue. Les zi

approchent les yt avec une erreur en 0(/z?+m), les — (tt) approchent les ~{t^

avec une erreur en 0(hq+m~1), etc. Seules les dérivées d'ordre m — 1 et m sont
approchées aux points t{ avec une erreur en 0(Â2+1).

L'étude de l'erreur de troncature peut se faire à nouveau à l'aide du résol-
vant matriciel, en notant en particulier qu'une seule composante de A est non
nulle. Si r est l'ordre de quadrature sur les nœuds utilisés, l'ordre de troncature
pour y est max [r, q + m — 1], celui pour y' est max [r, q + m — 2], etc.

On peut traiter de même le cas de plusieurs équations différentielles cou-
plées, d'ordres égaux ou différents [6],

H. UNE CLASSE FONDAMENTALE DE FORMULES IMPLICITES
A PAS LIES

A. Définition des formules. Equivalence avec la forme traditionnelle

Pour obtenir numériquement une solution approchée du problème (1), nous
choisirons maintenant une suite de valeurs équidistantes

t-p = —pK «., tu t0 = 0, tl9..., in = nh,...
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et des approximations z0, z_ l3..., z_p de yOy yu ..., y^p; puis nous définirons
de proche en proche des polynômes zo(t),..., zn(t),.„ qui approcheront res-
pectivement y(t) sur les intervalles successifs (t0, tx)t... (tn9 tn+t)>... ztt(t) sera
défini par les conditions suivantes :

1) zJJn—M « *n-l('n —M J = 0 à ƒ> Z0(—jh) = Z-j

2) zn(f ) est de degré maximum p + q

3) ^ & + Ar*) = F[zn{tn + AT,)] i = 1 à q

Les Tj sont r̂ valeurs distinctes caractérisant (avec ?̂) une méthode parti-
culière. Certains des xf peuvent prendre Tune des valeurs 05..., —p. De toutes
façons, nous supposerons le système (— j , T;) régulier (*).

Nous allons montrer l'équivalence de notre définition avec la définition
traditionnelle de certaines formules hybrides (ou mixtes) implicites. Pour cela,
nous prenons comme inconnues les quantités :

ki = faZ«(tn + fai) Ï = 1 à q

Puisque le système (— j9 T;) est régulier (voir annexe), le polynôme zn(t)
est défini de façon unique en fonction des kt et des zn^±(tn—jh). Donc, on a
des expressions de la forme :

zn(tn + hTi) = Y, *ijzn-i(tn —jh) +
j

Les kt sont donc déterminés par le système d'équations implicites :

ki = F X « i / * » - j + * Ç Y » f c J i = l à g

p u i s

L'existence et la convergence pour h tendant vers zéro s'étudient par les
méthodes usuelles.

B. Propriétés de l'approximation sur un intervalle. Erreur de troncature

1. Pour étudier ces propriétés on supposera provisoirement que :

zjjn —jh) = y(tn —jh) j = Oàp

et on supprimera l'indice n (tn = 0).

(1) Voir annexe.
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Par un raisonnement analogue à celui utilisé pour les formules à pas séparés
on obtient les relations :

*, - y{ = F[yt + hZr^kj - y'j) - Ap+*+ ̂ (A)] - F[yt]

d'où l'on déduit kt— y\ = hp+q+\(h) et Ton établit que cette propriété est
caractéristique parmi les formules implicites à pas liés faisant intervenir p
valeurs antérieures de la solution et q valeurs de la dérivée. On en déduit aussi
le comportement des coefficients de z(t) pour h tendant vers zéro, et celui de

T)-y(fa).

2. Si l'on pose à nouveau

= z{t) - y(t) A(0 = z\t) - F[z(t)]

on a toujours 18(f) — F[y(t) + S(0] + F[y(t)] - A(0

avec
8(_/A) = 0 j = Ohp

En introduisant le résolvant matriciel R(t), on obtient une fonction R(t)
qui possède les propriétés suivantes :

a) elle est égale à 8(h) pour t = h,
b) elle s'annule pour t = —JAJ = 0 kp,
c) sa dérivée vaut R(t)k(t) dans le cas linéaire et R(t)A(t) +

dans le cas général, de sorte qu'elle est nulle ou négligeable (*) pour t = /JT£

« = 1 à q,
d) ses dérivées d'ordre supérieur sont régulières avec celles d'y.
En appliquant à R(t)S(t) la formule de quadrature à pas liés donnant la

valeur pour t = h en fonction de la valeur pour t = —7A et de la dérivée
pour t ~ fiTit on obtient :

( ) ( ) + ƒ ( ) [ f 1 ) ( / * T ) dr

soit

ƒ

avec

i O pour s < p + q

— y^(O) pour s > p + q

D. Etude de la stabilité

L'étude de la propagation de Terreur s'effectue selon l'analyse habituelle
des formules à pas liés. En particulier, on peut appliquer la théorie de
la stabilité de Dahlquist. Selon cette théorie, la stabilité asymptotique

(1) Voir Annexe.
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pour h tendant vers zéro est fonction des racines de l'équation caractéris-
tique :

sp+1 — JXjSp-J=0

et plus précisément du fait qu'il existe ou non des racines de module supérieur
à un.

E. Formules particulières

Les formules dans lesquelles xf ne peut prendre que les valeurs —p>..., — 1,
0 et éventuellement + 1 sont classiques. Au contraire, les formules hybrides
implicites (à points auxiliaires) ne semblent pas avoir été considérées jusqu'ici,
sauf en tant que formules de quadrature à pas liés (Krylov).

Celles qui paraissent les plus intéressantes sont les formules à ordre de
troncature maximum qui ont été définies plus haut. Nous compléterons en
Annexe les indications de Krylov concernant la stabilité de ces formules. On
pourrait, ici encore, étendre la théorie au cas des nœuds confondus.

F. Formules modifiées

On peut à nouveau bâtir des formules modifiées faisant intervenir de façon
purement explicite la valeur T ; = 1.

Le cas où il n'y a pas de T£ différent de —j est classique. Les autres cas sont
apparemment nouveaux.

m. NOUVELLES CLASSES ETENDUES

A. Définition d'une nouvelle classe de formules à pas séparés. Equivalence
avec la forme traditionnelle

1. Résoudre le problème (1) consiste à rechercher deux fonctions y{t)
et y'(t) liées par les deux relations :

y'(t) = F(y(t)) y(t) = y0 + [y\t') ât'

Nous définirons une nouvelle classe de formules en approchant respecti-
vement y'(t) et y(t) sur [0, h] par les polynômes k(t) et l(t) de même degré q — 1,
définis par deux groupes de q conditions :

\ i== \hq Tf distincts

= y0 + \ k(t') dt' j = 1 à q lj distincts
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Les 2q valeurs xt et Ç,- caractérisent une formule particulière. Pour finir,
f*on prendra y(h) = y0 + l k{i) dt

Jo

Posons Q(t) ~{t — h^x) ... (t — h%q) = .

Le polynôme l(t) et le polynôme z(t) = y0 + £(*') d/' sont imposés
Jo

égaux en q points. Or z(t) est de degré q. Il en résulte la condition équivalente :
/(f) = z{t) — Cg(0 où C est le coefficient de n dans

Sous cette forme, on peut étendre la classe considérée en prenant pour g(x)
un polynôme quelconque de degré q. Par contre, les xt continueront à être
supposés distincts.

2. L'équivalence avec la forme traditionnelle des formules de Runge-Kutta
implicites s'établit comme suit. Le coefficient du terme en t*~l dans k(t)
s'exprime linéairement en fonction des kt; il en est donc de même pour C, à
savoir

1
C

" q (T. _ T l) ... (Tj

D'autre part z(hTt) = y0 + KLa^kj.

D'où

h = Kfai) = y0 + hLciljkj avec

3. La classe de formules ainsi définie contient comme cas particuliers d'une
part la classe fondamentale définie au chapitre I (prendre ^ = T£ pour tout /),
d'autre part les formules modifiées définies en I—F. Pour obtenir ces der-
nières, il faut prendre :

Q(t) = q (f —/ZTJ) ... {t' —/zTg_j,) dt' (et rq = 1)
Jo

autrement dit g(0) = 0 • - p (AT;) = 0 pour i = 1 à q — 1.

T7 cr + - d / dm _d<g
En effet puisque — = — C -F1 on aura

y dt dt dt
= y0 et — (ATJ) = kihri) i = 1 à q — 1
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B. Propriétés de l'approximation sur un intervalle

1. La quantité /Sy^- e s t ^gale au coefficient du terme du plus haut degré
du polynôme d'interpolation des y\, multiplié par qhq. Cette quantité est donc
d'ordre hq. Par suite, on a :

D'où

y( = y0 + hZxljy} + h%(h)

kt - y[ = F[yt

h =
Réciproquement, toute formule de Runge-Kutta implicite de rang q véri-

fiant l'une ou l'autre de ces conditions appartient à la classe considérée (à moins
qu'elle ne se ramène à une formule du chapitre I de rang q — 1 par confusion
de deux des nœuds).

La démonstration de cette réciproque est basée sur le fait que £yj>; est
à un facteur près la seule combinaison linéaire d'ordre h?"1 pour toute fonc-
tion régulière (à condition que les T£ soient distincts).

2. De ce qui précède, on déduit que si on pose :

tq

z(t) = y0 + bot + ... + K-1-

on a

Par suite, il y a convergence uniforme de chacun des polynômes vers un
développement limité de y(t) ou ^'(0-

z(t) — X 0 e s t de l'ordre de hq+1 dans tout l'intervalle [0, h], mais la partie
principale de l'écart n'est pas aussi simple que pour les formules du chapitre I.

3. Considérons momentanément l'ensemble des formules de Runge-Kutta
implicites (ou explicites) de rang q, en excluant toutefois les formules à nœuds
confondus :

kt = F[y0 + hSciijkj] rf = £ a0- (T; distincts)
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on peut les interpréter à l'aide des polynômes k(t) et l(t) de degré q — 1 :

k(hxt) = kt l(hrct) = li=y0 + hZoiijkj

W) =bo + bxt + ... + bq_1t
q~l

KO = Û O + 0 I ' + . . . + O,-I**"1

Au lieu de caractériser une méthode particulière par la matrice ay, on peut
la caractériser par les T£ et par la matrice qui fait passer des bt aux av II est
facile de voir qu'elle est de la forme :

= Jo + ToiM2 + ». + Jo>q-ih
qbq-i

(La classe de formules considérées dans ce chapitre est caractérisée par

Yi.i-1 = y Pour ï = 1 à q—1; y ^ - i # 0 pour i = 0 à ç — 1 ; Y«J = °

autrement.)

Sous cette forme, on peut caractériser les formules « régulières », à savoir
celles qui conduisent à des polynômes dont tous les coefficients convergent
lorsque h tend vers zéro : ce sont celles qui vérifient yï7 = 0 pour i—j > 1.
(En particulier : toutes les formules de rang < 3 sont régulières; les formules
explicites de rang > 4 ne sont pas régulières.)

C. Etude de Terreur commise aux extrémités des intervalles

1. Nous considérons d'abord l'application à deux types particuliers de
systèmes différentiels.

Dans l'application aux quadratures, l'erreur commise est l'erreur de qua-
drature sur les nœuds AT;.

Dans l'application aux systèmes linéaires à coefficients constants, la condi-
tion fc(ÀTj) = F[I(hXi)] avec même degré q — 1 pour k et 1 entraîne,' l'identité
-Jcft) = F[l(t)] pourtout t. Par conséquent z'(h£j) = F[zty^j)]. AutremenTdit,
on obtient la même approximation que par les formules du premier chapitre
en remplaçant les nœuds /ZT£ par les nœuds h£j (et on peut transposer tous les
résultats de I — E). On pourra donc parler respectivement de l'ordre de qua-
drature r et de l'ordre de « troncature linéaire » r' de la formule.

2. Posons
8(0 =z(t)-y(t)

=l(t)-z{t) = -
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on a

^ Kt) - F[y(t) + 8(0 + e(0] + F\y{t)} = A(f) 8(0) = 0

Dans le cas où F est linéaire

18(0 - 0(08(0 =

8(h) = f R(t)G(t)e(t) àt + f A(0A(0 d*

= Ar'+1 f JST'^fiîGsf'^dT + A^1 f

Dans le cas général où F n'est pas linéaire, on devra ajouter à A un terme
en 0(S + e)2, soit une contribution à 8(h) en Q(h2q + 1), ou modifier la définition
de G.

Théorème : Toute formule de la classe considérée a un ordre de troncature
égal au minimum de son ordre de quadrature et de son ordre de troncature
linéaire.

Pour préciser la partie principale de Terreur on remplacera RA par
' + R'z. Le premier terme de 8(h) est équivalent à :

— AW' + x[R'e](r'X0) = A'hr'+1C% R(r' + 1

Le second terme est équivalent à :

Ahr+1 { [i*8](r+1)(0) — C?R(r+1-q)(0)/qX0) }

avec

f S(s)(0) = 0 pour s < g

\ 8<s>(0) = — yS)(0) pour s > q

D. Nouvelle classe de formules à pas liés

On peut définir de façon analogue une nouvelle classe de formules à pas
liés en faisant intervenir simultanément le polynôme z(t) de degré p + q et
le polynôme l(t) de degré p + q — 1, liés par les conditions suivantes :

*n(—M = Zn-l(—jh) j = 0 à p

i = 1 à q
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ou encore en définissant zn(t) par :

37

z f l n d = F[znQnd — CQQird] i = l k q

C étant le coefficient de f*+« dans zn(i).
La théorie de ces formules s'établit selon des lignes analogues.

ANNEXE. FORMULES DE QUADRATURE A PAS LIES

A. Généralités

Les formules de quadrature ordinaires (formules à pas séparés) sont des
formules d'approximation du type

y{tn + h) = y(tn) + h YuVtyXtn + hxt) + R
t

Les formules de quadrature à pas liés sont des formules qui utilisent plu-
sieurs valeurs déjà calculées de y ; à pas constant, elles sont donc du type

y(tn + h) = X ccjy(tu —jh) + hfJ W(tm + hrt) + R
j=0 i = l

Krylov [5, chap. 16] a donné à leur sujet un certain nombre de résultats, que
nous reprenons et étendons ci-dessous.

Définition L — Nous dirons que le système de nœuds (t09 tl9..., tp; uu ..., M4)
est régulier si tout polynôme de degré au plus égal à p + q vérifiant

p(t0) =... = p(tp) = p'(«i) - ». = n%) = o
est identiquement nul.

Théorème I. — Une condition nécessaire et suffisante pour que le système
(f0, tu ..., tp, ul9..., uq) soit régulier est qu'il vérifie

- î
= 0

0 1 2M, (p

Démonstration : le système d'équations homogènes satisfait par les coef-
ficients de P(t) doit être régulier.
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Théorème IL — Un ensemble de conditions suffisantes pour que le sys-
tème (/0, tu ..., tp9 uu ..., uq) soit régulier est le suivant : les tj sont distincts,
les ut sont distincts, chaque ut est soit égal à un des tj9 soit extérieur au plus
petit intervalle contenant les tj.

Démonstration ; Si P(t) s'annule en/? + 1 points distincts tj9 P'{t) s'annule
au moins en p points situés entre les tj (et distincts des tj). Donc Pf(t), avec les
hypothèses formulées, s'annule au moins en/? + q points distincts; comme il
est de degré au plus/7 + q — 1, il est identiquement nul, et P aussi.

Théorème HL — Si le système (tj9 ut) est régulier, il existe un polynôme
et un seul de degré p -\- q BM plus prenant des valeurs données en tj et tel que
sa dérivée prenne des valeurs données en uu

Corollaire. — Définition 2. — Si (tj9 ut) est régulier, il existe, quel que soit t,
une formule unique du type :

P(0 = A0P(t0) + ... + ApP(tp) + BxP'(ux) + ...

qui est satisfaite exactement par tout polynôme de degré p + q SLU plus. Nous
l'appellerons « formule interpolatoire en t sur (tj9 ut) ».

Définition 3. — Nous appellerons « ordre » d'une formule interpolatoire la
valeur maximum de r telle que la formule soit satisfaite exactement par tout
polynôme de degré r au plus (/•>/? + #).

Théorème IV. — Si la formule interpolatoire en t sur (tj9 ut) est d'ordre r,
toute fonction y(f) dérivable r + 1 fois satisfait identiquement la formule :

y(t) = Aoy(to) + ... + Apy(tp) + Biy'(ut) + ... + Bqy'(uq)

+ (K(t')yir+1}(t')dt'

où K(t') est un noyau continu, nul en dehors du plus petit intervalle contenant t9

tp ui9 avec ƒ K(t') df' - C ̂  0.

Démonstration : on combine les développements de Taylor de y(t0), -..5 y'(uq)
autour du point t, avec des restes intégraux en j ( r + 1 ) .

Corollaire. — Si la formule interpolatoire en t sur (tp ut) est d'ordre r9

et si la fonction y(t) est r + 1 fois continûment différentiable dans un voisinage
de £, le reste de la formule interpolatoire en 2; + ht sur (Ç + htp £ + hu{)
tend vers zéro comme CAp+\y(r+1)O-

B. Formules d'ordre maximum

Nous allons maintenant étudier une classe de formules qui généralise les
formules ordinaires de Gauss, Radau et Lobatto.
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Théorème V. — L'ordre r d'une formule interpolatoire, pour t # tj9 ne
peut pas dépasser p + q + s, si s est le nombre de nœuds ut qui sont distincts
des tj et de t.

Démonstration : II suffit de construire un contre-exemple, à savoir un
polynôme de degré p + q + s+l vérifiant P(t) ̂  0 et P(tj) = Pf(ut) = 0.
Dans le cas où aucun des ut n'est égal à t, on prendra :

P(t') = (t' - t0) ... (t' - tp){t' - ux) ... (/' - uq)(t' - vu ... (? - vs)

où vl9..., vs sont les nœuds ut distincts des ty, de cette façon chaque facteur
t' — ut figure en fait deux fois.

Dans le cas où par exemple uq = t9 on posera d'abord

8(O = (S - to) ... (t' - tp)(t' - ut) ... (t' - uq^)(tf - Vl) ... (t' — vs)

puis on prendra P(t') = Q(t')[Q'(t)(t' — t) — Q(t)].

Théorème VI. — Si la formule

P(t) = A0P(t0) + ... + ApP(tp) + BtPXUl) + ... + BqP'(uq)

(où / ^ ïy), est satisfaite exactement par tout polynôme de degré p + q + s
(où s est le nombre de nœuds ut qui sont distincts des tj et de /), le système
(tp u^ est régulier.

Corollaire : la formule écrite est alors la formule interpolatoire (unique)
sur (tj9 ut) et son ordre est exactement égal hp -\- q-\- s.

Démonstration : Soit vl9..., vs les ut distincts de tj et t. Considérons un
polynôme Q de degré p + q au plus vérifiant Q(tj) = 0? Q

f(ut) = 0. Si P est
de la forme P = Q'S avec degré S ^ s, on a par hypothèse :

0(05(0 = VA&tùSitj)

Pour S = 1, cela entraîne Q(t) = 0. Puis, d'autre part :

0 == ̂ >£Ô(^)S'(*\) degré 5 ' ^ 5— 1

D'où nécessairement BjQjvù = ^ .
Aucun jff| n'est nul sinon le vt correspondant ne figurerait pas dans la

formule, donc g(^) = 0. Il en résulte que Q est identiquement nul.

Théorème Vu. — t étant donné, si l'on choisit arbitrairement/? + 1 valeurs
tj distinctes, situées du même côté de t, puis si l'on sélectionne arbitrairement
parmi les tj ettq — *y premières valeurs ut, il est toujours possible de compléter
ce système par s valeurs ut de façon à obtenir un système régulier (tp ut) four-
nissant en t une formule interpolatoire d'ordre p + q + s. Il y a exactement
autant de choix possibles distincts (à une permutation d'indices près) que de
façons de répartir les s valeurs entre les/? + 1 intervalles formés par t, t0, ..., tr
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Pour chacune de ces formules, le noyau K du terme d'erreur est de signe cons-
tant; le coefficient C est de module minimum lorsqu'on place les s nœuds ut

complémentaires entre t et t0 (valeur ti la plus proche de t).

Démonstration : Supposons que le système (tp ut) fournisse en I une for-
mule interpolatoire d'ordre maximum p + q + s. Considérons le système
obtenu en adjoignant aux ts les s valeurs de vt (c'est-à-dire les ut distincts de t
et tj) et en laissant les ut inchangés. Les nouvelles valeurs de p, q, s sont
p' = P + s9 ç' = q, s' = 0. Donc p' + q' + s' = p + q + s. L'ordre maxi-
mum possible d'une formule en t sur le nouveau système est le même que sur
l'ancien. Or, nous connaissons une formule atteignant cet ordre, à savoir la
même formule que la formule initiale, interprétée comme une formule où les
Aj relatifs aux nouveaux t} sont nuls. Réciproquement, à partir d'une formule
interpolatoire sur un système vérifiant s' = 0, on obtient une formule inter-
polatoire d'ordre maximum pour le système obtenu en supprimant des tj ceux
qui ont des Aj nuls.

On est donc conduit à étudier dans quelles conditions on peut ajouter les
mêmes s nœuds aux ts et aux ut de telle façon que le nouveau système soit
régulier et que les Ai relatifs aux nouveaux nœuds soient tous nuls. Cette
étude est basée sur les résultats suivants de la théorie de l'interpolation.

Considérons m + n + 1 points distincts xt; il existe un polynôme et un
seul de degré 2m + n + 1 au plus prenant des valeurs données en x^i = 0
à m + n) et tel que sa dérivée prenne des valeurs données en x^i = 0 à m).
Si ces valeurs sont celles que prend une fonction X*) e t s a dérivée y'(x\ le
coefficient de jc2m+n+1 dans ce polynôme est par définition la «différence
divisée » de X*) sur les nœuds (x0, *o> - , *m> *m, *m+i> •••> *m+n)
on a :

m + n

D{x0, x0,..., xm, xm9 xm+u ..., xm+n)y = Y

avec :
(Xt — X0)

2 . . . (XX — Xj-i)2(*j — Xi+1)
2 . . . (Xt — Xm

... (xt — xm)2(Xi — xm+1) ... (*,- — xm+H)B = 1

(Xi — xo)2 - (xt — xm)2(xt — xm+i)

m
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Si y possède une dérivée d'ordre 2m + n + l continue sur le plus petit
intervalle I contenant les xt on a

XQ9 ..., Xm, Xm, X m + 1 , ..

(2m+n+l)/r\

(2m
- fK(x')/2m+n+1)(x')dx'

où £(*') est un noyau indépendant de y nul, à l'extérieur de / et aux extré-
mités de I et positif à l'intérieur de I ; ^ est un point intérieur de I, dépendant
de y.

m + n m

La relation £ AiP(pc^ + £ ^i^Xxd = 0 e s t (à u n facteur près) la seule
»=o i=o

relation satisfaite simultanément par tous les polynômes de degré 2m + n au
plus.

On obtient donc un système régulier en prenant comme tj tous les xt sauf
un, et comme w(- les m + 1 premiers A ,̂ SOUS la condition nécessaire et suffi-
sante que le Ai0 relatif au xi0 supprimé ne soit pas nul. Cette condition est
toujours remplie si iQ > m> ou si xi0 est un des points extérieurs.

Dans ces conditions, on obtient pour t = xi0 la formule interpolatoire
d'ordre 2m + n :

avec
y(2m + H + l ) ^ | A ^ i (2CT + B + 1 )

Supposons maintenant que tous les xt soient fixés, sauf s d'entre
eux parmi les m + 1 premiers (distincts de /) ; identifions q — m + 1 et
p = m + n — 1 — s. Les formules annoncées dans le théorème VI seront éta-
blies dans la mesure où on peut choisir les s valeurs xt restantes de telle façon
que leurs coefficients At soient nuls (avec Ai0 ^ 0).

Ceci conduit au système de s équations :

où i ^ k et k prend s valeurs.
Il suffit de noter que les solutions de ce système sont les valeurs qui rendent

stationnaire la fonction :
m + n

*—**I+Z £ iog|**—x,\| I £
K î = 0 KFBI+1

et d'utiliser le fait que dans chaque domaine défini par un ordre des xi9 cette
fonction est convexe comme chacun de ses termes, et tend vers — oo quand
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un des arguments s'annule, pour démontrer l'existence d'un maximum unique
dans chacun de ces domaines qui est compact (c'est-à-dire pour lequel aucun xk

n*est un point extérieur).
Enfin, on voit que si t est la valeur la plus grande, le coefficient C et le

noyau K seront négatifs ou positifs selon que î figure ou ne figure pas parmi
les nœuds «£. La valeur de C se déduit en effet de celle de Ai0 dont on a une
expression explicite. Cette expression permet aussi de montrer aisément que
\C\ est le plus petit possible quand les nœuds libres sont le plus près possible
de r.

Dans le cas p = 0, on retrouve les formules de Gauss, Radau et Lobatto,
en imposant 0, 1 ou 2 nœuds ux en î0 ou t.

C. Résultats numériques (*)

Nous nous plaçons dans le cas où les premiers ut coïncident avec les tp

j = 0,...,/? formant une grille de nœuds « doubles » de pas h, soit

Nous déterminons les s nœuds ut suivants qui assurent une formule d'ordre
maximum, ces nœuds « auxiliaires » étant situés sur l'intervalle [0, h] soit

1 0 < ij < 1u
P+i+j = ^Tj 1 < j < s

1) q = p + s + 2 avec uq = h.
Nous avons des formules du type Lobatto.

a) s = 1 1 nœud auxiliaire.
Les formules sont stables jusqu'à 6 nœuds doubles.

NOMBRE
DE NŒUDS DOUBLES

1
2
3
4
5
6

0,5
0,5773502
0,6180339
0,6444328
0,6634465
0,6780375

b) s = 2 deux nœuds auxiliaires.

Les formules sont stables jusqu'à 12 nœuds doubles.

(1) Ces résultats sont dus à Mm e Bruyère, CEA, Cadarache.
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NOMBRE
DE NŒUDS DOUBLES

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

0,2763932
0,3283560
0,3600704
0,3829082
0,4006886
0,4151913
0,4273964
0,4379029
0,4471037
0,4552711
0,4626008
0,4692387

0,7236068
0,7613687
0,7813830
0,7945223
0,8040093
0,8115140
0,8175115
0,8225060
0,8267600
0,8304474
0,8336892
0,8365723

2) q=p + s+ 1.
Nous avons des formules du type Radau.
a) s = 1 un nœud auxiliaire.
Les formules sont stables jusqu'à 4 nœuds doubles.

NOMBRE

DE N Œ U D S DOUBLES

1
2
3
4

0,6666666
0,7403124
0,7743178
0,7948015

b) s — 2 deux nœuds auxiliaires.
Les formules sont stables jusqu'à 9 points antérieurs.

NOMBRE
DE NŒUDS DOUBLES

1
2
3
4
5
6
7
8
9

0,3550510
0,4207572
0,4589917
0,4855023
0,5055280
0,5214634
0,5346000
0,5457111
0,5552946

T2

0,8449489
0,8717519
0,8851468
0,8936140
0,8996167
0,9041746
0,9077978
0,9107740
0,9132799
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