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Objectif . écoulement fluide/particules

p(%—l:+(u-D)u>—uAu+Dp = f
U-u = 0.

Principe fondamental de la dynamique pour les particules :

dV;i

mi—' = —/0'n+Fi
dt y
d

Ji—u)i = —/ri><0~n,
dt y

avec 0 = W(0u +'0u) — pid.
Conditions d’adhérence sur les bords y; des particules :

u=Vj+wXr;
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Stokes
—VAu+Up = f
O-u = 0.

Equilibre des forces :

0 = —/o-n—i—Fi
Yi

0 = —/ri><0~n,
Vi

avec 0 = Y(0u +'0u) —pld.
Conditions d’adhérence sur les bords Y; des particules :

u=V;+w Xrj
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Probleme jouet

—Au = f dansQ \B
u = 0 surodf
u = 0 suroB

1
u=arg min_J, J(v):—/ |aviP— [t
HL(Q\B) 2JQ\B Q\B
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Domaine fictif
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@ Utilisation de solveurs rapides sur maillage cartésien.
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—Au = f dans®
u = 0 surof.

u=argminJ, J(v /|Dv|2 /fv.

Espace contraint :

K={v eHj(Q),v, =0}
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Prise en compte de la contrainte

Forme générale : K = ker(8). Plusieurs possibilités pour 3 :

BV =V|, € L%(B) ou dans H'(B), Bv = (DV|B,/BV) .

Méthode de pénalisation :

1 1
Jg(v):5/9[Dv|2—/ﬂfv+2—s($v,$v).

Méthode par multiplicateurs de Lagrange :

/Du-Dv+()\,$v) - /fv W e Hi(Q)
Q Q
(W Bu) = 0 VpeA
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Approximation en espace

@ Solution prolongée par 0 dans B. Perte de régularité (typiquement
H¥278).

@ Maillage cartésien, non conforme a la géométrie.

On n'obtient pas I'ordre optimal de 1 (on a 1/2).
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Une méthode d’extension réguliere

Idée : Chercher un prolongement régulier de la solution exacte.

Pour le probléme jouet : Trouver g dans L2(B) (prolongé par 0 sur
Q\ B) qui minimise

1
—J :—/ ug .
9 (9) > aB| gl
ol ug est la solution de

—Aug = f+g dans(
ug = 0 sur 052,
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Gradient de J

Proposition
Le gradient de

1
g —3(@)=3 [ Iugl:

est la restriction de la solution wg a B du probleme de Poisson suivant :

—Awg = ugdyg dans 2
wg = 0 sur 012,

ol ugdyg est défini de fagon faible contre les fonctions H(Q) par :

(ugéaB,v):/ UgV
0B
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Preuve
on écrit ug = ug +iig. Ona:

0B
ou Uy, est donc solution de :

—Alp, = h dansQ
h = 0 sur 09,

La solution wg vérifie

/Dwg~Dv:/ ugv W € H3(Q).
Q 0B
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Avecv =1y, ona:
Q

la solution Gy, vérifie :

O -Dv:/hv W e HY(Q).
A {@

Avec v =Wg,ona:
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Algorithme

Etant donnée une fonction g :
@ Résoudre le probléme :

—Aug = f+g dansQ
ug = 0 sur 052,

@ Construire la distribution simple couche ugdyg.

@ Résoudre :
—Awg = ugdyg dans 2
wg = 0 sur 052,

@ Prendre (J(g) = Wy g
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Probleme du gradient

On considére le probléme suivant :

—Au = ¢ dans(
u =20 sur 02,

ol ¢ est dans H1/2+5(9B) avec 0 < s < 1.
Résolution par élément finis : approcher $d3z numériquement.
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Approximation de la distribution simple couche

Approximation de la distribution simple couche par une combinaison de
masses de Dirac :

A= <¢ ) ]]‘ri>

Proposition

Soit0 < s <1/2etd € H Y/2+S(y). Il existe une constante C > O telle
que :

. ﬁ 5
‘<¢ —¢E,Vh>‘ < C\/; h® |0l —1/24sylVhl1.0

pour toute fonction test v, et ot (. , .) dénote le crochet de dualité
entre H=Y/2+S(y) et HY/2-5(y).
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Vérification de 'ordre
On résout un probléme du type

avec

07

T T
nnnnnnn lorder —K—

theory
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Ordre de la méthode

Probléme du gradient :
@ Ordre 1/2 en norme H1,

@ Ordre 1 en norme L? sih = hH% (Aubin-Nitsche).

Premier lemme de Strang :

|lu—un]| SC( inf |lu—wvn| + sup
VhEVhH

|(9—gh,zh)|)

Zh€Vh ”ZhH
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Vérification de 'ordre 1

Soit .
o (F)
Uo g R

la solution exacte du probléme
suivant : . 7

~Au = 0 Q\3

u =0 v
u = up 09

Erreur H! d’ordre 1
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Erreur avec la pénalisation

Méme probléme :

—Au = 0
u =0
u = Up
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Cas de Stokes

([ —VAu+Op = f dans Q\ B
0-u =0 dans Q\ B
=0 sur 02
= Vi+oyXr sury

u

u

/O"ni = /Fi
i Bi

/rixc-ni = /riXFi !

Yi B;

f € L%(Q\B)
B=UN,B;

0=V (Ou+'0u) —plg
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On considére le probleme suivant :
—VAug+UOpy = f+g+Fxg dansQ
O-ug =0 dans Q2
Ug =0 sur 092

Trouver g dans L?(B) qui minimise

g—1J(g)= %/y|ug_9{(ug)|2,

ol R (ug) est le mouvement rigide sur les bords des particules associé

aug.
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Equilibre des forces
@ Léquation

/yiO-niZ/BiFi

/ g
Bi

/rixo-ni:/rixFi
Yi Bi

est vérifiée si g vérifie

est vérifiée si g vérifie

rxg=0
Bi
On cherche donc g dans I'espace

K:{ge(Lz(B))d,/Big:Oet /Birixg:O}
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Gradient de J
Proposition
Soit wg la solution du probleme suivant :

—VAwg +0m1y = ¢40y Q

[] 'VVg O fz
VVg = O aS2

ol g est dans L2(y) et est définie sur chaque y; par :

~ ol Iv.l/ Rzlv. (/r'XUQ)Xri

Le gradient de J en g dans la boule B; est alors donné par

1 Cq
03 —- = ([ |
( )lBI ngI |BI| BIWg fBIrZ (/BI rl XWg) Xrl
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Algorithme

Une itération du gradient s'écrit :

—VAug+0py = f+g+Fxg dans
O-ug =0 dans Q
Ug =0 sur 02

—VAwg + 01y = (ug—=%(ug)) Oy dansQ

0wy =0 dans Q
Wg =0 sur 0€2

Et on projete ensuite wg sur chaque particule sur I'orthogonal de
I'ensemble des mouvements rigides.
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Comparaison avec une méthode de pénalisation




Comparaison avec une méthode de pénalisation

G\
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Comparaison lorsque h tend vers 1

\/M
< 7
-

= A

B. Fabréges, L. Gouarin, B. Maury () Mouvement de particules rigides immergées



Comparaison lorsque h tend vers 1

>
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Code éléments finis

@ Eléments finis 4Q;/Q; en 2d, 8Q;/Q; en 3d.
@ Utilisation de la librairie PETSc pour les solveurs linéaires.
@ Couplé avec le code de contacts SCoPI (These d’Aline Lefebvre).
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Préconditionnneur

h | itérations | temps
=z
h | n=itérations | temps (s) 2_5 80 0.0072
—4 2 91 0.0275
: Lk - 275 93 0.10
25 633 0.1 > - 0.14 35
2—6 1217 0.74 = = 2.84
2—7 2218 5.66 >=9 56 1?; 75
2°° 4044 67.8 - .
2 83 545
Table: Sans préconditionneur 511 79 213
Table: FFT
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Résumé

@ Utilisation de solveurs rapide (maillage cartésien).
@ Méthode d’ordre optimal.

@ Résolution de problemes classiques, pas de modification des
opérateurs.

@ Résolution de deux problémes par itération du gradient conjugué.
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