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Quelques remarques préliminaires

PROBLEME MODELE

oU ou
S HAW) S =0

U(x,t=0) = Uo(x)

A € M, diagonalisable a valeur propres réelles
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Quelques remarques préliminaires

PROBLEME MODELE

oU oU
S HAW) S =0

U(x,t=0) = Uo(x)

A € M, diagonalisable a valeur propres réelles
Comment calculer les solutions . .. et qu’est ce qu’une solution ?
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Quelques remarques préliminaires

METHODES

@ On ne se pose pas de question,
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Quelques remarques préliminaires

METHODES

@ On ne se pose pas de question,
@ Methodes issues de I'étude de I'équation équivalente

Karni, SINUM, 1992

» Mishra et al, M2AN 2012 (a partir de entropy stable schemes)
» Path conservative schemes
>

\{
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Quelques remarques préliminaires

METHODES

@ On ne se pose pas de question,
@ Methodes issues de I'étude de I'équation équivalente

Karni, SINUM, 1992

» Mishra et al, M2AN 2012 (a partir de entropy stable schemes)
> Path conservative schemes
>

v

Pas de miracle
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Quelques remarques préliminaires

UN PETIT EXEMPLE
RA, KARNI, JCP 2010

EQUATIONS D'EULER EN VARIABLES DE LAGRANGE

au
Y —u Y OX
0 0 1o} 0
= |u]+| P |]=0 +| =—=p| =0
ot 0 ot
e X pu %j
pax
e:a+%f
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Quelques remarques préliminaires

UN PETIT EXEMPLE
RA, KARNI, JCP 2010

EQUATIONS D'EULER EN VARIABLES DE LAGRANGE

o
Y —u Y OX
0 0 15)
=z +— | p|=0 = |u]+| ==p| =0
ot . oX pu ot . 8§u
Pax
e:a+%f

Les solutions sont connues
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Quelques remarques préliminaires

PATH CONSERTAVIVE SCHEMES

RELATIONS DE SAUT

—Av
1 :
o(Ur — Uy) :/ A( ®(s,; UL, Ur) Mds _ . Au
0 s ou(s)
p ds
0 0s

avec

v(s) =svL + (1 — s)vr, u(s) =suL + (1 — s)ug, p(s) =pL+ (1 —s)pr,

cAv +Au =0
ocAu—Ap =0 1)
oclAe —pAu=0.
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Quelques remarques préliminaires

SUITE

At -
gt oy - & (Dm o(UFUl) + D 4 5(UM s, u,-n)) @)

ol les résidus D*

non . . .
11/2(Yf', Ujl,) satisfont la relation de conservation

_ ! dd(s; UL, U
1/2(U Ula) + DLy o (U, Ufa) Z/O A(¢(57;U17Uj+1)> %ds 3
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Quelques remarques préliminaires

EXEMPLE NUMERIQUE

T T T T T T T T T T T T T T
[ Ve — Roe Conservat — Roe Conservative
05l k — Roe Non cons¢ L — Roe Non conservati
" / ‘ —— LxF Non conse _—— | LxF Non conservative
[ /
/
04— 0,5~ 1 —
03 t g
02 041 4
01— r 1
0 L L L | L L L L L 0, L | L | L L L L L
0 02 04 06 08 0 02 04 0,6 08 1

FIGURE: Density computed solutions by Roe-type and LxF-Type path-conservative schemes. and
by Roe’s scheme for the conservative system.
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Un exemple intéressant

OVERVIEW

© UN EXEMPLE INTERESSANT
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Un exemple intéressant

UN EXEMPLE INTERESSANT: PROBLEME MULTIPHASIQUE COMPRESSIBLE
MODELE DE KAPILA

o
o
o
o
o

deu — ki _ P25 — paj
W"‘U VOél—KdIVU7 K.—m
g (e%)
A1) 4 v (apa0) = 0
9022) | iy (azppu) = 0
ot
OE .
ﬁ + div <(E + p)U) =0.

2 phases compressibles, 2 équations d'état
«; : fraction de volume de la phase 1,

p1, p2 densités

u : vitesse

E énergie totale, une seule pression
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Un exemple intéressant

ORIGINE DU SYSTEME

o +up - va® — u(P® — p®)y,
a(ald k) _
(o atp ) +div(a® pu ) =0,
(k) () (k)
O(a gt ut) +div (a%p0u® @ u®) 1+ v(aWP®) = pval)
) g (k) AU - )
d E
(« gt ) +div (a®(pRE®© 1 Py, ) —Pu - Vol

— Py (PO — p®)
+ U (u® —u),

DE 7 A 5 EQUATIONS, H. GUILLARD
@ Choix des vitesse d’interface et pression d’interface (Seguin, Coquel, et al.)
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Un exemple intéressant

ORIGINE DU SYSTEME

o +up - va® — u(P® — p®)y,
a(ald k) _
(o atp ) +div(a® pu ) =0,
(k) () (k)
O(a gt ut) +div (a%p0u® @ u®) 1+ v(aWP®) = pval)
) g (k) AU - )
d E
(« gt ) +div (a®(pRE®© 1 Py, ) —Pu - Vol

— Py (PO — p®)
+ U (u® —u),

DE 7 A 5 EQUATIONS, H. GUILLARD
@ Choix des vitesse d’interface et pression d’interface (Seguin, Coquel, et al.)
@ Dévelopement asymptotique quand p — +oo et u/A borné.
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Un exemple intéressant

ORIGINE DU SYSTEME

®) k
M uva® — 1(P® —P®)
9l *)
% +div(a®ptoyu) =0,
(k) (k) ()
w +div (a®pMu® g u®) + v(a®PW) = pva®
+ AU —u®)y,
9(a® pE K
% +div (a®(pWE® 4+ PH)u®) =Py - Va®

— Py (PY — p®)
+ AU (u® —u),

DE 7 A 5 EQUATIONS, H. GUILLARD
@ Choix des vitesse d'interface et pression d'interface (Seguin, Coquel, et al.)
o Dévelopement asymptotique quand p — +oco et u/A borné.
@ )\, u liés & I'aire interfaciale entre phases
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Un exemple intéressant

RELATIONS DE SAUT
R. SAUREL ET AL., SHOCK WAVES, 2007

oY = A AY =,
a1pitazp2
o Asi 4 BIPRAY =0,

©

(Au)? + Ap Av =0

¢

¢

Obtenues de maniéere “empiriques”.

R. Abgrall

Validées par des résultats expérimentaux russes.
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Un exemple intéressant

JUSTIFICATION GRAPHIQUE
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Un exemple intéressant

JUSTIFICATION GRAPHIQUE

1nlN
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Un exemple intéressant

JUSTIFICATION GRAPHIQUE
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Un exemple intéressant

JUSTIFICATION GRAPHIQUE

Probleme : justification théorique de la stabilité du mécanisme
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Approximat|

OVERVIEW

© APPROXIMATION
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Approximat|

APPROXIMATION

Comment reproduire les solutions du systéme ?
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Approximat|

APPROXIMATION

Comment reproduire les solutions du systéme ?
Le cas intéressant : discontinuités trés fortes
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Approximat|

TENTATIVE 1 : DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DE SCHEMAS
AVEC V. PERRIER, SIAM MMS, 2005

IDEE DE LA METHODE

@ On part d’'une représentation probabiliste des variables (exemple : « = E(1x), &
phase liquide/gazeuse,

@ Pour chaque éveénement : écrire un schéma de Godunov (semi-discret)

@ Prendre I'espérance des schémas (RA, R. Saurel, JCP 2003)

@ Apparaissent naturellement des termes de relaxation,

@ Faire le développement asymptotique du schéma (imitation du cas continu)
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Approximat|

TENTATIVE 1 : DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DE SCHEMAS
AVEC V. PERRIER, SIAM MMS, 2005

IDEE DE LA METHODE

@ On part d’'une représentation probabiliste des variables (exemple : o = E(1x),
phase liquide/gazeuse,

@ Pour chaque événement : écrire un schéma de Godunov (semi-discret)

@ Prendre I'espérance des schémas (RA, R. Saurel, JCP 2003)

@ Apparaissent naturellement des termes de relaxation,

@ Faire le développement asymptotique du schéma (imitation du cas continu)

AVANTAGE-INCONVENIENTS
@ Traitement naturel des produits non conservatifs
@ Schéma semi discret : r6le de la dissipation numérique induite ?? ? ?
@ Relativement complexe
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Approximat|

VITESSE B UN CHOC DANS UN ALLIAGE EPOXY-SPINEL

E—
N Shock Alloy
Upiston = epoxy/spinel
o Us
E—
| |

1 1
measures1 0.5 m measure
B T EEE——

CONDITIONS
e p1 = 1185kg.m~3, p, = 3622kg.m~>.
@ Fractions de volume : oy = 0.595 o, = 0.405.
e Stiffned gas EOS
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Approximat|

VITESSE B UN CHOC DANS UN ALLIAGE EPOXY-SPINEL

10000
-
-~~~ Murrone et al -
—-— Original system X
X Experimental data (from Marsh) o
Present scheme o
8000 1
6000 1
4000 4
2000
0 1000 2000 3000 4000

CONDITIONS

@ py = 1185kg.m 3, p, = 3622kg.m~°.
@ Fractions de volume : a; = 0.595 o, = 0.405.

@ Mesures de la position/chronologie du chocax =0.1metx = 0.6 m:
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Approximat|

UN SCHEMA DE TYPEROE POUR LE MODELE DEKAPILA

PRINCIPE
@ Comment lineariser les relations non conservatives ?
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Approximat|

UN SCHEMA DE TYPEROE POUR LE MODELE DEKAPILA

PRINCIPE
@ Comment lineariser les relations non conservatives ?
@ Idée : respecter les relations de saut.

AAU = AF = oAU
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Approximat|

UN SCHEMA DE TYPEROE POUR LE MODELE DEKAPILA

PRINCIPE
@ Comment lineariser les relations non conservatives ?

C’est compliqué : passer en lagrangien
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Approximat|

ECRITURE LAGRANGIENNE

2 .2
%—&-u Vai = Kdiv u, K::M
ot P13y + p235

ag ap

9azp1) + div (a1p1u) = 0

ot
%+ div (azp2u) =0

OE
ﬁ+ d|v<E+p )
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Approximat|

ECRITURE LAGRANGIENNE

0 a2 — pra? bv _
%+U‘Va1:Kdivu, K= 2222151 Dt
T Da _ K du
9 ) Dt v om
%*d”(a”’l”):o Dv_ou
8(0&2pz) . Dt om
Bt + div (azpou) =0 Du _ dp _ 0
OE Dt = Om
a5 + div ((E + p)u) =0. De | dpu _
Dt = om
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Approximat|

Matrice jacobienne :

0 0 0 —K/r o0
0 0 0 0 0
A= 0 0 0 -1 0
P Py P~ —PeU Pe

Upa Upy up, Pp—peu® up.

Le polynéme caractéristique de A est

P(Y) = -\° <A2 - (pep —pr - tpa)>

3 valeurs propres
@ A\ =Otriple
@ \==C,
C? =p.p—pr — Spa
T
1 Yr Y

cz cz ' cz
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Approximat|

APRES QUELQUES RUSES DE CALCUL

0 0 0 —K /7 0
0 0 0 0 0
A=] 0 0 0 -1 0
Pa Pv  P- —p-U pe

ipa Gpy Gpr Pp—p(0)* dp:
relation clef :
AP = pala + pyAY + pr AT + p.Ae
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Approximat|

APRES QUELQUES ASTUCES DE CALCUL

On définit : ¥, = (t0ir 5 — Bitbe gf 5, — (adt(er e
On pose B
=P P —Pn
L v — Pr -
= = ) e| &1+ T1 — &2+
p — Pe; P P (1 Pe; 2 [ )
[N iy

(ZI pal >

i
)7_-7 T — Me

— 5P P
p5<pel Pe

Pa
es

Sur le calcul d’ecoulements diphasique fortement compressibl
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AVEC CE CHOIX

AAU = ¢ AU
si et seulement si
@ o = 0 et on a égalité de la vitesse et de la pression,
@ ou
AY =0
Agi +pAT =0
Ap AT+ (Au)* =0
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Approximat|

PASSAGEL AGRANGE-EULER : UTILISER LA METHODE DE GALICE

avec U = (pY1, p, pu, E)" et F(U) = (puY, pu, pu® + p,u(E + p))". On pose
U=pn+Uyavec n=(0,1,0,0)", Uy = p(Y1,0,u,e)" et F = uU + Go avec
G‘O = (0707 pvpu)T'

En coordonnés de Lagrange :

oW  0G

7_,_7:0

&S0

ga _ xou

ot~ 7T om
avec W =7mn+ 71Uy etG = Gg — un.

On écrit
dF = udU + Udu + dGy = udU + Udu + dyGo + paJdda, ...

| = (0,uK /p, —K /p,0) et par abus de language J = (0,0, pa, Upa)")

E_ (U | _ 1 014 1 014
A= (J uld+ %WUAbUW) —uld+ <o4,l WU) A (04,1 UW>
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Approximat|

AU NIVEAU DISCRET

On introduit a = , /[’j—;, on définit les deux moyennes

o = af._ + (l — a)fR, fa = (1 — a)fR + af|_,

on obtient
A(fg) = faAg + gaAf7 ET (pf)a = pafa7 Pa = v/PLPR
On peut alors imiter les calculs continus et :

Ac =Uld + 1UWALWT.
p

Les deux matrices sont (donc) simultanément diagonalisables
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AVEC CE CHOIX:
@ ne marche pas!
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Approximat|

AVEC CE CHOIX:
@ ne marche pas!

@ Laraison : dissipation numérique. Le niveau de dissipation n’est pas correct : back
to Karni
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METHODE DE GLIM
LES CHOCS SANS DISSIPATION NUMERIQUE

@ On dispose d’'un solveur exact : encode le bon niveau de dissipation au travers
des chocs

@ Méthode de Glim sans frioriture
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Approximat|

METHODE DE GLIM
LES CHOCS SANS DISSIPATION NUMERIQUE

@ On dispose d'un solveur exact : encode le bon niveau de dissipation au travers
des chocs

@ Méthode de Glim sans frioriture

Mais c’est bruité
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HYBRIDATION

@ On construit un senseur de choc,
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Approximat|

HYBRIDATION

@ On construit un senseur de choc,
@ Hybridation :

» Sile senseur dit “NON” : méthode de Roe
» Sile senseur dit “OUI" : méthode de Glim.
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IMPLEMENTATION PRATIQUE

SCHEMA DE ROE : FLUCTUATION SPLITTING
@ Premier ordre

At

Uin+1 = Uin T <AI_+1/2(U|+1 Ui) +Ai+,1/2(ui — Ui_1)>

@ Second ordre : en fait on écrit la relation précédente en décomposant suivant les
vecteurs propres

AL 2(Uipa — U)Z)\Ea(U.H Ui)riil/z
&vp

puis au second ordre

At ~ N )
Uin+l =U" - Ao (¢|+1/2 + ¢| 1/2) ¢i+1/2 = Z)‘ﬁ (a (Uprl — Ui>> I’iil/z

&vp

et (a (Ui+1 — Ui>> obtenu selon Sweby, SINUM 1984 (avec superbee)

R. Abgrall Sur le calcul d’ecoulements diphasique fortement compressibl es



Approximat|

IMPLEMENTATION PRATIQUE

SCHEMA DE ROE : FLUCTUATION SPLITTING
@ Premier ordre

At _
UirH—l = Uin AX (AI+1/2(U,+1 Ui) + Aitl/z(ui — Uifl))

@ Second ordre : en fait on écrit la relation précédente en décomposant suivant les
vecteurs propres

Alaja(Uisa = U)ZAﬁa(U'H Ui)riil/z
evp

puis au second ordre

At _ = + '
UMt =uh - AX ( it1/2 ¢i+_1/2)7 it1/2 = Z)‘ﬁ <a (Ui+1 - Ui)) riil/Z

&vp

et (a <Ui+1 — Ui>> obtenu selon Sweby, SINUM 1984 (avec superbee)
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OVERVIEW

@ EXEMPLES NUMERIQUES
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UN CAS DE TUBE AA CHOC RAIDE

a p1 (kg/m®)  p (kg/m®) u (mis) p (Pa)
Left | 0.2954 1185 3622 0 2.10%
Right | 0.7954 1185 3622 0 1.10°

EOS : gaz raide

y = 2.43,p° =5.310°, o = 1.62,p5° = 1.41 10™.
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CONCLUSIONS

]

On a exploré une gamme de solutions qui ne marchent pas, au moins pour les
chocs forts.

¢

Role de la dissipation numérique

¢

On a une solution qui marche pour des chocs forts.

Algo trés robuste : Roe+ décomposition caractéristique+ limitation sur les
incréments de flux (RDS)

¢
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CONCLUSIONS

o

On a exploré une gamme de solutions qui ne marchent pas, au moins pour les
chocs forts.

(4

Role de la dissipation numérique

©

On a une solution qui marche pour des chocs forts.

©

Algo trés robuste : Roe+ décomposition caractéristique+ limitation sur les
incréments de flux (RDS)

Revisiter les m/thodes de front tracking ?
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