Chapitre 1

Vers une Programmation Orientée Objet des
Optimiseurs
Exemples avec Scilab

1.1. Introduction

Les algorithmes d’optimisation sont généralement implitdgeselon uparadig-
me fonctionnegui place la méthode d’optimisation au sommet de la hiérarétour
prendre I'exemple du logiciel Scilab [CAM 06], on optimise fonctionf avec une
instruction qui se charge de tout le processus d’optimieatians contrdle possible de
l'utilisateur :

--> [yopt, xopt] = optim(f, x0)

Cette structure est trés contraignante si I'on souhaitdrenen ceuvre des straté-
gies d’optimisation plus souples, par exemple, pouvoingea d'optimiseur en cours
d’optimisation, estimer un ou plusieurs méta-modeéles, etc

Dans ce chapitre, nous proposons une organisation ldgisielon urparadigme
objetou les optimiseurs et les modéles a optimiser (simulateuéta-modeles, etc.)
sont des objets de méme niveau hiérarchique. Avec ces pbjgissateur pourra
“jongler” pour se construire des stratégie d’optimisatp@rsonnalisées. Un tutoriel
présentera les détails de I'implémentation d’'un optimisetravers trois exemples.

Chapitre rédigé par Yann@@ LETTE et Nikolaus HANSEN et Gilles RyJoL.
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Figure 1.1. Déroulement d’une procédure d’optimisation.

o] (®

Figure 1.2. Couplage d'un optimiseur et d’un simulateur.

Enfin, des réalisations complétes seront présentées : lodetu simplex, un algo-
rithme génétique, et la stratégie évolutionnaire CMA-ES.

1.2. Découplage optimiseur — simulateur

Optimiser, c’est se déplacer dans un domaine : on expla@iitément de nou-
veaux points, en tdchant de localiser des points de bonferpemnce. Un algorithme
d’optimisation décrit ce cheminement du début (point atjta la fin (condition d’ar-
rét). Assez naturellement, on I'implémente avec une boaglmilieu de laquelle fi-
gure le ou les appel(s) & la fonction & optimiser. Cette est encapsulée dans
une fonction, dont la fonction a optimiser est un argumem@e on vient de le
voir avec I'exemple de la fonctiospt im, Scilab suit cette logique. Dans un contexte
industriel, cette structure trouve rapidement ses limi@smme chaque appel au si-
mulateur colte cher, il parait déraisonnable de confier@d@ment cette ressource a
une fonction d’optimisation. Que fait-on si le simulateptdnte”, si les ressources en
calcul distribué sont allouées a un calcul plus prioritaing si 'administrateur sys-
teme annonce une panne imminante ? Peu d’environnementiasg sont aptes a
gérer de telles situations.

Pour réconcilier Scilab avec la simulation industrielle&st nécessaire de décou-
pler d'une maniére absolue le code qui réalise I'optimisafgue nous allons appeler
“optimiseur”) du code qui réalise la simulation (qui se welétre le simulateur tel
gu'il se présente naturellement). Pour y voir clair, obses/le déroulement d'une
procédure d’optimisation comme représentée sur le diagearh.1 : c’'est une sé-
guence d’'opérations, avec régulierement des appels alesauu Ainsi I'optimiseur
se trouve étre le morceau de programme entre deux sériesndé&agons. En des-
sinant le diagramme 1.1 sous la forme 1.2, dbgets“optimiseur” et “simulateur”
apparaissent clairement dans leur couplage.
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Figure 1.3. Le couplage d’'un optimiseur et d’'un méta-modele constitueauvel optimiseur,
qui peut étre couplé a un simulateur colteux. Apres chaqueaile simulation, le méta-modele
est ré-estimé. L'optimum trouvé sur ce méta-modéle estternmoposé au simulateur.

Un intérét de cette approche objet est de permettre d’egmisde maniére lisible,
d’'autres scénarios. Par exemple, le diagramme 1.3 refieésea stratégie d’optimi-
sation sur un méta-modeéle, ce méta-modéle étant ré-estiméues d’optimisation
grace a de nouveaux appels au simulateur. On voit ici le tmemodulaire : le cou-
plage d'un optimiseur et d’'un méta-modele forme un nouvéhapeur, cet optimi-
seur étant couplé au simulateur. Un autre avantage est deestlans une structure
bien identifiée I'état de I'optimisation a un instant donAisi, I'optimiseur peut étre
sauvegardé dans un fichier et rechargé un autre jour ou swautreemachine. Cette
capacité est structurante pour les stratégies de caldtibdis.

1.3. Le schéma “ask & tell”

Comme nous venons de le voir, I'optimiseur est le morceawdgramme qui se
trouve entre deux séries de simulations. On doit donc powesnmuniquer avec un
optimiseur en amont‘quelles sont les simulations dont tu as besoin 2t en aval
(“voici les simulations”), ce que nous définissons respectivement par les méthodes
ask et tell. Ainsi, un schéma d’optimisation doit pouvoir s’écrire ecil& de la
maniére suivante :

while ™ opt.stop

x = ask(opt)

y = £(x)

opt = tell(opt, x, y)
end

oU opt est l'objetoptimiseur. Une fois cette boucle finie, il faut pouvoir lieevaleur
de I'optimum, ce qui est fait par la méthobest :

[yopt, xopt] = best(opt)
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REMARQUE.— Il est important de noter la syntaxe particuliére de lahnéétell,
avec I'optimiseur présent aussi bien en entrée qu'en s@#éie syntaxe permet de
mettre a jour I'état de I'optimiseur, car le passage desrargs en Scilab se fait
uniquement par valeur.

La programmation objet en Scilab est possible grace aweslispées et a la sur-
charge des opérateurs, voir I'aide de Scilab aux rubrigiést et overloading.
Un optimiseur sera un objet (liste de typeist), dont les méthodes associéesk,
tell etbest devront étre définies selon la syntaxe :

function x = Y<optimizer_type>_ask(this)
function this = Y<optimizer_type>_tell(this, x, y)
function [yopt, xopt] = J<optimizer_type>_best(this)

Ceci est possible grace au mécanismesdeehargedes fonctionsask, tell et
best. Le langage Scilab permet de surcharger la majorité desatgés €, -, (),
...), ainsi que certaines fonctions internés«p, plot2d, ...), mais pour pouvoir
surcharger les méthodesk, tell etbest, il faut ajouter le code suivant qui permet
de rediriger I'exécution vers le code spécifique de I'opsieuir :

function x = ask(this)
execstr(’x = %’ + typeof (this) + ’_ask(this)’)
endfunction

function this = tell(this, x, y)
execstr(’this = %’ + typeof (this) + ’_tell(this, x, y)’)
endfunction

function [yopt, xopt] =
execstr(’ [yopt, xopt]
endfunction

best (this)
= %’ + typeof(this) + ’_best(this)’)

En plus de ces trois fonctions, il faudra implémentercanstructeuy c’est-a-dire
une fonction qui se chargera d'initialiser I'objet optimis. Tout ceci est illustré en
détail dans la suite du chapitre.

1.4. Exemple : une stratégie “multistart”

Cette logique de programmation objet a un grand avantadge pelmet d’envisa-
ger trés simplement des scénarios d’optimisation assdmé&d\Nous illustrons ceci
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Figure 1.4. Stratégies d’optimisation multistart. En (a), les itémts sont lancées indépen-
damment les unes des autres. En (b), la trajectoire d'umap#gur est interrompue lorsqu’elle
recoupe celle d'un précédent; et un nouvel optimiseur pamel autre région du domaine.

sur une stratégie “multistart” qui serait assez difficilargpiémenter avec la logique
de programmation fonctionnelle traditionnelle.

La stratégie multistart la plus naive consiste a lanceresgieemeniV procédures
d’optimisation (de type descente) en des points initiadbédints. Le but est de trou-
ver un optimum global, comme optimum des optima locaux. Fypesant que chaque
procédure d’optimisation locale se déroulergpas, la stratégie multistart colte au to-
tal de N x n évaluations de la fonction coQt. Cette stratégie appliguéda fonction
de Branin-Hoo (voir page 8) est illustrée sur la figure 1.40a) constate que :

1) si un optimiseur met moins desimulations pour converger, on n’utilise pas les
simulations restantes; on n’exploite donc pas au maximumdiget de simulations;

2) les trajectoires des différents optimiseurs se regnatge on explore des tra-
jectoires déja explorées auparavant; il y a donc gaspitlagaudget de simulations.

On va donc implémenter la stratégie alternative suivante stoppe un optimi-
seur s'il arrive trop prés d’une trajectoire d’'un autre opseur, et, avec les simula-
tions restantes, on relance un autre optimiseur d’'une mégo explorée. En utilisant
I'optimiseur “ask & tell” steepdesc (méthode de la plus grande pente) que nous
programmerons au paragraphe 1.5.3, la stratégie multsstaplémente en quelques
lignes:

neval = 1000 // budget de simulations

Arch = [] // archive des points déja visités
i=0 // numero de 1’optimiseur courant

// TANT QUE LE BUDGET DE SIMULATIONS N’EST PAS EPUISE,
while neval > 0
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// INITIALISER UN NQUVEL OPTIMISEUR;
i=1+1
opt = steepdesc()
opt.x0 = grand(1l, 2, ’def’) .* (xmax - xmin) + xmin
opt.step = BE-2
opt.eps = 1E-2
// ALLOUER UNE PARTIE DU BUDGET A L’0PTIMISEUR;
opt.eval = min (100, neval)
neval = neval - opt.eval
// TANT QUE L’OPTIMISEUR N’EST PAS ARRETE,
while ™ opt.stop
// DEMANDER UN POINT A L’0PTIMISEUR;
x = ask(opt)
// CALCULER LA DISTANCE DE CE POINT AUX POINTS DE L’ARCHIVE;
Xj = Arch(Arch(:,3) "= i, 1:2)
d = min(sqrt(sum( (Xj - x(ones(1l,size(Xj,1)),:))."2 , ’c’)))
// SI CETTE DISTANCE EST TROP PETITE,
if d < 0.1 then
// STOPPER L’0PTIMISEUR;
opt.stop = Ut
else
// SINON, LANCER LA SIMULATION,
[y, dy] = branin(x)
// ..., METTRE A JOUR L’0OPTIMISEUR,
opt = tell(opt, x, list(y, dy))
// ET AJOUTER LE POINT A L’ARCHIVE;
Arch($+1,1:3) = [x, i]
end
end
// RESTITUER LE BUDGET NON UTILISE PAR L’0PTIMISEUR;
neval = neval + opt.eval
end

Le résultat de I'exécution est représenté sur la figure L.@b voit que I'on exploite
mieux le budget de simulations, le domaine est beaucoupuimuert qu’en 1.4(a).

Il est important de noter que cette stratégie aurait étédiféisile (mais possible)
a implémenter en utilisant la fonctiosptim de Scilab, la difficulté étant d’arréter
un optimiseur en cours d’optimisation. Ici, nous I'avonis faut simplement avec la
commandept.stop = %t.
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1.5. Programmer un optimiseur “ask & tell” : tutoriel

Maintenant que I'on a vu a quoi ressemble un optimiseur “as&l& et comment
I'utiliser pour construire des stratégies d’optimisaggErsonnalisées, nous présentons
'implémentation de trois optimiseurs “ask & tell”. Le butest pas de présenter des
méthodes d’optimisation efficaces (voir pour cela les paiges suivant), mais de
proposer un tutoriel pour s’entrainer. Ainsi, les méthagmsées illustrent les points
suivants :

1) recherche aléatoire : objets optimiseurs et méthodesiées ;
2) (1/u, A)-ES : condition initiale, optimiseur & densité de points;

3) méthode de la plus grand pente : réponses multiples dulmamgtimiseurs
ayant différents états, condition d’arrét composite.

1.5.1. Exemple 1 : recherche aléatoire

Larecherche aléatoire est certainement I'algorithmetiitpation le plus simple :
a chaque itération on tire un point aléatoirement dans leaitoen et on le conserve
s'il est meilleur que le meilleur point exploré auparavaeite approche peut sem-
bler naive, mais c’est la base de tous les algorithmes derelvl stochastique, dont
le recuit simulé, les algorithmes évolutionnaires, etestl'algorithme de compa-
raison par excellence car il n’a pas de parameétre, il esticgippe quelque soit la
dimension, et converge vers I'optimum dans des conditices générales (voir par
ex. Spall [SPA 03]).

Implémentation

On définit d’abord un constructeur, c’est a dire une fonctjonse chargera d'ini-
tialiser I'objet optimiseur :

function this = rsearch()
this = mlist([’rsearch’, ’d’, ’xmin’, ’xmax’, ’iter’, ’stop’,
' %0, ,_y,])
this.stop = f
this._x = []
this._y = %inf
endfunction

L'optimiseur retourné par cette fonction est une list@ist) de type ‘rsearch”
contenant les chamgsla dimension de I'espacenin etxmax, les bornes inférieures
et supérieures du domaingser, le nombre d’itérations restantes;op, un booléen
indiquant I'arrét de I'optimiseur,x et _y, le point courant (meilleur point connu) et
la valeur de la fonction codt en ce point.



8 Optimisation multidisciplinaire

La méthodeask permet de demander un nouveau point a I'optimiseur. Icaigg’
simplement de tirer aléatoirement un point dans le domaine :

function x = Yrsearch_ask(this)
x = (this.xmax - this.xmin) .* grand(l, this.d, ’def’) + ...
this.xmin
endfunction

La méthodecell permet de mettre a jour I'optimiseur avec la valeur de lafionc
co(t au point évalué. On conserve le point s'il a une meideaerformance que le
meilleur point connu :

function this = Yrsearch_tell(this, x, y)
if y < this._y then
this._x = x
this._y =y
end
this.iter = this.iter - 1
this.stop = this.stop | this.iter <= 0
endfunction

Noter qu’on en profite au passage pour mettre a jour les Jasaber etstop.

Enfin, la méthod®est se contente de renvoyer la valeur du meilleur point connu :

function [yopt, xopt] = Jrsearch_best(this)
yopt = this._y
xopt = this._x

endfunction

Test
L'optimiseur ainsi programmeé est testé sur la fonction daniBr-Hoo [JON 98] :

5.1 5 2 1
f(z1,22) = (zz - 4—71_2x% + s 6) +10 (1 - g) cos(zy)+10  (1.1)

Cette fonction a la particularité d’avoir trois minima lesasur [—5, 10] x [0, 15].
Limplémentation Scilab de cette fonction renvoie la valde la fonction ainsi que le
gradient :



Vers une Programmation Orientée Objet des Optimiseurs 9

function [y, dy] = branin(x1l, x2)

a=-5.1/ (4 % %pi~2) * x1

b=x2+ (a+5/ %pi) * x1 -86

c=10* (1 -1/ (8 * Ypi))

y = b2 + ¢ ¥ cos(x1) + 10

dy = [2 * b x (-2 * a + 5 / Jpi) - ¢ * sin(x1), 2 * b]
endfunction

Pour utiliser I'optimiseur, il faut d’abord initialiser uobjet de type ¥search”
avec les paramétres choisis :

opt = rsearch()

opt.d = 2

opt.xmin = [-5, 10]
opt.xmax = [0, 15]
opt.iter = 100

Ensuite, la boucle d’optimisation “ask & tell” est écriteaarhain :

while “opt.stop

x = ask(opt)

y = branin(x)

opt = tell(opt, x, y)
end

ce qui donne le résultat représenté sur la figure 1.5. Comterdat, les points se
répartissent uniformément sur le domaine.

Ameéliorations possibles

Spall [SPA 03] présente deux améliorations de la recheréa¢aare. La premiére
amélioration (focalized random searéhconsiste a tirer les points dans un voisinage
du meilleur point connu. On récupére ainsi la notion de ttajee d’optimisation.
La seconde améliorationgdhhanced random searhajoute une dynamique dans la
trajectoire de recherche. Ces deux améliorations songéimghtées selon la logique
“ask & tell” dans la toolboXxdMD_toolbox.
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Figure 1.5. Test de I'optimiseursearch (Recherche aléatoire), avec 100
itérations sur la fonction de Branin-Hoo.

1.5.2. Exemple 2 : stratégie évolutionnair€u/u, \)

La stratégie évolutionnairg:/u, A) (voir par ex. [BEY 01]) consiste a faire évo-
luer une densité de points d’une itération a I'autre selopriecipe suivant : pour
1=1,...,n,

1) tirer aléatoirement points suivant la densité de recherghée loi NV (z¢, o%1) :

xi,...,xg\wpi (1.2)
2) sélectionner leg points (» < A) donnant les meilleurs performances :

lek,,l';k (1.3)

(oula notationr:;'.:A signifie “le points ayant Ig€ meilleure performance”).
3) estimer a partir de ces points les parametres de la dafesitécherche pour
Iitération suivantep’*! (ici seulement la moyenne) :

) 1< .
= 2% gt (1.4)
L ; 7

Dans le jargon des stratégies évolutionnairesylpsints sont appelgsarents et les
A points de la génération suivante, lEvgants
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Implémentation

Les paramétres de I'optimiseur sont : les entiedset lambda, le vecteur des
écart-typesigma, le point initial x0, auxquels se rajoutent les variables internes de
'optimiseur, iter, le nombre d'itérations restantes;op, la condition d’arrét, X,
la population deg: parents et y, les performances correspondantes. Ces paramétres
identifiés, I'implémentation du constructeur du typmambda” ne pose aucune dif-
ficulté :

function this = mulambda()
this = mlist([’mulambda’, ’mu’, ’lambda’, ’sigma’, ’x0’, ’iter’,
’stop’ , 1 X7, )_y)])
this.stop = %f

this._X = []
this._y = %inf
endfunction

La méthodeask génere une population dont le centre est le point initial the la
premiére itération, et le barycentre deparents les itérations suivantes :

function X = Y%mulambda_ask(this)

if this._X == [] then

xbar = this.x0
else

xbar = mean(this._X, ’r?)
end

X = grand(this.lambda, ’mn’, xbar’, diag(this.sigma."~2))’
endfunction

La méthodeell sélectionne leg points ayant les meilleurs performances, et met
a jour les variables internes de 'optimiseur :

function this = Ymulambda_tell(this, X, y)

[s, k] = gsort(y, ’¢c’, ’i’)

i = k(1 : this.mu)

this._X X(@, @)

this._y = y(1)

this.iter = this.iter - 1

thi.stop = this.stop | this.iter <= 0
endfunction
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La méthodebest renvoie la valeur du meilleur point de la population cougant
(qui se trouve étre le meilleur point desneilleurs. . .) :

function [yopt, xopt] = Ymulambda_best (this)
[yopt, iopt] = min(this._y)
xopt = this._X(iopt,:)

endfunction

Test

L'optimiseur est testé sur la méme fonction que précédemmeninitialise d'abord
un nouvel objet de typerilambda” avec les parameétres suivants :

opt = mulambda()
opt.x0 = [6, 12]
opt.mu = 2
opt.lambda = 10
opt.sigma = [1, 1]
opt.iter = 10

La boucle d’optimisation “ask & tell” différe Iégérement das précédent car il faut
ici gérer une population de points a chaque itération, dédoduclefor :

while “opt.stop

X = ask(opt)
n = size(X, 1)
y = zeros(1l, n)

for i = 1:n
y(i) = branin(X(i, :))
end
opt = tell(opt, X, y)
end

Le déroulement de I'optimisation est représenté sur ladidu8. La méthode semble
bien converger vers un optimum local.

Améliorations possibles

L'écart-types peut étre adapté pour améliorer la convergence; la regkadiest
la regle dite du “1/8” qui vise a augmenter ou diminuer I'écart-typ@our maintenir
une probabilité d’amélioration de 20%. Dans la varigptéu + \)-ES, lesu parents
sont conservés a la génération suivante, qui compte ainsi points; ainsi, on ne
risque jamais de perdre le meilleur point. Ces deux améi@mra sont implémentées
selon la logique “ask & tell” dans la toolb@¥MD_toolbox.
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Figure 1.6. Test de I'optimiseumulambda (Stratégie évolutionnairéu/u, X)), sur la fonction
de Branin-Hoo, avegy = 2 “parents” et A = 10 “enfants” et 10 itérations (soit 100 évalua-
tions au total).

1.5.3. Exemple 3 : méthode de la plus grande pente

La méthode de la plus grande pente consiste simplement ardbsadans le sens
opposé au gradient :

xo donné (1.5)
Ty = Tij—1 — ain(xi,l) 5 ) Z 1 (16)

ou «; est le pas qui minimise la fonction dans cette direction :

a; = argminf(xz;—1 — oV f(z;_1)) (1.7)

(03

Cette étape, appelédirfe search, est souvent remplacée par des heuristiques plus
simples, par exemple un constant. La variante que nous allons implémenter consiste
simplement a réduire le; de maniére a étre slr de toujours descendre :

— oninitialisea; a la valeur initialeny (donnée par I'utilisateur) ;
— on diviseqw; par deux {; < «;/2) tant que

fxicn — iV f(xiz1)) > flxiz1)

La condition d’arrét sera de type composite :
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dist(x;, 2;-1) <€
ou nombre maximum d’itérations atteint
ou nombre maximum d’évaluations atteint

Ce type de condition est nécessaire car, avec I'étape daitapduc; (ou méme un
“line search), on ne connait pas a I'avance le nombre d’'évaluations derletion a
chaque itération.

Implémentation

Le constructeur initialise un optimiseur de typecéepdesc” (pour steepest des-
cen):

function this = steepdesc()
this = mlist([’steepdesc’, ’x0’, ’step’, ’eps’, ’iter’,
Yeval’, ’stop’, ’_x’, ’_y’, ’_dy’, ’_step’])
this.iter = %inf
this.eval = %inf
this.stop = If
this._x = []
this._y = Jinf
endfunction

Les paramétres somD, le point initial, step, la valeur initiale du paramétre; au
début de chaque itération (la valeur courante étanep), eps, la tolérance sur les;
(notée précédemmeany, ainsi que les variables internes habituelles. Noter tpre |
stocke aussi le gradientdy).

La méthodeask renvoie le point initialk0 lors de la premiére itération, et le point
donné par (1.6) lors des itérations suivantes :

function x = Ysteepdesc_ask(this)
if this._x == [] then
x = this.x0

else
x = this._x - this._step * this._dy
end
endfunction

La méthode:e11 doit gérer deux états de I'optimiseur, selon que le poirmunaté
correspond a une nouvelle itération, ou a une étape de tatiapduc; :
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function this = %steepdesc_tell(this, x, y)
if y(1) > this._y then
this._step = this._step / 2
else
this._x = x
this._y = y(1)
this._dy = y(2)
this._step = this.step
this.iter = this.iter - 1
end
this.eval = this.eval - 1
this.stop = this.stop | this.iter <= 0 | this.eval <= 0 |
this._step * sqrt(sum(this._dy."2)) <= this.eps

endfunction

Dans cette fonctiory est supposé étre une liste dont le premier élément est larvale
de la fonction codt, et le second sont gradient. Noter aussigicompteur d'itérations
restantes ter n'est pas toujours décrémenté (au contraire du compteualdigtions
restantegval), car les étapes de recherchecdune comptent pas dans les itérations.

La méthodevest renvoie simplement le point courant :

function [yopt, xopt] = Jsteepdesc_best(this)
yopt = this._y
xopt = this._x

endfunction

Test

L'optimiseur ainsi programmeé est testé sur le méme exempmepgécédemment.
On initialise un optimiseur avec les parametres suivants :

opt = steepdesc()
opt.x0 = [6, 10]
opt.iter = 100
opt.step = BE-2
opt.eps = 1E-2

Noter que, comme on ne fixe pas de nombre maximum d’évalgatiera fonction
co(t (parametreval), la valeur prise par défaut estol.

1. revoir 'implémentation du constructeur
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Figure 1.7. Test de I'optimiseusteepdesc (méthode de la plus grande
pente), avec 100 itérations sur la fonction de Branin-Hoo.

La boucle d’optimisation “ask & tell” ne présente aucunepsise, si ce n'est la
gestion du coupléf(z;), Vf(x;)) dans une liste :

while “opt.stop

x = ask(opt)

[y, dy] = branin(x)

opt = tell(opt, x, list(y, dy))
end

Le déroulementde cet algorithme est représenté sur la flgairk’optimiseur converge
bien vers un minimum local.

Améliorations possibles

Pour améliorer cet optimiseur, on peut implémentdimle search avec une mé-
thode de recherche de zéro de type dichotomie par exempe.is du gradient, on
connait le Hessien de la fonction codt, la méthode de NeR@mhason, qui consiste
a utilisera;; = V2f(z;)~t. On peut aussi approximer ce Hessien pour obtenir une
méthode dite de quasi-Newton (par ex. la méthode BFGS)...
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génotype
phénotype
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Figure 1.8.Le vocabulaire des algorithmes génétiques.

1.6. Un algorithme génétique
1.6.1. Principe

Les algorithmes génétiques sont inspirés de la génétigasigue (voir [GOL 94]) :
on considére une “population” de points répartis dans desp

Avant d’expliquer en détail le fonctionnement d’'un algbnite génétique, nous
allons présenter quelques mots de vocabulaire relatifggéngtique. Ces mots sont
souvent utilisés pour décrire un algorithme génétique.

Génotype ou chromosome :c’est une autre fagon de dire “individu”.

Individu : correspond au codage sous forme de génes d’une solutiantietieea un
probléme d’optimisation.

Geéne : un chromosome est composé de genes. Dans le codage bimagene vaut
soit 0 soit 1.

Phénotype : chaque génotype représente une solution potentielle sobfgmne d’op-
timisation. La valeur de cette solution potentielle ested@p le phénotype.

Tout ce vocabulaire est illustré & la figure 1.8.

— Chaque individu va étre “codé” a la maniere d’'un gene. Pamgnte, le plus
souvent, on fait correspondre une chaine binaire a I'iddiycette chaine binaire est
une image de la position de 'individu dans I'espace de ratted. Par exemple, trois
individus (de8 bits chacun) sont représentés a la figure 1.9.

— A chaque individu on associe une efficacité (on appellei agste valeur I
“adaptation”). Cette efficacité va correspondre a la penoice d’'un individu dans
la résolution d'un probléme donné. Par exemple, si I'on m®re un probléme de
maximisation d’une fonction, I'efficacité de I'individu@itra avec sa capacité & maxi-
miser cette fonction.
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[ifafolafolalafo]  [alolafelsfrfofo]  [1]1]ofofofo]a]o]

(a) Individu (b) Individu (c) Individu

Figure 1.9. Trois individus.

f(x) [[10[20[5
Efficacitél| 2 | 4 |1
Individu || 1|2 |3

Tableau 1.1.Un exemple de valeurs d'efficacité.

Si I'on prend I'exemple de la maximisation d'une fonctigh{«), on a le ta-
bleau 1.1.

Comme on peut le voir sur cet exemple, I'individu 1 est moiffis&ce que l'indi-
vidu 2. En effet, il maximise moing (x) que l'individu 2.

— Apreés avoir déterminé I'efficacité des individus, on opéme reproduction. On
copie les individus proportionnellement a leur efficadér exemple, si I'individu 1
est reproduit deux fois, I'individu 2 sera reproduit qudtis et I'individu 3 est repro-
duit une fois.

Ce schéma de fonctionnement est a I'image de la vie réells. if1 individu est
adapté a son milieu (il se défend mieux contre ses prédatemange mieux) plus sa
capacité a se reproduire sera grande.

— Une fois que I'on a déterminé la fonction d’efficacité et i@pka reproduction,
on effectue des “croisements” entre individus (définis jirg). Plus un individu sera
efficace dans la résolution du probléme, plus celui-ci sesera avec un grand nombre
d’autres individus. Pour cela, on utilise une roue sur ldqua individu occupe une
place qui est proportionnelle a son efficacité (roulette ellselection en anglais).
Cette roue, dans le cas de I'exemple que I'on a traité citdesst représentée a la
figure 1.10.

Pour notre exemple, on aura le tableau 1.2.

Figure 1.10. Roue servant a sélectionner un individu pour le croisement.
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Sélection pour le croisement

“Male” “Femelle”

Individu sélectionnéndividu sélectionné
suivant I'efficacité aléatoirement

1 2

1 3

2 2

2 2

2 3

2 1

3 2

Tableau 1.2.Le croisement, premiére étape.

Point de croisement

Individu 1: nn

Individu 2: nnﬂ

Figure 1.11.Le croisement, deuxieme étape.

— On va maintenant fusionner I'individu de départ avec ldu associé. Cette
opération s’appelle le croisement. Pour cela, on sélaetti@aléatoirement une position
dans le codage de l'individu. A cette position, on séparetiage puis on échange les
morceaux de droite entre les deux individus. Un exemple dis&ment est représenté
alafigure 1.11.

On peut répéter cette opération pour tous les individus blieda précédent. On
obtient alors le tableau 1.3.”

Ici, on constate que I'on a obtenu deux nouveaux €éléments ldacplonne résultat.
Notre population s’est diversifiée. A ce moment, soit on eovsstoute la population
(mais on supprime les doublons), soit on supprime les élé&ntenmoins performants,
de maniére a conserver le méme nombre d’individus dans lalgign. D’autres
méthodes de réduction de population peuvent étre mises eredeu(par exemple,
on sélectionne au hasard les individus qui vont étre sug®im

— Pouir finir, on peut procéder a une mutation au niveau desgéuae individu.

Pour cela, on commence par choisir au hasard un certain rottibdividus (en
général, la probabilité de sélection pour la mutation abtdn
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[ "male”

| “Femelle” [Position de croisemept Résultat
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3

2
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Tableau 1.3.Le croisement, résultat final.

Ensuite, pour chaque individu sélectionné, on choisit aafthle géne ou aura
lieu la mutation.
Finalement, & cette position, on change le 0 en 1 et récigrogut.

— On recommence ce procédé jusqu'a ce que I'on atteigne terecd’arrét (par
exemple, un nombre maximal d'itérations).

Le pseudo-code d’'un algorithme génétique est le suivant :

Initialisation de la population
Evaluation des fonctions objectif
Calcul de 1’efficacité
POUR i = 1, ..., MaxIter
Sélection aléatoire
Sélection proportionnelle a 1l’efficacité
Croisement
Mutation
Evaluation des fonctions objectif
Calcul de 1’efficacité
FIN POUR

L'avantage de cette méthode est que, dans certains capgeeli@rocurer un jeu
de solutions optimales.



Vers une Programmation Orientée Objet des Optimiseurs 21

1.6.2. Implémentation

Cette version de I'algorithme génétique utilise la biliique parameters qui per-
met de gérer une liste de parametres a la maniére des méthyutitaset et optimget
de Matlab. Les fonctions que nous utilisons sont les sudsant

—param = init_param: cette fonction permet d'initilialiser une structure gaiv
contenir la liste des parametres;

—param = add_param(param, 'nom_param’,value) : cette fonction ajoute le
parameétre nom_param a la liste de paramétres param etdutaff valeur value ;

—value = get_param(param, ’nom_param’,default_value) : cette fonc-
tion permet de récupérer la valeur du paramétre nom_pardenldge param. Si ce
parameétre n’existe pas, alors on affecte la valeur defaailte a value.

Nous allons aussi utiliser trois fonctions spécifiques aealgorithme génétique :

—crossover_func_default : cette fonction permet de croiser deux vecteurs de
parametres continus. Cette fonction est définie comme suit :

function [Crossed_Indivl, Crossed_Indiv2] = ...
crossover_func_default(Indivl,Indiv2,param)
if ~ isdef(’param’,’local’) then
param = [];

end
Beta = get_param(param, ’beta’,0);
MinBounds = get_param(param,’minbound’,
-2 * ones(size(Indivil,1),size(Indivl,2)));
MaxBounds = get_param(param,’maxbound’,

2 % ones(size(Indivl,1),size(Indiv1,2)));
mix = (1 + 2 * Beta) * rand(1,1) - Beta;
Crossed_Indivi mix * Indivl + (1-mix) * Indiv2;
Crossed_Indiv2 (1-mix) * Indivl + mix * Indiv2;
Crossed_Indivl = max(min(Crossed_Indiv1l, MaxBounds),MinBounds) ;
Crossed_Indiv2 = max(min(Crossed_Indiv2, MaxBounds),MinBounds) ;
endfunction

—mutation_func_default : cette fonction permet de muter un vecteur de para-
métres continus. Cette fonction est définie comme suit :

function Mut_Indiv = mutation_func_default(Indiv,param)
if ~ isdef(’param’,’local’) then
param = [];
end
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Delta = get_param(param,’delta’,0.1);
MinBounds = get_param(param,’minbound’,
-2 * ones(size(Indiv,1),size(Indiv,2)));
MaxBounds = get_param(param, ’maxbound’,
2 * ones(size(Indiv,1),size(Indiv,2)));
Mut_Indiv = Indiv + ...
2 * Delta * rand(size(Indiv,1),size(Indiv,2)) -
Delta * ones(size(Indiv,1),size(Indiv,2));
Mut_Indiv = max(min(Mut_Indiv, MaxBounds),MinBounds);
endfunction

—selection_func_default : Cette fonction permet de recombiner plusieurs
populations d'individus (les parents et les enfants) en population de taille
pop_size. On ne retient ici que les individus les plus effisguour résoudre le pro-
bleme. Cette fonction permet aussi de générer des fonabiojestifs vectorielles et
est ainsi adaptée a I'optimisation multiobjectif au formAak & Tell. Cette fonction
est définie comme suit :

function [Pop_out,FO0bj_Pop_out,Efficiency,M0_Total_FQObj_out] = ...
selection_func_elitist(Pop_in,Indivl,Indiv2,
FObj_Pop_in,FObj_Indivl,F0Obj_Indiv2,
MO_Total_FObj_in,MO_FObj_Indiv1,M0_FObj_Indiv2,param)

[nargout,nargin] = argn();

mo_is_defined = ~ isempty(’MO_Total_FObj_in’);
if ~ isdef(’param’,’local’) then

param = [];
end

pressure = get_param(param, ’pressure’,0.05);
pop_size = length(Pop_in);
Total_Pop = lstcat(Pop_in, Indivl, Indiv2);

Total_FObj = [FObj_Pop_in’ FObj_Indivl’ FObj_Indiv2’]’;

// Normalisation de 1’efficacité des individus

FObj_Pop_Max = max(Total_FObj);

FObj_Pop_Min = min(Total_FObj);

Efficiency = (1 - pressure) * (FObj_Pop_Max - Total_FObj) / ...
max ([FObj_Pop_Max - FObj_Pop_Min, %eps]) + pressure;

[Efficiency, Index_sort] = sort(Efficiency);

Efficiency = Efficiency(1:pop_size);
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// Extraction et sélection du phénotype
Total_FObj = Total_FObj(Index_sort);
FObj_Pop_out = Total_FObj(1:pop_size);

// Extraction et sélection du génotype
Total_Pop = list(Total_Pop(Index_sort));
Pop_out = list(Total_Pop(l:pop_size));

// Extraction des valeurs de fonctions multiobjectifs si elles
// sont définies
if mo_is_defined then

MO_Total_FObj_out = [MO_Total_FObj_in’ MO_FObj_Indivi’
MO_FObj_Indiv2’]’;
MO_Total_FObj_out(Index_sort,:);
MO_Total_FObj_out(1l:pop_size,:);

MO_Total_FObj_out
MO_Total_FObj_out
end
Total_Pop = list(); // Réinitialisation de Total_Pop
endfunction

Nous allons maintenant utiliser ces fonctions pour définiralgorithme génétique
pour des problémes d’optimisation & variables continuessgtectant le formalisme
Ask & Tell.

Tout d’abord, le constructeur de I'algorithme génétiqueluGci permet de définir
les valeurs par défaut des différents paramétres de lidgoe.

Les paramétres de I'algorithme sont les suivants :

—nb_generation: ce parameétre correspond au nombre d’itérations;

—pop_size: c'est la taille de la population de I'algorithme génétique

—nb_couples : c'est le nombre de couples que I'on forme avant chaque étape
croisement / mutation. La plupart du temps, on a pop_size zaiples;

—p_mut, p_cross : Ce sont les probabilités de croisement et de mutation;

—pressure : c'est la pression de sélection. On donne une efficacitémaild a
I'individu le moins adapté (ici 0.01) pour qu'il ait toujosita possibilité d'étre sélec-
tionné dans un couple. Cela permet de conserver une cedmaesité d'individus
dans la population génération aprés génération.

function this = gaomd()
this = mlist([’gaomd’, ’nb_generation’, ’pop_size’,
’nb_couples’, ’p_mut’, ’p_cross’,
’param’, ’pressure’, ’stop’,
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’pop’, *fobj_pop’]);
this.nb_generation = 100;

this.pop_size = 100;
this.nb_couples = 100;
this.p_mut = 0.01;
this.p_cross =0.7;
this.pressure = 0.01;
this.stop = 4F;

this.param = init_param();
// Parameters to adapt to the shape
// of the optimization problem
this.param = add_param(this.param, ’minbound’, []);
this.param = add_param(this.param, ’maxbound’, []);
this.param = add_param(this.param,’dimension’,2);
this.param = add_param(this.param, ’beta’,0);
this.param = add_param(this.param,’delta’,0.1);
this.param = add_param(this.param,’crossover_func’,
crossover_func_default);
this.param = add_param(this.param, ’mutation_func’,
mutation_func_default);
this.param = add_param(this.param,’selection_func’,
selection_func_elitist);
this.param = add_param(this.param, ’nb_couples’,
this.nb_couples);
this.param = add_param(this.param, ’pressure’,
this.pressure);

this.pop = 1ist();
this.fobj_pop = [1;
endfunction

Définissons maintenant les fonctions ask et tell par sugehdiopérateur.

La fonction ask va générer une liste de couple et la retolengrarametres afin
que la valeur de fonction objectif de chagu’un des indivisiois calculée.

function x = %gaomd_ask(this)
crossover_func = get_param(this.param,’crossover_func’,[]);
mutation_func = get_param(this.param,’mutation_func’,[]);
pop_indivl = list();
pop_indiv2 = list();
fobj_pop_indivl = [1;
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fobj_pop_indiv2 = [];

// Normalisation de 1’efficacité (entre pressure et 1)
FObj_Pop_Max = max(this.fobj_pop);
FObj_Pop_Min = min(this.fobj_pop);
Efficiency = (1 - this.pressure) *
(FObj_Pop_Max - this.fobj_pop) / .
max ([FObj_Pop_Max - FObj_Pop_Min, Jeps]) + ...
this.pressure;
//
// Sélection des individus
//
Wheel = cumsum(Efficiency);
for j=1:this.nb_couples
// Sélection du premier individu du couple
Shoot = rand(1,1)*Wheel($);
Index = 1;
while((Wheel(Index)<Shoot)&(Index<length(Wheel)))
Index = Index + 1;
end
pop_indivi(j) = this.pop(Index);
fobj_pop_indiv1i(j) = this.fobj_pop(Index);
// Sélection du second individu du couple
Shoot = rand(1,1)*Wheel($);
Index = 1;
while ((Wheel(Index)<Shoot)&(Index<length(Wheel)))
Index = Index + 1;
end
pop_indiv2(j)
fobj_pop_indiv2(j)
end
//
// Croisement
//
for j=1:this.nb_couples
if (this.p_cross>rand(1,1)) then
[x1, x2] = crossover_func(pop_indivi(j),
pop_indiv2(j), this.param);

this.pop(Index);
this.fobj_pop(Index);

pop_indiv1(j) = x1;
pop_indiv2(j) = x2;
end
end

//

25
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// Mutation
//
for j=1:this.nb_couples
if (this.p_mut>rand(1,1)) then
x1 = mutation_func(pop_indivi(j),this.param);
pop_indivi(j) = x1;
end
if (this.p_mut>rand(1,1)) then
x2 = mutation_func(pop_indiv2(j),this.param);
pop_indiv2(j) = x2;
end
end

x = lstcat(pop_indivl,pop_indiv2);
endfunction

Maintenant la fonction tell. Cette fonction va effectuarpgération de sélection. Elle
va fusionner les parents et les enfants et ne retenir quedéieurs individus. Ensuite,
on met a jour la structure interne de I'objet gaomd.

function this = %gaomd_tell(this, x, y)

//

// Recombinaison

//

selection_func = get_param(this.param,’selection_func’,[]);
pop_indiv1l = 1list(Q;

pop_indiv2 = 1list(Q;

fobj_pop_indivl = [];

fobj_pop_indiv2 = [];

for i=1:this.nb_couples
fobj_pop_indivl(i) = y(i);
pop_indivi (i) = x(1);
end
for i=1:this.nb_couples
fobj_pop_indiv2(i) = y(i+this.nb_couples);
pop_indiv2(i) = x(i+this.nb_couples);
end

[this.pop, this.fobj_pop] = selection_func(...
this.pop,pop_indivl,pop_indiv2,
this.fobj_pop,fobj_pop_indivl,fobj_pop_indiv2,
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[1,01,[1,this.param);
this.nb_generation = this.nb_generation - 1;
this.stop = this.stop | this.nb_generation <= 0;
endfunction

Pour finir, définission une méthode qui permet de récupénes tabjet gaomd la
population finale ainsi que les valeurs de fonction objectif

function [yopt, xopt] = Ygaomd_best(this)
yopt = this.fobj_pop;
xopt = this.pop;

endfunction

1.6.3. Exemple

Nous allons appliquer I'algorithme génétique au formaéishsk & Tell a I'opti-
misation de la fonction Branin-Hoo (voir paragraphe 1.5.1)

Nous définissons les parametres par défaut de I'algoritfémétgue :

nb_generation = 10;

pop_size = 100;

p_mut =0.1;

p_cross =0.7;

gaopt = gaomd () ;
gaopt.nb_generation = nb_generation;
gaopt.pop_size = pop_size;
gaopt.nb_couples = pop_size;
gaopt.p_mut = p_mut;
gaopt.p_cross = p_cross;

// On régle le domaine de validité du probléme

Min = [-5, 0]7;

Max = [15, 10]°’;

gaopt.param = add_param(gaopt.param, ’'minbound’,Min) ;
gaopt.param = add_param(gaopt.param, ’maxbound’,Max) ;

On initialise aléatoirement la population de 'algorithg@nétique :
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for i=1:gaopt.pop_size
gaopt.pop(i) = (Max - Min) .* ...
rand(size(Max,1),size(Max,2)) + Min;
gaopt.fobj_pop(i) = branin(gaopt.pop(i));

end

pop_init = gaopt.pop;
fobj_pop_init = gaopt.fobj_pop;
y_min = [];

On lance l'algorithme génétique :

while ™ gaopt.stop
printf (’gaopt running: iteration %d / %4 - °’,
nb_generation - gaopt.nb_generation + 1,
nb_generation) ;
x = ask(gaopt);
y = [1;
for i=1:length(x)
y(i) = branin(x(i));
end
y_min($+1) = min(y);
printf(’ fmin = %f\n’,y_min($));

gaopt = tell(gaopt, x, y);
end

On récupére la population finale et les valeurs de fonctigeabif :

[fobj_pop, pop]l = best(gaopt);

1.7. La méthode du simplex
1.7.1. Principe

Cette méthode n’'arien a voir avec la méthode du simplexségilen programma-
tion linéaire. Il s'agit la d’'une méthode de recherche sétjabe [NEL 65] de I'opti-
mum d’un probléme d’optimisation. Le logiciel Multisimpieéalise cette optimisa-
tion pour un probléme d’optimisation multiobjectif de mara interactive.

Cette méthode utilisgé + 1 essais (ol représente la dimension de la variable de
décisionz’) pour définir une direction d’amélioration des fonctiongeatif.

L'amélioration des fonctions objectif est obtenue en sdifit une méthode d’'agré-
gation floue.
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(a) La population initiale (points noirs) et la po- (b) L'évolution de la meilleure valeur de fonc-
pulation finale (points blancs). tion objectif en fonction des itérations.

Figure 1.12. Les résultats obtenus par I'algorithme génétique impléden
sous le formalisme Ask & Tell.

1.7.2. Présentation de la méthode

On commence par choisir au hasdrd- 1 valeurs pour la variable de décision
7. L'algorithme évalue alors lek + 1 points et supprime le point le moins “effi-
cace”. Il crée alors un nouveau point a partir du point supgr{voir figure 1.13) et
recommence I'évaluation.

L'algorithme comporte quelques régles, qui permettentrdisir des points qui
évitent de tourner autour d’'une mauvaise solution. Les geincipales regles sont
les suivantes :

Regle 1 : rejeter les pires solutions.

Une nouvelle position de la variable de décisigrest calculée par réflexion de
la position rejetée (voir la figure 1.13). Apres cette transfation, on recherche
le nouveau pire point. La méthode est alors répétée en d@irhize point, etc.
A chaque étape, on se rapproche de la zone ou se trouve llaptiecherché.

Reégle 2 : ne jamais revenir sur un point qui vient juste d’étre rejeté.
Sans cette régle, I'algorithme pourrait osciller entrexdemauvais” points.

Sur la figure 1.14, on peut voir le cheminement de la méthods tespace des
variables de décision, dans le cas d’'un exemple a deux lesidb décision. Sur cette
figure sont représentées des courbes de niveau reprédariingction” d’améliora-
tion de la fonction objectif a optimiser. Dans cet exemptmtimisation se déroule de
maniére a maximiser le pourcentage correspondant a laederhiveau.
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Figure 1.13. Choix d'un nouveau point par symétrie.
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Figure 1.14. Cheminement de la méthode du simplex.

Présentons maintenant I'algorithme complet de la méthad@rdplex. Nous uti-
liserons les notations suivantes :

— W : point le moins favorable ou point venant d’étre rejeté.
— B : point le plus favorable.
— N : second point le plus favorable.

L'algorithme du simplex est présenté a la figure 1.15.

Il existe aussi une version modifiée de la méthode du simfleite méthode, dite
du simplex modifié, comporte deux régles supplémentaires :

Reégle 3 : dilater le déplacement dans le sens de 'amélioration destifins objectif.
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Début de
I'optimisation

Engendrer les premiers Re _tester les Arrét de 'optimisation
points du simplex paints retenus
Ranger les points dans
les variables B, N, W Remplacer N par W o )
R | ¢ la régle de réévaluation Les objectifs sont-ils
anger les autres
N est-elle active ? int 2
- < points dans B et N non atteint ?
Faire la réflexion R

Remplacer W par R

Figure 1.15. L'algorithme de la méthode du simplex.

w C- C+ R E

Figure 1.16. Le processus de dilatation et de contraction de la méthode du
simplex modifié.

Reégle 4 : contracter le déplacement, si celui-ci a été fait dans ureetidon qui n’est
pas favorable a I'amélioration des fonctions objectif.

Sur un probléme a deux variables de décision, on obtientHérsa situé a la fi-
gure 1.16.

En reprenant les mémes notations que pour I'algorithmegpiedtt, nous obtenons
la représentation de la figure 1.17.

Pour les différentes transformations, on a les expressioimantes :
— Réflexion:R =C +a- (C — W)

— Dilatation :E = C +~v- (C— W)

— Contraction positiveC. = C + g+ - (C — W)

— Contraction négativeC_ = C — g~ - (C — W)

ou
— W est le point rejeté,
— C est le barycentre des points restants,
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Début de
I'optimisation

Engendrer les premiers Re tester les Arrét de I'optimisation

points retenus

points du simplex

{

Ranger les points dans
les variables B, N, W

Remplacer N par W

La régle de réévaluation Les objectifs sont-ils

Ranger les autres
non est-elle active ? .
. atteints ?
Faire la réflexion R points dans B et N
Remplacer W par R
non non
R>N ?
oui oui oui
Faire une dilatation E Faire une contraction Faire une contraction
positive C+ négative C—
Remplacer W par E ‘ Remplacer W par R ‘ ‘ Remplacer W par C+ ‘ ‘ Remplacer W par C—

Figure 1.17. L’algorithme de la méthode du simplex modifié.

— « est le coefficient de réflexiom(= 1 par défaut),
—~ est le coefficient de dilatatiory (= 2 par défaut),
— 37 est le coefficient de contraction positive'( = 0.5 par défaut),
— [~ estle coefficient de contraction négatiye (= 0.5 par défaut).

1.7.3. Implémentation

Notre implémentation Ask & Tell de I'algorithme de NelderMead utilise une
version “step by step” de I'algorithme du simplex. Cette Inoéte scilab a le prototype
suivant :

function [x_next, data_next, eval_Func, f_hist, x_hist] = ...
step_nelder_mead(f_current, x_current, data_current,
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nm_mode, Log, kelley_restart, kelley_alpha)

Les différents paramétres de cette méthode d’optimisatida signification suivante :

—f_current : la valeur de fonction objectif correspondant a x_curresit.
nm_mode="init’, alors f_current doit étre un vecteunde 1 valeurs correspondant &
chacune des coordonnées du simplex;;

—x_current : le simplex initial ¢z + 1 vecteurs colonne) ou la solution & calculer
(1 vecteur colonne) - dépend de la valeur de nm_mode;

—data_current : I'état de la méthode d’optimisation. Ce parameétre doé &ite
lors de la premiére itération de la méthode d’optimisation (mode="init’);

—nm_mode : le mode opératoire de la méthode de Nelder & Mead “step lpy ste
Les valeurs admissibles sont les suivantes :
- 2init’ : pour l'itération initiale ;
- run’ : pour toutes les autres itérations;;
- Yexit’ : pour récupérer la meilleure solution.

—Log : un booléen. S’il vaut %T alors des informations sont affechdurant le
déroulement de 'optimisation (c’est un parametre optiogueest a %F par défaut) ;

—kelley_restart : un booléen. S'il vaut %T alors on autorise le simplex a étre
recalculé quand un seuil relatif a la forme du simplex cotieaété atteint (c’est un
parameétre optionel qui est a %F par défaut) ;

—kelley_alpha: un seuil relatif & la forme du simplex courant. Ce seuil petrm
de limiter la dégénérescence du simplex au cours de I'ogditioin (c'est un paramétre
optionel qui vaut 1e-4 par défaut);

—x_next : un vecteur de parametres pour lequel on doit calculer lawade
fonction objectif ou alors la meilleure solution trouvé parméthode de Nelder &
Mead (si nm_mode vaut 'init’ x_next correspona & 1 vecteurs colonne);

—data_next : structure contenant I'état de la méthode de Nelder & MeadtteC
structure doit étre transmise & la fonction itération afiggation ;

—eval_Func : le nombre d’évaluation de la fonction objectif (ce paramétst
optionel);

—f_hist : la meilleure valeur de fonction objectif pour chaque itiémra(ce para-
meétre est optionel);

—x_hist : le vecteur de parametre correspondant au simplex obtetague
itération . + 1 vecteur colonne) (ce paramétre est optionel).

Nous allons maintenant utiliser cette fonction pour défimialgorithme de Nelder &
Mead respectant le formalisme Ask & Tell.

Les parameétres importants de notre algorithme de Nelder &dent les suivant :
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— ItMX : le nombre maximum d’itérations ;

—x0 : le pointinitial de départ de notre méthode d’optimisation simplex initial
sera construit autour de ce point);

—upper et lower : les bornes minimales et maximales de notre domaine d’opti-
misation;

—simplex_relsize : la taille relative du simplex qui sera construit autour du
point x0;

Le constructeur de notre méthode d’optimisation est lessiv

function this = nmomd()
this = mlist([’nmomd’, *ItMX’, ’x0’, ’x_init’,
’f_init’, ’upper’,’lower’,
’kelley_restart’, ’kelley_alpha’,
’simplex_relsize’, ’log’, ’stop’,
data_next’, ’init’]);

this.ItMX = 100;

this.x0 = [];
this.kelley_restart = }F;
this.kelley_alpha = le-4;
this.simplex_relsize = 0.1;
this.log = %F;
this.stop = JF;
this.upper = le6*ones(size(x0,1),size(x0,2));
this.lower = - le6*ones(size(x0,1),size(x0,2));
this.data_next = [1;
this.init = hT;
this.x_init = [1;
this.f_init = [];
endfunction

Définissons maintenant les fonctions ask et tell par sugen@iopérateur.

La fonction ask va générer un simplex initial si on est atatéon initiale. Sinon,
la fonction ask retourne la valeur x_init qui correspond acteur de parameétres pour
lequel on souhaite calculer la valeur de la fonction objecti

function x = Y%nmomd_ask(this)
if this.init then
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// We set the initial simplex
for i=1:length(this.x0)+1
this.x_init(:,1i) = this.x0 + ...
this.simplex_relsizex0.5% ...
((this.upper - this.lower) .x*
rand(size(this.x0,1),size(this.x0,2))
+ this.lower);
end
end
x = this.x_init;
endfunction

Maintenant la fonction tell. Cette fonction va mettre a jteivecteur de parametres
x_init en fonction de la valeur de la fonction objectif quit €alculée. Ensuite, on
met a jour la structure interne de I'objet nmomd (on décrémiemombre d'itérations

et on met a jour le booléen indiquant I'arrét de la méthodmp(st

function this = %nmomd_tell(this, x, y)
if this.init then
[this.x_init, this.data_next] = ...
step_nelder_mead(y, x, [], ’init’,
this.log, this.kelley_restart,
this.kelley_alpha);
this.init = %F;
else
[this.x_init, this.data_next] = ...
step_nelder_mead(y, x, this.data_next, ’run’,
this.log, this.kelley_restart,
this.kelley_alpha);
end
this.ItMX this.ItMX - 1;
this.stop = this.stop | (this.ItMX <= 0);
endfunction

Pour finir, définission une méthode qui permet de récupémes tabjet nmomd le
meilleur vecteur de paramétres obtenu ainsi que la valeuferdtion objectif corres-
pondante.

function [yopt, xopt] = Ynmomd_best(this)
[xopt, yopt] = step_nelder_mead(this.f_init, this.x_init,
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this.data_next, ’exit’,

this.log, this.kelley_restart,

this.kelley_alpha);
endfunction

1.7.4. Exemple
Nous allons appliquer la méthode de Nelder & Mead au formedigsk & Tell a

I'optimisation de la fonction Branin-Hoo (voir paragraph&.1). On commence par
initialiser les parameétres de la méthode de Nelder & Mead :

ItMX = 100;
nmopt = nmomd () ;
nmopt.ItMX = ItMX;

nmopt.kelley_restart = F;
nmopt.kelley_alpha le-4;
nmopt.simplex_relsize = 0.1;
nmopt.log = %F;

On définit le domaine de validité de notre probléme d’optatia :

(-5, 017%;
[15, 10]7;

nmopt.lower
nmopt.upper

On définit on point initial aléatoirement dans notre domaitotimisation :

nmopt.x0 = (Max - Min).*rand(size(Max,1),size(Max,2)) + Min;

On lance la méthode d’optimisation :

y_min = [];
while ” nmopt.stop
printf (’nmopt running: iteration %d / %d - ’,
ItMX - nmopt.ItMX + 1, ItMX);
x = ask(nmopt) ;
y = [;

for i=1:size(x,2)
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Ider and Mead Evoluton of the abjective funcion

s 10 15 0 s 4 s e 70 8 % 100

(a) Le point initial (point noir) et le point final (b) L'évolution de la meilleure valeur de fonc-
(point blanc). tion objectif en fonction des itérations.

Figure 1.18. Les résultats obtenus par 'algorithme de Nelder & Mead
implémenté sous le formalisme Ask & Tell.

y(i) = branin(x(:,1));
end
y_min($+1) = min(y);
printf(° fmin = %f\n’, y_min($));

nmopt = tell (nmopt, x, y);

end

On récupere le meilleur vecteur de paramétres ainsi queléaneade la fonction
objectif correspondante :

[f_opt, x_opt] = best (nmopt) ;

1.8. Stratégie évolutionnaire CMA-ES

La stratégie évolutionnaire CMA-ESvariance Matrix Adaptation Evolution
Strategy [HAN 01, HAN 03, HAN 04, HAN 06] est une méthode stochastigiep-
timisation reprenant les bases de la stratégje.(\) présentée au paragraphe 1.5.2.

1.8.1. Principe
A chaque itération, les points candidats sont tirés au Hassvant undoi gaus-

sienne multivariée autour d’'une valeur moyenng, les points candidats se répar-
tissent selon une distribution gaussienne, centrée, decade covarianc€' qui est
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en outre réduite par le factear la longueur de pas,
fi:m+axM(6,g) fori=1,...,\ . (1.8)

Les A nouveaux points définis par (1.8) sont des réalisations daateur gaussien
de moyenne7n. et de matrice de covarianeég; ils sont distribués selon la loi
/\/(m, aQQ). Une population de taille = 10 est généralement suffisante, bien que
parfois, une valeur plus grande\ (>> 100) soit préférable. Outre le point initial et
le critére d'arrét de I'algorithme, la taille de la poputati\ (> 3) est le principal
parameétre qui peut étre (librement) fixé par I'utilisateur.

Dans la méthode/ i, \)-CMA-ES, lesp meilleurs points g < ) de l'itération
courante sont sélectionnés. lls permettent de calculeoil® moyenm: et mettre a
jour les autres parametres de la distributioret C, pour I'itération suivante. Deux
grands principes sont mis en ceuvre pour effectuer ces mjeas a

— L'évolution temporelle du point moye# dans I'espace de recherche est “analy-
sée”. Le paw est adapté selon la distance parcourue. La trajectoire lmtzdénatrice
de covariance. La vitesse de changementrdest décrite par une équation d’'état
appelée "chemin d’évolution”.

—La forme de la distribution, c’est-a-dire la matrice de arxtanceC, est mise
a jour dans le but d’augmenter la vraissemblance d’avoirprogression de la dis-
tribution efficace. Toutes les estimations sont sans lkaisipte tenu de la sélection
aléatoire.

L'algorithme (u/u, A\)-CMA-ES se révele étre une méthode d’optimisation stochas
tique robuste et efficace.

— Une population d& > 1 points permet d’une part, une sélectiory (, \) ro-
buste au bruit, et d'autre part, évite de se faire piéger dansinimum local. Aug-
menter la taille de la populationpeut permettre d’améliorer encore les performances
dans la recherche de I'optimum global [HAN 04].

— L'adaptation de la matrice de covariance est particuliémt utile pour des
probléemes mal conditionnés, les performances sur les gmds bien conditionnés
n’étant pas affectées. Comme inconvénient, sa compldgitéitnmique est e (n?)
(celle de I'échantillonnage dans une loi gaussienne naulée), ot est la dimension
de I'espace de recherche.

— Le contr6le du pas favorise les échantillons avec une grande variance, ce qui
est essentiel pour éviter une convergence prématurée Betas, le contrdle du pas
permet uneaugmentatiomapide de la variance de la distribution de recherche, ainsi
gu’une diminution rapide pour la convergence vers un optimu
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1.8.2. Implémentation et interfaces

L'implémentation suit de trés pres les descriptions de [HIMHAN 06, HAN 09].
Outre les fonction%,cma_ask, jcma_tell et %cma_best bien connues (elles ont
toutes une homologue sans/iée téte), nous présentons rapidement les fonctionnali-
tés les plus importantes.

param = cma_new([])
[es, param] = cma_new(param)

Dans le premier cagma_new retourne simplement ses paramétres. Dans le second,
cma_new retourne un nouvel optimiseur, nomma€ L'utilisateur doit définir au moins
deux parametres obligatoires dans la structisieam (voir plus bas). Une structure
compléte avec tous les paramétres utilisés est retournée.

cma_plot(fignb, name_prefix, name_extension,
object_variables_name, plotrange)

Cette commande trace des graphiques permettant de sutéedelement de I'opti-
misation. La visualisation des résultats peut s’avéreritrstructive et, dans certains
cas, aider a la formulation du probléme (paramétrisatiah, .

[xopt, f, out, param] = cma_optim(costf, x0, sigmaO, param)
[xopt, f, out, param] = cma_optim_restarted(costf, x0, sigmaO,
restarts, param)

Ces fonctions fournissent une interface similaire a la fionoptim de Scilab. Avec
cma_optim_restarted, la méthode est relancée plusieurs faigtant multiplié par
deux a chaque relance [AUG 05].

1.8.3. Exemples

Un exemple complet d’utilisation est fourni avec le scdgtos/runcma. sce.
Ici, nous présentons quelques exemples en partant de zérabjet de typecma est
créé avec la fonctiomma_new (param). La structureparam a deux champs obliga-
toires,x0 etsigma0. Tout d’abord, nous récupérons la structure contenantliesiks
par défaut :
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-->p = cma_new();

cma_new has two mandatory fields in its input parameter struct:
x0 (or typical_x) and sigmaO.

A complete parameter struct has been returned.

-->disp(p)

x0: [0x0 constant]
typical_x: [0x0 constant]
sigma0: [0x0 constant]
opt: [1x1 struct]

stop: [1x1 struct]

verb: [1x1 struct]
readme: [1x1 struct]

La structurep des parameétres contient aussi quelques commentairesaedaharhp
readme, OU I'on peut voir la signification des paramétsgset sigmaO.

-->disp(p.readme)

x0: "initial solution, either x0 or typical_x MUST be provided"
typical_x: "typical solution, the genotypic zero for more conveni...
sigmaO: "initial coordinate-wise standard deviation MUST be provided"
stop: "termination options, see .stop.readme"

opt: "more optional parameters, see .opt.readme"

verb: '"verbosity parameters, see .verb.readme"

Les parameétres0 sigma0 n'ont pas de valeur par défaut. Tous les autres para-
meétres sont optionnels : des valeurs par défaut sont afieét&eux qui ne sont pas
précisés dans la structuseen entrée dema_new.

Nous continuons avec un exemple bien connu, la minimisateta fonction de
Rosenbrock (dimensiom = 8). Nous initialisons d’abord I'optimiseur :

clear param

param.x0 = zeros(8,1);

param.sigma0 = 0.001; // far too small for testing puspose
es = cma_new(param) ;

Le parameétreigma0 a délibérément été choisi trop petit. Il devrait étre chdesma-
niére a ce que l'optimum soit dans la régiah + 3*sigma0, dans notre casigma0
= 0.5 serait approprié. Dans le cas ou des valeurs différentésappmopriées dans
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différentes directions, on peut utiliser le paramétreapiel
opt.scaling_of_variables.

Nous définissons la fonction & minimiser, la fonction de Rbseclé :

function f = frosen(x)
f = -1e-5 + 1le2xsum((x(1:$-1).72 - x(2:%$))."2)
+ sum((x(1:$-1)-1)."2);
endfunction

La boucle d'optimisation suivante est similaire aux exesapkencontrés tout au long
de ce chapitre.

while “es.stop
X = ask(es);
y = [;
for i = 1:length(X)
y(i) = frosen(X(i));
end
es = tell(es, X, y);
end
[yopt, xopt] = best(es);

Ici, la fonctionask retourne undiste de points solution (depuis la version 0.99), ces
points étant degecteurs colonne€et exemple produit les sorties suivantes :

(56/5_W,10)-CMA-ES (W=[46,27,16,...]1%, mueff=3.2) in 8-D

Iter, Evals: Function Value (worst) |Axis Ratio |idx:Min SD, idx:Max SD

1, 10: +6.9926606e+000 +(2e-002)| 1.05e+000 | 2:8.80e-004, 8:8.96e-004

2, 20: +6.9908033e+000 +(1e-002)| 1.15e+000 | 2:8.93e-004, 8:9.62e-004

3, 30: +6.9840590e+000 +(1e-002)| 1.28e+000 | 2:1.01e-003, 8:1.11e-003
101, 1010: +4.5686563e+000 +(6e-001)| 6.63e+000 | 8:1.15e-002, 2:3.62e-002
201, 2010: +1.4533785e+000 +(8e-001)| 1.09e+001 | 8:1.23e-002, 5:3.71e-002
301, 3010: +1.4976704e-001 +(3e-002)| 1.63e+001 | 1:3.11e-003, 8:1.69e-002
401, 4010: +1.0262306e-005 +(5e-005)| 4.81e+001 | 2:8.23e-005, 8:1.50e-003
501, 5010: -9.9999987e-006 +(4e-012)| 5.95e+001 | 1:2.74e-008, 8:6.83e-007
537, 5370: -1.0000000e-005 +(1e-014)| 6.22e+001 | 1:1.24e-009, 8:3.18e-008

2. Voir aussidemos/fitfuns.sci, fairegetf (*path_to_toolbox/demos/fitfuns.sci’).
Pour I'exemple, nous avons soustrkit > & la fonction originale pour que les valeurs proches
de I'optimum soient négatives. La méthode CMA-ES est imr@s a I'ajout d’'une constante
a la valeur de la fonction, et se révéle avoir un grand nombrprdpriétés d'invariance plus
importantes, voir [HAN 01, HAN 06].
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La colonne “Axis Ratio” (5 colonne) donne la racine carrée du conditionnement
de la matrice de covariancé Des grandes valeurs indiquent un probléeme mal condi-
tionné. Avec un conditionnement final 8 ~ 4 x 103, la fonction de Rosenbrock
se révele étre un probléme modérément mal conditionné. @elitonnements allant
jusqu’al0’ ne sont pas rares en pratique. La précision numériquedgtifiermet de
manipuler des conditionnements jusquti?.

D’autres sorties utiles sont fournis par la structegeout.

-->disp(es.out)

seed: 1.151D+09

version: 0.99

genopheno: [3 genopheno]
dimension: 8

stopflags: [2 list]
solutions: [1x1 struct]
evals: 5370

iterations: 537

Le champes.out.solutions.mean.x donne le point moyem: final. On peut
voir que I'algorithme s’est arrété a cause de faibles viariatde la fonction :

-->for s = es.out.stopflags, printf(s + ’\n’); end
tolfun
tolfunhist

La figure 1.19 montre la sortie graphique qui a été généréaet’exécution de
I'exemple. Le tracé peut aussi étre généré en appelant

-->cma_plot

La fonctioncma_plot lit les données dans les fichiers généréstear (). Dans le
quadrant inférieur gauche de la figure 1.19, nous pouvomgjuai le mauvais condi-
tionnement du probléme se traduit par un axe principal mguplus important que
les autres (i.e. une valeur propre clairement plus grar@elp signifie gqu'il n'y a
gu’une direction dans I'espace de recherche qui permetdliarer notablement la
valeur de la fonction. Dans le quadrant supérieur droitsmmuvons observer I'évo-
lution des coordonnées qui révele une structure tout a éattquliere de la fonction
de Rosenbrock.

Si I'on ne veut pas afficher de graphique ni/ou écrire de fishie champrerb de
la structure de paramétrpgpermet de régler les options de verbosité, respectivement
plotmodulo etlogmodulo
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Figure 1.19. Tracé decma_plot aprés une optimisation de la fonction de Rosenbre¢k —°

en dimension 8En haut a gauche: La valeur de la fonction (ligne épaisse bleue et rose) de-

vient négative apres enviratd00 évaluations de la fonctiont(0 itérations). La ligne bleu ciel

(valeur finale10~'%) représente I'écart & la meilleure valeur obtenue et montre améliora-

tion continue, puisque la courbe décroit jusqu’a la fin bas a gauche Les longueurs des

axes principaux de la distribution d’échantillonnage (amélle log) s’adaptent a la fonction a

minimiser. Elles révelent la structure (locale) du prob&dioptimisation sous-jacenEn haut

a droite: Les coordonnées du point se déplacent de zéro a un dans I'ordre des coordonnées.

L'optimum global est &; = 1 pour tous les = 1,...,8. En bas a droite: Les écart-types

augmentent rapidement dans les premiéres itérations, afdre de grandeur dé0—3 21072,

lls varient ensuite au cours de 'optimisation par un fagtéwis, et décroissent rapidement

dans la phase finale de convergence api@30 évaluations de la fonction.

-->p = cma_new([]);
-->disp(p.verb)

logmodulo: 1

displaymodulo: 100

plotmodulo: "max(logmodulo, 500)"
logfunvals: [0x0O constant]
readfromfile: "signals.par"
filenameprefix: "outcmaes"
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append: 0
readme: [1x1 struct]

-->p.verb.plotmodulo = 0 // do not plot

-->p.verb.logmodulo = 10 // write only every 10-th iteration

Pour avoir une exécution silencieud@gmodulo et displaymodulo peuvent étre
mis a zéro, réduisant les sorties au minimum.

1.9. Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une logique de progt&mrarientée ob-
jet des optimiseurs, appelée logique “ask & tell”, d’aprés homs des deux fonc-
tions autour desquelles s’articulent les stratégies @iupation. Cette logique rend
la programmation des optimiseurs plus délicate, comme anla poir a travers les
exemples du paragraphe 1.5. Cependant, I'investisseneemnté au programmeur
se retrouve chez l'utilisateur. En effet, comme illustréala stratégie multistart au
paragraphe 1.4, ce formalisme permet d'implémenter trédplsment destratégies
d’optimisationavancées. De telles stratégies sont indispensables daostkxte de
la conception a partir de simulations numériques. Il fautgp@mple gérer au mieux
le budget de simulations, envisager le fait que des sinmiatpeuvent “planter”, etc.
Ceci est parfaitement possible avec I'approche fonctibameditionnelle (i.e. celle
de la fonctionoptim de Scilab), mais il faut alors écrire des fonctions co(t clomp
quées et abuser des variables globales. Au final, cela donoede obscur et difficile
a maintenir.

Les réalisations présentées dans ce chapitre (méthodenglesi algorithme gé-
nétique, méthode CMA-ES) fournissent déja quelques osgilsn la logique “ask &
tell”. Ces optimiseur sont connus pour étre performants, piupart sont adaptés aux
problémes en grande dimension.
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