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1 Introduction

1.1 Les méthodes de Monte Carlo par chaine de Markov

Les méthodes de Monte Carlo par chaine de Markov (MCMC) fournissent un cadre
générique pour répondre au probléeme d’approcher une intégrale de la forme

3= [, h@)m(@)n(de). 1)

ot d € N*, u est une mesure sur (R4, B(R%)), 7 est une densité de probabilité et
h : R* — R est une fonction intégrable par rapport a 7. Par la suite on effectuera
I’abus de langage qui est de confondre une densité et la loi de probabilité associée,
et toutes les lois considérées seront absolument continues par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R?, qui est notre choix de p. L’idée est de construire une chaine
de Markov ergodique (X, ),eny admettant pour probabilité stationnaire 7, et alors
approcher J par la moyenne empirique jusqu’au rang N € N*,

1N—1
Iy = — h(X,).
Jn anz‘é (Xn)

En effet, sous certaines hypotheses, on a presque stirement limy_, 1o Iy = E [h(X)] =
J. On peut citer deux raisons pour lesquelles cette méthode est avantageuse. Tout
d’abord elle ne nécessite souvent que la connaissance de 7 a une constante multi-
plicative pres. C’est-a-dire que 7 peut s’exprimer, pour tout z € R? par :

m(z) =7(2)/Z

ou

Z = » 7(x)dzx,

et 7 : RY — R, est positive, intégrable et peut étre évaluée, mais Z n’est pas
connue.

D’une autre part, elle est souvent moins cotiteuse en temps de calcul, puisqu’elles
ne font pas appel a un échantillon i.i.d.de loi 7, ce qui peut étre computationnelle-
ment difficile & simuler, voire impossible. Avec les méthodes MCMC, non seulement
notre échantillon n’est pas indépendant ni identiquement distribué, il ne suit de
plus qu’une loi approximant w. Cette liberté repose sur des propriétés asympto-
tiques sur les chaines de Markov ergodiques plus fines que la loi forte des grands
nombres, qui est utilisée dans le cas d’un échantillon i.i.d..

Ces méthodes ont été mises en valeur dans les années 90 par des statisti-
ciens, qui leur ont permis de progresser notamment dans des problemes d’inférence
bayésienne, pour lesquels les modeles sont tres complexes.

Au sein des méthodes MCMC, I'algorithme de Metropolis-Hastings brille au-
tant par sa simplicité que par sa généralité.



1.2 L’algorithme de Metropolis-Hastings

L’algorithme de Metropolis-Hastings permet de créer une chaine de Markov qui
approche en loi la cible m. A I'étape n 4+ 1 de la chaine, en partant d'un point
X2 e RY, on simule Y, | selon une loi auxiliaire ¢(X?, -) appelée proposition. On
calcule ensuite la probabilité d’acceptation o( X4, Y, ), on

T , T

a(x,y) =1A ) aly, z) :

m(z) q(z,y)
Pour savoir si on choisit le point courant ou le point proposé comme valeur suivante
de la chaine, on introduit une variable aléatoire U, 1, de loi uniforme sur [0, 1], et
I’événement d’acceptation A2, | par

d d yd
An+1 = {Un—i-l S O('(X’I’L7Yn+1)} .
Finalement on construit la valeur suivante de la chaine X7, par
d d d
Xt =Y a4+ X1 (1= ) -

Pour comprendre la dynamique, regardons de plus pres le cas ou la proposition
est symétrique : lorsque pour tout z,y dans R, ¢(x,y) = q(y,z). Dans ce cas le
nouveau point Y, | est toujours accepté lorsque 7(V,%, ) > m(X2). Ceci veut dire
que 'on se déplace toujours si la proposition est plus vraisemblable. Si au con-
traire 7(V,%, ;) < m(X?), on accepte la proposition avec probabilité 7(V,, ;) /7 (X9),
s’assurant de visiter les zones de faible densité, mais avec une fréquence plus faible.
La figure 1 illustre ceci.

Afin d’éviter des considérations plus compliquées que nécessaires, on suppose
dés maintenant que ¢ et 7 sont des densités strictement positives sur R%. On se
réfere a 'article [7] pour voir que sous ces hypotheses, cet algorithme créé bien une
chalne ergodique ayant m comme loi invariante. On introduit maintenant deux
choix de propositions que I'on étudie plus précisément par la suite.

Example 1 (Metropolis a& marche aléatoire). Un premier choix naturel de propo-
sition g% sur R est celle donnée par la loi normale centrée au point courant z2, et
de matrice de covariance o514. On note cette loi N(z?, 031,), et pour y¢ dans R?
son expression est :

d(.d . d 2\ ~4/2 d_ . dy2 2

g2y = (2m03) " exp { =y’ — 27?/(203)}.
Cette méthode est appelée Metropolis a marche aléatoire - random walk Metropolis
ou RWM - puisque la proposition consiste a ajouter au point courant une gaussi-
enne centrée. L’avantage de cette méthode est qu’elle demande le moins de cali-

bration possible, puisque le seul parameétre a régler en fonction de w est la variance
o2. La figure 1 met en ceuvre deuz étapes de cette méthode.
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Figure 1: Exemple de deux itérations de l'algorithme de Metropolis Hastings. Ici
7 est la loi normale standard et la proposition ¢(x,-) est la loi normale centrée en
x, réduite.

Example 2 (Algorithme de Langevin ajusté). On suppose pour cette méthode qu’il
existe une fonction continiment différentiable V : R — R? telle que pour tout z?

dans RY,
m(z?) = exp (—V (xd>)//Rd exp (—V (id» dit . (2)

L’algorithme de Langevin ajusté - Metropolis adjusted Langevin algorithm ou MALA
- est basé sur la diffusion de Langevin, qui est définie comme solution de l’équation
différentielle stochastique suivante :

dX{ = —VV (X{) dt + v2dB{ |

ou B¢ est un mouvement brownien standard sur RY. D’aprés [5, Théoréme 2.1], si
VV est continument différentiable et a croissance lente en dehors d’un compact,
le processus markovien (X&);>q converge en loi vers ¢ qui est une distribution
invariante de la diffusion. Si ce processus peut convenir a l’estimation d’une inté-
grale comme (1) en considérant une moyenne temporelle jusqu’au temps T > 0 de
la forme

Iy = 1/T/0Th(x;l)dt,

il est bien plus difficile de simuler un processus a temps continu sur tout un
intervalle. On décide alors de discrétiser le temps et de considérer un schéma
numérique, ce qui nous donnera acces a une approrimation de notre pProcessus
a des valeurs de temps discrétes. Nous introduisons la discrétisation (X4)p>o
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d’Euler—Maruyama de pas o3 > 0 :

X, =Xf — 03VV (X{) + /203 21,4, (3)

ot {(ZD)>1, d € N*} est une famille de suites indépendantes de v.a. telles que
pour tout d € N*, (Z8)>1 est une suite de vecteurs gaussiens de loi N(0,14) in-
dépendants. On précise qu’il s’agit d’une chaine de Markov, cependant cette ap-
proximation n’admet pas ™ comme loi invariante. Cependant, on peut utiliser
cette dynamique comme proposition dans [’algorithme de Metropolis-Hastings. On
a noté le pas o3 pour mieux visualiser le paralléle avec Metropolis a marche aléa-
toire.

D’aprés (3), la proposition de la méthode MALA, pour z? et y? dans R?, est
donnée par

q? (xd, yd) = (4#03) e exp <— Hyd — %+ UEIVV(xd)"Q/(Zloﬁ)) : (4)

Cette méthode utilise plus d’information sur m que la précédente, ce qui la rend
un peu plus difficile a implémenter. Cependant, son intérét est que la proposition
n’est pas centrée au point courant. On a ajouté une dérive a la proposition, qui
correspond a une étape de descente de gradient de V', nous approchant des plus
grandes valeurs de w. On verra par la suite que ceci se traduit par une meilleure

performance du MALA contre le RWM.

La question que 1’on se pose dans la suite concerne les deux exemples ci-dessus
et peut se résumer alors par : si on se donne une suite de lois cible (7%)4en+ olt 7
est une loi sur R%, comment choisir o2 en fonction de d pour avoir une convergence
optimale de ces méthodes dans la limite d — 400 ?

1.3 Le probléme de I’échelonnement optimal

Etant donnée une cible 7 sur R, on construit la suite (%) gen= de fagon a ce que les
projections restent compatibles i.e. si d; < ds, alors la mesure image par projection
orthogonale sur R4 de 7% est égale & 7. Ceci se traduit en

'(a) = [[ (1) . (5)

On démarre alors toutes les chaines a 1'équilibre, i.e. X suit la loi 7 pour tout
d. On considére I'une des deux propositions ¢¢ en exemple, ce qui nous per-
met de construire les chaines de Markov {(X%),en|d € N*} par lalgorithme de
Metropolis-Hastings. Il nous reste a calibrer le paramétre o2 > 0 avec la dimen-
sion. La nécessité de calibrer o2 en fonction de d est visible dans la figure 2. En
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Figure 2: Estimation empirique du taux d’acceptation pour différents choix de 2.

effet, on observe a gauche que lorsque ce parametre est constant, ’acceptation tend
vers zéro lorsque d augmente. Ceci est un comportement a éviter, les méthodes
MCMC sont efficaces dans des problemes de grande dimension, et une acceptation
trés faible rend la méthode inutile. A I'inverse, une acceptation proche de 1 nous
informe que le pas de la chaine est trés proche de zéro, ce qui est encore une fois a
éviter. On comprend alors qu’il faut choisir la suite (03)4 décroissante avec d pour
que l'acceptation reste constante. Encore dans la figure 2, a droite, on a présenté
différents choix de la forme 0% = ¢%/d*, et on observe que méme si le parameétre
décroit, on peut trouver que l'acceptation croit vers 1, reste constante, ou tend
vers zéro. Nos objectifs d'un point de vue théorique sont doubles : a quelle vitesse
doit tendre o2 vers zéro avec d pour que I'algorithme reste intéressant a la limite
? parmi tous les choix de o2 avec la bonne vitesse, existe-t-il un choix optimal ?

Nous devons d’abord donner du sens a ces deux questions pour pouvoir y
répondre. Pour cela, on considere la forme suivante pour la variance :

og = */d", (6)

oul > 0et o> 0. Le parametre o permet de calibrer la vitesse, et son choix est
lié a la premiere question. La deuxieme question est liée au choix de ¢.

1.3.1 Echelonnement de la chaine
On explique ce qui est un cas dégénéré, qui correspond a un mauvais choix de a.

Definition 3. On dit que l’acceptation est dégénérée asymptotiquement lorsque

lim P[A‘ﬂ:(), ou lim ]P’[A‘ﬂzl.

d—+o00 d—r+00
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Sans avoir cherché a prouver le résultat suivant en toute généralité, on a observé
dans les exemples traités la disjonction de cas suivante. Il existe une valeur ay > 0
(qui dépend de la régularité de ) telle que :

e si 0 < a < ap, 'acceptation est dégénérée avec, pour tout ¢ > 0,

lim P [Aﬂ =0,

d—+o00
e si ap < a, lacceptation est dégénérée avec, pour tout £ > 0,

dE{I&-loo]P) {Aﬂ =1 ’

e si a = ap, 'acceptation n’est pas dégénérée, et il existe une fonction a :
R* —]0, 1] telle que pour tout £ > 0,

lim PP |A{] = a(f).

d——+00

Ceci est illustré par la figure 2, ou oy = 2/3, dans le cadre précis de MALA avec
cible Laplace. On dit alors que ’échelonnement optimal de 7 est en 1/d°.

Une autre conséquence de ’échelonnement est qu’il nous permet d’avoir des
résultats de convergence faible. Ceux-ci nous permettent de trouver un comporte-
ment limite de la méthode, lorsque la dimension tend vers l'infini, qui sera une tres
bonne approximation pour des problémes en grande dimension. Dans les cas des
deux exemples (RWM et MALA) plus haut, on a le résultat suivant. On suppose
que l’on a choisi le bon échelonnement o« = p. On construit un processus continu
(Y?);50 & valeurs dans R?, en interpolant linéairement les valeurs de la chaine X9
et en échelonnant le temps :

Yi = ([d*t] = d*t) X{gey) + (A = [d°t]) Xgay (7)

ou |x] et [z] sont les uniques entiers tels que z — 1 < |z <z < [z]| <z + 1.

Alors il existe une fonction h : R} — R telle que la premiere composante
de Y? converge faiblement vers une diffusion de Langevin Y unidimensionnelle,
définie comme solution de 1’équation différentielle stochastique :

dY, = h(¢) (log ) (Y,)dt + /2h(¢)dB, , (8)

ou B est un mouvement brownien standard sur R. On appelle h(¢) la vitesse de
la diffusion. On peut montrer, par unicité faible des solutions de ’'EDS, que si on
se donne en plus YV une diffusion de Langevin de vitesse unitaire, alors on a

(Yhie), = (Yo, -
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Ce résultat nous donne une premiere raison de vouloir maximiser h(¢) : une plus
grande valeur de h revient a accélérer le temps, ce qui permet d’accélérer la con-
vergence vers la cible 7, et donc d’avoir de meilleures approximations. D’un autre
coté, le fait d’avoir accéléré le temps d’un facteur d* pour trouver une limite en
loi nous informe que l'ordre de grandeur d’étapes a réaliser de cette méthode est
d®. Ceci permet de comparer différentes méthodes entre elles, et les plus rapides
seront celles qui ont les plus petits a.

On peut donner maintenant une autre raison pour laquelle maximiser h est
intéressant. Pour obtenir les meilleures simulations de la loi 7, on souhaite que
la méthode puisse faire de grands mouvements lors d’'une nouvelle étape. Ceci
permet de minimiser la corrélation entre un état de la chaine et le suivant, se
rapprochant le plus possible d'un échantillon indépendant. La quantité que 1’on
cherche & maximiser par le choix de ¢ dans o3, est ce qu'on appelle l'efficacité
d’ordre un, elle est définie pour notre chaine démarée a I'équilibre (X2),>o par

(x¢ - Xf)Q] .

Cette quantité est a la fois une mesure de la variance de la loi 7 et de la corrélation
entre deux états successifs. Or, grace au résultat de convergence faible, on peut
montrer que

E

2
Jim °E [(Xg — x7) } —2h(0).
Ainsi, en grande dimension, maximiser 'efficacité revient & maximiser A(¢). Comme
nos méthodes sont intéressantes en grande dimension, et qu’en plus la convergence
ci-dessus a lieu assez vite (voir figure 4), on cherchera la valeur de ¢ qui optimise
h(?).

En pratique, plutot que connaitre la valeur de ¢ qui maximise h, on donne
la valeur de I'acceptation a(¢) qui correspond a la valeur maximale de h(¢). En
effet, la valeur de ¢ peut dépendre des conventions prises vis-a-vis de ¢, mais
I’acceptation permet de contourner ce probleme. Ainsi, il est convenable de tracer
la valeur de l'efficacité en fonction de 'acceptation, comme dans la figure 4.

1.3.2 Echelonnement optimal de RWM pour des densités régulieres

Les premiers résultats sur 1’échelonnement optimal ont été montrés dans I’article
[3] pour les densités cibles 7 régulieres dans le cas du Métropolis a marche aléatoire.
Il s’agit du théoreme suivant.

Theorem 4. Supposons l'existence d’une fonction de classe C3, V : R — R
vérifiant (2), et supposons que V(X) admet un moment d’ordre 8 fini et V'(X)
admet un moment d’ordre 4 fini, ou X est une variable aléatoire de loi w. Alors



la valeur de l’échelonnement optimal de w est o = 1, et la premiére composante
du processus défini en (7) converge faiblement vers la diffusion décrite en (8). On
connait de plus les expressions de h({) et a(f). Si on note

L =B, [V(X)?]

et si ® est la fonction de répartition de la loi N(0,1), alors pour tout £ > 0

Jim P[A] = a(0) = 20 (-f@ /2) ,
lim dE [(Xg _ X;ﬂ /2 — h(0) = 2D (—z\/ﬂ/z) .

d——+o0

Maintenant que I'on a expliqué les problématiques de ’échelonnement optimal,
on peut passer plus précisément a I’échelonnement de MALA.

2 Echelonnement de I’algorithme MALA

Les premiers résultats sur I’échelonnement s’appuient sur de fortes hypotheses de
régularité sur la cible. Ceux-ci montrent que 'algorithme de Langevin ajusté est
plus rapide que le Métropolis a marche aléatoire que I'on a présenté ci-dessus. On
présente ensuite I’étude menée ici. Il s’agit d’un cas particulier d’échelonnement
ou la densité cible est continue mais pas dérivable en un point.

2.1 Echelonnement optimal de MALA pour des densités
régulieres

Suite aux résultats sur I’échelonnement du Métropolis a marche aléatoire, la méme
étude flit menée pour l'algorithme de Langevin ajusté, il s’agit de Particle [4]. Voici
le résultat principal.

Theorem 5. Supposons l'existence d’une fonction de classe C®, V : R — R véri-
fiant (2). Supposons que V' et, pour tout 1 < i < 8, ses dérivées successives, les
V@ sont bornées par une fonction polynomiale sur R. On suppose de plus que la
loi m admet des moments finis de tous ordres. Alors la valeur de I’échelonnement
optimal de m est a = 1/3, et la premiére composante du processus défini en (7) con-
verge faiblement vers la diffusion décrite en (8). On connait de plus les expressions

de h(f) et a(l). Si on note

1/2

Ky, =487"R, [5V®(X)? + 3V (x)*]
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et si @ est la fonction de répartition de la loi N(0,1), alors pour tout £ > 0

lim P[A{] = a(0) = 20 (—K.(*/2) |

d——+oo

2
Jim_d°E [(Xg — x7) }/2 — h(6) = £ (—K,6/2) .

Ce résultat permet de confirmer que MALA, avec un échelonnement pour les
densités régulieres en o = 1/3, est plus efficace que RWM, qui pour des densités
régulieres admet un échelonnement en oo = 1.

La question que l'on se pose ensuite est si ces échelonnements restent vrais
avec moins d’hypotheses de régularité. La réponse est affirmative dans le cas du
Métropolis & marche aléatoire, c’est le travail fait dans l'article [1]. Pour des hy-
potheses de différentiabilité en moyenne L” (plus faibles que celles du cas régulier),
la valeur de I’échelonnement est toujours o = 1 et les résultats de convergence faible
vers une diffusion de Langevin restent vrais. Dans le cas de MALA, on cherche a
établir un resultat similaire.

2.2 Reésultats principaux

En voulant considérer des cibles m qui ne sont plus contintiment différentiables en
tout point, on a étudié en détail le cas de la loi cible Laplace, dont la densité s’écrit

pour x € R,
m(z) = e 1®l/2,

On définit V : R — R qui vérifie (2), par V : z — |z|. Pour pouvoir mettre en
place MALA, on considere sa dérivée presque partout VV qui est la fonction signe
définie par : sgn : x + Ig-(z) — Iz (). On suppose par la suite construites
les chaines (X%),en, ot d € N* par MALA et on se place dans le contexte de
I’échelonnement optimal que I'on vient de présenter.

Dans ce mémoire, on montre que ’échelonnement n’est plus en o« = 1/3 comme
pour les densités régulieres, mais en o = 2/3 dans ce cas. On explicite ensuite la
forme limite de I'acceptation, ce qui est résumé dans le premier résultat.

Theorem 6. Si o2 = (*/d*, avec a = 2/3, et si ® est la fonction de répartition de
la loi N(0,1), alors on a limg_, o P[AY] = a(f), avec a(l) = 2®(—£3/2/(3m'/2)1/2).

Ce théoreme est démontré en section 4.3.
On montre aussi un résultat de convergence faible, qui contient I’expression de
h que I'on veut maximiser.

Theorem 7. On choisit a« = 2/3 et on se donne (Y$)i>o défini par (7). On définit
de plus (Y¢)i>0 comme solution de I’EDS

dY; = h(0) sgn(Y,)dt 4+ \/2h(¢)dB,,

11



ou B est un mouvement brownien standard sur R. Alors la suite de processus
{(Y;{l)tzo |d € N*} converge faiblement vers (Y¢)i>o.
De plus,

. 2
Jim | (X = X{)'] /2 = 1O = o261,
et admet un mazimum pour la valeur de ¢ telle que a(f) = 0.360, ou a est définie
dans le théoréme 0.

Ce théoreme est démontré en section 5.

Il est intéressant de comparer ces résultats avec ceux de [4], que 'on a résumé
dans le théoreme 5 qui utilise aussi MALA. Le cas de la loi cible Laplace présente
un échelonnement plus conséquent, i.e.une valeur de « plus élevée, a = 2/3 dans
notre cas contre o« = 1/3 pour les densités régulieres. Ceci veut dire que la méthode
converge plus lentement pour certaines densités qui présentent moins de régular-
ités. Ce comportement n’a pas lieu pour la méthode RWM.

On trouve aussi de nouvelles expressions de a et h, ce qui se traduit en une
nouvelle valeur optimale de a pour maximiser h. Dans notre étude, il s’agit de
a(f) = 0.360 (il s’agit d’un arrondi), alors que dans le cas régulier étudié en [4]
c’est a(f) = 0.574.

2.3 Expériences numériques

On présente deux figures illustrant les convergences décrites dans les théoremes 6
et 7.

La figure 3 illustre la convergence du taux d’acceptation du théoréme 6. On
observe que la convergence est assez rapide, en effet des d = 50, la courbe se
rapproche uniformément de la limite.

Pour la figure 4, les estimations pour plusieurs valeurs de la dimension permet-
tent d’observer la convergence de ces courbes vers une courbe limite, celle de 2h en
fonction de a. On illustre ainsi le dernier point du théoréeme 7 sur la maximisation
de h. Bien que 'on ait I'impression que la convergence est plus lente que pour la
figure 3, ce qui nous intéresse est que si on prend a = 0.360 la valeur qui maximise
h, alors les valeurs de 'efficacité sont proches du maximum pour toute valeur de
d assez grande. On peut apprécier que c’est le cas, ce qui justifie I’heuristique de
chercher a avoir un taux d’acceptation a = 0.360 pour avoir le meilleur échantil-
lonnage. Il est intéressant de remarquer que si I'utilisateur n’arrive pas a calibrer
son taux d’acceptation exactement a 0.360, la méthode ne perd pas beaucoup en
efficacité pour des taux d’acceptation entre 0.2 et 0.5.

Avant de passer aux démonstrations, on voudrait préciser que ce mémoire mene
naturellement a se demander si le comportement observé ici est commun a toute

12
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Figure 3: Taux d’acceptation en fonction de ¢ pour MALA avec cible Laplace.
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d’acceptation, pour MALA avec cible Laplace.
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une classe de densités dérivables presque partout mais pas contintiment différen-
tiables.

3 Preuve de I’échelonnement

On veut trouver toutes les valeurs « telles que 'acceptation ne soit pas dégénérée
asymptotiquement lorsque la chaine est démarrée a stationnarité. On conserve les
notations introduites dans les sections précédentes, comme (4), (5) et (6).

Proposition 8. La valeur de l’échelonnement optimal pour l'algorithme MALA
avec loi cible Laplace est ag = 2/3.

On commence par plusieurs lemmes qui nous permettent de nourrir 'intuition,
et de conjecturer en fin de section ce choix oy = 2/3. Nous pousserons ’étude plus
loin en section 4.3, ou ’on montrera un théoreme a partir duquel on peut déduire
la proposition ci-dessus. On rappelle que chacune des composantes 1 < i < d de
la proposition de MALA & I'étape n + 1 € N* partant de X = (X2, ..., X ) est
donnée par

2

14 14
Yﬁiﬂ,i = Xﬁ,i T e Sgn(Xg,i) + ﬂWZZH,@',

ott pour tout d € N*, (Z%),en- est une suite indépendante de vecteurs gaussiens de
loi N(0,14), et sgn :  +— 1,50 — I,<0. Avec une suite (Uy)ren+ de variables i.i.d.
de loi uniforme sur [0, 1], I’événement d’acceptation en dimension d est :

0 l
Ai+1 = {Unﬂ < o (chzl,ing,i ~ T sgn(Xii) + \/§Z7Czl+1,i)} ) (9)

de de/2
ou

7Td( d) d (yd7xd>

d./d  d
@) e LA md (xd) ¢ (zd,y?)

avec

d

T 1/2dHeXp(— f) ,

i=1

et



On définit la fonction suivante sur R? :

2

x—jasgn( )—I-\/_

+f;{[<x—isgn( )J“\/—da/? ) jzsgn( )r

e /ot e e it )]
T\ e Vg |+ gesen (- G senlo) FVRggE )|

Ga: (x,2) — |z —

da/2

(10)
Cette définition permet de réécrire o dans I’équation (9) :
d
Ani1 = {Un-l-l < I Aexp [Z ¥ (an7 Zyia z)‘| } - (11)
i=1
On commence par trouver une expression plus simple de ¢,.
Lemme 9. Pour tout x,z € R :
2 V20
Gq(r,2) = <2|x| — +sgn(x )da/Q ) Ir,(z,z), (12)

ot
> 20
Ty = {(fv,é) : sgn (1’ - d—asgn( z)+ C\ZQZQ,%) # sgn(i)} . (13)
La preuve est reportée a la section 6. Pour mieux comprendre ¢4, on continue
par exprimer 7T; d’une fagon plus explicite.
Lemme 10. L’ensemble Ty défini en (13) s’écrit :

- 2 V2 - V2
TdZ{($,z) : O<:B§da—da/2,z}U{(x,z) : —da—daﬂz<x§0}. (14)

Cette preuve se trouve aussi a la section 6. Maintenant on va évaluer ¢q4
sur un couple de variables aléatoires (X, Z) qui suit la méme loi que les couples
(X4,,Z8,,,),ou1<i<detneN, comme dans I'expression (11).

Lemme 11 (Premier moment de ¢4). Soit X une v.a. de loi Laplace et Z de loi
N(0,1), indépendantes. Alors

lim d*"E [¢4(X, 2)] = —26*/(3v/7)

d——+o0

ol ¢q est donné par (12).
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Preuve. Reprenons (12) en utilisant la réécriture (14).

0? V20
(2 |X| — dia + Sgn(X)da/QZ> (]]_{O<X§§i_ T Z}

ao/2
+1 L
£ V2¢ )
{-Ta— 2 Z<X§O}

El¢a(X, Z)] =E

2 2
=E <2X T e + do‘/22> 1{0<X<§i—d‘f/ezz}]
2 2
+E (‘2X Ta Wz) IL{fX}] -

Dans le terme (15), on utilise 1’égalité en loi —X = X.

22U
22U
[ V2
— _<2X T da/2Z> 1{0§X<§i+d§/22}] .
On utilise ensuite I’égalité en loi Z = —Z.

2 2
O T,

0?2
<2X e + da/2Z> ]1{0<X<§idf/‘22}} .
On utilise finalement le fait que X est une loi a densité, ainsi un évenement de la
forme (a < X < b) est égal p.s. a (a < X < b) ou encore a (a < X < b). Cela

permet de reconnaitre que le terme (15) est égal a celui de la ligne d’avant. En
injectant ceci dans I'écriture de E[pq(X, Z)], on obtient :

2
(2X Tt da/zZ> Hocxagioa2)

ao/2

E

=K

El¢a(X, Z)] = 2E (16)

On peut maintenant utiliser la connaissance de la loi jointe de (X, Z) pour con-
tinuer le calcul. On introduit la notation (¢, d, 2) = £2/d* — \/20z/d*/2.

E[éu(X, 2)] = 2/ (2v/2n) /R Les (k(¢,d, 2))e > /0 M k(0 d, 2))e"da dz .

16



Intéressons nous a l'intégrale en x, a z fixé. Par une intégration par parties,

k(l,d,z) k(0,d,z k(¢,d,z)
/ (2x — k({,d, 2))e "dx = {(H(ﬁ, d,z) — 2x) e’“’}o( e + / 2¢ "z,
0 0

_ _H(£7 d, Z) (1 + efn(é,d,z)) +9 (1 N efm(é,d,z)> )

Puis, par la formule de Taylor-Lagrange pour f : x +— —x(1+e%) +2(1 —e™?)
a lordre 4, pour tout ¢ > 0,d € N* et z € R tels que x(¢,d,z) > 0, il existe
v(l,d, z) € [0,k(¢,d, 2)] tel que :

k(£,d,z)
/0 (22 — k(6 d, 2))e "dx = —r(t,d,2)° /31 + (L, d, 2)' F(y(L,d, 2)) /41,

ot fW :x+— (2 —2)e”®. On remarque que f® est une fonction bornée sur R, .
En revenant a (16) on a :
o —Z2 63
&PE [pa(X, Z)] = —1/(V2n3)) /Rﬂm(n(z, d, 2))e > 2k(0, d, )P d*/2d

+1/(vVara) /R Lps k(0 d, 2))e PR (L,d, 2)*d* fD (y(0,d, 2)) dz.

Appelons I la premiere intégrale, et J; la deuxieme. On veut trouver leurs limites
par le théoréme de convergence dominée. On rappelle que k(¢,d,z) = (?/d* —
V/20z/d*/?. On commence par simplifier I'indicatrice : 0 < x(¢, d, ) si et seulement
si z < £/(v/2d*/?) . Si on s’intéresse d’abord & J,;, on majore l'intégrant, pour tout
zeR, deNetl>0:

1 e %k 0,d, 2)*d%? fD (y(0,d, 2))| < e 2O )4 — /202 4
{z<€/(\/§d / )}
< 86_22/20(68 + \/§€z4) ,

ott C est une borne de f* sur R,, on a aussi utilisé I'inégalité triangulaire et
I'inégalité de Holder. Cette quantité est bien intégrable sur R, passons ensuite a
la limite de I'intégrant. Pour tout 2z € R, d € N* et £ > 0 :

1{z<€/(\/§da/2)}eizz/2ﬂ<€7 d, Z>4d3a/2f(4) (7(6, d, Z))
= L) (vamrmyye P (G —V202) D ((4d, 2)) [ 2,
et la limite, pour tout z € Ret £ > 0 :

lim :H_{Z<€/(\/§da/2)}€_22/2 (£2/d/? — \/562)41%4) (v(¢,d, Z))/da/2 —0.

d—+o0
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Donc, par le théoreme de convergence dominée,

lim J;=0. (17)

d——+o0

De fagon similaire, on commence par majorer I'intégrant de I;. Pour tout z € R,
deNetl>0:

Ljoen(eazye k(L. d, 2)3d3°‘/2‘ < eF |2 )do? =20z
e GRRVAYAE
< 467,22/2(66 + 23/263 |Z‘3> ’

qui est bien intégrable sur R. D’une autre part, calculons la limite simple de
Iintégrant, pour tout z €e R, d € N* et £ > 0 :

1{0<n(£,d,z)}e_22/2ﬂ(1€, d? Z)3d3a/2 = ]]-{0<n(€,d,z)}e_Z2/2 (EQ/da/2 — \/562)3 .
On a pour tout z€ Ret £ >0 :

dlim ]l{o<,€(g7d7z)}6_z2/2 (€2/da/2 - \/§€Z)3 = —ﬂ{z<0}6_z2/223/2€323 .
—+00
Ainsi, par le théoreme de convergence dominée,

lim I; = 23/263/(\/%30 /0 e 234z .

d—>+00 —00

Or, par une intégration par parties,

0 0 0
/ 6722/2z3dz:[—226722/2}_ +/ 2ze’z2/2dz,

=0+ [-2e7]"

= -2.

Ainsi

lim 1, = —26*/(3y/m) . (18)

d—+o0

En regroupant (17) et (18), on trouve le résultat voulu :

lim d*?E[pu(X, 2)] = —26*/ (3v/) .

d—r+00

O

On passe ensuite au calcul de la variance, celui-ci se fait de maniere analogue
a celui de l'espérance.
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Lemme 12 (Deuxiéme moment de ¢4). Soit X une v.a. de loi Laplace et Z de
loi N(0, 1), indépendantes. Alors

lim d*/?Var (¢u(X, 2)) = 46* / (3y/7)

d—4o00
ot ¢q est donné par (12).

Preuve. On se sert de la décomposition

Var(¢a(X, Z2)) = E [¢a(X, 2)?] — E [pu(X, Z))"

D’apres le lemme 11,

lim d*/%E [pa(X, Z)]* = 0.

d—+oo
On doit donc montrer que

lim d3/?E [¢d(X, Zﬂ = 40 / (3\/7?) .

d—+00

On commence par la méme réécriture de T, que celle de la preuve précédente :

E[¢a(X,2)?] = E <2 1X| - ﬁ + sgn(X) ﬁgz) 11,(X, Z)

de/?
\/_E
=B <2X de da/QZ H{O<X<§—ifd‘f/’<2z}
> \/—f
T <_2X_dcx do/2 > ]l{ﬁ‘idaf/gZ<X<0}] )

En faisant les mémes transformations que dans la preuve précédente et en se servant
de k(€,d, z) = £?/d* — \/2(z/d*/?, on obtient une forme trés similaire & (16),

E [¢d(x, Z)ﬂ = 2F

V20
<2X Cde WZ 1{0<X<§—i—d‘é%z} ’
=2E |:(2X - li(f, d, Z))2 1{0<X</4(€,d,Z)}:| .
Développons avec la loi du couple (X, Z),

E [¢a(X, 2)*] = 1/\/%/ o Lioce/(vaaer: }/ o (22 — k(4. d, 2))° e_xdfd;-
19
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Etudions lintégrale en z, & z fixé. Par une intégration par parties, on fait appa-
raitre l'intégrale calculée dans le lemme 11,

Kk(l,d,z) k(0,d,z
/ (22 — k(l,d, 2))* e *dx = [—(Qx — k(4,d, Z))ze_x]o(gd :
0

k(,d,z)
+ 4/ (2x — k(4,d,z)) e *dx,
0
= I{(év da 2)2 (1 - S_K(Z’d’z))
—4k(0,d, 2) (1 + e—n(&d,z)) 18 (1 _ e—n(ﬁ,d,z)) ‘
Puis, par la formule de Taylor-Lagrange pour g : z + (2%+8)(1—e ) —4x (14 %)

a Pordre 4, pour tout £ > 0, d € N* et z € R tels que k({,d,z) > 0, il existe
Y, d, z) € [0,k(¢,d, z)] tel que:

k(£,d,z)
[ (2= (e, 0,2 e = 5w(E.d, 231+ 9 (V. d, ) r(b,d, )41,
0

avec g (z) = e=*(—2? 44z — 4) sur R. On introduit ce résultat dans ’expression
(19),

&R [¢4(X, 2)?| = 2/(31V2n) /g/ () o k(L d, 2)? d*/%dz
+1/(41v2n) /Z/ (D) sty k(0 d, 2) dP gD (y(0,d, 2)) dz .

On reconnait la premiere intégrale qui est —21;, dont on a déja calculé la limite en
(18). Pour la deuxieme intégrale, on montre qu’elle tend vers 0 de la méme fagon
que pour Jg en (17), en effet on a encore ¢¥ bornée sur R,.. Ainsi,

lim d*/?R [¢a(X, 2)?] = 463/ (3v/7) .

d——+00

Par le raisonnement mené au début de la preuve, on a

Jim d*Var (¢a(X, 2)) = 46° / (3v/m) .
0

Pour revenir a l'expression de I'acceptation (11), on définit sur R? x R? la
fonction

Fy:( x¢ z r—>z¢d z,l

20



Les variables aléatoires qui nous intéressent sont donc les Fy(X¢, Z2, ) ot n € N.
On a alors par indépendance et stationnarité :

Var (Fd(Xff, Zg+1)> = zd:Var <¢d (Xff,i, ZS+17i)) = d Var (¢d(Xg,1’ Zfl,1)> :
i=1

Pour que la variance de Fj soit bornée et ne tende pas vers 0, il faut avoir d**/? =
d, i.e. a = 2/3, ce qui nous permet de conjecturer qu’il s’agit de la valeur de
I’échelonnement. Avec ce choix de «, on obtient pour tout n € N:

lim E[Fu(X7, Z8,,)| = =262/ (3v/m)

d—+oo

Jim_Var (Fu(Xd, 22,)) = 46 /(3v/m) .

A partir de maintenant, on supposera toujours «a = 2/3.

4 Convergence du taux d’acceptation

4.1 Tableau de martingales

Definition 13. Soit (k,) une suite d’entiers positifs qui tend vers l'infini. Une
suite (S, Fni)i<i<k,nen+ est appelée tableau de martingales lorsque pour tout
1t < k,, n € N*, S,, est une variable aléatoire centrée et de carré intégrable, et
que pour tout n € N* (S, )1<i<k, est une martingale par rapport d la filtration
(Fri)i<i<hn, -

Si (Snis Fri)i<i<k,nen+ €st un tableau de martingales, on définit alors les dif-
férences de la martingale par X,,; = Spi—Sni—1 en utilisant la convention S, o = 0.

Cette définition provient de [2, p.51]. Le théoréme suivant utilise cette défini-
tion pour avoir un résultat de convergence en loi, il est tiré du théoréme 3.2 et de
son corollaire 3.1 de [2, p.58-59].

Theorem 14. Soit (S, ;, Fni)i<i<k,nen+ un tableau de martingales (donc centré
et de carré intégrable) ayant (X, ;)i1<i<k, nen+ pour différences et supposons :

H1. (i) pour tout e > 0,

kn
ZE [XELJI]‘\Xn,iDE Fn,i—l} n%oo 0,

=1

(ii) il existe n* une variable aléatoire réelle finie p.s. telle que

SE[x2,
=1

Fn,i—l} L 7727

n—-+4o0o
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(i) pour toutn >1 et 1 <i <k, Fn; C Fpi1i-
Alors i
Sn,kn :ZXTL,’L ﬂ) Z
i=1

n—-+oo

ot Z est une variable aléatoire de fonction caractéristique ®z(t) =E [e‘”ztz/z].

4.2 Application au taux d’acceptation

Dans le cadre de cette étude, on pose pour tout d > 1 et 0 < i < d, Fy; =
o((X;,Z;);1 < j < i) la filtration naturelle des variables X et Z. Posons aussi
pa = E[pq(X1, Z1)]. Alors la suite

J=1

(Sd,z‘ = i: (a(Xj, Zj) — pa) 7Fd,i)

d>1,1<i<d

est un tableau de martingales. Pour le vérifier, notons Wy; = ¢4(X;, Z;) — p1q. Ces
variables sont centrées, de carré intégrable et Wy; est indépendante de Wy ; des
que ¢ # j. Ceci nous montre pour tout d > 1 et tout 1 < ¢ < d, que Sz, est centrée
et de carré intégrable, de plus,

E [Sai|Fai-1] = Sai—1 + E[Wa,|Faiz1] ,
= Sqi—1 + E[Wa,],
= Sqi-1-
Ainsi (Sq, Fai)a>11<i<a 8'agit bien d’un tableau de martingales. Vérifions ensuite

les conditions H1(i), H1(ii) et H1(iii) pour pouvoir appliquer le théoreme ci-
dessus.

4.2.1 Premiére hypothése, la condition de Lindeberg

La condition H1(i) est souvent appelée condition de Lindeberg. Soit € > 0, com-
mencons par simplifier la somme : par indépendance de Wy, par rapport a la tribu
Fd,i—lv

d d
> E [Wiiﬂlwd,ilxu:d,i—l} =Y E {Wii1|Wd,i|>€} :

i=1 =1

ces variables ayant méme loi,

0B [ L o]
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Ainsi pour montrer H1(i), il suffit de montrer que

lim dE [(cbd(Xh Zy) = pa)’ 1\¢d(X1,Zl>—udl>€] =0.

d—+o00

On a cependant,

E (W3, pse] = E [(6a(X1, 20)? = 20a(X1, Z1)pta + 183) Liou(xe.20)-ual><)

=E {(ﬁd(le Zl>2]l|¢d(X17Z1)_Hd|>5:| (L1>
—2E [cbd(Xh Zl)ﬂ|¢d(xl,zl)—ud|>a} E [¢q(X1, Z1)] (L2)
+ P (|¢a(X1, Z1) — pal > €) E[¢a(X1, Z1)]* . (L3)

Traitons ensuite les trois termes séparément. En ce qui concerne (1.3), on a :
B [¢a(X1, 20))" = 1/d (dE [pa(X1, Z1)])" .
or le terme entre parentheses converge vers une limite finie, ainsi

. 2
dgglood]E [¢d(X1, Zl)] =0.

De plus P(|¢q(X1, Z1) — pal > €) € [0, 1], alors

lim dP (|pa(X1, Z1) — pa| > €) E [¢a(X1, Z1)]* = 0.

d——+o0

Intéressons nous maintenant a (L2), on sait déja que
. _ o
Jim dE(0a(X,, Z))) = —26°/ (3V/m) .

Il suffit donc de montrer que

lim E [¢d(X17 Zl)l\%(Xl:Zl)—Hdbs} =0.

d——+o0

On commence par la méme réécriture de A¢ que celle faite pour les lemmes 11 et
12

E [de(Xla Zl)]l|¢d(X1,Zl)*#d|>5}
=B |(21X1] = 2 /d** + sgn(X0)V2 L Z1 /") Lag i, 00, 20)-pale]
=2E [(2X1 — 62/d2/3 +V2¢ Z1/d1/3> :H-O<X1<fi(l,d,Z1)]]'|2X1—€2/d2/3+\/§£Zl/dl/g—ﬂd|>5:| ’
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ot k(£,d, z) = 2 /d*3 — \/20z/d"/3. On a pu changer Ly (X1,20)—pg|>e €1
Liox,—02/a2/3 /30 2, JaV /3 —pg|>e €1 Prenant d suffissamment grand pour que |ug| < €.
Ainsi,
E [de(Xl, Zl)ﬂ|¢d(xl,zl)wd|>s}

k(¢,d,z)

= 1/\/ 27 /}R Ilo<,€(g7d7z)e_z2/2/0 e " (2x — k(l,d, 2)) Lioa—r(t,d,2)—pg|>edT dz
k(¢,d,z)
= 1/\/ 27T /}R ﬂo<ﬁ(g7d7z)e_22/2 (/0 e (2x — k(l,d, 2)) Log—r(t,d,2)—pg>e AT
k(¢,d,z)
+ /0 e (2x —k(l,d, z)) ﬂgxﬁ(g,d,z)ud<sdx> dz. (20)

On va maintenant étudier les intégrales en x a z fixé. On note la premiere A; et
la deuxieme B;. On commence par trouver les intervalles d’intégration,

{r,zeR|0<z<k(l,d,z)}N{z,z e R|22 — k({,d,2) — pqg > €}
={z,ze R|0V (e+k(l,d,2) + pa)/2 < x < k(l,d, 2)} ,

et

{r,zeR|0<z<k(l,d,z2)}N{x,2 e R|2x — k({,d,2) — pg < —¢}
={z,zeR|0<x<k(l,d 2)N(k(l,d,z) — e+ uq)/2} ,

ou on utilise les notations V pour le maximum et A pour le minimum. Or, comme
limg_, 00 pta = 0 et que l'on se place 1a ou k(4,d, z) > 0, quitte a prendre d suff-
isamment grand, on a (e +k(¢,d, 2)+q)/2 > 0. De méme, comme limg_, o d p1g =
—203/(3+/m), alors pour tout d assez grand jug < 0. Ainsi —e + pg < 0 et donc
(k(l,d,z) — e+ pnq)/2 < k(¢,d, z). En conclusion, quitte a prendre d assez grand,

k(¢,d,z)

A= / e "2z —k(l,d, z))dx,
0V (e+r(l,d,2)+pa)/2
k(¢,d,z)
= e " (2x — r(l,d, z))dzx,
(€+K/(e’d’z)+:ud)/2

en intégrant par parties,

= {—e‘x(Qx — k({,d, z))}

k(4,d,z) k(£,d,2) _
/ 2¢ *dx,
(

(e+n(l,d,2)+pa)/2 et+r(4,d,z)+pq)/2
= e T2~/ (o 4 (0. d, 2) + pg — (4, d, 2))

. R(& d, Z)efn(f,d,z) +9 (ef(ﬁ(é,d,z)%»eJr,ud)/Z . €7H(Z’d’z)) )
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On rappelle que (¢, d, z) = 2/d?/3 — \/20z/d"/?. Ainsi la limite de I'expression
ci-dessus est, pour tout £ > 0 et z € R tel que pour tout d € N*, (¢, d, z) > 0,

lim Ay =2 (/% — 1) 4 ee7/2. (21)

d——+oo

Effectuons ensuite un calcul similaire pour la deuxieme intégrale de (20) :

Bl._

k(l,d,z)N(k(,d,z2)—e+1q)/2
/ e "2z — k(l,d, z))dz,

= e 2z — k(l,d, 2))dz,

K(l,d,z)— 2 (k(L,d,2)—e+pq)/2
= [me (2o = n(t,d )] T e | ‘
0

=2 k(l,d, 2) — /%2 — & 4 pg)e” "Ed)Tra)/2

0
/(N(&dvz)—f‘i‘ud)/?
0

e *dx,

Ce qui nous permet de calculer la limite de By, pour tout £ > 0 et z € R avec
k(l,d, z) > 0 pour tout d € N* :

lim By = -2 (e/? — 1) 4+ c*/2. (22)

d——+o0

Regroupons (21) et (22) dans (20). On remarque que 'on fait apparaitre des
fonctions indicatrices qui assurent que l'intégration s’effectue dans 1'ordre voulu
(i.e. lintervalle d’intégration est bien dans le sens que I'on a écrit):

E [(bd(le Zl)ﬂ\¢d(X1,Zl)—Md|>€}
= 1/ V 21T /]R ]]-0<n(£,d,z)6_22/2 (ﬂ-n(f,d,z)>a+udAl + :H-/f(ﬁ,d,z)>6—udBl) dz.

Quitte a prendre d suffisamment grand, € 4 g > 0. On réduit alors 1’écriture des
deux évenements dans les indicatrices :

{zeR|k(l,d,z) >0} N{z€eR|k(l,d,2) >e =% s}
={zeR|k({,d,z2) >€j:,ud}:{zER]z< 1/\/§ (ﬁ/dl/:s—(e—ud)dl/?’/ﬁ)} :

1
Or —d735 d—> —00, ainsi pour tout z € R, on a
——+o00

1 — 0.
dg)“’d) d—+o00



De plus, Are=*"/? est bornée en d et intégrable, on peut donc appliquer le théoreme

de convergence dominée qui nous assure

dz — 0.

e
1 1 \A
/R z<;§<f_dé _d3ud) V2 dotoo

Et, par le méme raisonnement,

e—Z
1 1 Bi——dz — 0.
/R <5 (zdé eyd? Hd> V21 deteo

En regroupant ces deux résultats,

E |:¢d(X17Zl)]l|¢d(X17Z1)_#d‘>5:| = 0(1)

d—+o00
ce qui nous permet d’avoir, en revenant a (I.2),

1

—2E [de(Xh Zl)]1|¢d(xl,zl)—#d|>s} E [pa(X1, Z1)] LSO (d) '

Traitons finalement (L.1), on réutilise la plupart des calculs faits pour (I.2) :

E [%(Xl, Z0) N gy(x1,20)- ud\>€]

e % 2/2 Edz) B 9
= [R ]10<n 6 d,2) — /— - H(& da Z)) 1|2w71€(€,d,z)7ud\>€dxdz

V27 Jo

e—%°/2 w(0,d,z) . )
/ 10<n€dz) Nore (/ e (2x — k(l,d, 2))" Log—r(t,d,2)—pg>edT
+/ (b T (2x — k(L d, z))2 Ilgx_m(g,d7z)_ud<_adx)dz.
Notons A, et Bj les intégrales en x a z fixé. On a

k(£,d,z) —w 9
Ay = /0 e " (2 — k(l,d, 2)" Log—r(t,d,2)—pg>ed

quitte a prendre d suffisament grand

k(l,d,z) 3 9
:/ e " (2zx — k(l,d, z)) dx

€+/-z(£,d,z)+y,d
2

— 976 (Ld,2) k(l,d,z) x
= [—e (2x — k({,d, 2)) ]EJF”(Zv‘;vZ)JF“d + Q/SM(MZHM e 2z — k((,d, z))dx
2
e+r(L,d,2)+pug

e b g0 d 2)? +e” 2 (e + j1q)” + 24,
%

d—+o0



As est donc borné en d, et intégrable en z contre la densité gaussienne. Par le
méme calcul pour Bs,

BQI:

min(fe(f,d,z),7K(Z'd’z>{5+ud ) 9
/ e (2x — k({,d, 2))*dx

0
K(4,d,z)—e+pg

= / ’ e "(2x — k(l,d, 2))*dx
0

r(8,d,z)—e+pg n(ﬁ,d,z)27€+ud

= {—e“‘(?x — k(L. d, z))ﬂo ’ + 2/ e *(2x — k(l,d, z))dx
0
Kk(l,d,z)—¢
= T e )+ R(4,d, 2)? + 2B,
:4(1—65) +e2 (26—82) +o(1).
Ainsi By est aussi borné en d et intégrable en z contre la densité gaussienne.
Revenons a l'expression de (L1) :

E [¢d(X1a Zl)21\¢d(X1,Z1)*Hd|>5}
e? 2/2

= /R Locr(t,d,z) == NG ( w(td,2)>etng A2 T La(ed z)y>e—py Bz) dz

quitte a prendre d suffisamment grand,
o212
- [ s mtsean, )Az\/ﬁdz
0?2/2
+/ ILz< L dg%—ﬁ +4 2, )B2 \/ﬁdz'

On va montrer que chacune des deux intégrales est bien un o (é) par le méme
calcul.

Lemme 15. Soit § € R, alors pour tout n € N*,

B 2 1
—z /2d — -
/_Ooe zﬁ_)_ooo(ﬁn>

Démonstration. Soitn € N*. Pour z < 8 < 0, ona —z? < —2zf3 donc par croissance
de 'exponentielle :

B B
mn‘/ €_Z2/2d2 < |6n|/ e—%zﬁdz

B

n —726
P |[ % Lo

=287 e P2 — 0.
B—>—00
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]

On applique le lemme avec = % (d% B eF d/2 ud) et n = 3. On obtient

‘
bien, lorsque d — 400 :

273 ¢

2 1/:
1 /3 1/3
( L d d )

R z<f d1/5 d1/3 )3

L

/-\/—\

Sl.M—‘/—\

et de méme,

1 B 622/2d 1
L (s Pt =o(a)
Ainsi
1
E {Qsd(Xl, Zl)2]1|¢)d(X17Z1)*,U«d|>E:| . :+Oo 0 <d) '

Ceci donne la condition de Lindeberg en regroupant les termes (L1), (L2) et (L3).

4.2.2 Les autres hypotheéses

L’hypothese H1(ii) est facile a vérifier grace a 1’étude précédente sur la variance
de ¢4. Par indépendance des (X;, Z;)1<i<d,

;E [(%(Xia Zi) — Md)2|fd,z‘—1} =Y Var(¢a(Xi, Zi))

=1

= d Var(¢q( X1, Z1))
=d <3j7_til +o0 (2))

V€3+0( ) .

On a donc vérifié la condition H1(ii) avec n* = %Eg’.

La derniére hypothese H1(iii) est bien vérifiée puisque
Fai = Farri =0 ((Xj,7;);1 < j <)
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4.2.3 Le résultat
Grace au théoreme 14, on a la convergence en loi

Saa =S (6a(Xi, Z)) — Eba(Xi, Z0)]) 2 Z,

‘ d—+00
i=1

ol Z est une v.a. de fonction caractéristique exp (—%tQﬁﬁ). On reconnait

ainsi que Z est de loi N (O, %63). Par le lemme de Slutsky, en ajoutant la suite
E[Fy(X,Z)] — —=2=(3, on a

v
FuX,Z) % PdeloiN(——2op 2 g (23)
AR R 3y 3w )

Maintenant que 'on a montré la convergence en loi de Fjy vers une loi nor-
male, on utilise une proposition bien connue pour avoir la convergence du taux
d’acceptation.

4.3 Convergence du taux d’acceptation

Grace a I'étude de Fj, on a un premier résultat intéressant sur le taux de conver-

gence du MALA.

3
Theorem 16. On a limy_, o P[AY] = a((), avec a(l) = 2P <_ 832\[)'

On rappelle un résultat bien utile, tiré de la proposition 2.4 de [3].

Proposition 17. Si A est de loi N (u,0?), alors

o) = (£) o (5 2) o (o 2)

ot ®(+) est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Démonstration. On rappelle aussi que la fonction  — 1 A e* est 1-Lipschitz.
Ainsi, par (23),

P (A‘f) ) [1 A eFd<XvZ>} S E [1 A eﬁ] ,

d—+o0
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et par la proposition 17,

2, [3/m
: d) _ _ 3
Jm P (Af) = @ ( N T )

5 Convergence vers une diffusion de Langevin

Le deuxieme résultat que ’on cherche ici pour avoir les mémes résultats d’échelonnement
que dans [1], [3] ou [4] est une convergence du processus (& compléter) vers une
diffusion de Langevin.

On introduit donc (Y%)so linterpolation linéaire de la chaine de Markov
(X0 apreés accélération du temps d'un facteur d* = d*3. Sit > 0 et d € N*,
alors

Yf _ Udz/:sﬂ . d2/3t) Xfld2/3tj + <d2/3t _ Ld2/3tJ> Xfldwﬂ ;

— xd + <d2/3t _ Ld2/3tj) @Zd _ ﬁ (Xd ) 1
= X | g2/34] J1/3 [d2/3¢) d2/3 sSgn [d2/3¢] Ad 2/34] s

rd
V20 e
_ X([id2/3ﬂ - ([d2/3t-| _ d2/3t) [dl/:sZFldz/Sﬂ — ngn (X(Ljd2/3tj> Ta

ra2/30]

On notera Yg | la premiére composante de Y¢, c’est sur celle-ci que I’on va montrer
un résultat de convergence. On note aussi (v4)q>1 la suite de lois de {(Y{,)i>0|d €
N*}.

5.1 Tension de la suite de processus

Le premier résultat & montrer est la tension de la suite {(Y{,)i>0 |d € N*}.

Theorem 18. La suite (vg)q>1 est tendue dans M' (C(R,,R)), l’espace des lois de
probabilité sur C(Ry,R).

Démonstration. On va se servir du critere de Kolmogorov-Chentsov pour montrer
la tension. Plus précisément, on veut montrer qu’il existe v : R, — R, une
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fonction croissante telle que pour tout d > 1 et pour tous 0 < s < t,
4
E |:(Y1[€l,1 - Yg,l) } <)t - s)*.

Commencons par traiter le cas ot ¢ et s sont proches. Si |d?/3t] = |d*/?s], les
deux points sont sur un méme segment de droite et c’est facile a majorer,

V20 62

fd2/3ﬂ
et donc,
d a \* 2/3 2/3 \* 4
E{(thl—Y&l) } = (@ — als)'
/ 4
d
]E lA?dg/gt] <\/_Z[d2/3t—| 1 d1/3Sgn (XLd2/3tJ,1>> ] .

On majore l'indicatrice par 1 et on applique I'inégalité de Holder suivante (37 ; ;)" <
nP~1 3" (a;)P (valable pour p > 1 et les a; > 0), ce qui nous donne

23, 12/3.)\*
E [(Ygl —Yilﬂ <9 (@ td4/§l Jp [4 (Z?d2/3t1,1)4+;;] ,

(@3t — 2/3s)"
J43 )

<C (24)

car Z[dmﬂ , suit la loi N(0, 1), son moment d’ordre quatre est égal a trois, il est

4 2
donc borné. De plus, |d*?s| = |d?/3t] nous donne (d2/3t - d2/3s) < (d2/3t - d2/35) :
Ainsi,
d4/3
d4/3 (
Ce qui donne le résultat voulu dans ce premier cas.

Passons maintenant au cas ou ¢ et s sont séparés par un nombre entier. Si
[d?/3s] < |d?*/*t], on va faire apparaitre les termes en [d?/3s] et en |d?/3t] qui
seront plus simples a comparer entre eux. Les termes restants seront faciles a
majorer. On a

d d _ yd d
Yt,l - Ys,l - X|_d2/3tj,1 - X(d2/3s],1

E —5)?2=C(t—s)%.

(Yd, - Yil>4] <c?

V20 02
2/3 2/3 d d
+ (d Pt - d / tJ) A[d2/3 <d1/3 sz/gﬂ’l d2/3 27358 (XLdz/StJJ)

2

V20, 14
2/3 2/3
+ (Td°5] = d*°5) L 1275 <d1/3 Ziaa — et (X)) -
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Alors en appliquant a nouveau l'inégalité de Holder,
4
E [(Y;;{l - YY) }
4
< 2°E {(Xfldwtp o X([id2/331,1) ]

2
2/34 _ | g2/3 @ d s d
((d t=ld tJ)lA?dz/m (dl/SZPWﬂv1 27550 (X{ray)

4
V20 &

+2%E

[a2/3s]

En utilisant encore une fois I'inégalité de Holder, on majore le terme en deuxieme
et troisieme ligne par

4
(3t — | 31)) ¢ !
d
2° E[ 73 Unt (*/ﬁz e = gsen (X fldwml))
4
([dz/‘q’s} B d2/33> , . / . 4
—+ d4/3 lA?d2/35}€ <\/§sz/3s]71 - ngn (XLd2/3SJ,1)>

9
<2 d4/3 + d4/3

d2/3¢ — |_d2/3tJ 2 (d2/3 '| — 23 2 04
RN AR A VA

On a fait le méme raisonnement que dans les deux dernieres lignes avant (24)
pour factoriser le moment d’ordre quatre de la gaussienne. On a aussi majoré
une puissance quatre par un carré car les termes a l'intérieur sont inférieurs a un.
Ensuite, il existe une constante C' > 0 telle que

E [(Y;{l _ Ygﬂlﬂ < C(E [(deww - Xﬁdwgsm)‘l]

N (@3t — | @5t)) + ([d2/3s] — d2/3s)2) |

J4/3
Ensuite d?/3s < [d?/3s] < |d?/3t| < d?/3t, ainsi (d?/3t — | d?/?t])? < (d*/3t — d?*/35)?

et aussi ([d?/3s] — d?/3s)? < (d**t — d**s)?. 1l existe donc une constante C’ > 0
telle que

4 4
E [(Y?J - Yg,l) } < (E {(X[ldQ/%j,l - X‘(jdwss],l) } + (- 5)2) :
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En admettant le lemme 19 ci-dessous pour 'instant, finissons la démonstration.
On a ainsi I'existence d’une constante C' > 0 telle que,

4 2/34| _ [q2/351)"
E|(vi-vi)|=c ((t ADY (L4 ”d%/gd 1) ) |
<C(t +Oidwzgﬂ),

<C(2+t+82)(t—s).

On a bien trouvé, pour v(t) = 2C + Ct + Ct? le critere de Kolmogorov, donnant
ainsi la tension de la suite (vg)a>1. O

Voici le lemme qui nous a permis de finir la preuve.

Lemme 19. [l existe C' > 0 tel que pour tout 0 < ky < ko,

4 L (ky — k)P
B[(xt, - xt) | <oy B k)

Démonstration. On commence par faire apparaitre tous les termes d’acceptation
ou rejet entre ky et ko,

4
4 ko \/ﬁg £2
E [(Xlzg,l - Xgl,l) } =[E ( Z (dl/gzg,l - ngn (Xg—1,1)> ILAZ

k=ki1+1
404 ka 4 ks ; 4
- WE k_%:ﬂ {Z’fﬂl \/_d1/3 Jagien (X’f 1 1)} i %:H {Z’%l \/_d1/3 o1/358M (X’f 1 1)} H(AZ)C

En appliquant Hoélder, on va devoir majorer deux termes. Pour le premier on
réutilise Holder pour faire intervenir une gaussienne et une somme de termes +1,

4
ko E
( Z Zl(ei,l \/§d1/3sgn {Xk 1 1})

k=ki1+1
ko 4 /4 ko 4
( Z Zg,l) + 4473 [ Z sgn (Xgl,l)]

k=ki1+1 k=k1+1

£4
<2? {?,(/f2 —kp)? + W(/@ - k1)4} :
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Comme ce terme est multiplié¢ par C/d*/3, on a la forme voulue pour le terme qui
ne prend pas en compte le rejet.

Traitons maintenant le terme de rejet en développant la puissance :

E ( i {Z,g{l - \/;Msgn (X,;lu)} E(Ag)c)4

k=k1+1
4

- [T { 20 - e (¥t 1) 1] - @

i=1

ou la somme porte sur les quadruplets (m;)1<;<4 avec m; € {k1 + 1,...,k2}. On va
les séparer selon leur cardinal :

Ij = {(ml, ...,m4) S {k’l + 1, ...,k2}4 : #{ml, ...,m4} = j} .

Ensuite, pour faire apparaitre l'indépendance des (Um].,Zd j), on introduit, a

(mq,....,my) € {k1 +1,..., k2}4 fixés, (tildeXg)Do par :

3 N N / 2 5
Xg = Xg et Xlirl = Xl? + Lrefmi—1,.. m4—1}c]1'5‘5f (dl/?’Z’i’lJrl N ngn {X’?}> ’

et
Ag = {Uk < exp {Fd (f(,f,Z,fH)” .

On note F la tribu engendrée par le processus X?. On remarque que sur 'événement
4 C ~
N (A%) , X4 et X4 coincident.
g=1
(a) Si (mq,...,myq) € Zy alors

4

14
I (2~ Ggoen (%10 2

i=1

E

4 ]:}

14 -
II (Zgl]g - ngn (ij—Ll)) IL(A )

d
j=1 mj

=E

f]

Or, {(quj,l — ﬁsgn (ij—l,l)) H(Adjy} sont indépendants condition-
j=1,...,4

m;

.....
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nellement a F. Ainsi,

E

g
d ¢ %

(ijﬂl B <ij—1’1>) (o)

(78,0~ e (o)) (1o (7 (5,11.28,))), | 7]

en intégrant par rapport aux variables uniformes U,,,. Séparons 'espérance du
produit par linéarité et majorons les deux termes. Pour le second :

|E [\/ﬁfil/ingn (ij—1,1> (1 — exp (Fd (ngj—la Zg”)>)+ .7:] |

’ -
< WE H(l — exp (Fd (X;fzj—l’ Zglj)))Jr a

De méme, pour le premier,
d ~
Zg@j,l (1 — &Xp (Z bd (ng]-—l,iﬂ Zgzj,i)>> F
i=1

o (54, (10| #]
1=2

4 / B
I (28~ e (S0) 1

f

4
[IE
7j=1

4
IIE
j=1

¢
SNGEER (26)

E

+

Ou G(a,b) = E {Z (1 —exp(¢g(a,Z)+ b))J avec Z de loi N(0,1). Pour I’étude
de G, on utilise le fait que z — (1 — exp(x)) est 1-Lipschitz,

E[Z (1= exp(da(a, 2) +6),] —E[Z (1 —exp®),]] <

—

1Z| ¢ (a, Z)[] ,

1/2

2] E [$4(a, 27" .

IN

E
E
E 1/2

|
(6a(a, 2)] ",

d’apres le lemme 20. Or on remarque que E [Z (1 —exp (b))JJ =E[Z](1—exp(b)), =
0, ainsi

d
_ - C
‘E [g <Xf,l¢j1’17 Z¢d (Xi].,lw Zgnj,z)> ‘ ‘F] ‘ S W ’ <27>

=2
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En reprenant les termes en (26) et (27),

¢ X % C
d ; .
e | (2 = g () (1= (53 (34,0.28)),| 7] <
(28)
Ainsi, la somme en (25) donne dans le cas (a) :
! ¢
> E[H {Z,‘f%_l— sen (X2 1, }]1 Al c]
(ma,..;ma)eZy | Li=1 V2dY/3 ( ) (A.,)
4
C
< >  E|]] 7
(m1,...,mq)ELy j=1
ko — k1 C
- 4 ) das
(ko — k1)*
s¢ d4/3 (29)

d

¢ 1461 5
(= G (o)) gy |

/ ~ 1401 5 B
(Zij,l N s (ij171)> (1= exp (Fa (X000 20,))),

.F'

f] ‘ |
Pour le terme en j = 1, le carré nous suffit et on majore la probabilité de rejet par
1, pour les autres termes on utilise (28),

, . 2
d
(Zml,l - 7\/5611/3 sgn (Xm1—1,1)>

2 C?

<E

3
C
f]HM

=2
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(c) Si (my,..,my) € Iy, on a deux cas a traiter :

2

(- o)) 2]

j=1
2 J Y » 2
Jl_[l]E (Zm]-,l — ngn (ij_1’1>> F .

Comme, conditionnellement & F, Z, | — Csgn(Xom,—11)/(v/2d"/3) est de loi
N(£sgn(Xpm;-11)/(V2d"%),1), on a :
Y
< <1+2d2/3> <.

[ 2 i } 2
E j];[lE (Z;fw - e (ij_171)>

L’autre cas se traite aisément aussi,
1-1—2517]'

E E

<E

f

E|E

2

/ 14261 5
H (Zrdan - ngn (ij—m)) ﬂ(Ad]>c

=1

E F

Z:lan — g n (ij—l,l)

<

2

I1

7j=1

< (.

En effet, on a fait apparaitre encore une fois une loi normale d’espérance et de
variance bornés en d, donc ses moments d’ordre 1 et 3 sont bornés aussi. Ainsi en
reprenant la somme,

>

(ma1,...,mq)EL
< (3Cy +4Cy) (ks — k1) (ks — ky — 1)
< Ok — k1)*. (31)

4 14
E [H {Z;f%l ~ gt (Xff”_m)} H(A,‘fni)cl

=1

(d) Si (mq,..,my) € Zy, on majore U'indicatrice par 1 et on applique 'inégalité
de Holder,

E

<2 <E {(anhl)ﬂ +E Lj;])

<C.

g 4
d d




On obtient le résultat voulu en regroupant les termes (29), (30), (31) et (32) dans
(25). 0

Lemme 20. Soit Z de loi N(0,1). Il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout a € R et d € N* :

[gbd(a Z) } = dg:%

Démonstration. Tout d’abord, on va rappeler 'écriture de ’événement Ay pour
X = a fixé, ce qui nous donne

]lAd(G,Z) = 1a>012< ) al/34 + ]la<0]l oL _dl/34 -
=V24l/3 Va2t V2dal/3 V2

Comme ¢4(a, Z) dépend du signe de a, on va traiter le cas a > 0 et a = 0. Le cas
a < 0 se traite de fagon tres similaire au premier.

Si a > 0, notons «a(a,d) = fﬁl/s - d1/3 . On a

a(a,d) 6_32/2

2 2 2
—— | 2a — L + ﬂz dz
= FEREVITE
202 a(a,d) e ~2%/2 2
= %/_OO Nor ( \/_dl/?’ - 2a(a,d)> dz
4@2 a(a,d) e % 22 /2 2

< -
- d2/3 —00 vV 2T

Ayant séparé I'intégrale en deux, on peut majorer le premier terme indépendam-

ment de a > 0 et de d € N* car :

E (¢4 (a, 2)*] =

6—22/2 / 2 6—22/2 ) )
:H-z ala,d)—F7=— | 7 + S 2 27+ ¢ )
selwd” or ( \/§d1/3> V21 ( )
ainsi,
alad) g—2%/2 ¢ =7 /2
+ / z + ) dz =1+,
—00 V2T ( \/§d1/3> - )

Pour le second terme on va utiliser une estimation de la queue gaussienne. Lorsque
z < afa,d) <0,onal< aley €t donc

p 9 a(a,d) e_z /2 d a(a,d) 6_22/2(1 p —a(a,d)2/2
ala, dz < a(a, / z=qala,d)——F——
( ) —00 \/ vV 27 ( ) vV 2
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—a(a,d)? ,
Or y +— ye /% est bornée sur R, donc (a,d) — afa, d)% est bornée sur

R% x N*. Si a(a,d) > 0, alors on a quand méme a(a,d) < ¢ et donc on a la

majoration
—22/2

( d)Q/a(a’d) "y <£2/e dz = 1
T e VTR RV T

Finalement,

2 _ AL 2 _ C
E|¢4(a. 2)"] < S(CH+1+6) < 5.

D’ou le résultat dans le cas a > 0.
Sia =0, alors

22/
e~ V20
oo ] = [ 1o o (i 7)o
1 +o0o e 2/2

:%/_ ; \/ﬁ<d1/3+\/—&> dz

dl/3/2
—22/2 4
< d22/3 e\/% (dl;/*g +2€222> dz
< W (¢"+20%) .
D’ou le résultat dans le cas a = 0. O]

5.2 Caractérisation de la limite : EDS, diffusion et prob-
leme de martingale associé

Objectif Maintenant que I'on a la tension de la suite {(Y{);>0 | d € N*}, on sait
par le théoreme de Prohorov que toute suite extraite de celle-ci admet des valeurs
d’adhérence pour la convergence faible. Notre but est de montrer que I’ensemble
de ces valeurs d’adhérence est un singleton. Ceci nous permet d’avoir donc la
convergence faible vers cette unique valeur d’adhérence. Pour caractériser ces
valeurs d’adhérence, on va montrer qu’elles sont solution faible de cette équation
différentielle stochastique :

dY, = \/2h(¢) dB, — h(f)sgn(Y,)dt (33)

ou la solution est la loi de (Yy)i~0 et (Y¢)i>0 est un processus continu et adapté a

la tribu canonique de (By);>0, qui est un mouvement brownien. On précisera plus
tard h(?).
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acceptation

Rappel théorique L’équation (33) correspond a I’équation d’une diffusion, plus
précisément a la diffusion ayant pour drift infinitésimal b(x) = —h(¢) sgn(z) et pour
variance infinitésimale a(z) = 2h(¢). Or X est une diffusion (a,b), si et seulement
s’il est solution au probleme de martingale suivant :

Pour toute f € C°(R,R),

(f(Xt> — f(Xo) — /O L f(u)du)

est une martingale, ou Lf : = — a(x)f"(x)/2 + b(z)f'(x). Pour plus de détails
sur les diffusions et les liens avec le probleme de martingale et avec les équations
différentielles stochastiques, on se réfere a [6, chap. 5].

Dans la suite, on se place dans l'espace probabilisable canonique de W =
C(R4,R) ou on note (W;);>0 le processus canonique et (B;)¢>o la filtration associée.
Si 4 est une loi de probabilité sur W, on note Epu 'espérance associée a p. On dit
dans ce cas que p est solution du probléeme de martingale associé a (33) lorsque,
sous 1, (W)e>o est une diffusion (2h(¢€), —h(€) sgn(-)).

t>0

Theorem 21. La suite de processus {(Y{,)>o |d € N*} converge faiblement dans
W vers (Y;)io, solution de I’équation (33), avec h(f) = (2®(—(3/2/(3m/2)1/2),

De plus, si a(f) = 0.360, alors h(f) atteint son mazimum, ot a est défini dans
le théoréme 16 (il s’agit d’un arrondi).

Commencons par réduire le probleme de martingale avec cette proposition in-
spirée de [1, Prop. 3].
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Proposition 22. Supposons que pour toute ¢ € C*(R,R), m € N* ¢g: R™ - R
continue bornée et 0 < t;1 < ... <t, <s<t:

lim E¥ Kd;(wt) — (W) — /st Ld)(Wu)du) Wi, Wi )| =0.

d——+o0

Alors toute valeur d’adhérence de (vg)a>1 sur W est solution du probléme de mar-
tingale associé a (33).

On va se servir du lemme suivant.

Lemme 23. Soit v une valeur d’adhérence de la suite de lois (vq)a>1 de {(Y{)is0|d €
N*}. Alors pour tout t > 0, la loi image de v par Wy est m = exp(— |z|)dz/2.

Démonstration du lemme 23. On a
E[[Y§1 — Xisa |

V20 02
—E H(d2/3t _ Ld2/3tj) {dl/gzﬁdz/gm 7sen (Xtdz/gtJ’l) Ly

[da2/34]

2/3 2/3 \/_é a
< (d/ t— [d¥ tJ) {d1/3 HZdQ/gt H d2/3E Hsgn (XLd2/3tJ 1)H}

\/55 1/2 /2
< Y2 {(meﬂ ) ] R

|

— d/3 d2/3 -
Ainsi

i B[ X ] 0.

Donc pour toute @ : R — R Lipschitz et bornée,

i 5[0 (¥80) & (¥ )| 0.

d——+oo

De plus, comme (v4)q>1 converge faiblement vers v, alors pour toute fonction
1 : R — R Lipschitz et bornée,

lim E [ (Y{)] =ERW)],

d—+o0

et par le calcul précédent,

lim E {Zﬁ (de2/3tj,1>} =E” W}(Wt)] :

d—r4-00

Or X[ld2/3tj , est distribué selon 7 = exp(— |z|)dz/2 pour tout ¢ > 0 et d € N*.

Ainsi la suite (E[w(X[ldmtJ ])aen- est constante égale a 7(v), et donc W, suit la
loi 7 sous P. [
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Démonstration de la proposition 22. Commencons par montrer que si v vérifie :
pour tout ¢ € C*(R,R), m € N*, g : R™ — R continue bornée et 0 < t; < ... <
t < 5 <,

B [(007) = 67 = [ Lo(Wadu) g(Wsy, ... W, )] =0, (39)

alors v est solution du probleme de martingale.
En effet, les variables aléatoires

{gWyy,y oo ;W) |m € N*) g : R™ — R continue bornée et 0 < t; < ... <t,, < s}

engendrent la tribu B,. Donc par caractérisation de ’espérance conditionnelle :
B [o(W) = o(W,) - [ Lo(W.)du| 8] =0,
Le.
& [001) — 60%) - [ Lo(Wa)du| B = 60v,) = o) - [ Lo(Wu)du.

Et donc v est solution du probleme de martingale.

Pour montrer (34) avec 'hypothese, il nous suffit de montrer que pour tout
¢» € CX(R,R), m € N*, g : R™ — R continue bornée et 0 < ¢; < ... <t,, < s <t
I’application suivante est continue :

Uptw— ((b(wt) — o(ws) — /: Lgb(wu)du) g (W, . wy,)

Cependant on ne peut pas espérer un tel résultat car sgn, qui intervient dans la
définition de L, n’est pas continue en 0. On va donc montrer que ces applications
sont continues sur un éveénement v-presque str. Soit

W, ={w e W|w, # 0 pour presque tout u € [s,t]} .
Montrons que v((Wy,)¢) = 0.

On remarque que w € (Wy,)° si et seulement si [! 10y (w,)du > 0. Or par le
théoreme de Fubini-Tonelli,

E” [ / t ]1{0}(Wu)du] -/ B [130) (W) du,

et comme sous E”, W, suit la loi m,
t t
B | [ L Wade] = [ r({o}du=o0,
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car 1 < A la mesure de Lebesgue, et qu'un singleton est négligeable pour cette
mesure. D’ott v((Wy,)¢) = 0. Montrons maintenant que les applications ¥, sont
continues sur Wy;.

Comme w + w, est continue pour tout u > 0 alors w — ¢(w,) et w
g(wyy, ... ,wy,, ) sont aussi continues par composition. 11 suffit donc de montrer
que w — [ Lé(w,)du est continue. Utilisons la caractérisation séquentielle : soit
(w")n>o une suite de W qui tend vers w € Wy, uniformément sur tout compact.
Soit u tel que w, # 0, alors par continuité du signe en w,, lim,_, . Lo(w?) =
Lo(w,), donc lim, o Lo(w]) = Lo(w,), pour presque tout u € [s,t]. De plus
¢ étant bornée et a support compact, (Lo(w})), est bornée pour presque tout w.
Ainsi, par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

lim /t Lo(w))du = /: Lo(w,)du

n—+o00 Jg

Ce qui montre la continuité des applications W,; sur Wy, , qui est v-presque str.
D’ou le résultat. O

Introduisons, pour n € N F¢ = o({ X2, k < n}) et pour ¢ € C*(R,R)

14
M; () d1/3 Z ¢’ (Xk; 1) {<\/§212l+1,1 - msgn (Xg,1)> ﬂAgH
14
-E [(\/ﬁZﬁHJ — Ji/358n (X,fl)> ]1Ad ‘J—“,?”

? = d d ¢ d ’
+ 2d2/3 kz:%gb” (kal) \/§Zk+171 o ngn <Xk’1) ILAZH

Cette suite de variables aléatoires va nous aider a démontrer le théoréme 21.

Proposition 24. Pour tous 0 < s <t, ¢ € C(R,R) on a

=0.
d——+o0

im B [[6 (Y1) ~ 0 (Y2,) ~ [ 16 (Y24) dr — (Mg (6) ~ Mg ()

Démonstration de la proposition 24. (Y%);>0 est un processus affine par morceaux,
donc a variation finie. On remarque que pour tout r» > 0,

V20, >
de1 = @23 <d1/3 VA /3,7 1 XLdQ/?’ 1 pa dr.



Ainsi, par le théoréme fondamental du calcul intégral pour les fonctions C! par
morceaux :

6 (YH) -0 (YY) (36)

l
_ 1/3 d d
= {ld /S (Yr 1) <\/—Z[d2/5ﬂ 1 ~1/z5en (XLd2/3rJ,l>> lA?dm ]dr.

On effectue un développement de Taylor de ¢’ entre Yd1 et X¢ e/ Comme ¢

1
est C3, pour tout point r € [s, ], il existe x, € [XLd2/3rJ 1’Yr,1] tel que :

¢’ (Yg;) = ¢ (X|_d2/3rj 1)

l E
s P 00) o (X ) (V0o o (X)) B

[d2/3:]

? ) 2 14 ?
/3, 2/3 (3) d d
2d2/3 (d —|d TJ) ™ (xr) <\/§Z(d2/3ﬂ,1 d1/3SgH (XLdQ/BrJ,1)> ]lA[d2/3 -

Injectons cette équation dans (36) :
o (Yh) -0 (YY)

t l
e £d1/3/s ¢/ (deQ/ST‘J,l) <\/§Z[dd2/3r],1 dl/ssgn (Xlidd2/3TJ,1>> ﬂAd d7’

[d2/3r]

t / 2
—|—£2/S (d2/3r — Ld2/37~J) ol (X d2/37], 1) (\/_Z 42/37],1 dl/gsgn (XLd2/3rJ 1)) ﬂA?d2/3r] dr

63 t 2 3 2/3 4 ’
(3) d
+2d1/3 /s (d / Ld / ’]“J) (XT) \/_Z[dz/gﬂ 1 d1/3 —75 581 (X\_dQ/Srj,l) ]]_A?dQ/ST'l d’l" .

Occupons nous du troisieme terme, par le théoreme de Fubini-Tonelli et comme
) est bornée,

63
2d1/3

£3
S Sqi / CE

Pour le deuxieme terme, la plupart de I'intégrant est constant par morceaux. En

E

t 2 g 3
/S (d2/37“ — Ld2/3rj> ¢(3) (Xr) <\/§Z([id2/3r],1 d1/3sgn (XLdg/ng 1)) ﬂAd ] dr

[a2/3r]

|

3
<\/_}Z"d2/3r‘|1‘+d1/3> ]dT — O

d—+00
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effet, pour tout entier d*/%s < k < d?/3t — 1,

(k1) 2/3 V3 ¢ d i
/k/d2/3 (d T — Ld TJ) gb (Xl_d2/37'J 1) Zl'd2/3,r‘| 1 d1/3 Sgn (XLdZ/STJJ) :H-ALFdQ/L;T-‘ d?”

1 o ¢ 2
= 57 (Xk 1) <\/_Zk+11 7173580 (Xm)) ﬂAiH
(k+1)/d%/3

Y 2
— !/ d
= k/d2/3 (b (XLdQ/BTJ 1) <\/_Z|—d2/3ﬂ 1 d1/3 sgn (Xtd2/37"j,l)> ]lA?d2/3T'| d?”/2 .

On écrit ainsi :

t / 2
_ 2/3,. | 12/3
I = /S (d r—|d TJ) ¢" (Xw/sq 1) <\/—Z|'d2/3r] 17 173 173581 (XLd2/3rJ 1)) ﬂA‘Fdz/gﬂ dr

:II+I27

avec

[a2/3]

[d?/3s]/d%/3 t 1
_ 2/3,. 2/3 _
I, = l/s + /Ld2/3tj/d2/3] (d r Ld T’J 2) (Xtdz/er 1)

¢ 2
<\/_Z /301,10 i3 58N (XLdQ/STJ 1)> HA?WSH dr.

/ 2
2/ &' XLdZ/SrJ 1) <\/_Z(d2/3 et (XLd2/3rJ 1)) Lpa dr,

Or I, se calcule directement, on a :

2= 2d2/3 (s = |d%s]) (Td**s] — d*Ps) & (X{ips,y )
2
(f e (o)) e
d2/3 (1~ LdQ/%J) ([ = dt) " (X{ipsary)

f 2
<\/—Z[d2/3t] 1 J1/3 —7 77581 (XLd2/3tJ 1)) ]]_A([idz/ist] :

Et comme ¢" est bornée, E[|I5]] — 0. Ainsi,
d—+o0

K H¢ (Ygl> —¢ (Yil) — Iy

}d%—+>ooo
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ou

14
Is,t = /s {£d1/3¢ (X 42/3r ], 1) <\/_Z d2/3ﬂ 1 d1/3Sgn (de2/3TJ,1)>

/ 2
£ ¢” (Xers1) <\/_Z[d2/3r1 1T /%80 (Xfld2/3rj,1)> } Ipa o dr. (37)

[a2/3]

Ensuite, on écrit M FldQ /311 (¢)—M ﬁdg /3] (¢) sous forme d’une intégrale d’une fonction
constante par morceaux :

Mfpsaq (6) = Miera g ()
14
_ 1/3 d
/ < d>¢’ (Xtdz/s ) {<\/_Z"d2/3r] 1 d1/35gn (XLd2/37~J,1)> ILA?dQ/Sﬂ
l
= [(mﬁw o (X)) Tar [ Pl

/ 2
+ gb” (Xl_d2/37"J 1) { (\/_ZI'dQ/CST'I 1 d1/3 Sgn (Xl_dd2/37’J,1)> ]].Ad

[da2/37]

g 2
<\/_Z"d2/3r‘| 1 d1/3 — 75581 <X|_dd2/37’J,1>> ]]_A([ldQ/SM ‘Fde2/37’J] }) dr
—Td— T8 (38)

ott Tl et TZ rendent compte de la différence entre la somme et I'intégrale. Plus
précisément :

14
Tf _ d1/3 (I’d2/3t"| d2/3t> ¢ (XLdg/gtJ 1) {(\/_Z d2/3t‘| 1 d1/3 —777581 (XLd2/3tJ 1)) ﬂ-Ad

[a2/34]
l
[ (\/_Z[d2/3t-| 1 d1/3 —7 77581 (dez/%j,l)) :H_A?dQ/?) ]:[ld2/3tj‘| }

2 i ?
— 2/ ((dwgﬂ — d2/3t) (]5 (XLd2/5tj 1) { (\/_Z 42/34] 1 d1/3Sgn (Xfldz/stj,l)> T pa

[d2/34]
IdeQ/BtJ] } 7

et T¢ s’écrit comme P'opposé de T en remplacant les ¢ par des s. Finalement on
réécrit

/St Lo (Yg,l) dr = /St [h(€)¢ (XW/BTJ 1) h(l)sgn (Xfld2/3rj,1) ¢’ (Xtd2/3rj 1)} dr — Ty,
(39)

g 2
d d
<\/§Z|'d2/3t],1 J1/3 — =581 (Xtdz/gtLl)) ]lA[dz/g

46



avec .
Ty = /S (L¢ (Xfld2/3rj,1) — Lo (Yg,l)) dr.
Maintenant, grace a (37), (38) et (39),

t
I / Lo (Y2,) dr — (Mfpss(6) = Missg (9)) = T{ + T8 + T + T + T2,

avec T qui factorise les termes avec ¢’ (X ) et T¢ ceux avec ¢ (X /501 )

d
[@?/3r],1 )"

14
T = /S ¢’ (XLd2/3'r'J 1) {£d1/3]E [<\/_Z 42/37),1 d1/3Sgn (Xtd2/3rJ 1)) HA?dz/s fﬁdQ/SrJ]
+h(l)sgn (deQ/grm)} dr,
d t !/ 4 2
TQ :L ¢ (XLdQ/JTJ 1) <\/_Z d2/57‘“ 1 d1/3Sgn (XLdQ/BTJJ)) lA?dQ/?, .Fdz/JTJ

—h(0)}dr.

Pour avoir le résultat de cette proposition, il nous suffit donc de montrer que pour

tout 1 < <5 E HTZdH —+> 0. Les termes T et T¢ se majorent facilement car
d—+o00

¢ et ¢ sont bornées. Si (i,u) € {(4,1),(5,9)},

f ’ € ﬁ " d 2 62
]E[ } < WQC {\/_E HZ /3], 1H + cll/3} + 2d2/340 { {(Zw/sum) ] + dz/g}
<9
= Ji/3
d_>—+>oo 0.

Pour T¥, écrivons Ty = h(0)(Ts, — Ty,), avec

T:gl - /St {¢ (XLdQ/STJ 1) - Qb// (Y?ﬂ)}d’f‘,
T, = | ogn (Xt 1) ¢ (Xssy1) —sen (Y0) ¢/ (Y2,) b ar.

On a, par le théoreme de Fubini-Tonelli,

e < [ E]s

(K)o (¥2,)Jar
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Or pour tout r € [s, ], en réutilisant le raisonnement du lemme 23, comme ¢” est
Lipschitz et bornée,

E|

o (Kirona) = 9" (Y)l] 52,0

d——+o0

De plus ]E[]gb”(Xfldg/grLl) — ¢"(Y¢))|] <2C”, don par le theéoréme de convergence
dominée :
lim E[|T¢,[] =0.

d—+00

Ensuite, on réécrit T4, :

T?fi,g = /St {sgn (X[ld2/3rj,1) — sgn (Yg,1>}¢' (X[id2/3rj,1> dr
+ /st Seh (YgJ) {¢, (XﬁdQ/?’rj,l) —¢ (Y§,1> } dr.

La deuxiéme intégrale se traite comme T4, :

B[] sen (i) {0/ (Xfarny) - ¢ (vi) ool < [

qui tend vers zéro car ¢’ est Lipschitz et bornée. Pour la premiere intégrale,

B[] [ fsen (Xfny) —sn (Y2} (X,

Or

¢ (X ) — ¢ (Y] -
(40)

] <E Hsgn (Xfldz/m,l) — sgn (Yf,l)H :

‘Sgn (X[idQ/:”rj,l) — sgn (Yilﬂ =2 ]l{Sgn<de2/3rJ,1>;ésgn(Yf«l,l)}

<21 d d
{Sgn <Xtd2/3rJ,1> 7sgn (Xﬂ#/i‘r],l) }

S 2 :[I‘Td (X[ld2/3,rj717 Z|{1d2/3’r"|,1) 9

ou T, est donné par (13). Or, par la symétrie des lois de X et Z, utilisée comme
dans (14) et (16),

E [2 ﬂTd (X[id2/3rj717 Z?d”"’r],l)} =4E {1{0<X<n(£,d,Z)}} )

ol (X, Z) est de loi e ?ldz/2 ® N(0,1) et r({,d,z) = (?/d*/* — /20 z/d"/3,

= 2/V 27-[/]1{ I].{O<H(l,d,z)}e_Z2/2/D

0/(V2d1/3)
—2/\2n / e/ (1 — e ) dz,

—00

k(l,d,z)
e Pldy dz,
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On utilise ensuite la formule de Taylor-Lagrange. Pour tout ¢ > 0,d € N* et
z < 0/(v/2d"3), il existe v € [0, k(¢,d, 2)] tel que 1 —e 42 = k(¢ d, 2)e™, ainsi

. p ¢/(V2dY/3) 222 B
E 215, (Xt 1 i, )] = 2/V2R / e 2(0,d, 2)e Mz
qui tend vers zéro par le théoreme de convergence dominée. D’ou

lim E{

d——+o0

{sgn (Xfldg/gr“) — sgn (Yff’l) } ¢ (XLdQ/er 1) dr } =0. (41)

En regroupant (40) et (41), on trouve limg ;o E HT§{2H = 0 et donc,

lim B [|73]] = 0.

d——+o0

Revenons sur T4,

[d2/3

+h(€)sgn (XLdz/sTH) H dr,

E HTldH < /: CO'E H VAR [([Z /3071 df/3sgn (de2/3rj,1)> T pa ‘}—fldz/firj

| S

< [ {EIDN +ED,, N1} dr

avec

Dy, = V20d'°E |:Z([id2/3r],1ﬂAd . ‘]:fld2/3rj] ;

Dy, = sgn (Xihas, ) {h(z) R [L\?d TJ] }
On écrit

d
= V2UdVPE [Z[d2/3r] 1 (1 N\ exp {Z ba ( [d2/37) i) ZW/JH )})
i=1

a Ld2/3rJ]

puis on utilise I'indépendance des composantes de Z ‘[idQ /3,1 POUT remarquer que

d
E [ZFICp/%]J (1 N exp {Z ¢d (Xfld2/3rj sz/e, )}) ’FLdg/ng]

=2

d
=K [Z{p/s1| E [1 A exp {2; Sa (Xlpssn i Zﬁdg/grhi)}’f@z/m] = 0.
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Ceci nous permet de rajouter ce terme dans D, et majorer :
E(|D1,]] < V2Ud'PE | 25, |

d
’1 A\ exp {Z ¢d ( |d2/3r] 30 Z?dz/Sﬂ,i)} —1A exp {Z ¢d (X[id2/3rj,i7 ZFld2/3r'|,i)}H :
=2

Cependant = — 1 A exp(x) est une fonction 1-Lipschitz, donc :
E (D1, ) < V2UAPE(|Zipsan| |60 (X1 Ziina)]] - (42)

Calculons cette espérance. Pour simplifier les notations, introduisons (X, Z) de loi
e~17ldz /2 ® N(0, 1), ainsi

E (|2 ers1a] |00 (Xliprsry00 Zfirnn ) ]| = ENZ110a(X, 2)1)
En injectant les expressions (12) et (14),

2 V20
E121164(X.2)0) = & ||21[2X - 5 + $532| Loexsnean

0 V20

T 4273 4173

2 __ v Z<X<0}] ’

et par les égalitésen loi X = —X et 7 = -2,

V20
E121164(X, )| = 28 1212 — 5+ 3722 oexentazy |

k(4,d,z)
= V2T [ Bjocneaine™ 12| [ 122 — w(t,d,2) e "dedz
R 0
Soit z < £/(y/2d"/3), alors évaluons l'intégrale par une intégration par parties :
k(¢,d,z) k(,d,z)/2
/ |22 — k({,d, z)| e *dz = / (k(l,d, z) — 2x)e “dx
0
k(¢,d,z)
+ / 2:1) —k(l,d,z))e *dx,
(4,d,z)
k(l,d,z)/2 k(£,d,z)/2
= [(2:1: - H(f, d, z))e_x}o( 2 / 2¢ *da
0
k(4,d, k(£,d,z)
+ [(/i(f, d,z) — Qm)e_ﬂ () + / 2¢ “dx

k(l,d,z)/2 (0,d,z)/2
=k(l,d,2) (1 - e*““’d’z)) -2 (1 — e*”(‘f’d’z)/Q)2
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Par la formule de Taylor-Lagrange, pour tout £ > 0,d € N* et z < £//2d"/3, il
existe v € [0, k(¢ d, z)] tel que

k(l,d, z) (1 - e’“(e’d’z))—Q (1 - e’”("“)’d’zw)2 = k(l,d,2)%e " —kK((,d, 2)%e /2 (e’”’/2 - 1/2) .
Ainsi en revenant au membre de droite de (42) :
V3R (| Z]|64(X, Z)]
_ gdl/?’/\/%/e/(ﬂdl/g)e

—00

—22/2 12| k(€ d, 2)2 {e—w _ e /2 (e—y/2 _ 1/2)} ds .

On veut montrer maintenant que cette expression tend vers zéro. On commence
par la condition de domination, pour tout z < ¢/(v/2d"/?), on a 0 < vy < k(¢, d, 2),
ainsi on a :
52 _ _ _
gdl/S]].{Z<Z/(\/§d1/3)}e 22| k(L d, 2)* ’e T /2 (e v 1/2)‘
< 3e 2| (0 + 20227
qui est bien intégrable. De plus, on a la convergence simple vers zéro : pour tout

2 < 0/(v/2d'3),

lim d"/3e /2 || (62/d2/3 — \/§€z/d1/3)2 {e’7 —e/? (677/2 — 1/2)} =0.

d—~+o00

D’ot, par le théoreme de convergence dominée

lim v/2(d'°E HZ[ddQ/?’r],l‘ ‘¢d (Xfld2/3rj,1’ Z?d2/3r],l> H =0,

d—+o0

et donc par (42), pour tout r € [s, ],

Jim B0 =0
Finalement, par une méthode analogue on montre limg_, o, E[|Da.,|] = 0.

On a donc limg_, 1 E HT{I H = 0. Le calcul de T¢ est a peine plus pénible, ce
qui donne le résultat. O

Démonstration du théoréme 21. Par le théoreme 18, par les propositions 22 et 24,
il nous suffit de montrer que pout tout ¢ € C*(R,R), p> 1, tout 0 < t; < --- <
t, < s <t et toute fonction g : R — R bornée et continue,

lim E [(Mfldz/3ﬂ<¢) — Mfidz/ss} (¢)) g(ng -”7ng)} =0,

d—+o0

ot pour n > 1, M%(¢) est défini en (35). Mais ceci est direct en prenant successive-
ment I’espérance conditionnelle par rapport a F, pour k = [d?/3t], ..., [d*3s]. O

o1



6 Annexe

On a regroupé ci-dessous les preuves qui ne nourrissent pas l'intuition et qui peu-
vent étres lues en deuxieme lecture.

Preuve du lemme 9. On commence par développer les carrés dans la définition de
¢q donnée en (10) :

Jo1e
z
2

(2 V20
T — %sgn( x)+ da/Q

¢a(, 2) = || =

0+ ae 2 V20
- e [sgn(x) + sgn <x — %sgn(x) + Jor2 z)]

2¢/2 (3 d~ 2 V20 1,
+ — 1 pant lsgn( ) + sgn (93— d—asgn( x) + Jar )] — 5%

On observe d’abord que les termes en 22 se compensent. Regardons les autres de
plus pres, en séparant deux cas, donnés par ’ensemble :

T, = {(f, %) : sgn <x - f;zsgn(f) + ffz) v sgn(;z)} .

Sur le complémentaire de Ty, réécrivons la premicre ligne de ¢4. En se servant de
la relation |z| = xsgn(x):

2 \/_€

0 V20
T — %sgn( x) + dO‘/Q

= Sgn(a:)daﬂz

x| =

D’une autre part, sur Ty, on a :

2 V20
T — d—asgn( x) + Jar2?

2 20
= 2|z| — — +sgn V2

|'T’ - da ( )da/2

En résumé :

02 V20

lz| — |z — %sgn(x) t e =

(f; - sgn(x)c\i{?/fZ) (1 - 1g,(z, )

(? V20
(2[&;\ — +sgn(z )d 7 )]le(x, z).
La deuxiéme ligne de ¢4(x, z) s’écrit :

4 de (> V20 02
ST [sgn(x) + sgn (x - d—asgn( x)+ T2 )) =% (1—17,(z,2)] .
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Et la troisieme :

2203 d° 0 \/_E
1 R pai” sgn(x) + sgn x—d—asgn( T) + ek

V20

= sgn(x) o (1—1r,(z,2)) .

En reprenant toutes les lignes du calcul de ¢4, on trouve le résultat :

2 NCTA V20
oute2) = (G — s Yo = G+ s o ) (1 T

0? V20
(2|x| T e + Sgn( )d /2 > ﬂTd(ZL‘,Z)’

02 V20
~ (2l 5+ o) Y5+ ) T

Preuve du lemme 10. D’apres (13), (z,z) € Ty si et seulement si :
2 V20 2 V20
<x>Oetx—dasgn()—l—d/zz<0>ou<x§0etx—dasgn() Jan” z>0

En remplacant le signe de x convenablement, on trouve le résultat annoncé. En
effet (z,2z) € Ty si et seulement si :

2 2 2 2
<0<.’17§da—da/22> ou <_da_da/2 <.’L‘<O>
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