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Rappels
o » Passé avant l'instant ¢ :
% % .'FtZ’P({M():CD(), M1=:1:1, e ey MtZ'.Bt},
_g' g- mo,...,mtES)
1. Propriété de Markov fort
P Propriété de Markov :
E 3 VACS,neN:
2 2 P(Mpt1 € A | Fn) = P(M,y1 € A | M,)
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Rappels (II) Rappels (III)
= Une chaine de Markov est déterminée par » Une probabilité (w(x) : « € S) sur S
©  1.vla loi initiale : P(M, = x0) = (), H ?51(: mv)z;rla_nte pour la matrice de transition
g . . g p(x,y)) Si
= 2. sa matrice de transition P = (p(xz,y)) El Z
: £ 7\'(:1:) = Tr(y)p(y, (E),V:l: € S.
p(z,y) =P(My =y | Mo = x). -
o - Si (M,) est irréductible et apériodique avec
s P(Mo=xo, M1 =1,..., Mp = xp) 2 une proba. invariante m, alors M, converge
g = v(xo)p(xo, 1)p(x1, T2) * + » P(Tn—1, Tn). ¢ en distribution vers = :
lim Py,(M, = x) = w(x), Ve € S
n—-4oo
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Définition : Les temps d’arréts
o o (Poly. page 93)
£ £ T variable aléatoire a valeurs dans NU {+oo}
3 - est un temps d’arrét si,
2. Propriété de Markov fort {T =n} € 7, n 21,
E 2 Traduction :
s 2 Un observateur qui observe les états succes-
g ¢ sifs de la trajectoire de (M,,), sait s’arréter a
I'instant T'.
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Exemples de temps d’arrét

-p2>0,T=p;
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Contre-exemple

: : 2 3
3 & 12
5 — Temps d’atteinte d’un sous-ensembile : H 0 2
S F CS, 2 1 1 1
“’ 2 12
Tr = inf{n : M,, = F} ._/
1 12 4
sixz €S,
2 2
gé T, = inf{n : M,, = =} g M, =0, L = sup{n : M,, = 0}
= —Si S fini : Temps de recouvrement q o
n'est pas un temps d’arrét.
T = inf{n : {My, My,..., M,} = S}
2009 — http://www.cmap.polytechnique-frprobert 2009 — http://www.cmap.polytechniquedrprobert
Cours MAP W:Réseaux de Communication, Algorithmes et Pruba’hﬁ Cours MAP ?:Réseaux de Communication, Algorithmes et Probasilit
Le passé avant un temps d’arrét T Markov fort
Une chaine de Markov (M,,) (Poly. page 94)
me me
g TE g vérifie toujours la propriété de Markov fort :
- =U U
-(‘%' t=0 xq,...,L:ES -:ED R _
Si T temps d’arrét :
P{Mo = zo, My = @1, ..., My = ¢, T > t}) P(Mryn =y | T < 400, My = 271, .., Mo = %0)
- - = IED(MT+n =y | T < +OO, MT = mT)-
Z  Fr : tous les événements avant I'instant T =
Pl Pl
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Propriété de Markov a des instants_
non déterministes : les temps d’arrét.
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Markov fort (II)
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Exemple

Siz eS8, T, =inf{n: M, =x}

g ¢ En supposant T, < 4oco P-p.s.
o o
5 ) 5 Markov fort :
= Traduction : El
5 o i 5 P(Mzgyin € A | My, ..., Mo)
0 oo
(Mrin € - | Fr, T < +00) = P(Mr,1n € A | Mz, = )
=P(Mrin € - | Mz, T < +00) =P(M, € A| My = x).
3 :
ES g La suite (M, +1,) est indépendante
a ® des variables Mr,_1,..., M.
Décomposition en cycles indépendants.
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a &
2 3
* 3. Loi de Poisson : Loi de Poisson
- - I I
Loi exponentielle
3 3
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Définition Variance :
E (uz) —E(w)® = Z n’P(v =mn) — A> =2
o (Poly. page 136) i e
¢ Definition. Une variable aléatoire v suit une z
% loi de Poisson de parametre A > 0, si pour E . o i
& = ’ = s Fonction génératrice : |u| <1,
Plv=n)="—e
n!
E (u”) = Z P(v = n)u”
3 2 neN
£ Moyenne : g A™
2 % — Z N e—)\un — e—A(l—u)
8 " Y g N n!
& — — — . — 2 n
E(u)_ZnP(u_n)_Znn!e =
neN neN
Rayon de convergence infini.
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Modeles d’acces a un réseau de communication v : le nombre d’émissions par unité de temps.
N
vV = 1E~
2 Le cadre : & ; '
g ) ¢ FE; : la station i émet un message.
& — N stations. g
z £ Hypotheése py = P(E;) ~ A\/N
— Stations indépendantes.
A k A N—k
o . o P(u:k):C,’i,(—> 1-=
s pn : Proba. d’émission par station par unité z N N
5 o 5 k k
©  de temps; X Nt vmesaoaNy A
i;’g j k! (N — k)!N*k k!

Hypothese : N grand et py petit.
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v suit une loi de Poisson de parameétre ).

2009 — http://www.cmap.polytechniquefnprobert




Cours MAP 554 Réseaux de Communication, Algorithmes et Probasilit

Propriétés générales

Addition (Poly. page 137)
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Propriétés générales (II)

% Si pour i = 1, 2, % Effacement : Si
& — X; :loi de Poisson de parameétre X;; i
E : —X loi de Poisson de parameétre )\ ;
— X, et X, sont indépendantes; o .
alors X; + X, loi de Poisson de paramétre — (B;) Bernoulli i.i.d. parametre p
A1+ s B; € {0,1} et P(B; =1) = p,
% g aIOrSS=B1+Bz+---—|—BX
S E (uX1+X2> =F (qu) E (qu) *  suit une loi de Poisson de paramétre \p.
= exp(— (A1 + A2)(1 — u)),
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Propriétés générales (III) Loi des petits nombres
g Effacement (II) : Si g Cas indépendant (Poly. page 137)
g — X loi de Poisson de parametre X ; g Si B, 1 < i < N, Bernoulli indépendantes
¢ —(B;) Bernoulli i.i.d. parametre p 2 . n
B; € {0,1} et B(B, = 1) = p, a) lim supP(B;'=1) = 0;
. n__ -
) alors . b) nHTooZP(Bi =1) = A < +oo,
2 EX (2
: Bi+B:+---+Bxet X—(B1+Bz2+---+ Bx) 3 |
b » alors
g sont des variables indépendantes, g

de loi de Poisson de parametre Ap et A(1—p).
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Loi

Sp, = B} + By + - 4+ By, — Pois(})
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a &
? 3
¢ Avantage de la cv vers une loi de Poisson g
s  Simplification d’expressions combinatoires B ) )
complexes par une fonctionnelle de la loi de La loi exponentielle
Poisson.
2 2
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Définition Moyenne :
+oo o 1
— —AT —
o (Poly. page 139) o E(X) = /0 xAe de = X
S Pour XA > 0, X suit une distribution exponen- £
- tielle de parametre X si - Variance :
s +oo : 2 2_ 1
N E (X ) _EX)?=—
BA(X) = [ f@)re™ da, (X" =5
0
z sz Transformée de Laplace :
?ié P(X > z) = exp(—2Ax), z >0 'i;u Cex A
g & E (e ) =—, Re(&) > 0.
g 2 PNy
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La propriété d’oubli

Si X v.a. exp para. )\, alors

5 Le cadre : 5
g — Faible probabilité d’émission par station E PX—xz>y|X >=x)= e N — P(X > y).
H par unité de temps : py = A/N. H
2 TN premiere unité de temps ou une station 2 Preuve :
fixée émet un message. P(X > x
X —e2y| X 20) =g =2tV
P(rn > k) = (1 — A/N)*, (X > =)
- - - e~ Mz+y) Ay
= TN [Nz] -z = =— =€
2 P(—>x)=(1—-X\/N e 5 — o
(B 2e)=a-am™~ -
. ~ " Propriété €lémentaire mais cruciale.
— — X, ou X exp. param. .
N Seule loi continue avec cette propriété.
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Les horloges exponentielles
. (Poly. page 140) m
s (Ei,...,EpN), v.a. indép. exponentielles ;. 5
5 E; : instant de sonnerie de la i-ieme horloge. H
% La variable 5 )
. 4, Le processus de Poisson
mln(El, Ez, e ey EN)
3 suit une loi exponentielle de parametre 3
?ié A1+ 4+ AN Eﬁ

L’'instant de premieére sonnerie correspond a
une horloge exponentielle.
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Définition
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De facon équivalente : fn croissante t — N (t),
— N(t) : nombre de points ¢, entre 0 et ¢.

me me
g‘z — (E;) v.a. i.i.d. exponentielles de par. \; § N(t)
= = I 1
§ —th=E1+---+ En; g E. B, E E
- T | — T T e T
1] t1 ta t3 ta
E, E, E3 E,
3 ' T T T T T o
£ 0 1 tats ts - N(0)=0et N(t) — N(t—) € {0,1};
Pl Pyl
g {tn, n > 1} : Processus de Poisson g
d’intensité/parametre . (N(t)) est la mesure de comptage
du processus de Poisson.
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Exemple 1 Exemple 2 : Phénomenes de débordement
Modeles d’acces a un réseau de communication X(®)
m m
7 Y USSR A4 W WSSOSO A0 S
= Le cadre : (Poly. page 149) =
= — Proba. d’émission par station E
* par unité de temps : py = A/N; °
t,’c" : instant d’émission du k-ieme message
d’une station fixée. ) o 0
¢ La suite de points (t;/N, k > 0) converge en g 0 t, ts
g distribution vers un processus de Poisson (t;) g

de parameétre .

N,k >0) %

~ (Ntg).
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Exemple 3

Lancer de points sur la demi-droite réelle
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o ul
7 2
& | AN] points sont lancés au hasard sur [0, N]. H
£ tY : position du i-ieme point a partir de 0. 2 L
5. Proprletes des processus
. dist. . i

La suite (t) = processus de Poisson de Poisson
z d’intensité A sur R, quand N — +oo. 3

Processus de Poisson :

lancer de points au hasard sur R

2009 — http://www.cmap.polytechnique-frprobert 2009 — http://www.cmap.polytechniquedrprobert
Cours MAP W:Réseaux de Communication, Algorithmes et Pruba’h’ﬁ Cours MAP ?Réseaux de Communication, Algorithmes et Probasilit
Translation d’un processus de Poisson
‘ Translation d’un processus de Poisson (II)

o 3 EN@)+1 — 8 o
| — — — % Les points vus de s : (tn(s)+k — S, k > 0)
= 0 t ty tNes) S tN(s)+1 EN(s)+2 5
- 2 —forment un processus de Poisson ()

Le processus de Poisson apres l'instant s : L

P P —sont indépendants de t;, ..., ty()-

= La variable ty()41—s est exp. de parameétre A |3 i i i i
i s = proc. de Poisson invariant par translation
g tn(sy+1—s est indépendante de t1, ..., tne) |0

2009 — http://www.cmap.polytechnique-fnprobert

Preuve :
Propriété d’oubli de la loi exponentielle
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Conséquences (II)
o o
¢ —nb de points dans [0, s] indépendant g
H nb de points [s, s + t] 5 Le processus de Poisson est I'unique proces-
E 2 sus a valeur entieres tel que
— N(t + s) — N(s) a méme loi que N(t).
— processus croissant avec des sauts +1;
(Poly. page 148)
§ Accroissements indépendants § — invariant par translation;
2 Sio<a; <a;<---<ay,, les variables 2
g ¢ — a accroissements indépendants.
N(ai), N(a2) — N(a1),...,N(an) — N(an-1)
sont indépendantes.
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Modélisation Probabiliste Opérations sur les processus de Poisson
o o
3 Deux processus fondamentaux : ¢  Superposition
E ) 5 M = (sn), N = (t,) proc. Poisson indépendants
= L@ DelEuens B@ilEls ) d’intensité p et X, alors
Décrit les évolutions aléatoires continues.
P=M+N = {s,YuU{t
o : ({sn} U {t.)
2 . 2 est un processus de Poisson d’intensité \ .
2 — Le processus de Poisson. 2 P +H
3 Modeles aléatoires €évoluant par sauts. =
AN(t) = N(t) — N(t—)
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Opérations sur les processus de Poisson
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Opérations sur les processus de Poisson

¢ Effacement ¢ Effacement (II)
£ Si (B;) Bernoulli i.i.d. parametre p, indép. de  |¢  Si (B;) Bernoulli i.i.d. parametre p, indép. de
N = {t,}, les points N = {t,}, alors
: M, = {t,: B, =1} : M, = {t,: B, =1} et M, = {t,, : B, = 0}
% forment un processus de Poisson d’intensité w.;? forment des processus de Poisson indépendants,
2 Ap. % d’intensités respectives Ap et A(1 — p).
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Calculs de lois Le nb N(t) de points dans [0, t]
suit une loi de Poisson de parametre A\t
g Sommes d’exponentielles. g
La variable t, = E; + - - - + E,, a pour densité g P(N(t) =n) =P(tn < t < tnt1)
-f% sur ]RJ,_ -r.éb = P(tn S t < tn + En+1)
-
Ax)"' e = / Lia<t<oty}gn(@)Ae” " dz dy
gn(xr) =A—"——e RZ

(TL —_ 1)! n—1
2 2 :/ g )\7()\:1:) e e ™M dz dy
?ﬂé %i JRE_ {z<t<z+y} (TL _ 1)!
g g t (Az)"! At)"

:e—)\t/ )\( ) d:cz( ) et
o (n—1)! n!
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Quelques définitions

me me
ﬁ’; % F: . tribu des événements avant ¢t
£ = Tribu des événements s’exprimant avec les
z 2 variables N(s), s < t.
6. Propriétés temporelles
p p Temps d’arrét :
Une v. aléatoire T+ a valeurs dans Ry U {4+oco}
2 2 telle que {r < t} € F:.
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Exemples de temps d’arrét Translation d’un processus de Poisson : II
» — T constant égal a t; o | WNon T
= = L | | | ! | |
3 3 ‘
5 —Pourn >1,t, est un temps d’arrét : H 0 &t t tNe T tN@+ EN) 42
= {ta <t} ={N(@) >n}
5 ™= = 5 t temps d’arrét
—T = inf{t > 0: N([0,¢/2]) = N([t/2,t])} Le processus de Poisson translaté a r est
est un temps d’arrét. A ~ A o
z 3 un processus de Poisson de méme intensité ;
g ©  indépendant des points avant .
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Translation d’un processus de Poisson

De facon €équivalente,

Cours MAP 554 Réseaux de Communication, Algorithmes et Probasilit

Propriétés infinitésimales

a " Sipa(t) = BN(8) = n),
¢ (N(t+7)—N(7),t>20) L F, g Pa(t) = BN )
§ : pn(t + h) =P(N(]0,t + h]) = n)
5 i & =P(N t])) = P(N(]t,t + h]) =
(N(t+ 1) — N(1),t > 0) dist; (N(t),t > 0). (N (o, t]) n)XP(N(]t,t + h]) 0)
+P(N(0,t]) = n — 1) XP(N(]t, t + h]) = 1)
+ P(N(]0,t + h]) = n) XP(N(Jt, t + h]) > 2)
- Propriété cruciale en pratique. £ |
: © pu(t+h) = Pa(t)X (1 — Ah) + pa_s(t) XAh + o(h,
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Equations de Chapman-Kolmogorov
gt — pa(t) = P(N(t) = n) verifie
2 d
—Pa(t) = APoa(t) — Apa(t), n > 1.
N(t) a loi de Poisson de parametre At
At)"
pa(t) = XD -
35 n.

Equations C-K vraies pour .
les Processus de sauts markoviens.
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