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Probabilité invariante
o N (Poly. page 199)
g g Une probabilité = sur S vérifie les équations
% § de mesure invariante pour le processus de
& 5 sauts de matrice Q = (q(xz,y)) si
1. Rappels i .
Equation de balance globale :

E =
= 5 () | D al=y) | =D w(y)a(y,=)
2 z yFx yFx
A A r — — x

2009 — http://www.cmap.polytechnique-fnprobert

7 probabilité invariante.

2009 — http://www.cmap.polytechniquefnprobert




Cours MAP 554 Réseaux de Communication, Algorithmes et Probasilit

Stationnarité
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% 7 proba. invariante de (X (t)). 3
H dist _ 2
X (0) = = entraine : _ AT
2. Reéversibilité
2 Vs>0  (X(s+t),t>0) = (X(t),t>q0). |2
Dans ce cas (X (t)) est un processus de
Markov stationnaire.
2009 — http://www.cmap.polytechnique-frprobert 2009 — http://www.cmap.polytechniquedrprobert
Cours MAP W:Réseaux de Communication, Algorithmes et Pruba’h’ﬁ Cours MAP ?Réseaux de Communication, Algorithmes et Proba’h‘ﬁ
S
Renversement du temps
M,
m (Poly. page 208) m -
5 Le processus renversé : T > 0, 3 =
3 ) y (X()
d (X*(t),t > 0) = (X(T — t),t > 0) 2 ,
M7
Si (X (t)) visite successivement
2 Moy, My, ..., M,_4, M, sur [0, T] 2 M
A § 1 1 111
* igi T
= (X™*(t)) visite M,,, M,,_1, ..., M. 0 Lt G T
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Matrice de sauts du processus renversé
M,
o . o (Poly. page 208)
: (X(t) M, :
s — £ Si (X(t)) Markov stationnaire,
M, 1. = (X*(t)) Markov

2 Mo 2 = * *
£ M, E 2. matrice de sauts Q* = (g™ (=, y))
g g * (y)
8 L —— g q (z,y) = q(y,z) — =

T gt g o 0 m(x)

Q" = (¢" (=, y)) ne dépend pas de T.
2009 — http://www.cmap.polytechnique-frprobert 2009 — http://www.cmap.polytechniquedrprobert
Cours MAP W:Réseaux de Communication, Algorithmes et Pruba’h’ﬁ Cours MAP ?:Réseaux de Communication, Algorithmes et Probasilit
uUn contre-exemple Un contre-exemple (II)
§ g Taux de saut de 1 a 0 :
g g 1
£ 2 lim—P(X*(t+h)=0]| X*(t) =1
"~ _s=1{0,1} | imP(X(+ h) | X7(t) = 1)
. exp(—XA(T — t))

—q(0,1) = X et q(1,0) = 0. T 71 —exp(—A(T — t))
- _Xx(0)=o. £
. (0) » — Le processus (X*(t)) est Markov.

Processus non-stationnaire.
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Transitions dépendent du temps.
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Réversibilité
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Critere de réversibilité

3 (Poly. page 210) 2 (Poly. page 210)
®  Un processus est réversible si (X*(t)) dist. (X (8)) § Un pro<fessu.s de s?uts avec proba. invariante
7 est réversible ssi
X (t1), X(t2),...,X(t
| EiEheEgheceoatEl) : w(@)a(z, y) = ©(v)a(y, =), Yo,y € §
£ = (X(T —t1), X(T — t2)y ..., X(T — ty,)), E
- v <...<t, < T et VvT. g
Equations de balance locale.
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Balance locale Exemple : Les processus de vie et de mort
o o (Poly. page 211)
¢ Equations de balance locale. < Processus de Markov sur N, sauts +1,
g 7"(m)(l(ma y) = 7"(y)q('y’ x),Ve,y € S g f)“\ M
0 1 n-1 n n+l
- Ensommantsury €S, y#«x =
: m(x) > q(z,y) = > w(y)q(y, z) g
g yFx yFx g

Réversibilité = Equations de balance globale.
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Exemple : Les processus de vie et de mort
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Les processus de vie et de mort

¢ Equations d’équilibre : (avec A_; = po = 0), g
3 @ Conclusion : n > 0,
i (At pn)w(n) =Anaw(n — 1) + pppaw(n +1), |2 N
2 Ao (0) = pi7w(1) = nm(n) = ppyimw(n + 1)
Réversibilité
N ( )
b an :Anﬂ-(n) - “n+17r(n + 1) hel D A
g = Ap1m(n — 1) — ppw(n)= an_1 g n(n) = w(0) [[ ==, =n>o.
Pl Pyl . -
i a;=0. g =1 M
Candidat pour mesure invariante.
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Les processus de vie et de mort (III) Applications (I)
: T —-SiA< p la file M/M/1 est réversible;
=3 n =3
5 _ Ai—1 s
= Equilibre <—- oo : : 5 ;
z g zn:,ljl g S 2 —La file M/M/oo est réversible.
n
et ST = 40 — La file M/M/K/C est réversible ;
L LA
n i1=1

= (Condition de non-explosion) s
Pl Pl
g Un processus de vie et de mort g

a I’équilibre est toujours réversible.
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Applications (II) : M/M/1
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Applications (II) : M/M/1

& "
3 3
3 - - 3 - -
T R 7 F
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Applications (III)
5 o
s s —La file M/M/oco est réversible.
s (Poly. page 73) S Départs Poisson : OK
. ) _ ° —Lafile M/M/K/C est réversible ;
A I'équilibre, les départs d’une file d’attente . /. /Sy !
- Départs Poisson : NON
M/M/1 forment un processus de Poisson
- d’intensité . =

Théoreme de Burke
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Réversibilité |
Contre-Exemple : Files d’attente en tandem
| - Te — 16 — |
! — H
Les réseaux
3 q([1,0], [0, 1])= w1 et q([0,1],[1,0])=0 2
2 La relation 2
=([1,0])q([1, 0], [0, 1]) = =([0, 1])q([0, 1], [1, O])
est impossible = pas réversible.
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Réseaux : Un bref apercu historique Réseaux et Mathématiques : Les pionniers
» — 1909 : Réseaux téléphoniques. = — Erlang (1909).
§ — 1960 : Réseaux informatiques. ‘%T — Engset (1865-1943)
b — Serveur central. " — Palm (1907-1951)
— Machines paralleles.
— Pollaczek (1892-1981)
2 —1980 : Systemes distribués. 2
L $ — Kolmogorov (1903-1987)
g — Protocoles d’acces. g
— Internet. — Khinchin (1894-1959).
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O
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& "
3 o 3
2 2 — Le réseau téléphonique :
Réseau a commutation de circuits.
O — # Réseaux a commutation de paquets.
E E (Internet).
|
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Cas sans contrainte Hypotheses probabilistes
& &
s Reéseau : N noceuds (Poly. page 68) ® — Arrivées Poisson, )\,, sur la route »r € R
£  Espace des routes 2 Durée d une communication sur la route r
exponentielle, ..
R={r=(ri,rey...,7p):r; € {1,..., N}}
3 3
s Espace d’états =
o o
g S:{n:(nr)ENR}, R = |R| g
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Cas sans contrainte

Cours MAP 554 Réseaux de Communication, Algorithmes et Probasilit

Cas sans contrainte

2 Pr Markov m - . S
o SRS €3 MEL® ¢ Réseau : |R| files M /M /oo indépendantes.
o o
= L(t) = (L,.(t),r € R < R S _ .
g (&) = (L (®), ) ¢ = A I'équilibre (L(t)) = (Li(t)) réversible.
£ L.(t) nombre de communications sur route r. 2
Transitions Proba. invariante
- P Ny
¢ — Taux d’arrivées sur la route r : E #n) =[] Qr/2)™ —xefban
° ° - 9
& q(”a n + er) = Ar. E reR n,!
: SGi : our n = (n,) € NE
— Taux de résidence P = (nr .
q(n7 n — er) = Ny pyp.
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c @ Cas avec capacité finie
12 C23
g g Espace d’états
2 2
5 @ @ . Cy; capacité du lien (i, ).
@ S= (nr): E . S Cij, V’L,J .
e = TER,(x;xj)ET
|
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Transitions

Les arrivées de routes qui font sortir (L(t))
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Proba. invariante avec capacité finie

(Poly. page 69)

m m
¢ de S sont rejetées. 5
z i = (Ar/pr)"™"
*s(n) = Ks [ =~
® — Taux d’arrivées sur la route r : ° rTER i
n,n +e,) = A1 o .
a(n,n + ;) ri{n+er€S} Ks : constante de normalisation,
N -1 r
= — Taux de sortie 2 Kz =Y [I Ow/pn)™ /st
k] —_ —_ k] S R
: q(n,n — e;) = nop, . ne€sre
Formule produit
Constante Ks difficile a exprimer.
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Réseau avec perte a un lien
. Capacité N .
S p=X/p, pourz e {0,...,N}, 3
8 x N Kk 8
= P P =
5 w(x) = i E ) 5
x! = k! _
= 4. Les réseaux de Jackson
© Proba de perte 2
2 N N k e
g P P g
: "N =N 2 ;
: k=0 "
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Les données
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g (Poly. page 72) g ) g
3 3 K
5 — N nceuds (files d’attente) : {1,2,...,N}. H @
" —Aunceud i : m . 5
Arrivées extérieures Poisson (\;) — 1 I@
Services exponentiels () @
e} T
5 — 7y proba nceud i — nceud j apres service. 2 Tik
s — r;o proba de quitter le réseau aprées nocud i. g
— 4\
L
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A -
J Processus de Markov associé
a m
3 E —Lit) :
H @ 5 nombre de clients au nceud 7 a l'instant t¢.
N —L(t) = (L1(t), ..., Ln(2)) :
. @ processus de Markov.
= @ - — Espace d'états S = NV.
M
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Matrice de sauts
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m m
8 N 8 2 5
¢ n=(n)€ES=N, - Hypothese :
5 e; ! i-ieme vecteur unité de S H
H = Les valeurs propres de la matrice
(rijy, 1 <1i,7 < N) de module <1
n,n+e;) = A\; . .
. a(n,m + ei) * . . = Un client qui entre, o
F: gn,n + e; —e;) = pry; sin; >0 z sort avec probabilité 1.
2 q(n,n — e;) = p;rjo sin; >0 2
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Exemples Exemples
g Files d’attente en tandem g Files d’attente en tandem avec bouclage
z 2
| e — e — |
—= & — _ e
—1 =
3 3 o
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Les équations de trafic

(Poly. page 76)
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Equilibre

a a PR N
: = Sipi=Ai/p
= Equations d’équilibre des flux £
£ - Sipi<1Vi,
Il existe un unique vecteur (X\;) > 0 vérifiant
N w(n) = H pri(L — py)
2 )\z = >\1 —|— Z Aj’l’ji. 2 i
g J=1 £ probabilité invariante du réseau de Jackson.
2 e
. _ : (Poly. page 77)
=AI—-R)™"
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Equilibre (II) Preuve
& A sl - . & Equation a vérifier :
¢ A I'équilibre les variables L;(t), 1 < i < N 5 <
E g (y)
:E g > a(z,y) = Z )@
2 — indépendantes; 2 e
— distribution géomeétrique.
2 2
¢ Preuve : g

Vérifier les équations de balance globale.
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Si ¢ = (x;) avec xz; > 0, Vi,
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Preuve (suite)

N
7 da(@,y) = > q(m, zt+ej—e:) o
3 y#z i,j=1 Z N
N N 7 (y) (@ + e)
g g ——a(y,z) = ) ————q(z+eix)
: +> q(x, z+e) + > _ q(z, z—e;) g:z m(x) Z:; m(x)
=1 =1
m(x — e:)
=+ ——q(x — e;,x
=Zum,+ZA + pirio Zl o) @)
z hi=1 i N (x+e e;)
) =i ™ i — €;
; : + 3 TR = g + e — esy @)
= SO ) 2 @
- i=1 -
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Preuve (suite) Preuve (fin)
g 7(y) £ T N
L i) = S~ Autcri L IO m)= Z X r,0+z L (a3 %
-:ib' Yy#x =1 é' y#x ( ) 8 Pi j=1

M1
—\; = N A
u Zl pi Equations de trafic :
i=

p N ﬁ 2 N 1 N N 1 N
k=) J 5 = —
E 2L i [E D (N I R | =3 K=
g 4,5=1 g i=1 F* j=1 i=1 F? i=1
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N N
Z 5‘2""130 = Z 5\1.
=1 i
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a a
g =1 j=1 :;
5 N N N 5
=2 X-> 2> X
° i=1 j=1 i=1 ° _
N N 5. Réseaux Gordon-Newel
=SR-SR - A=A
2 i=1 j=1 z
(y)
> (a )q(y,w) = Z(A + ) = a(z,y)
Yy#T S
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Les parametres Processus de Markov associé
o (Poly. page 78) o
¢ — Réseau fermé a N nceuds : {1,2,...,N}. g LE4(7) 8 (D C& ElEmEs el 3l 6 & 6.
©  — M clients. |~ L(®) = (Li(2),..., Ln(2)),
processus de Markov.
— Services exponentiels (u;) au nceud <. L.
— Espace d’états
T el
s —r;; noeud i — nceud j apres service =
2 “ 2 S = n:(ni):Zni:M
3 ria+ 7T+ +rin =1 g i
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Matrice de sauts
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Matrice de routage

R : matrice de transition

m N
s . ° irréductible sur {1,..., N}
% g(n,n — e; + ej) = prij sin; >0 % ’ ’
3 - = il existe (v;) tel que
s Hypothése : La matrice (r;;, 1 < 1,5 < N) 5 -
est irréductible.
V; = E VjTji,
1
b} = = . - -
g = Equation de proba. invariante pour R = (r;;).
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Proba invariante
= Forme produit : si p; = v;/pu;,
3 N
g 7\‘(1’7,) =K H pila
K est la constante de normalisation.
e
e
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