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Introduction, guide de
lecture

Ces notes de cours sont a 'intention des éleves de deuxieme année de ’Ecole
Polytechnique. Le cours introduit aux modeles dynamiques aléatoires en temps
discret et leurs diverses utilisations dans de nombreux domaines d’application :
la physique, la dynamique des populations, la génétique, les télécommunications,
I’économie et la finance. La description suivante du contenu constitue un guide
de lecture.

La structure générale du cours suit celle introduite par Michel Benaim et
Nicole El Karoui qui ont congu cet enseignement & I’Ecole Polytechnique. Ainsi
leur livre [4] est une référence importante dont s’inspire 'ensemble de ces notes.

1 Les deux premiers chapitres récapitulent les éléments essentiels de la théorie
de la mesure et des probabilités, dont certains ont été vus dans les cours de
mathématiques et de mathématiques appliquées de premiere année. Ils sont
abordés tres rapidement en cours. Je suis conscient que ce résumé trop rapide
peut paraitre assez aride. L’ensemble des résultats qui y sont regroupés peuvent
servir de référence tout le long des chapitres suivants, donnant un caracteére
auto-suffisant a ces notes de cours.

Les éleves sont ainsi appelés a étudier ces deux premiers chapitres, tout en
veillant & ne pas s’y perdre, car ils ne constituent qu’un préliminaire au cours.
Voici les résultats qu’on devrait absoluement retenir :

- les théoremes de convergence monotone, dominée, et le lemme de Fatou,

- les inégalités de Markov, Chebysev, Cauchy-Schwarz, Holder, Minkowsky, et
de Jensen,

- la complétude des espaces LP, p > 1,

- le théoréeme de Fubini,

- la notion d’indépendance, la loi des grands nombres et le théoreme central
limite.

Les références essentielles pour ces deux premiers chapitres sont les excel-
lents livres de David Williams [15] et de Jean Jacod et Philip Protter [9] qui
contiennent plus de résultats et d’exemples pour ceux qui souhaitent approfondir
le sujet.
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2 Les chapitres 3 et 4 completent les deux premiers chapitres par les no-
tions essentielles afin d’aborder les modeéles dynamiques aléatoires : 1’espérance
conditionnelle, les filtrations et les temps d’arrét. On devrait retenir essentiel-
lement que tous les résultats énoncés dans les deux premiers chapitres sont
valables sous la forme conditionnée, et que les résultats valables avec un temps
déterministe s’étendent aux temps aléatoires qui sont des temps d’arrét, avec
quelques précautions...

Une premiere application aborde le probleme de filtrage dans le cadre gaus-
sien. Il s’agit du filtre de Kalman-Bucy qui est utilisé en traitement du signal
et en statistique pour de nombreuses applications. Ce probleme est par ailleurs
une excellente opportunité pour réviser les connaissances concernant les vecteurs
gaussiens.

La référence essentielle pour ces deux chapitres est le livre de Williams [15].

3 Les chapitres 5, 6 et 7 constituent la premiere partie du cours, apres les
chapitres de préliminaires précédents. Il s’agit de I’étude des chaines de Markov
a espace d’état au plus dénombrable. Ce cadre permet d’ores et déja d’abor-
der plusieurs exemples intéressants dans diverses applications. Remarquons que
cette partie aurait pu étre présentée sans référence a la notion de conditionne-
ment, et en utilisant au minimum les outils probabilistes. Cependant, j’espére
que la manipulation de ces outils dans le cadre simple des chaines de Markov
permettra aux éleves d’en acquérir une intuition plus forte et de s’en familiariser.

Le chapitre 5 donne les définitions essentielles ainsi que les premieres pro-
priété. La représentation du probléme de Dirichlet a I’aide des chaines de Mar-
kov introduit la premiere utilisation des méthodes de simulation pour "appro-
ximation de la solution. Puis, nous abordons la notion importante de loi inva-
riante dans le chapitre 6. L’existence est toujours satisfaite en dimension finie,
et fait appel aux notions de transcience, de récurrence nulle, et de récurrence po-
sitive dans le cadre dénombrable. L’unicité requiert une classification préalable
des états de la chaine et introduit la notion importante d’irréductibilité.

La référence pour I’ensemble de ces résultats, de nature algébrique, est le
livre de Carl Graham [8], qui contient beaucoup plus de résultats, d’exemples
et d’exercices (corrigés). Les résultats extraits de cet ouvrage sont exprimés en
utilisant le langage probabiliste.

Les propriétés asymptotiques des chaines de Markov sont étroitement liées
aux proprietés des excursions, i.e. 'observation de la chaine entre deux points
de passage par le méme point. L'indépendance de ces excursions et leur identité
en loi ouvre la porte a ’application de la loi des grands nombres et du théoreme
central limite, et permet d’obtenir des résultats asymptotiques généraux. L’ap-
proche de ces résultats est tirée du livre de Jean-Frangois Delmas et Benjamin
Jourdain [6] qui contient des applications plus avancées des chaines de Markov.

Enfin, la convergence des lois marginales nécessite 'introduction de la pro-
priété supplémentaire d’apériodicité. Des vitesses de convergence exponentielles
sont obtenues sous la condition de Doeblin, qui est automaiquement vérifiée en
dimension finie. Une étude plus détaillée conduirait a la notion de gap spec-
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tral et de formes de Dirichlet que nous n’aborderons pas dans ces notes, nous
renvoyons les éléves intéressés a [8].

Cette partie contient de nombreuses applications a divers domaines d’ingénierie.
La description de 'algorithme PageRank de Google est peut étre la plus frap-
pante par sa simplicité, son caractere actuel, et son utilisation universelle.

4 La deuxieme partie de ces notes de cours, contenue dans les chapitres 8
et 9, aborde la théorie des martingales en temps discret. Contrairement a la
partie précédente, 'outil probabiliste et la notion d’espérance conditionnelle
jouent maintenant un réle fondamental, et ne peuvent étre contournés. Dans
cette partie, la notion de dynamique de I'information devient essentielle, et sa
modélisation mathématique est mieux précisée. Les résultats essentiels a retenir
concernent les théoremes de convergence des martingales, qui permettent en
particulier d’obtenir une démonstration simple de la loi forte des grands nombres
pour des variables indépendantes identiquement distribuées intégrables. Enfin
cette partie permet d’initier les éleves au cadre des modeles stochastiques en
temps continus qui seront abordées dans certains cours de troisieme année en
vue des applications a la finance et & la biologie.

Les références essentielles pour ces deux chapitres sont les livres de David
Williams [15] et de Jean Jacod et Philip Protter [9].

Les trois derniers chapitres présentent des applications a des domaines ou la
théorie des martingales et les chalnes de Markov jouent un role central :
- Le chapitre 10 est une introduction tres simpliste aux modeles de dynamique
des populations. Il présente les premiers résultats pour les processus de Galton-
Watson. La référence essentielle pour ce chapitre est le livre de Athreya et Ney
[1] et celui de Michel Benaim et Nicole El Karoui [4].
- Le chapitre 11 donne les éléments essentiels de la théorie de l'arrét opti-
mal en horizon fini et infini. On y reporte ’exemple classique du probleme
de la secrétaire, ainsi qu'une application au probleme d’évaluation des options
américaines en finance. La référence principale pour ce chapitre est le livre de
Jacques Neveu [13].
- Enfin, le chapitre 12 fournit une introduction aux mathématiques financieres.
Ce domaine nécessite un coiit d’entrée non négligeable afin de comprendre la
nature des problemes qui y sont posés et de se familiariser avec le vocabulaire
qui y est pratiqué. Une grande partie du chapitre est dédiée a ces aspects, et
est essentiellement tirée de 'article de Robert Merton [12]. Nous développons
ensuite la théorie de ’évaluation et de couverture dans le modele le plus simple
de I’arbre binomial qui permet, par passage a la limite temps continu, d’obtenir
la formule de Fisher Black et Myron Scholes [2].

Pour finir, un Grand Merci a Arnaud Guillin, Jean-Fragois Delmas et Thierry
Bodineau pour leurs commentaires et corrections de la premiere version de ces
notes de cours.

Bonne lecture!
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Chapitre 1

Préliminaires de la théorie
des mesures

1.1 Espaces mesurables et mesures

Dans toute cette section, Q désigne un ensemble quelconque, et P(€2) est
I’ensemble des toutes ses parties.

1.1.1 Algebres, c—algebres

Définition 1.1. Soient Ay, A C P(2). On dit que

(i) Ao est une algébre sur Q si Ay contient Q et est stable par passage au
complémentaire et par réunion.

(ii) A est une o—algébre si c’est une algébre stable par union dénombrable. On
dit alors que (2,A) est un espace mesurable.

Notons qu’'une algebre doit aussi contenir ), et est stable par intersection et
par différence symétrique, i.e.

ANBet AAB :=(AUB)\(ANB)e A pourtous A,B€ Ay,

et qu'une o—algebre est stable par intersection dénombrable. P(£2) est la plus
grande o—algebre sur 2. Il s’avere cependant que, si €2 n’est pas dénombrable,
cette o—algebre est souvent trop grande pour qu’on puisse y développer les
outils mathématiques nécessaires.

En dehors des cas tres simples, il est souvent impossible de lister les éléments
d’une algebre ou d’une o—algebre. Il est alors commode de les caractériser par
des sous-ensembles “assez riches”.

Ainsi, on définit pour tout C C P(Q2) la o—algebre o(C) engendrée par C.
C’est la plus petite o—algebre sur {2 contenant C, définie comme intersection de
toutes les o—algebre sur ) contenant C.

11
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Exemple 1.2. Si  est un espace topologique, la o—algébre Borelienne, notée
par Bg, est la c—algebre engendrée par les ouverts de ). Pour la droite réelle,
on peut méme simplifier la compréhension de By :

Br =0 (n(R)) ou n(R) :={]—o0,2] :z€R}
(Exercice!)

L’exemple précédent se généralise par la notion suivante :

Définition 1.3. Soit Z C P(R2). On dit que T est un w—systéme s’il est stable
par intersection finie.

Ainsi ’ensemble 7(R) de ’exemple ci-dessus est un m—systéme. L’importance
de cette notion apparaitra dans la proposition 1.5 ci-dessous ainsi que dans le
théoreme des classes monotones 1.18 de la section 1.2.

1.1.2 Mesures

Définition 1.4. Soit Ay une algébre sur Q, et py : Ag — R4 une fonction
positive.
(i) o est dite additive si po(D) = 0 et pour tous A,B € Ay :

po(AU B) = po(A) + po(B)  dés que AN B=4.
(i) o est dite o—additive si po(0) = 0 et pour toute suite (Ayp)n>0 C Ao :

A =Up>0A, € Ag et les A, disjoints =  puo(A) = Z 1o (Ay).
n>0

(iii) Une fonction o—additive p : A — Ry sur un espace mesurable (£, .A)
est appelée mesure, et on dit que (2, A, p) est un espace mesuré.

(iv)  Un espace mesuré (Q, A, u) est dit fini si u(Q) < oo, et o—fini s’il existe
une suite (,)n>0 C A telle que () < 00 et Uy, = Q.

Proposition 1.5. Soient 7 un mw—systéme, et u, v deux mesures finies sur l’es-
pace mesurable (Q,0(1)). Si p=v sur T alors yp = v sur o(Z).

La démonstration est reportée, a titre de complément, dans ’annexe de ce
chapitre. Le résultat suivant est essentiel pour construire des mesures “intéres-
santes”.

Théoreme 1.6. (extension de Carathéodory, théoréme) Soient Ay une algébre
sur Q, et py : Ag — Ry une fonction o—additive. Alors il existe une mesure
wosur A = o(Ag) telle que p = po sur Ag. Si de plus 11o(2) < oo, alors une
telle extension 1 est unique.

La démonstration est reportée, a titre de complément, dans ’annexe de ce
chapitre. Avec ce résultat, on peut maintenant construire une mesure importante
sur I'espace mesurable (]0, 1], Bjg 17)-
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Exemple 1.7. (Mesure de Lebesgue) Nous allons définir une mesure sur By 1
qui mesure les longueurs.
1- On remarque tout d’abord que Ag constitué des parties A C]0, 1] de la forme

A= Ulgign]ai,bi] pour n€Net0<a; < hh<...<a,<b,. < 1, (1.1)

est une algebre telle que Bjg 1) = 0(Ap). Pour tout A € Ap de la forme (1.1), on
définit

Mo(A) = > (b —a).
i=1

2- Alors g : Ap — R, est une application bien définie et est évidemment
additive. On peut montrer qu’elle est o—additive (c’est moins évident, nous re-
nongons a le justifier ici pour alléger ces notes, et nous renvoyons au livre de
Williams [15]). Comme X(]0, 1]) < oo, on déduit du théoreme de Carathédory
I'existence d’une unique extension A définie sur Bjg ).

Cette mesure fini A est appelée mesure de Lebesgue sur |0, 1]. La mesure de Le-
besgue sur [0, 1] est obtenue par une modification triviale puisque le singleton
{0} est de mesure de Lebesgue nulle.

3- Par le méme raisonnement, on peut construite la mesure de Lebesgue sur
Br comme extension d’une application d’ensembles sur 1’algebre des unions fi-
nies d’intervalles semi-ouverts disjoints. Dans ce cas, la mesure de Lebesgue est
seulement o—finie.

Définition 1.8. (i) Sur un espace mesuré (Q, A, 1), un ensemble N € A est
dit négligeable si u(N) = 0.

(ii) Soit P(w) une propriété qui ne dépend que d’un élément w € . On dit
que P est vraie p—presque partout, et on note p—p.p., si 'ensemble {w € Q
P(w) n'est pas vraie} est inclus dans un ensemble négligeable.

Remarque 1.9. D’apres la propriété de o—additivité de la mesure, on voit
aisément que toute union dénombrable de négligeables est négligeable.

1.1.3 Propriétés élémentaires des mesures

Nous commencons par des propriétés mettant en jeu un nombre fini d’en-
sembles.

Proposition 1.10. Soit (Q, A, p) un espace mesuré, et (A;)i<n C A. Alors :

(1) H(UiﬁnAi) < Zign }L(Ai),
(i) Si de plus u(2) < oo, on a

pUicnAi) = > (=DF Y p(A, LA,

k<n 11<... <t <n

La preuve de ce résultat est une conséquence immédiate de la définition de
mesure. La partie (ii), spécifique aux mesures finies, donne une formule pour
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la mesure de 'union finie d’ensemble qui alterne entre sur-estimation et sous
estimation. Pour n = 2 cette formule n’est autre que la propriété bien connue
w(AUB) = p(A) + u(B) — (AN B) pour A, B € A.

Le résultat (simple) suivant est fondamental en théorie de la mesure. Pour
une suite d’ensembles (A4,,),, nous notons simplement A4,, T A pour indiquer que
la suite est croissante (A4, C An4+1) et Uy A, = A. La notation 4,, | A a un sens
similaire dans le cas ou la suite est décroissante.

Proposition 1.11. Soit (2, A, u) un espace mesuré, et (Ay,), une suite de A.
Alors

() AT A= p(An) T p(A),

(ii) Ap ) A et p(Ag) < oo pour un certain entier k = u(A,) | u(A),

La démonstration simple de ce résultat est laissée comme exercice. Faisons

juste deux remarques :

— La proposition 1.11 (i) implique que 'union dénombrable d’ensembles de
mesure nulle est de mesure nulle (Remarque 1.9).

— lexemple A,, =|n, oo dans l'espace mesuré (R, Bg, A), A étant la mesure
de Lebesgue sur R, montre que la condition supplémentaire dans (ii) est
nécessaire.

Ces résultats permettent de montrer les outils importants pour I’analyse de

la convergence des mesures des ensembles. On rappelle les notions de liminf et
limsup pour une suite réelle (z,),>1 C R

limsupx, :=infsupz, et liminfx, :=sup inf x,
n—00 p21p>p n—s00 p>1n2p

et pour une suite d’ensembles (A,), :

limsup A,, 1= Ny Upsn A = {w € @ : w € A, pour une infinité de n},
liminf A, :=U, Ng>p A = {w € Q@ : w € A, & partir d'un rang no(w)}.

Le résultat suivant est tres utile.

Lemme 1.12. (de Fatou pour les ensembles) Soit (2, A, 1) un espace mesuré,
et (Ayn)n une suite dans A. Alors

plliminf A,] < liminf u[A,)].

Démonstration. Par définition, nous avons B,, := Ng>,Ar T B :=liminf 4,,
et on déduit de la proposition 1.11 (i) que u[B] = lim 1 u[B,]. Pour conclure,
il suffit de remarquer que B,, C Ay pour tout k > n, et par suite u[B,] <
infy>p p[Ag], impliquant que lim 1 p[B,,] < liminf pu[A,). O

Si la mesure est finie, le résultat suivant montre que 'inégalité inverse dans
le lemme de Fatou pour les ensembles a lieu en échangeant liminf et limsup.
Nous verrons plus tard que la situation est plus compliquée pour les fonctions...
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Lemme 1.13. (inverse Fatou pour les ensembles) Soit (2, A, u) un espace me-
suré fini, et (Ap)n une suite dans A. Alors

pllimsup A,] > limsup plA,)].

Démonstration. Par définition, nous avons C), = Up>p Ay | C = limsup A4,.
La proposition 1.11 (ii), qui requiert que la mesure soit finie, donne p[C] = lim |
1[Cy]. Pour conclure, il suffit de remarquer que C,, D A pour tout k > n, et
par suite u[Cy] > infy>,, p[Ag], impliquant que lim | p[C),] > limsup pu[4,]. ¢

Enfin, nous énongons le résultat suivant qui sera utilisé a plusieur reprises.
Notons que cet énoncé sera complété dans la suite quand nous aurons abordé
les notions d’indépendance.

Lemme 1.14. (Premier lemme de Borel-Cantelli) Soit (Q, A, i) un espace me-
suré, et (Ap)n, C A. Alors

ZM[A"] <oo = pflimsupA,]=0.

Démonstration. Comme limsup A, C Cp = Up>pAr pour tout p > 1, on
déduit que p(limsup A,) < pu(Cp) < D45, 1(Ax). Le résultat est obtenu en
envoyant p vers 'infini. - O

1.2 L’intégrale de Lebesgue

Dans cette section, on considére un espace mesuré (€2, A, 1), et nous développons
la théorie d’intégration d’une fonction par rapport a la mesure p. Si € est
dénombrable, A = P(Q), et u({w}) = 1 pour tout w € Q, une fonction est iden-
tifiée & une suite (an)n, et elle est intégrable si et seulement si ), |a,| < oo,
et I'intégrale est donnée par la valeur de la série ) a,. La réelle difficulté est
donc pour les espaces non dénombrables.

1.2.1 Fonction mesurable

L’objet central en topologie est la structure des ouverts, et les fonctions
continues sont caracrtérisées par la propriété que les images réciproques des
ouverts de I’ensemble d’arrivée sont des ouverts de ’ensemble de départ. Dans
la théorie de la mesure, les ouverts sont remplacés par les ensembles mesurables,
et les fonctions mesurables remplacent les fonctions continues.

Définition 1.15. On dit qu’une fonction f : (2, A) — (R, Br) est mesurable
si I’image réciproque de tout ensemble borélien est dans A. On note par LO(A)
l’ensemble des fonctions mesurables. Les sous-ensembles des fonctions mesu-
rables positives (resp. bornées) seront notés LY (A) (resp. L>(A)).
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De maniere équivalente f € L°(A) si et seulement l'inverse f~! est bien
définie comme une application de Bg dans A, i.e. f~! : Bg — A. SiC C Bg
est tel que o(C) = Bg, alors il suffit de vérifier f~ :C — A.

Remarque 1.16. (i) En prenant C = m(R) le m—systeéme des intervalles de la
forme | — oo, ¢], ¢ € R, on voit que

feL’A ssi {f <c}eApourtout c € R.

(ii) Sopposons que € est un espace topologique, et que f : ) — R est conti-
nue. Alors f est Bo—mesurable. En effet, avec C = {ouverts de R}, la continuité
s’écrit f~! : Bg — A. On dit que f est une fonction borelienne.

(iii) Soit X une application de € dans un ensemble dénombrable X (Q) =
{Zn,n € N}. On munit X(Q) de la plus grande o—algebre P(X(2)) et on
remarque que P(X(Q)) = c({{w} :w € Q}). Ceci permet de conclure que X
est mesurable si et seulement si {X = x,,} € A pour tout n € N.

La mesurabilité est conservée par les opérations usuelles pour les fonctions.

Proposition 1.17. (i) Pour f,g € L°(A), h € LO(Br), et A€ R, ona f+g,
M, fg, foh et \f € LO(A).

(ii)  Pour une suite (fn)n C L°(A), on ainf h,,, liminf h,,, sup h,, et limsup h,,
€ LYA).

La preuve est simple et est laissée en exercice. Avant d’aborder 1’objet central
de ce chapitre, a savoir la construction de I'intégrale de Lebesgue, nous reportons
une version simple du théoréeme des classes monotones, qui ne sera utilisé que
plus tard dans la construction d’espaces mesurés produits.

Théoréme 1.18. (classes monotones) Soit H une classes de fonctions réelles
bornées sur Q vérifiant les conditions suivantes :

(H1) H est un espace vectoriel contenant la fonction constante 1,

(H2) pour toute suite croissante (fy)n C H de fonctions positives dont la limite
f :=lm1 f, est bornée, on a f € H.

Soit T un m—systéme tel que {1a : A€ L} CH. Alors L>(o(T)) C H.

La démonstration est reportée a titre de complément dans 'annexe de ce
chapitre.
1.2.2 Intégration des fonctions positives

Le but de ce paragraphe est de définir pour toute fonction mesurable positive
f une notion d’intégrale par rapport a la mesure p :

/fdu que 'on note aussi  pu(f),

qui est un abus de notation comunément accepté (u : A — R!) du fait que
notre définition doit vérifier

/1A =pu(A) pour tout A€ A
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Plus généralement, soit ST I’ensemble des fonctions de Q dans Ry de la forme
g = ZailAm (1.2)
i=1

pour un certain entier n > 1, des ensembles A; € A, et des scalaires a; € [0, o0],
1 <1 < n. Ici, il est commode d’autoriser la valeur 400, et on utilisera les regles
de calcul 0 X co = 0o x 0 = 0. I'intégrale sur ST est définie par :

ulg) = Z%‘M(Ai)- (1.3)

Tl est clair que p(g) est bien défini, i.e. deux représentations différentes (1.2) d’un
élément f € ST donnent la méme valeur. Nous étendons & présent la définition
de 11 & Pensemble L9 (A) des fonctions A—mesurables positives.

Définition 1.19. Pour f € ﬁg(A), Uintégrale de f par rapport & u est définie
par

u(f) = sup{u(g) : geST etg<[}.

L’ensemble {g € ST : g < f}, dont la borne supérieure définit I'intégrale,
contient la fonction nulle. On peut aussi construire des éléments non triviaux
en introduisant la fonction

an(r) ==nAY (i—1)2 "pn(x), B :=](i—1)27",i27"].
i>1
En effet, pour tout f € LO(A) :
(an o f)n C ST est une suite croissante qui converge vers f.  (1.4)
La définition de l'intégrale implique immédiatement que
p(ef) = cu(f) pour tous c € Ry et f e LY (A), (1.5)
ainsi que la propriété de monotonie suivante.

Lemme 1.20. Pour f1, fo € LY(A). Si fi < fo, alors 0 < u(f1) < p(f2). De
plus u(f1) =0 si et seulement si f1 =0, u—p.p.

Démonstration. Pour la premiere partie, il suffit de remarquer que {g € ST : g <
fi} € {g € ST : g < fo}. Pour la deuxitme partie de 1’énoncé, rappe-
lons que p({f > 0}) = lim 1 p({f > n~!'}) d’aprés la proposition 1.11.
Si p({f > 0}) > 0, on a p{f > nt}) > 0 pour n assez grand. Alors
f>g = nill{f>n71} € 87T, et on déduit de la définition de l'intégrale que
u(f) = p(g) =n~tu({f >n'}) >0. &

Le résultat a la base de la théorie de 'intégration est ’extension suivante de
la propriété de convergence monotone des mesures d’ensembles énoncée dans la
proposition 1.11 (i).
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Théoréme 1.21. (convergence monotone) Soit (f,)n C LY (A) une suite crois-
sante p—p.p., i.e. pour toutn > 1, f, < fny1 p—p.p. Alors

Démonstration. On procede en trois étapes.
Etape 1 On commence par supposer que f, < fn41 sur . On note f :=lim 1
fn. D’apres le lemme 1.20, la suite des intégrales (u(fy,)), hérite la croissance
de la suite (f,)n et est majorée par p(f). Ceci montre I'inégalité lim 1 u(f,) <
p(lm t fr).

Pour établir I'inégalité inverse, nous devons montrer que lim 1 u(f,) > p(g)
pour tout g = Ele a;14, € ST vérifiant g < f. Pour tout ¢ € [0,1[, on déduit
du lemme 1.20 et de (1.5) que :

k
p(fn) = mFnlis,5eop) = cilglif,seqy) =€ D aipt(Ai 0 {fn > cas}).

i=1

En utilisant la propriété de convergence monotone des mesures d’ensembles
énoncée dans la proposition 1.11 (i), on obtient alors :

k
mtp(fn) > ¢y aip(A) = cu(g) — p(g) quand ¢ — 1.
=1

Etape 2 Dans le reste de la preuve, on veut passer de la monotonie de la suite
(fn)n sur © a la monotonie u—p.p. Pour cela, introduisons 2y = {w € Q

(fn(w))n croissante} et la suite croissante (sur Q) f, = fnlq,. La premiere
étape de cette preuve s’applique & la suite ( fn), alors il suffit de montrer que
w(fn) = p(fn). Comme f, < f,, Vinégalité u(f,) < u(fn) découle du lemme
1.20. Por tout € > 0, il existe g5 € ST tel que g5 < f,, et u(g5) > u(fn) —e.
Remarquons que g5 := ¢g51lg, € ST et vérifie g5 < fn. Alors, u(g;,) < M(f@)
Comme p(g;,) = p(gy,), on déduit que u(fn) < p(gy) +e < pu(fn) + N pl(fn)
pour € N\, 0. &

Remarque 1.22. Par le méme argument que ’étape 2 ci-dessus (approxima-
tion par les fonctions simples (1.4) et utilisation du théoréme de convergence
monotone), on montre facilement que :

(i) Pour fi, fo € LY (A) telles que fi = fo p—p.p., on a u(f1) = pu(f2)-

(ii) Pour fi, fo € L(A), on a p(fi + fo) = u(f1) + pu(f2)-

Voici une conséquence simple et tres utile du théoréeme de convergence mo-
notone.

Lemme 1.23. (Fatou) Pour une suite de fonctions (fn)n de L(A), on a

p(liminf f,) < lminf p(f,).

Démonstration. D’aprés la monotonie de I'intégrale, infy>,, p(fi) > p (infr>n fr)
pour tout n > 1. Comme la suite (infy>y, fx)n>1 est croissante pi—p.p., on ob-
tient le résultat par application du théoreme de convergence monotone. O
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1.2.3 Intégration des fonctions réelles

Pour une fonction f € £L°(A), onnote f* := max{f,0} et f~ := max{—f,0}
si bien que |f| = fT + f~. Ces fonctions héritent la A—mesurabilité de f.

Définition 1.24. Une fonction f € LO(A) est dite u—intégrable si u(|f|) =
p(fH) +p(f) < oo, et son intégrale est définie par

p(f) = pulf) = p(f7).
On note par LY(A, ) l’ensemble des fonctions u—intégrables.

On voit immédiatement que £ (A, 1) est un espace vectoriel dont on donnera
d’autres propriétés topologiques dans la suite.

Avant de continuer, levons tout de suite une source d’ambiguité concernant
I'intégration d’une fonction f € L(A, 1) sur une partie A € A. En effet celle-ci
peut se faire soit en intégrant la fonction intégrable f1.4, soit en intégrant la
restriction f|4 par rapport & la restriction p4 de p & espace mesurable (A, Ay),
out Ay est la o—algebre définie par A4 :=P(A) N A.

Proposition 1.25. Pour tout f € L'(A,p) et A€ A, onap(fla) =pa (fla).

Démonstration. Tout d’abord, cette propriété est vraie pour les fonctions f =
1p, B € A, puisque dans ce cas u(1pla) = p(ANB) = pa (1p]4). Par linéarité,
cette égalité reste vraie pour les fonctions simples, puis par convergence mo-
notone pour les fonctions mesurables positives. Enfin, pour f € L(A, 1), on
décompose f = f+ — f~, et on obtient le résultat voulu en appliquant ’égalité
aftet fo. &

Voici un résultat qui rappelle une propriété classique sur les intégrales de
Riemann éventuellement impropres.

Lemme 1.26. Soit f € LY(A, ) et € > 0. Alors, il existe § > 0 tel que pour
tout A € A vérifiant p(A) < 8, on a u(|f|la) < e.

Démonstration. Supposons, au contraire, qu’il existe ¢ et une suite (4,), C A
tels que p(An) < 27" et p(|f|1a,) > €o. D’apres le premier lemme de Borel-
Cantelli, lemme 1.14, on déduit que A := limsup A,, est négligeable. En particu-
lier (| f|1.4) = 0, et on obtient une contradiction en remarquant que p(|f|14) =

(1) = p((f11a0) > (1) — i inf po( f|Lac ) = limsup a(|f[14,) > 2o, ot on
a utilisé le lemme de Fatou. &

1.2.4 De la convergence p.p. a la convergence L'

Théoréme 1.27. (convergence dominée) Soient (fn)n C L°(A) une suite telle
que fn, — f u—p.p. pour une certaine fonction f € L°(A). Si sup,, |f.| €
LY(A, 1), alors

fo — f dans LY(A, p) ice. p(|fa — f]) — 0.

En particulier, u(fn) — p(f).
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Démonstration. On note g, := |fn — f| et h := sup,, gn. Par le lemme de
Fatou, p(|f|) < liminf, u(|fa]) < w(sup, |fu]) < oo. Alors f € LY(A,p) et
|h| < |f] + sup,, | fn| € LY(A, ). Comme la fonction h — g, est positive et que
gn — 0, u—p.p., on obtient par le lemme de Fatou que liminf u(h—g,) > wp(h).
Simplifiant par p(h), ceci implique que 0 > limsup,, p(g,) > liminf,, u(g,) >0
du fait de la positivité de g,. &

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
suite convergente p—p.p. soit convergente dans ﬁl(A).

Lemme 1.28. (Scheffé) Soit (fn)n C LA, p) telle que f,, — f p—p.p. pour
une certaine fonction f € LY(A, u). Alors :

o — f dans LY(A,p) st pl| ful) — ullfD).

Démonstration. L’'implication “=" est triviale. Pour l'inégalité inverse, on
procede en deux étapes.

Etape 1 Supposons que f,, f > 0, p—p.p. Alors (f, — f)~ < f € LY(A), et
on déduit du théoreme de convergence dominée que p ((f, — f)~) — 0. Pour
conclure, on écrit que u(|fn — f|) = u(fn) — (f) +2u((fn— f)7) — 0.
Etape 2 Pour f, et f de signe quelconque, on utilise le lemme de Fatou pour
obtenir p(|f[) = Um{p(f7) + u(f7)} = w(f) + p(f~) = w(|f]) et par suite
toutes les inégalités sont des égalité, i.e. limu(fF) = p(f*) et limu(f,) =
w(f7). On est alors ramené au contexte de 1’étape 1, qui permet d’obtenir
f — ftet f, — f~ dans L'(A), et on conclut en écrivant |f,, — f| <
IfF — f+|f,, — /| et en utilisant la monotonie de I'intégrale. %

Exercice 1.29. Soient (Q, A, u) un espace mesuré, I un intervalle ouvert de
R, et f : I x Q — R une fonction telle que f(x,.) € LO(A) pour tout x € I.

1. On suppose qu’il existe une fonction g € LY (A, p) telle que |f(z,.)] < g,
u—p.p. Montrer alors que, si f(.,w) est continue en un point xog € I,
u—p.p., la fonction ¢ : I — R définie par

o(x) = / frw)dpw); zel,

est bien définie, et qu’elle est continue au point x.

2. On suppose que la dérivée partielle f, = (0f/0x) existe pour tout x € 1,
p—p.p. et qu’il existe une fonction h € LY (A, p) telle que | fy(z,.)] < h,
u—p.p. Montrer alors que ¢ est dérivable sur I, et

d'(x) = %(%w)du(w); zel.

3. Donner des conditions qui assurent que ¢ soit continuement dérivable sur
1.
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1.2.5 Intégrale de Lebesgue et intégrale de Riemann

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques éléments qui expliquent ’avan-
tage de l'intégrale de Lebesgue par rapport a celle de Riemann. Pour étre plus
concret, on considere le probleme d’intégration sur R.

(a) L’intégrale de Riemann est construite sur un intervalle [a,b] compact de
R. Il y a bien une extension par les intégrales impropres, mais cela conduit & un
cadre assez restrictif.

(b) L’intégrale de Riemann est construite en approrimant la fonction par des
fonctions en escalier, i.e. constantes sur des sous-intervalles de [a,b] de lon-
gueur petite. Sur un dessin, il s’agit d’'une approximation verticale. Par contre,
lintégrale de Lebesgue est construite en découpant l’intervalle image et en ap-
prozimant [ sur les images réciproques de ces intervalles. 11 s’agit dans ce cas
d’une approximation horizontale de la fonction & intégrer.

(c) Les fonctions Riemann intégrables sont Lebesgue intégrables. Montrons
ceci dans [0,1]. Soit f une fonction Riemann integrable bornée sur Q = [0, 1]
d’intégrale (au sens de Riemann) fol f(z)dz. Alors f est Lebesgue intégrable
d’intégrale A(f) = fol f(z)dz. Si f est une fonction en escalier, ce résultat
est trivial. Pour une fonction Rieman intégrable f arbitraire, on peut trou-
ver deux suites de fonctions en escalier (g, ), et (hy,)n respectivement croissante
et décroissante telles que g, < f < h,, et

1
inf/ (gn — hp)(z)dx = lim (gn — hp)(z)dz = 0.
Sans perte de généralité, on peut supposer h, < 2|/f|/«. Les fonctions f, =
sup,, gn €t f* := inf, h, sont boreliennes, et on a f, < f < f*. D’apres la
monotonie de 'intégrale :

0 < p(f* = fu) = p(inf(hy — gn)) < inf p(hn = gn) =0,

et par suite f = f* = f,. Enfin :

() =t t () =t [ gu(@de = [ playas

La réciproque n’est pas vraie. Par exemple, la fonction f = 1gno,1) est Lebesgue-
intégrable, mais n’est pas Riemann-intégrable.

(d) Le théoréme de convergence dominée n'a pas son équivalent dans le cadre
de l’intégrale de Riemann, et permet d’obtenir un espace de fonctions intégrables
complet (on verra ce résultat plus tard). Par contre, on peut construire des
exemples de suites de Cauchy de fonctions Riemann intégrables dont la limite
n’est pas Riemann intégrable.
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(e) Pour les fonctions définies par des intégrales, les résultats de continuité
et de dérivabilité sont simplement obtenus grace au théoreme de convergence
dominée. Leur analogue dans le cadre des intégrales de Riemann conduit a des
résultats assez restrictifs.

(f) L’intégrale de Lebesque se définit naturellement dans R™, comme on le
verra dans la section 1.5. En particulier, le théoreme de Fubini est d’une grande
simplicité dans le cadre de I'intégrale de Lebesgue. La situation est un peu plus
compliquée pour 'intégrale de Riemann.

1.3 Transformées de mesures

1.3.1 Mesure image

Soit (4,41, 1) un espace mesuré, (£23,.4s) un espace mesurable et f
Q7 — Q5 une fonction mesurable, i.e. f~! : A, — A;. On vérifie immédiatement
que 'application :

pa(As) == (f_l(Ag)) pour tout A, € Qo
définit une mesure sur (Qs, As).
Définition 1.30. uy est appelée mesure image de piy par f, et est notée pq f 1.

Théoréme 1.31. (transfert) Soient ps = i f~*, la mesure image de py par
f, et h € LO(A2). Alors h € LY( Az, u2) si et seulement si ho f € LY( A1, pu1).
Dans ces conditions, on a

s~ = [ (o P, (1.6)

Q2

Démonstration. On commence par vérifier la formule de transfert (1.6) pour les
fonctions positives. La formule est vraie pour les fonctions 14,, As € As, pulis,
par linéarité, pour les fonctions simples positives, et on conclut par le biais du
théoreme de convergence monotone. Pour h de signe arbitraire intégrable, on
applique le résultat précédent & h™ et h~. Enfin, la formule de transfert montre
que h € LY(Ag, pz) ssi hT o f et h~ o f € LY( Ay, 1), et I'équivalence découle
du fait que ht o f = (ho f)T et h= o f = (ho f)". &

1.3.2 Mesures définies par des densités

Soit (£, A, ) un espace mesuré, et soit f € L9 (A) une fonction mesurable
positive finie. On définit

v(A) = pu(fla) = /Afdu pour tout A € A.

Exercice 1.32. Vérifier que v est une mesure sur (2, .A).
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Définition 1.33. (i) La mesure v est appelée mesure de densité f par rapport
a p, et on notev = f-pu.

(ii) Soient p1, o deux mesures sur un espace mesurable (Q, A). On dit que o
est absoluement continue par rapport a p1, et on note ps < p1, i pour tout

Aec A :

Ha(A) =0 = pui(A) = 0.

Sinon, on dit que po est étrangére a .
(i) S o < p1 et w1 < pa, on dit que py et ug sont équivalentes, et on note
1~ . St s A py et g A e, on dit que et po sont singuliéres.

Ainsi, la mesure f - est absoluement continue par rapport a u.

Théoreme 1.34. (i) Pour g : Q — [0,00] A—mesurable positive, on a

(f -1)(g) = u(f9)-
(ii) Pour g € LY(A), onag e LYA, f-p) ssi fg € LA, pn), et alors (f -

1)(g9) = u(fg)-

Exercice 1.35. Prouver le théoréme 1.34 (considérer d’abord les fonctions
simple, puis passer aux fonctions positives par convergence monotone, enfin les
fonctions intégrable en décomposant f = f+ — f~).

1.4 Inégalités remarquables

Dans ce paragraphe, nous énoncons trois inégalités qui sont tres utiles. Afin
d’habituer le lecteur a la manipulation des mesures et de l'intégration, nous
formulons les résultats sous forme d’exercices.

Exercice 1.36. (Inégalité de Markov) Soit [ une fonction A—mesurable, et
g R — R, une fonction borelienne croissante positive.

1. Justifier que g o f est une fonction mesurable, et montrer l'inégalité de
Markov :

plgo f) = gle)u{f = ¢}) pour tout c€R. (L.7)

2. Montrer que

cu({f > c}) <u(f) pourtout feLL(A) etec>0,
cn({If] > c}) < u(|f]) pour tout f € LY(A,u) et ¢ > 0.

8. Montrer l'inégalité de Chebyshev :
En({Ifl > e}) < u(f?)  pour tout f tel que f* € LY(A,u) et ¢ > 0.

4. Montrer que

p({f >c}) < ir>1f0 e "u(e™)  pour tout f e LO(A), et ceR.
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Exercice 1.37. (Inégalité de Schwarz) Soient (2, A, 1) un espace mesuré, et
f,g : A— Ry deux fonctions mesurables positives telle que u(f2)+u(g?) < oc.

1. Montrer que u(fg) < oco.

2. Montrer que u(fg)* < u(f*)u(g*) (Indication : considérer la fonction
zf+g, z€R).

8. Montrer que l'inégalité de Schwarz dans la question 2 est valable sans la
condition de positivité de f et g.

Exercice 1.38. (Inégalité de Holder, inégalité de Minkowski) On admet l'inéglité
de Jensen, valable pour une mesure positive v sur (R, Br) telle que v(R) =1 :

v(c(f)) > c(v(f)) pour f,c(f) € LY(Br,v) et c(.) convexe,

qui sera démontrée dans le chapitre 2, théoréme 2.6.
Soient (0, A, u) un espace mesuré et f,g : Q — R deux fonctions mesu-
rables avec

1 1
u(|fP[) < oo et p(lgl?) <oo ou p>1, PR (1.8)
1. On suppose f,g > 0 et u(fP) > 0. Montrer l'inégalité de Holder :

p(fgl) < w(lfP)VPu(|g)?)/a.

(Indication : introduire la mesure v := #pp) )

2. Montrer que linégalité de Holder de la question 1 est valable sous les
conditions (1.8) sans les conditions supplémentaires de la question précédente.

3. En déduire l'inégalité de Minkowski :

w(lf+gP)P < u(fIP)YP + p(lgP) e

(Indication : décomposer |f + g|P = (f + g)|f +g|P~1.)

1.5 Espaces produits

1.5.1 Construction et intégration

Dans ce paragraphe, nous faisons la construction de la mesure produit sur
le produit de deux espaces mesurés.

Soient (1,41, 1), (Q2, As, o) deux espaces mesurés. Sur I'espace produit
Q1 x Q9, on vérifie immédiatement que A; x As est un m—systeme. On définit
alors la o—algebre qu’il engendre

A @ As = O’(A1><.AQ).

Sur cette structure d’espace mesurable (21 X Q5,41 ® As), on veut définir une
mesure pu telle que

p(Ay x Ag) = u1(A1)ua(As) pour tous (A, As) € A; x Ay, (1.9)
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puis définir I'intégrale d’une fonction f : Q7 x Q9 — R intégrable :

/ fdu.
Q1 xXQo

Une question importante est de relier cette quantité aux intégrales doubles

[ (L sam)ae o [ ([ ) an,

qui pose tout d’abord les questions de

(1a) la pq —intégrabilité de la fonctionfs? : wy; — f(w1,w2),

(2a) la po—intégrabilité de la fonction f™' :wq — f(wy,wa),
puis, une fois ces questions reglées,

(1b) la u; —intégrabilité de la fonction 17 : w; — J fwr, w2)dpa(ws),

(2b) la po—intégrabilité de la fonction I{ twy — [ fwr, w2)dp (wr).

Ces deux problemes sont résolus aisément grace au théoreme des classes
monotones :

Lemme 1.39. (a) Soit f € L>®(A1®Az). Alors, pour tous wy € Q1, wy € Ny :
TELT(A) et f3? € L7(A).

(b) Supposons de plus que uy et g soient finies. Alors Iif € LY(A;, ;) pour

i=1,2 et
/Ifdul = /Igduz-
Q Qo

Démonstration. (a)Soit H = {f € L®(Q xQ2, A1®A2) : f{* € LO(Q2, As) et 3% €
£9(Q4, A1)}. Les condition H1 et H2, du théoreme 1.18 des classes monotones,
sont trivialement satisfaites par H. De plus, rappelons que A; X Ay est un
m—systéme engendrant A; ® Ay, par définition. Il est claire que H D {14
A € A; x As}. Le théoréme des classes monotones permet de conclure que
H = L:OO(Ql X QQ,Al (39 AQ)
Pour une fonction f(wi,ws) non bornée, argument précédent montre que
fn == (=n)AfAn € H, et par passage a la limite, on obtient f;* € £9(Q2, As)
et fs& S ﬁo(Ql,Al).
(b) 11 suffit de refaire le méme type d’argument que pour (a). &

Grace au dernier résultat, nous pouvons maintenant définir un candidat pour
la mesure sur l'espace produit €21 x s par :

p(A) = / (/ lAdu1> dps = / (/ 1Ad,u2) dpy  pour tout A € A Q@ As.
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Théoréme 1.40. (Fubini) L’application p est une mesure sur (Q1 X Qo, A1 ®
As), appelée mesure produit de uy et psa, et notée puy @ po. C’est 'unique mesure
sur Q1 x Qy vérifiant (1.9). De plus, pour tout f € LY (A; ® As),

[tamon = [ ( / fdm) iz = | ( / fduz) diy € [0,001.10)

Enfin, si f € LY(A; @ Ag, 1 @ pa), les égalités (1.10) sont valides.

Démonstration. On vérifie que 1 ® po est une mesure grace aux propriétés
élémentaires de l'intégrale de Lebesgue. L’unicité est une conséquence immédiate
de la proposition 1.5. Les égalités (1.10) ont déja été établies dans le lemme
1.39 (b) pour f bornée et des mesures finies. Pour généraliser a des fonctions f
mesurables positives, on introduit des approximations croissantes, et on utilise
le théoréme de convergence monotone. Enfin, pour des fonctions f € £}(A; ®
As, 11 ® p2), on applique le résultat précédent & f et f~. &

Remarque 1.41. (i) La construction de ce paragraphe, ainsi que les résultats
d’intégration ci-dessous, s’étendent sans difficulté pour la construction du pro-
duit de n espaces mesurés au prix de notations plus encombrantes.

(ii) Soit maintenant (€;,.4;);>1 une famille dénombrable d’espaces mesurés, et
Q :=T[;>; Q. Pour tout sous-ensemble fini I C N, et pour tous A; € A;, 7 € I,
on définit le cylindre

CAj,iel) = {weQ 1w, €A pouriel}.
La o—algebre produit est alors définie par

A =@p>1A4; =0 (C(A;,i€l) : ICN, card() < oo} .

1.5.2 Mesure image et changement de variable

Soit O = R™, ou un sous-ensemble d’un espace de dimension n. Les outils
développés dans les paragraphes précédents permettent de définir la mesure de
Lebesgue sur R™ a partir de notre construction de la mesure de Lebesgue sur R.

Dans ce paragraphe, on considere une fonction

g Q1 — Qs ou Q4,0 ouverts de R"™.
On note g = (g1,...,gn). Si g est différentiable en un point = € 1, on note par

9gi

65(}]‘

Dyg(z) := < ) et det[Dg(x)]

1<i,j<n
la matrice jacobienne de f en z et son déterminant. Rappelons enfin que g est
un O —difféomorphisme si g est une bijection telle que g et g~! sont de classe
C', et que dans ce cas

1

det[Dg~'(y)] = det[Dg o g1 (y)]’
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Théoréme 1.42. Soit py une mesure sur (21, Bq,) de densité par rapport
la mesure de Lebesque f1 € LY (Bq,), i.e. pi(dz) = 1g, fi(z) - dzx. Si g est un
C'—difféomorphisme, la mesure image po = pug~ ' est absoluement continue
par rapport a la mesure de Lebesgue de densité

foly) = 10, (w)f (1) |det[Dg ™ ()] et / ho g(x) fi(x)dz = / h(y) fay)dy

Q1 Qo
pour toute fonction h : Qo — R positive ou ps—intégrable.

Pour la démonstration, on renvoit au cours de premiere année.

1.6 Annexe du chapitre 1

1.6.1 w—systeme, d—systeme et unicité des mesures

Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition 1.5 dont nous
rappelons I’énoncé.

Proposition 1.5 Soient Z un m—systeme, et u, v deux mesures finies sur l’es-
pace mesurable (2, 0(ZL)). Si u=v sur T alors p=v sur o(I).

Commengons par introduire une notion supplémentaire de classes d’ensembles.

Définition 1.43. Une classe D C P(Q) est appelée d—systeme si Q C D,
B\ A € D pour tous A,B € D avec A C B, et U, A, € D pour toute suite
croissante (Ap)n C Q.

Lemme 1.44. Une classe C C P(Q2) est une o—algébre si et seulement si C est
un w—systeme et un d—systéme.

La preuve facile de ce résultat est laissée en exercice. Pour toute classe C, on
définit ’ensemble

diC) = N{D>C : Destund— systeme},
qui est le plus petit d—systeme contenant C. L’inclusion d(C) C o(C) est évidente.

Lemme 1.45. Pour un w—systéme Z, on a d(Z) = o(Z).

Démonstration. D’apreés le lemme 1.44, il suffit de montrer que d(Z) est un
m—systeme, i.e. que d(Z) est stable par intersection finie. On définit I’'ensemble
D' :={Ae€dZ) : AnB € d(Z) pour tout B € d(Z)}, et on va montrer que
D' = d(Z) ce qui termine la démonstration.
1- On commence par montrer que 'ensemble Dy := {B € d(Z) : BNC €
d(Z) pour tout C € Ic} est un d—systéme. En effet :

-QeD;
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- solent A, B € Dy tels que A C B, et C € Z; comme A, B € Dy, on a
(ANC) et (BNC) € d(I), et du fait que d(Z) est un d—systeme, on voit que
(B\NANC=(BNC)\(ANC) ed();

-enfin,siDy 3 A, T Aet C €Z,onaA,NC € d(Z) et donc lim 1 (A,NC) =
ANC e€d(Z) du fait que d(Z) est un d—systeme;

2- par définition Dy C d(Z), et comme on vient de montrer que c’est un
d—systéme contenant Z, on voit qu'on a en fait Dy = d(Z); on vérifie main-
tenant que ceci implique que Z € D’;

3- enfin, en procédant comme dans les étapes précédentes, on voit que D’ est
un d—systeme. O

Preuve de la proposition 1.5 On vérifie aisément que ’ensemble D := {4 €
a(Z) : u(A) =v(A)} est un d—systéme (c’est & ce niveau qu’on utilise que les
mesures sont finies afin d’éviter des formes indéterminées du type oo — o). Or,
par hypothese, D contient le m—systeme Z. On déduit alors du lemme 1.45 que
D contient o(Z) et par suite D = o(Z). O

1.6.2 Mesure extérieure et extension des mesures
Le but de ce paragraphe est de démonrer du théoreme de Carathéodory 1.6

dont nous rappeleons 1’énoncé.

Théoréme 1.6 Soient Ay une algébre sur Q), et o : Ag — Ry une fonction
o—additive. Alors il existe une mesure p sur A := o(Ag) telle que p = po sur
Ag. Si de plus 11o(Q) < oo, alors une telle extension p est unique.

Pour préparer la démonstration, nous considérons une c—algebre A" C P(9),
et une application A : A" — [0, oo] vérifiant A() = 0.

Définition 1.46. On dit que \ est une mesure extérieure sur (2, A’) si

(i) A©) =0,

(ii) X est croissante : pour Ay, Ay € A', AN(A1) < A(Az) dés que Ay C As,
(ili) A est o—sous-additive : pour (Ap), C A, on a X(UpAy) <>, AM(An).

Définition 1.47. On dit qu’un élément A € A’ est un A\—ensemble si
MANDB)+ A(A°NB)=A(B) pour tout B € Ay,

(en particulier, A(0) = 0). On note par A’ Uensemble de tous les A—ensembles
de A'.
Le résultat suivant utilise uniquement le fait que A’ est une algebre.

Lemme 1.48. L’ensemble A} est une algébre, et la restriction de A a Al est
additive et vérifie pour tout B € A’ :

AU (AinB) =Y MAiNB) dés que Ay,..., A, € Ay sont disjoints.
=1
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Ce lemme, dont la démonstration (facile) est reportée pour la fin du para-
graphe, permet de montrer le résultat suivant :

Lemme 1.49. (Carathéodory) Soit A une mesure extérieure sur (2, A’). Alors
Al est une o—algébre, et la restriction de A a A\ est o—additive, et par suite
A est une mesure sur (2, A}).

Démonstration. En vue du lemme 1.48, il reste a montrer que pour une suite
d’ensembles disjoints (A,), C A}, on a

UnAn € AG(N) et A(Undn) =Y A(Ay). (1.11)

Notons A4, = Ui<n 4, A = U,A,, et remarquons que A° C /_1%. D’apres le
lemme 1.48, A,, € A} et pour tout B € A’ :

A(B) = AAZNB)+A(A,NB) > A(A°NB)+A(A,NB) = A(A°“NB)+ Y _ M(A;NB).

i<n

On continue en faisant tendre n vers l'infini, et en utilisant (deux fois) la sous-
additivité de A :

A(B) > MA°NB) + > AMAiNB) > AM(A°N B+ A(AN B) > \(B).

On déduit que toutes les inégalités sont des égalités, prouvant que A € Al et

pour B = A on obtient la propriété de sous-additivité de A, finissant la preuve
de (1.11). &

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour montrer le théoreme d’ex-
tension de Carathéodory.

Preuve du théoréme 1.6 On considere la o—algebre A’ = P(Q), et on
définit I'application sur (Q :

A(A) :=inf {Z wo(Br) : (Bp)n C Ao, B, disjoints et A C Uan} .

Etape 1 Montrons que A est une mesure extérieure sur (2, P), ce qui implique
par le lemme 1.49 que

A est une mesure sur (£, A}). (1.12)

11 est clair que A(D) = 0, et que X est croissante, il reste donc & vérifier que \ est
o—sous-additive. Soit une suite (A4, ), C P telle que A(A4,,) < oo pour tout n, et
soit A :=U,A,. Pour tout € > 0 et n > 1, on consideére une suite e—optimale
(B{")i C Ag du probleme de minimisation \(A,), i.e. B;"" N B}"* =0,

Ap CURBYS et A(An) > ) po(Bp©) — 27"
k
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Alors, AM(A) <37, po(Br") <e+ 3, MAn) — 32, AMAn) quand € — 0.
FEtape 2 Rappelons que o(Ag) C A). Alors, pour finir la démonstration de
I’existence d’une extension, il nous reste & montrer que

Ao C A, et \= pg sur Ao, (1.13)

pour ainsi définir p comme la restriction de A & o(Ap).

1- Commencons par montrer que A = g sur Ag. L’inégalité A < pg sur Ag est
triviale. Pour I'inégalité inverse, on considére A € Ay et une suite (B,,), C Ag
d’éléments disjoints telle A C U, B,,. Alors, en utilisant la o—additivité de pq
sur Ag :

po(A) = po (Un(AN By)) = ZﬂO(A NB,) < ZNO(Bn) = A(A).

2- Montrons maintenant que Ay C A). Soient A € A, ¢ > 0 et (By), C Ay
une suite e—optimale pour le probleme de minimsation A(A). Alors, pour tout
Ag € Ap, on a

AA) +e>> po(Bn) > p0(Ao N Bn) + Y po(A§ N By)

A((Ao N A) + (A5 N A)
A(4),

(A\VARAY

ou les deux dernieres inégalités découlent respectivement de la monotonie et
la sous-linéarité de A\. Comme € > 0 est arbitraire, ceci montre que Ay est un
A—ensemble, i.e. Ay € Aj. O

Preuve du lemme 1.48 1- Commengons par montrer que A} est une algebre.
Il est clair que © € A} et que A} est stable par passage au complémentaire. Il
reste & montrer que A = A;NAy € Ag(A) pour tous Ay, Ay € Ag(N). En utilisant
successivement le fait que Ay € A} et que Ay N A° = AT N Ay, A5NA° = AS,
on calcule directement :

AMANB)=AA2NA°NB)+ AMASNA°NB) = AA] N A2 N B) + A(A5N B).
On continue en utilisant le fait que A, Ay € A} :

AMA°NB)=ANA2NB) = AMANB)+ AA5N B) = A(B) — AM(AN B).
2- Pour des ensembles disjoints A1, Ay € A}, on a (41 U As) N A1 = Ay et
(A1 U Ag) N Af = Ay, et on utilise le fait que A; € A, pour voir que A((4; U
A2) N B) = AMA1 N B) + A(4A3 N B), ce qui est I’égalité annoncée pour n = 2.

L’extension pour un n plus grand est triviale, et la c—addditivité de A en est
une conséquence immédiate. &
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1.6.3 Démonstration du théoréme des classes monotones

Rappelons I'énoncé.

Théoréme 1.18 Soit H une classes de fonctions réelles bornées sur ) vérifiant
les conditions suivantes :

(H1) H est un espace vectoriel contenant la fonction constante 1,

(H2) pour toute suite croissante (fn)n C H de fonctions positives telle que
f =lUm 1 f, est bornée, on a f € H.

Soit T un w—systéme tel que {14 : A€ T} CH. Alors L>®(0(Z)) C H.

Démonstration. D’apres les conditions H1 et H2, on voit immédiatement que
Pensemble D := {F C Q : 1p € H} est un d—systéme. De plus, comme
D contient le m—systeme Z, on déduit du lemme 1.44 que o(Z) C D. Soit
maintenant f € £L>(o(Z)) bornée par M > 0, et

M2~
Gn(w) = D i27"lan(w), ot A7 i={weQ : 27" < fHw) < (i+1)27"},
=0

Comme A} € o(Z), on déduit de la structure d’espace vectoriel (condition H1)
de H que ¢,, € H. De plus (¢,,), étant une suite croissante de fonctions positives
convergeant vers la fonction bornée f¥, la condition H2 assure que f+ € H. On
montre de méme que f~ € H et, par suite, f = f+ — f~ € H d’apres H1. <
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Chapitre 2

Préliminaires de la théorie
des probabilités

Dans ce chapitre, on spécialise I’analyse aux cas d’une mesures de probabilité,
i.e. une mesure P : A — R telle que P[Q2] = 1. On dit alors que (€2, A, P) est
un espace probabilisé.

Bien évidemment, tous les résultats du chapitre précédent sont valables dans
le cas présent. En plus de ces résultats, nous allons exploiter I'intuition proba-
biliste pour introduire de nouveaux concepts et obtenir de nouveaux résultats.

Ainsi, ’'ensemble 2 s’interprete comme 'ensemble de tous les événements
élémentaires, et tout point w € {2 est un événement élémentaire. La o—algebre
A est I'ensemble de tous les événements réalisables.

On remplacera systématiquement la terminologie P—p.p. par P—presque sur-
ement, notée P—p.s. ou plus simplement p.s. s’il n’y a pas de risque de confusion.

Les fonctions P—mesurables sont appelées variables aléatoires (on écrira v.a.),
et sont le plus souvent notées avec des lettres majuscules, typiquement X. La
loi image PX ! est appelée distribution de la v.a. X, et sera notée PX sl n’y
a pas besoin de rappeler la probabilité P.

2.1 Variables aléatoires

2.1.1 o—algebre engendrée par une v.a.

Nous commencons par donner un sens précis a 'information révélée par une
famille de variables aléatoires.

Définition 2.1. Soient T un ensemble, et {X,,7 € T} une famille quelconque
de v.a. La o—algébre engendrée par cette famille X := o(X, : 7 € T) est la
plus petite o—algebre sur Q) telle que X est X —mesurable pour tout 7 € T, i.e.

o(X, :7€T) = o({X;"(A) :7€Tet AcBr}). (2.1)

33
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Il est clair que si les X, sont A—mesurables, alors o(X, : 7€ T) C A.

Lemme 2.2. Soient X et Y deux v.a. sur (Q, A,P) prenant valeurs respecti-
vement dans R et dans R™. Alors X est o(Y)—mesurable si et seulement si il
existe une fonction borélienne f : R"™ — R telle que X = f(Y).

Démonstration. Seule la condition nécessaire est non triviale. Par ailleurs quitte
a transformer X par une fonction bijective bornée, on peut se limiter au cas ou
X est bornée. On définit

Hi={XeL0(Y)) : LR, Ban), X =[f(V) : },

et on remarque que {14 : A€ o(Y)} C H : d’apres (2.1), pour tout A € o(Y),
il existe B € A tel que A =Y ~1(B), et par suite 14 = 15(Y).

Pour conclure, il nous suffit de montrer que H vérifie les conditions du
théoreme des classes monotones. Il est cair que H est un espace vectoriel conte-
nant la v.a. constante 1. Soient X € LT (A,P) et (fn(Y)), une suite crois-
sante de H telle que f,(Y) 1 X. Alors X = f(Y), ou f = limsup f, est
Bgn—mesurable bornée (puisque X lest). &

2.1.2 Distribution d’une v.a.

La distribution, ou la loi, d’une v.a. X sur (2, .4, P) est définie par la mesure
image PX := PX . En utilisant le m—systéme 7(R) = {] — 00,c|) : ¢ € R}, on
déduit de la proposition 1.5 que la loi PX est caractérisée par la fonction

Fx(c) = P¥(]—o00,c) = PX <], ceER. (2.2)

La fonction Fx est appelée fonction de répartition.

Proposition 2.3. (i) La fonction Fx est croissante continue a droite, et
FX(—oo) = 0, FX(oo) = 1,
(i) Soit F une fonction croissante continue a droite, et F(—oo) =0, F'(00)

1. Alors il existe une variable aléatoire X sur un espace de probabilité (Q, A,
telle que F' = Fg.

3

Démonstration. (i) est triviale. Pour (ii), une premiére approche consiste a
construire une loi £ en suivant le schémas de construction de la mesure de Le-
besgue dans I'exemple 1.7 qui utilise le théoreme d’extension de Carathéodory ;
on prend alors (Q, A,P) = (R, B, £) et X (w) = w. La remarque suivante donne
une approche alternative. &

Remarque 2.4. Etant donnée une fonction de répartition, ou une loi, voici une
construction explicite d’une v.a. lui correspondant. Cette construction est utile,
par exemple, pour la simulation de v.a. Sur 'espace de probabilité (Q, A, I@’) =
([0,1], Bjo,1}, A), A étant la mesure de Lebesgue, on définit

X(w):=inf{u : F(u) >w} et X(w):=inf{u : F(u) > w}
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1- Fx = F : nous allons montrer que
w<Fle) = Xw)<e (2.3)

et par suite P[X < ¢] = F(¢).

L’implication = découle de la définition. Pour I'implication inverse, on
observe que F(X(w)) > w. En effet, si ce n’était pas le cas, on déduirait de la
continuité & droite de F' que F(X (w)+¢) < w pour € > 0 assez petit, impliquant
Pabsurdité X (w) +¢& < X(w)!

Avec cette observation et la croissance de F', on voit que X (w) < ¢ implique
w < F(X(w)) < F(c) implique w < F(c).

2- 5 = F : par définition de X, on a w < F(c) implique X (w) < ¢. Mais
(w) < ¢ implique X (w) < ¢ puisque X < X. On en déduit que F(c) < P[X <
] <PX <] = F(e).

2.2 Espérance de variables aléatoires

Pour une v.a. X € £}(2, A, P), I'espérance dans le vocabulaire probabiliste
est l'intégrale de X par rapport a P :

E[X] = PX) = /QXd]P’.

Pour une v.a. positive, E[X] € [0, 00] est toujours bien définie. Bien siir, toutes
les propriétés du chapitre 1 sont valides. Nous allons en obtenir d’autres comme
conséquence de P[Q] = 1.

2.2.1 Variables aléatoires a densité

Revenons a présente a la loi PX sur (R, Bg) d’une v.a. X sur (2, A, P). Par
définition, on a :

PX(B) =P[X € B] pour tout B € Bg.

Par linéarité de I'intégrale (par rapport & PX), on obtient E[g(X)] = PX(g) =
f]R gdPX pour toute fonction simple g € S*. On étend alors cette relation aux
fonction g mesurables positives, par le théoreme de convergence monotone, puis
a L' en décomposant g = gT — g~. Ceci montre que g(X) € L1(Q, A, P) ssi
g € LY(R, Bg,PX) et

Elg(X)] = PX(g) = / gdP*. (2.4)

Définition 2.5. On dit que X a une densité de probabilité fx si PX est abso-
lument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et :

P[X € B] z/ fx(z)dz pour tout B € Bg.
B
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Le lien entre la densité de probabilité, si elle existe, et la fonction de répartition
(qui existe toujours) est facilement établi en considérant B =] — oo, c] :

Fx(c)= / fx(z)dx pour tout c€R.
]700)0]

qui exprime que “fx est la dérivée de Fx” aux points de continuité de f. Enfin,
pour une v.a. X a densité fx, on peut reformuler (2.4) sous la forme :

9(X) € LU AP) ssi / l9(2)] fx ()dz < o0

et on peut ré-écrire I’espérance sous la forme

Elg(X)] = /R o) fx () dz.

2.2.2 Inégalité de Jensen

Une fonction convexe g : R™ — R est au dessus de son hyperplan tangeant
en tout point de l'intérieur du domaine. Si on admet ce résultat, alors, on peut
écrire pour une v.a. intégrable X que

9(X) > g(E[X])+ (pex), X — E[X]),

oll pg(x] est le gradient de g au point E[X], si g est dérivable en ce point. si g
n’est pas dérivable ce résultat est encore valable en remplacant le gradient par
la notion de sous-gradient... Dans la démonstration qui va suivre, nous allons
éviter de passer par cette notion d’analyse convexe, et utiliser un argument
d’approximation. En prenant ’espérance dans la derniere inégalité, on obtient
I’inégalité de Jensen :

Théoréme 2.6. Soient X € L1(AP) et g : R4 — R U {oo} une fonction
conveze telle que E[|g(X)|] < oco. Alors E[g(X)] > g (E[X]).

Démonstration. Si g est dérivable sur I'intérieur du domaine, le résultat découle
de la discussion qui précéde 1’énoncé. Dans le cas général, on commence par
montrer le résultat pour une fonction g bornée, puis on étend aux fonctions g
vérifiant les hypotheses du théoreme.

1- Supposons d’abord g bornée. Soit ¢ un noyau de convolution (¢ > 0 et
[ ¢ =1) de classe C* a support compact, et ¢™(z) := n%p(nz). Alors la fonction
Gn = g * o, est bornée, de classe C!, et converge vers g. De plus, du fait que
© > 0, on voit que g, hérite la convexité de g . Alors, I'inégalité de Jensen est
alors vérifiée pour g, :

Elgn(X)] = gn (E[X]),

et on la déduit pour g par passage a la limite en utilsant le théoreme de conver-
gence dominée.
2- Si g n’est pas bornée, on note pour tout n > 1 :

D, :={zeR? :|g(x)| <n} et X, = X1p,(X) +nlp:(X).
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D’apres 1’étape précédente, on a :

Remarquons maintenant que |X,| < |X| + [g(X)] € LY AP) et |g(X,)| <
lg(X)] € L(A,P). On obtient alors le résultat souhaité par passage & la limite
en utilisant le théoréeme de convergence dominée. &

2.2.3 Fonction caractéristique

Dans tout ce paragraphe X désigne un vecteur aléatoire sur I’espace proba-
bilisé (Q, A, P), & valeurs dans R%.

Définition 2.7. On appelle fonction caractéristique de X la fonction ®x
R"™ — C définie par
Ox(u):=E [e““’m] pour tout u € R,

La fonction caractéristique dépend uniquement de la loi de X :
Dx(u) = / e gpX (z),

et n'est rien d’autre que la transformée de Fourier de PX au point —u/27.
L’intégrale de Lebesgue d’une fonction & valeurs complexes est définie de maniére
naturelle en séparant partie réelle et partie imaginaire. La fonction caractéristique
est bien définie pour tout v € R? comme intégrale d’une fonction de module 1.
Enfin, pour deux v.a. X et Y, on a

Dx(u) = D_x(u) et Doxyip(u) =e®x(au) pour tous u € R a,beR.
Les propriétés suivantes des fonctions caractéristiques peuvent étre démontrées
facilement grace au théoréme de convergence dominée.

Lemme 2.8. Soit ®x la fonction caractéristique d’une v.a. X. Alors ® x(0) =
1, et ®x est continue bornée (par 1) sur RY,

Démonstration. ®x(0) =1 et |Px| < 1 sont des propriétés évidentes, la conti-
nuité est une conséquence immédiate du théoréme de convergence dominée.

O

Exercice 2.9. 1. Pour un vecteur gaussien X de moyenne b et de matrice
de variance V, montrer que

Dy (u) _ 6(u,b)f%(u,\/u) ]

(1l s’agit d’une formule utile & retenir.)

2. Si PX est symétrique par rapport & lorigine, i.e. PX = P=X, montrer
que ®x est a valeurs réelles.
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3. Pour une v.a. réelle, supposons que E[|X|P] < co pour un certain entier
p > 1. Montrer que ®x est p fois dérivable et

@g’;)(O):ikE[Xk] pour k=1,...,p.

Le but de ce paragraphe est de montrer que la fonction caractéristique per-
met, comme son nom l'indique, de caractériser la loi PX de X. Ceci donne un
moyen alternatif d’aborder les vecteurs aléatoires pour lesquels la fonction de
répartition est difficile & manipuler. Cependant, I'intérét de cette notion ne se
limite pas a la dimension d > 1. Par exemple, la manipulation de sommes de
v.a. est souvent plus simple par le biais des fonctions caractéristiques.

Dans ces notes, nous nous limitons a montrer ce résultat dans le cas unidi-
mensionnel.

Théoréeme 2.10. Pour une v.a. réelle, la fonction ®x caractérise la loi PX.
Plus précisément

1« 1« < 1 T e—iua _ o—iub
B ({a}) + 5B ({0}) + B (Ja, b)) = o lim [ @y (u) —————du

T T—oo J_p 1w

pour tous a < b. De plus, si ®x est intégrable, PX est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue, de densité

1
o

fx () /Refi”fI)X(u)du, r €R.

Démonstration. Pour a < b, on vérifie sans peine que la condition d’application
du théoreme de Fubini est satisfaite, et on calcule que :

1 T _—iua __ ,—iub 1 T _—iua _ ,—iub )
— #@X(u)du = — % (/ ew”dPX(v)dv) du
27 J_rp T 27 J_rp w R

1 T _iu(v—a) _ iu(v—>)
- - (/ € —° du | dPX (v).
2 Jp \ J_1 3

Puis, on calcule directement que

1 [T eiulvma) _ giu(v=b) S((v—a)T)—S((v—">b)T)
— = 2.
o |y i du T - (29

ou S(z) := sgn(x) fo‘x‘ stge, ¢ > 0, et sgn(z) = Lm0y — l{z<o}. On peut
vérifier que lim, o, S(z) = 5, que I'expression (2.5) est uniformément bornée
en v et T, et qu’elle converge vers

Osiz¢[a,b], 1size{ab}, etlsiazga,bf

On obtient alors le résultat annoncé par le théoreme de convergence dominée.
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Supposons de plus que [, |¢x (u)|du < co. Alors, en prenant la limite 7' — co
dans Pexpression du théoreme, et en supposant dans un premier temps que PX
est absoluement continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on obtient :

1 e—iua _ e—iub

P*(Ja,b]) = Fx(b) — Fx(a) = P x (u)du

2T R X
par le théoreme de convergence dominée. On réalise alors que le membre de
droite est continu en a et b et, par suite, PX n’a pas d’atomes et I’expression ci-
dessus est vraie. Pour trouver I’expression de la densité fx, il suffit de prendre
la limite b — a apres normalisation par b — a, et d’utiliser le théoreme de
convergence dominée. &

2.3 Espaces L? et convergences
fonctionnelles des variables aléatoires

2.3.1 Géométrie de ’espace L?

On désigne par £2 = L2(A,P) I'espace vectoriel des variables aléatoires rélles
de carré P—intégrable. Une application simple de 'inégalité de Jensen montre
montre que £2 C L1 = L1(A,P).

L’application (X,Y) — E[XY] définit un produit scalaire sur £ si on iden-
tifie les v.a.égales p.s. On note la norme correspondante par || X || := E[X2]'/2.
En particulier, ceci garantit l'inégalité de Schwarz (valable pour les mesures,
voir exercice 1.37) :

EIXY]| < E[XY]] < |IX[2lV ]l pour tous X,V € £2,
ainsi que l'inégalité triangulaire
X +Yl2 <[ X|l2+[[Y|l2 pour tous X,Y € L2

En probabilité, I’espérance quantifie la moyenne de la v.a. Il est aussi important,
au moins intuitivement, d’avoir une mesure de la dispersion de la loi. ceci est
quantifié par les notions de variance et de covariance :

VIX] := E[X -EX)? = E[X? -E[X])?
et
Cov[X,Y] = E[(X —EX)(Y —EY)] = E[XY] - E[X]E[Y].

Si X est & valeurs dans R?, ces notions sont étendues de maniere naturelle. Dans
ce cadre V[X] est une matrice symétrique positive de taille d.
Enfin, la corrélation entre les v.a. X et Y est définie par
Cov[X,Y] (X,Y)s

CorlX,Y] := = ;
IXN20Y [z (X212
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i.e. le cosinus de 'angle formé par les vecteurs X et Y. L’inégalité de Schwarz
garantit que la corrélation est un réel dans l'intervalle [—1,1]. Le théoréme de
Pythagore s’écrit

E[(X +Y)?] =E[X?|+E[Y? desque E[XY]=0,
ou, en termes de variances,
VIX+Y]=V[X]+V[Y] deésque Cov[X,Y]=0.

Attention,la variance n’est pas un opérateur linéaire, la formule ci-dessus est
uniquement valable si Cov[X,Y] = 0. Enfin, la loi du parallélogramme s’écrit

IX + Y||§ +||1X - Y||§ = 2||X||§ + 2||Y||§ pour tous X,Y € £2.

2.3.2 Espaces LP et P

Pour p € [1,00[, on note par LP := LP(A,P) I'espace vectoriel des variables
aléatoires X telles que E[| X |P] < co. On note || X ||, := (E[|X|p])1/p. Remarquons
que ||X |, = 0 implique seulement que X = 0 p.s. donc ||.||, ne définit pas une
norme sur LP.

Définition 2.11. L’espace ILP est l’ensemble des classes d’équivalence de LP
pour la relation définie par l’égalité p.s.

Ainsi Pespace LP identifie les variables aléatoires égales p.s. et ||.|| définit
bien une norme sur 7.

Nous continuerons tout de méme a travailler sur ’espace LP et nous ne
passerons a ILP que si nécessaire.

Par une application directe de 'inégalité de Jensen, on voit que

1 X]p < I X|l»rsil<p<r<oo pourtout X €L, (2.6)

en particulier, X € LP. Ceci montre que £LP D L" dés que 1 <p <r < 0.
Nous allons montrer que I'espace £ peut étre transformé (toujours par quo-
tionnement par la classe des v.a. nulles p.s.) en un espace de Banach.

Théoreme 2.12. Pour p > 1, Uespace LP est un espace de Banach, et L2 est
espace de Hilbert. Plus précisément, soit (X)), une suite de Cauchy dans LP,
ie. | Xy — Xomllp — 0 pour n,m — oo. Alors il existe une v.a. X € LP telle
que || X, — X||, — 0.

Démonstration. Si (X,)n est une suite de Cauchy, on peut trouver une suite
croissante (kn)n, C N, k,, T 0o, telle que

| Xmy — Xmallp <27 pour tous my,mg > ky. (2.7)
Alors, on déduit de I'inégalité (2.6) que

El| Xk, = Xk ] < 1 Xk — Xk llp <277,

n+1 n+1
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et que E[Y" | Xk, . — Xk, |] < oo. Alors lasérie ) (Xp, ., — Xk, ) est absolument
convergente p.s. Comme il s’agit d’une série télescopique, ceci montre que :

lim X, =X ps. ou X :=limsupXy,.

Revenant a (2.7), on voit que pour my > ky, et m > n, on a E[|X,,, — Xj,.|P] =
| Xn— Xk, [[5 < 277"P. Pour m — oo, on déduit du lemme de Fatou que E[| X, —
X|P] <277mP, &

2.3.3 Espaces £° et L°

On note £ := L£°(A) I'espace vectoriel des variables aléatoires A—mesurables
sur I'espace probabilisé (€2, A, P), et on introduit 'espace quotient L° constitué
des classes d’équivalence de £° pour la relation définie par I'égalité p.s.

Définition 2.13. (Convergence en probabilité) Soient (X,,)n, et X des v.a. dans
L0, On dit que (X,,)n converge en probabilité vers X si

lim P[|X, — X|>¢] =0 pour tout & >0.
n—oo

Cette notion de convergence est plus faible que la convergence p.s. et que la
convergence dans L dans le sens suivant.

Lemme 2.14. (i) La convergence p.s. implique la convergence en probabilité.
(ii) Soit p > 1. La convergence en norme dans LP implique la convergence en
probabilité.

Démonstration. (1) découle d’une application immédiate du théoreéme de conver-
gence dominée. Pour (ii), il suffit d’utiliser I'inégalité de Markov de ’exercice
1.36. o

Le but de ce paragraphe est de montrer que la convergence en probabilité
est métrisable et qu’elle confere & LL° une structure d’espace métrique complet.
Pour cela, on introduit la fonction D : £° x £° — R, définie par :

D(X,Y)=E[X —Y|A1] pourtous X,Y € L°. (2.8)

On vérifie imédiatement que D est une distance sur L, mais ne I’est pas sur
L0, pour les mémes raisons que celles du paragraphe précédent.

Lemme 2.15. La convergence en probabilité est équivalente a la convergence
au sens de la distance D.

Démonstration. Pour X € L9, on obtient par I'inégalité de Markov de 'exercice

1.36 :
X 1
PIX| > <] = B|x| A 12 o] < DA
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qui permet de déduire que la convergence au sens de D implique la convergence
en probabilité. Pour 'implication inverse, on estime :

E[IXI A1) =E[(XIA D x 2] + E[( XA D1 x <] SP[IX] > €] +¢,

d’ol on tire que la convergence en probabilité implique la convergence au sens
de D. <>

Théoréme 2.16. (L°, D) est un espace métrique complet.

Démonstration. Soit (X,,), une suite de Cauchy pour D. Alors c’est une suite
de Cauchy pour la convergence en probabilité d’apres le lemme 2.15, et on peut
construire une suite (ng)x 1 oo telle que
P HXn,chl — X | > 2"“} <27% pour tout k> 1,

et par suite Y, P [|Xn,,, — Xn.| =27%] < co. Le premier lemme de Borel-
Cantelli (lemme 1.14) implique alors que P [Uy, Ninsn {|Xnyyy — Xn,| = 275} =
1 et, par suite, pour presque tout w € 2, (X, (w)),, est une suite de Cauchy dans
R. Ainsi, la v.a. X := limsup,, X,,, vérifie X,,, — X p.s. donc en probabilité,
et on termine comme dans la démonstration du théoreme 2.12. O

2.3.4 Lien entre les convergences [L”, en proba et p.s.

Nous avons vu que la convergence en probabilité est plus faible que la conver-
gence p.s. Le résultat suivant établit un lien précis entre ces deux notions de
convergence.

Théoréme 2.17. Soient {X,,,n > 1} et X des v.a. dans L°.

(i) Xp — X p.s. 8sisup,,>, | Xm — X| — 0 en probabilité.

(ii) X, — X en probabilité ssi de toute suite croissante d’entiers (ny)x, on
peut extraire une sous-suite (ny;); telle que Xnkj — X p.s.

La démonstration est reportée a la fin de ce paragraphe. On continue par
une conséquence immédiate du théoréme 2.17 (ii).

Corollaire 2.18. (Slutsky) Soient (X,,), une suite & valeur dans RY, et ¢
R? — RP une fonction continue. Si X,, — X en probabilité, alors ¢(X,) —
@(X) en probabilité.

En particulier, ce corollaire montre que la convergence en probabilité est
stable pour les opérations usuelles d’addition, de multiplication, de min, de
max, etc...

Avant de démontrer le théoreme 2.17, énongons le résultat établissant le lien
précis entre la convergence en probabilité et la convergence dans L!.

Définition 2.19. Une famille C de v.a. est dite uniformément intégrable, et on
note U.1l. si

lim sup]E[\X|1{‘X‘ZC}} = 0.

c— 00 XeC
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Théoréme 2.20. Soient {X,,,n > 1} et X des v.a. dans L'. Alors X, — X
dans L' si et seulement si

(a) X, — X en probabilité,

(b) (Xn)n est U.L

La démonstration de ce résultat est aussi reportée a la fin de ce paragraphe.
L’exercice suivant regroupe les résultats essentiels qui concernent 1'uniforme
intégrabilité.

Exercice 2.21. Soit (X,,), une suite de v.a. & valeurs réelles.
1. Supposons que (Xp)n est U.L
(a) Montrer que (X,)n est bornée dans L, i.e. sup,, E[|X,|] < cc.
(b) Sur Uespace probabilisé ([0,1], By,11, A), A étant la mesure de Lebesgue,
on considere la suite Yy, := nljg /). Montrer que (Y)n est bornée
dans L', mais n'est pas U.IL

2. Supposons que Elsup,, | X,|] < co. Montrer que (X,,) est U.IL (Indication :
utiliser la croissance de le fonction x — 211,50 Ry ).

3. Supposons qu’il existe p > 1 tel que (X,), est bornée dans LP.
(a) Montrer que E[| X, |1 x,|>c}] < | XnllpP[| X0 > t-1/p
(b) En déduire que (X,,) est U.L

Nous allons maintenant passer aux démonstrations des théoremes de ce pa-
ragraphe.

Preuve du théoréme 2.17 (i) Remarquons que

C = {Xn — X} - mk Un ﬁmZnﬂXm - X| S kil} = hin \lr UnArlfu

ot Ak = N >n{| X — X| < k71}. La convergence p.s. de X,, vers X s'écrit
P[C] = 1, et est équivalente & P[U,, A¥] = 1 pour tout k£ > 1. Comme la suite
(AF),, est croissante, ceci est équivalent & lim,, T P[AX] = 1 pour tout k > 1, ce
qui exprime exactement la convergence en probabilité de sup,,,s.,, | Xm — X| vers
0.

(ii) Supposons d’abord que X,, — X en probabilité. Soit (nj) une suite crois-
sante d’indices, et X, := X,,,. On définit

ki = inf{i :P[|X; - X|>2"7] <277},

Alors, >, P[| Xk, — X| > 277] < oo, et on déduit du premier lemme de Borel-
Cantelli, lemme 1.14, que \ij —X| < 277 pour j assez grand, p.s. En particulier,
ceci montre que X, — X, p.s.

Pour la condition suffisante, supposons au contraire que X,, #— X en pro-
babilité. Alors, d’apres le lemme 2.15, il existe une sous-suite (ny) croissante
et € > 0 tels que D(X,,,X) > e. On arrive a une contradiction en extrayant
une sous-suite (Xnkj ); qui converge p.s. vers X, et en évoquant le théoreme de
convergence dominée pour le passage & la limite. &
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Preuve du théoréme 2.20 Supposons d’abord que les conditions (a) et (b)
sont satisfaites. La fonction p.(z) := —cV x A ¢, x € R est lipschitzienne, et
vérifie [p.(z) — | < [2[1]3/>c. On déduit alors
- de 'U.I de (X,), et intégrabilité de X que, quand ¢ — oo :

Ell¢e(Xpn) — Xn|]] — 0 pour tout n et  E[jp.(X) — X|] — 0,
- de la convergence en probabilité de X,, vers X, et du corollaire 2.18, que

©e(Xn) — @c(X) en probabilité.

On peut maintenant conclure que X,, — X dans L! en décomposant

Réciproquement, supposons que X, — X dans LL!, alors la convergence en
probabilité (a) est une conséquence immédiate de I'inégalité de Markov (exercice
1.7). Pour montrer (b), on se donne € > 0. La convergence £! de (X,,), montre
Iexistence d’un rang N a partir duquel

E|X, — X| <e pour tout n > N. (2.9)

Par ailleurs, d’apres le lemme 1.26, il existe § > 0 tel que pour tout A € A :

sup E[|X,|14] < e et E[|X|1a] <& dés que P[A] <. (2.10)
n<N
Nous allons utiliser cette inégalité avec les ensembles A, := {|X,| > ¢} qui

vérifient bien

supP[A,] < ¢ 'supE[|X,]] <J pour c assez grand, (2.11)

ou nous avons utilisé 'inégalité de Markov, exercice 1.7, ainsi que la bornitude
dans £! de la suite (X,,),, du fait de sa convergence dans L.'. Ainsi, on déduit
de (2.10) et (2.11) que

s [Pl ) = o { sup Bl s B L,
< maX{E, SUPE|X 141x., >c}]}
< {a supE|X\1{|x > HE[IX — Xn1gx, >c}]}
< {5 51>111?[]E|X|1A +E[|X—Xn|]} < 2,

ou la derniére inégalité est due a (2.9), (2.10) et (2.11). o
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2.4 Convergence en loi

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la convergence des lois. Remar-
quons immédiatement qu’il ne peut s’agir que d’un sens de convergence plus
faible que les convergences fonctionnelles étudiées dans le paragraphe précédent
puis qu’on ne pourra en général rien dire sur les variables aléatoires sous-
jacentes. A titre d’exemple, si X est une v.a. de loi gaussienne centrée, alors —X

a la méme loi que X (on écrit X L —X). Pire encore, on peut avoir deux v.a.
réelles X et Y sur des espaces probabilisés différents (Q2.41,P1) et (Q2, Ag, Pa)
qui ont la méme distribution.

Dans ce paragraphe, on désignera par C,(R) ’ensemble des fonctions conti-
nues bornées sur R, et X(R) 'ensemble des mesures de probabilité sur R.

2.4.1 Définitions

Soient p et p, € X(R), n € N. On dit que (u,), converge faiblement, ou
étroitement, vers p si

un(f) — p(f) pour toute fonction f € Cp(R).

Soient X et X,,n € N des v.a. dans L°(A). On dit que (X,,),, converge en loi
vers X si (PXn),, converge faiblement vers PX | i.e.

E[f(X.)] — E[f(X)] pour tout f € Cy(R).

Dans la derniere définition, il n’est pas nécessaire que les v.a. X, X,,,n € N
soient définies sur le méme espace probabilisé. Montrons maintenant que les
convergences introduites dans les chapitres précédents sont plus fortes que la
convergence en loi.

Proposition 2.22. La convergence en probabilité implique la convergence en
loi.

Démonstration. Supposons que X,, —> X en probabilité, et soient g € Cp(R).
La suite réelle u,, := E[g(X,,)],n € N, est bornée. Pour montrer la convergence
en loi, il suffit de vérifier que toute sous-suite convergente (uy, ) converge vers
E[g(X)]. Pour cela, il suffit d’utiliser le lemme 2.17 et le théoréme de convergence
dominée. &

Comme la convergence en probabilité est plus faible que la convergence L' et
la convergence p.s. on a le schémas suivant expliquant les liens entre les différents
types de convergence rencontrés :

L» = L!

|

ps. = P = Loi
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2.4.2 Caractérisation de la convergence en loi par les fonc-
tions de répartition

Toute loi p € E(R) est caractérisée par la fonction de répartition corres-
pondante F(z) := p(] — oo, z]). Ainsi, si F, F,,,n € N, sont des fonctions de
répartition sur R, on dira que (F,), converge en loi vers F si la convergence en
loi a lieu pour les mesures correspondantes.

Dans ce paragraphe, nous allons exprimer la définition de la convergence
faible de maniere équivalente en terme des fonctions de répartition.

Remarque 2.23. Voici un exemple qui montre que les points de discontinuité
de F, §'il y en a, jouent un role particulier. Sur ([0, 1], Bjo,1}, A), s0it ji, := 61y
la masse de Dirac au point 1/n (c’est la loi de la v.a. déterministe X,, = 1/n).
Alors (p,,) converge en loi vers dg, la masse de Dirac au point 0. Mais pour tout
n > 1, F,(0) =0 /= F5,(0).

Théoréme 2.24. Soient F, F,,,n € N, des fonctions de répartition sur R. Alors,
(Fy,) converge en loi vers F si et seulement si

Pour tout = €R, F(x—)=F(z) = F,(z) — F(x).
Démonstration. 1- Pour n > 0 et z € R, on définit les fonctions

y—x
gl(y) = 1]—00,7;-1—17] (y) - Tl]w,w-i-n] et QQ(y) = gl(y + T’)a S Ra

et on observe que 11_ o 4] < 91 < Y oo otn)y Vooe—n] < 92 < 1j_oo 4] €t, par

suite,

Fo(z) < pnlg1), wlgr) < F(x+n), et Fo(x) > pn(ge), plge) = Fz —n)

Comme g1, g2 € Cp(R), on déduit de la convergence faible de (F,),, vers F' que
fin(g1) — p(g1)s fin(g2) — p(g2), et

F(z —n) <liminf F,, () <limsup F,,(z) < F(x +n) pour tout n >0,

qui implique bien que F,(z) — F(z) si x est un point de continuité de F.

2- Pour la condition suffisante, on définit comme dans la remarque 2.4 les v.a.
X, X, X,, X, quiont pour fonction de répartition F et F,,. Par définition de X,
pour tout # > X(w) on a F(x) > w. Si x est un point de continuité de F, ceci
implique que F,(z) > w pour n assez grand et, par suite, z > X, (w). Comme F
est croissante, I’ensemble de ses points de discontinuité est au plus dénombrable.
On peut donc faire tendre = vers X (w) le long de points de continuité de F,
et on tire I'inégalité X (w) > X, (w) pour n assez grand. On obtient le résultat
symétrique en raisonnant sur X et X . D’ou :

X(w) > X,(w) > X, (w)>X(w) pour n assez grand.

— L&n

Comme P[X = X] = 1, ceci montre que X,, — X p.s. et donc en loi. O
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2.4.3 Convergence des fonctions de répartition

L’importance de la convergence en loi provient de la facilité d’obtenir des
théoremes limites. En effet, les suites de mesures convergent en loi “a peu de
frais”, le long d’une sous-suite, vers une limite qui n’est cependant pas nécessai-
rement une loi. Si la limite n’est pas une loi, on dit qu’il y a perte de masse.

Avant d’énoncer un résultat précis, expliquons les idées qu’il y a derriére ces
résultats profonds. Les fonctions de répartition ont une structure tres spéciale :
on regardant le graphe d’une fonction de répartition dans les coordonnées (x +
y,—x + y) (obtenu par rotation des coordonnées initiale de 45°), celui-ci cor-
respond a une fonction dont la valeur absolue de la pente est majorée par 1 :
les pentes —1 et 1 correspondent respectivement aux “plats” et aux sauts de la
fonction de répartition. Ainsi dans ce systéme de coordonnées le graphe perd
la propriété de croissance, mais devient 1—Lipschitzien. Par conséquent, pour
toute suite de fonctions de répartitions, le théoréme d’Ascoli nous garantit alors
I’existence d’une sous-suite convergente. La démonstration ci-dessous utilise un
argument encore plus élémentaire.

Lemme 2.25. Soit (F,), une suite de fonctions de répartition sur R. Alors,
il existe une fonction croissante continue a droite F' : R — [0,1], et une
sous-suite (ny) telles que F,, — F simplement en tout point de continuité de
F.

Démonstration. On dénombre les éléments de ’ensemble des rationnels Q =
{@i,1 € N}. La suite (F,,(q1)),, est bornée, donc converge le long d’une sous-suite

F,

1
ka

converge le long d’une sous-suite F;,2 (¢2) — G(g2) quand k — oo, etc... Alors,

(¢1) — G(q1) quand k — oo. De méme la suite (Fn}f (qg)) est bornée, donc

en posant kj; 1= n?, on obtient
Fy,(q) — G(q) pour tout ¢ € Q.

Il est clair que G est croissante sur Q et & valeurs dans [0, 1]. On définit alors la
fonction F' par

F(x):= Q;iqn\l‘x G(q) pour tout =z € R,

qui vérifie les propriétés annoncées dans le lemme. &

Afin d’éviter la perte de masse a la limite, on introduit une nouvelle notion.

Définition 2.26. Une suite (F),),>1 de fonctions de répartition sur R est dite
tendue si pour tout € > 0, il existe K > 0 tel que

pn([—K,K]) == F(K)—F,(-K) > 1—¢ pour tout n > 1.

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme précédent.
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Lemme 2.27. Soit (F,), une suite de fonctions de répartition sur R.

(i) Si F, — F en loi, alors (Fy,)n est tendue.

(ii) Si (Fn)n est tendue, alors il existe une fonction de répartition F sur R, et
une sous-suite (ny) telles que F,, — F en loi.

2.4.4 Convergence en loi et fonctions caractéristiques

La fonction caractéristique caractérise une loi de distribution tout aussi bien
que la fonction de répartition. Le résultat suivant donne la caractérisation de la
convergence en loi en termes de fonctions caractéristiques.

Théoréme 2.28. (convergence de Lévy) Soit (Fy,),>1 une suite de fonctions
de répartition sur R, et ¢, := Pp , n > 1, la suite correspondante de fonctions
caractéristiques. Supposons qu’il existe une fonction ¢ sur R telle que

¢n — @ simplement sur R et ¢ continue en 0.

Alors ¢ est une fonction caractéristique correspondant a une fonction de réparti-
tion F, et F,, — F en loi.

Démonstration. 1- Montrons d’abord que

(F.)n est tendue. (2.12)

Soit € > 0. D’apres la continuité de ¢ en 0, il existe o > 0 tel que |1 — ¢| < ¢
sur [—a, af. Il est clair que 2 — ¢, (u) — ¢dn(—u) € Ry et que cette propriété est
héritée par ¢ & la limite. Alors 0 < [["[2 — ¢(u) — ¢(—u)]du < 2ea, et on déduit
de la convergence de ¢,, vers ¢ et du théoreme de convergence dominée qu’a
partir d’un certain rang n > N :

e 2 2 -6 - su-wldn

= 3224(1—&“) dF,(t)du
- ;/R/: (1—e™) dudF,(t) = 2/]1%(1—81110[?15)) dF,(t)

par le théoreme de Fubini. Comme sinx < x pour tout x € R, on déduit alors
que pour tout € > 0, il existe oo > 0 :

4e > 2 / (1 - Sm(o‘t)) dF,(t) > / dF,(t),
t]>2a—1 at t]>2a—1

prouvant (2.12).

2- Comme (F,), est tendue, on déduit du lemme 2.27 que F,,, — F en loi
le long d’une sous-suite (ny )k, ou F' est une foncion de répartition. D’apres la
définition de la convergence en loi, on a aussi convergence des fonctions ca-
ractéristiques correspondantes ¢,, — ®p. Alors ¢ = @f.
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3- 1l reste a monter que F,, — F en loi. Supposons au contraire qu’il existe
un point de continuité x tel que F,(x) /= F(x). Alors, il existe une sous-suite
(nk)k telle que

F(z—)=F(z) et |F,, (x) — F(z)| > & pour tout k. (2.13)

Comme (Fy,, )i est tendue d’apres 'étape 1, on a Fnkj — F en loi le long d’une

sous-suite (ng;);, ou F est une foncion de répartition. Raisonnant comme dans
I’étape précédente, on voit que (bnkj — @5 = ¢ = Pp, et on déduit que F' = F
par injectivité. Ainsi Fnkj — F en loi, contredisant (2.13). &

2.5 Indépendance

2.5.1 o—algebres indépendantes

Soient (2, .4, P) un espace probabilisé, et (A, ), C A une suite de o—algebres.
On dit que les (A,,), sont indépendantes (sous P) si pour tous entiers n > 1 et
1< <oio <ty

n
PNy_qA4;,] H A;] pourtous A; €A, 1<k<n. (214)

Remarquons que le théoreme de convergence monotone permet d’affirmer que
(2.14) est aussi valide pour n = oo, i.e.

P[Ng>14:,] H P[A;,] pour tous A; € A;, k> 1. (2.15)
k>1

A partir de cette définition générale pour les o —algebres, on étend I'indépendance
a des sous-familles arbitraires de A et aux v.a.

Définition 2.29. On dit que les événements (Ay)n, C A sont indépendants si
(0(Ay)),, sont indépendantes.

Dans la définition précédente, il est inutile de vérifier (2.14) pour tous les
choix possibles dans les o—algebres o(A,) = {Q,0, A,, AS}. En effet, il suffit
de vérifier que

=

PNi_1 A ] = || P[Ai,] pour n>1letl<iy <...<ip.

ES
Il

1

Voici une formulation plus générale de ce résultat.

Lemme 2.30. Soit (Z,,), C A une suite de m—systémes. Alors les sous-o—algébres
(0(Zy)),, sont indépendantes si et seulement si (2.14) est vraie pour les événements
des I,,, i.e. st pour tous entiersn > 1 et1 <13 <...<1in, Ona:

n
PNp_, L] = H Il pourtous I, €Z;, 1<k<n.
k=1
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Démonstration. il suffit de vérifier le résultat pour deux m—systemes Zy,Zs.
Fixons un événement I; € 7, et introduisons les applications de o(Z;) dans
[O,P[Il]] définies par p(lz) :=P(I; N I3) et v(Iz) := P(I1)P(I2). Il est clair que
w et v sont des mesures sur o(Zy) égales sur le m—systéme Zo. Alors elles sont
égales sur o(Z;) d’apres la proposition 1.5. Il suffit maintenant d’évoquer le role
arbitraire de I; € 7;, et de répéter exactement le méme argument en inversant
Il et IQ. <>

2.5.2 Variables aléatoires indépendantes

Définition 2.31. On dit que des v.a. (X,,)n sont indépendantes si les sous-

o—algébres correspondantes (0(Xy,)), sont indépendantes.

Une application directe du lemme 2.30 et du théoreme de Fubini permet
d’établir le critere suivant d’indépendance de v.a.

Proposition 2.32. Les v.a. (X,,), sont indépendantes si et seulement si pour
tousm>1etl<iy <...<iy, l'une des assertions suivantes est vérifiée :

(a) P[X;, <y pourl <k<n]=T[_P[X,, <z pour tous x1,...,z5 €
IR7

(b) E [HZ:I I (Xlk)] = HZ:I E [flk (Xlk)] pour toutes f;, :R—R,1<k<
n, mesurables bornées.

(¢) PXirXin) = PXi @ .., @ PXin

Exercice 2.33. Montrer la proposition 2.32.

Remarque 2.34. Si XY sont deux v.a. rélles indépendantes, la proposition
2.32 implique que la fonction caractéristique du couple se factorise comme :

@ x,v)(u,v) = Px(u)Py(v) pour tous wu,v e R.

Remarque 2.35. Soient X,Y deux v.a. rélles indépendantes intégrables, alors
d’apres la proposition 2.32, on a

E[XY] = E[X]E[Y], Cov[X,Y] =0 et V[X +Y]=V[X]+V[Y]

Observons que la nullité de la covariance n’implique pas lindépendance, en
général. Dans le cas trés particulier o le couple (X,Y") est un vecteur gaussien,
on a cependant équivalence entre I'indépendance et la nullité de la covariance.

Siles (X,,)n sont des v.a. indépendantes & densité, alors on déduit de 1’asser-
tion (a) ci-dessus que le vecteur aléatoire (X; , X;, ) est absolument continu

19 n

par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™ de densité

Xi”)(,’E1,...,.’En) = inl (:El)len ({Bn) (216)

Réciproquement si le vecteur aléatoire (Xj,,...,X;, ) est absolument continu
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™ de densité séparable, comme
dans (2.16) fix, ..x;) (@1, - 2Zn) = @1(21) ... pn(zn) alors, les v.a. X;, sont
indépendantes a densité fx, = ¢x.
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2.5.3 Asymptotique des suites d’événements indépendants

Le résultat suivant joue un role central en probabilités. Remarquons tout
de suite que la partie (i) reprend le résultat établi plus généralement pour les
mesures dans le lemme 1.14.

Lemme 2.36. (Borel-Cantelli) Soit (Ay), une suite d’événements d’un espace
probabilisé (2, A, P).

(i) Si),P[A,] < oo, alors P[limsup,, A,] =0,

(i) Si) >, PlA,] =00 et (A,), sont indépendants, alors Plimsup,, A,] = 1.
(iii) Si (Ap)n sont indépendants, alors soit limsup,, A, est négligeable, soit
(limsup,, A,)¢ est négligeable.

Démonstration. Il reste & montrer (ii). Par définition de I'indépendance et (2.15),
on a

P[ﬁmznAZ@] = H (1 - P[Am]) < H e_P[Am] =e 2imzn FlAN] — 0.

m>n m>n

Ainsi, pour tout n > 1, I’événement N,,>, AS, est négligeable, et I'union dénombrable
de négligeables (limsup,, A,)° = Up>1 Nim>n A%, est alors négligeable. O

Le résultat suivant est assez frappant, et est une conséquence du Lemme de
Borel-Cantelli.

Théoréme 2.37. (Loi du zéro-un) Soient (X, )n>1 une suite de v.a. indépendantes,
et T := Npo (X, m > n) la o—algébre de queue associée. Alors T est triviale,
c’est a dire :

(i) Pour tout événement A € T, on a P[A]P[A°] =0,

(ii) Toute v.a. T—mesurable est déterministe p.s.

Démonstration. (i) De indépendance des (X}, ),, on déduit que pour tout n > 1,
les o—algebres A, := o(X1,...,X,) et T, := (X, m > n) sont indépendantes.
Comme T C T,, on voit que A, et 7 sont indépendantes, et par suite U,.A,,
et T sont indépendantes. En observant que U, A,, est un m—systéme, on déduit
du lemme 2.30 que Ay = o(UpAy,) et T sont indépendants.

Or, T C Ay, donc l'indépendance entre T et A, implique que 7T est
indépendant de lui méme, et pour tout A € T, P[A] = P[AN A] = P[A4]2.
(ii) Soit & une v.a. T —mesurable. Pour tout « € R, I’événement P[¢ < z] € {0,1}
d’apres (i). Soit ¢ := sup{z : P[¢ < 2] = 0}. Si ¢ = —o0, ou ¢ = 400, on
voit immédiatement que & = ¢ (déterministe), p.s. Si |¢| < oo, la définition
de ¢ implique que P[¢ < ¢ —¢] = P[¢ > ¢+ ¢] = 0 pour tout € > 0. Alors
12> Elje—ccte(§)] =Plc—e <& <ctel =116 1jeccqe)(§) = 1 ps. et on
termine la preuve en envoyant € vers 0. &

La o—algebre de queue introduite dans le théoreme 2.37 contient de nom-
breux événements intéressants comme par exemple

{lim X, existe}, {lim,, n~tY " | X, existe}, {Z X, converge}.
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Des exemples de v.a. T —mesurable sont donnés par
1 n
lim sup Z X, liminf - z; Xy
n 1=

2.5.4 Moyennes de variables indépendantes

Dans ce paragraphe, nous manipulerons des suites de v.a. indépendantes et
identiquement distribuées, on écrira plus simplement iid.

On commencera par énoncer la loi des grands nombres pour les suites de
v.a. iid intégrables, sans en reporter la démonstration, et nous en déduirons
une version pour les suites de v.a. positives, sans hypothese supplémentaire
d’intégrabilité. Ra\ppelons qu'une loi forte des grands nombres a été établie
dans le cours de 1°'® année pour des v.a. iid seulement de carré intégrable. La
démonstration de la version plus forte suivante sera vue dans le chapitre 9 en
utilisant I’approche des martingales. Enfin, nous montrerons le théoréme central
limite.

Théoreme 2.38. (Loi forte des grands nombres) Soit (X,,), une suite de v.a.
1id intégrables. Alors

1 n
EZXi — E[X1] p.s.

i=1

Démonstration. Voir théoreme 9.3. O

Pour I’énoncé suivant, on rappelle que l'espérance d’une v.a. positive est
toujours définie dans [0, co].

Corollaire 2.39. Soit (X,,), une suite de v.a. #d & valeurs dans [0,00]. Alors

1 n
n

=1

Démonstration. Si E[X;] = oo, la loi des grands nombres du théoréeme 2.38
appliquée a la suite (X, A K),, pour une certaine constante K > 0 donne

1 n 1 n
liminf =Y X, > lim — Z(Xi A K) — E[X; A K] pour tout K p.s.
n—oo n n—oo n
i=1 i=1
On prend la limite lorsque K — oo en évoquant le théoréeme de convergence
monotone, et on obtient le résultat voulu. O

Enfin, si les v.a. iid sont de carré intégrable, le théoréeme central limite donne
une information précise sur le taux de convergence de la moyenne empirique vers
I’espérance, ou la moyenne théorique.
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Théoréme 2.40. Soit (X)), une suite de v.a. @d de carré intégrable. Alors
1 n
vn < ZXi — IE[Xl]) —  N(0,V[Xi]) en loi,
i

ou N(0,V[X1]) désigne la loi normale centrée de variance V[X;].

Démonstration. On note X; = X; — E[X1] et G,, := \/ﬁ% >y X;. En utilisant
les propriétés de la fonction caractéristique du lemme 2.8, 'indépendance des
X, la remarque 2.34 et 'identité des distributions des X;, on obtient :

o0 =gy 0= [Tos 0= (o0 (55))

D’apres la question 3 de I'exercice 2.9 et le fait que E[X;] = 0 et E[X?] =
V[X;] < oo, on peut écrire le développement au second ordre suivant :

e, (u) = (1_ 1u2V[X1]+o<i)>n s B(u) = e VX,

2n
On reconnait alors que ¢ = ® (g, v[x,]), voir question 1 de 'exercice 2.9, et on
conclut grace au théoreme 2.28 de convergence de Lévy. &
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Chapitre 3

Espérance conditionnelle

3.1 Premieéeres intuitions

3.1.1 Espérance conditionnelle en espace d’états fini

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé et X,Y deux v.a. réelles. Dans ce para-
graphe, on suppose que X et Y prennent un nombre fini de valeurs respective-
ment dans les ensembles {x;,1 <i <n} et {y;,1 <j <m}. Il est alors naturel
de définir la distribution conditionnelle de X sachant Y = y; par

BIX = ailV = y;] = PKXI’PEZ = Z]“yj)], 1<i<n, 1<j<m, (3.1)

i.e. parmi tous les événements oll la modalité y; de Y s’est réalisée, la quantité
P[X = 2;]Y = y;] exprime la fréquence de réalisation de la modalité z; de X.
En notant PY=% :=P[X = 2,;]Y = y,], on vérifie immédiatement que pour tout
j, PY=Y définit une mesure de probabilité sur Q. L’espérance conditionnelle est
alors naturellement définie par :

EX|Y =y;] =) xPX =2;]Y =y;], 1<j<m.
i=1

Nous pouvons ainsi définir une v.a. £ := E[X|Y] par {(w) = E[X|Y =Y (w)], ap-
pelée espérance conditionnelle de X sachant Y. Notons que E[X|Y] est complétement
déterminée par la réalisation de Y. On retrouve la notion de mesurabilité puisque
ceci peut s’écrire mathématiquement & est o(Y)—mesurable, ou de maniere
équivalente & = ¢(Y") pour une certaine fonction déterministe , voir le lemme
2.2.

95
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Par aileurs, un calcul direct montre que pour toute fonction déterministe ¢ :

EEX|Y]p(Y)] = Y P =ylo(y EX]Y = y]
j=1
B N PX =Y =y
- ;P[Y = y;le(y;) ;x Y = 7]
= 2. PIX =2, Y = y;lo(yj)zi = E[Xe(Y)].

Notons (, )2 le produit scalaire dans L2, et écrivons ce dernier résultat sous la
forme

(X —E[X]|Y],¢(Y))2 =0 pour tout fonction ¢ :R — R.

Il s’agit de la condition d’orthogonalité de X — E[X|Y] & l’espace vectoriel de
toutes les fonctions de Y ou, de maniere équivalente, I’espace vectoriel de toutes
les v.a. o(Y)—mesurable. Ainsi, E[X|Y] s’interpréte géométriquement comme la
projection orthogonale, au sens de L2, de X sur P’e.v. des v.a. o(Y)—mesurable,
et est la solution du probleme variationnel :

: 2
min X = (V)]

Cette interprétation géométrique montre que E[X|Y] est la meilleure approxi-
mation, au sens de L2, de X par une fonction de Y.

3.1.2 Cas des variables a densités

Supposons maintenant que le couple (X,Y) est & valeurs dans R? et admet
une distribution absoluement continue par rapport a la mesure de Lebesgue
dans R2, de densité

f(X,Y) (7, y)dzdy

La loi marginale de Y est obtenue par intégration par rapport a la variable x :

Ir(y) = /f(X,Y)(xay)dx'
Dans ce cas, la probabilité conditionnelle est naturellement définie par :

f(X,Y) (7,y) _ f(X,Y)(xa Y)
Ty (y) ff(X,Y)(%y)dx,
qui est ’analogue de (3.1) dans le contexte présent. Il est clair que pour tout y

fixé, la fonction fx|y—,(z) définit une densité sur R, et qu'on peut lui associer
Iopérateur d’espérance :

fX|Y=y(x) =

EX|Y =y] = /wa\Y:y(x)dl‘
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qui définit encore une variable aléatoire E[X|Y], appelée espérance condition-
nelle de X sachant Y. Comme dans le cas fini, E[X Y] est une fonction déterministe
de Y, elle est donc o(Y)—mesurable. La condition d’orthogonalité de la section
précédente se vérifie aussi par un calcul direct : pour toute fonction ¢ : R — R
bornée

(EXY],6(Y)): = E[E[X|Y]o(Y)]
/¢ My (y /me\Y:y(fE)dxdy

[ [ w6t @ ydody = Ex6())

On retrouve alors l'interprétation géométrique de l’espérance conditionnelle
comme projection orthogonale, au sens de L2, de la v.a. X sur le.v. des v.a.
o(Y)—mesurables.

3.2 Définition et premieres propriétés

Considérons maintenant le cadre général d’un espace probabilisé (€2, .4, P),
et soit F une sous-o—algebre de A.

Les arguments intuitifs du paragraphe précédent suggerent d’introduire la
notion d’espérance conditionnelle par la projection orthogonale au sens du pro-
duit scalaire de L2

Pr(X) := Argmin{|X -Y|. :Y € L*(F,P)}, X € L*(A,P).
Ceci est en effet rendu possible grace a la structure d’espace de Hilbert de
I'espace quotient L2 muni de la norme ||.||z.

Lemme 3.1. L’opérateur de projection orthogonale Pr est bien défini sur
L2(A,P), et vérifie

E[X1F] = E[Pr(X)1r] pour tout F € F et X € L?(A,P).

De plus, on a les propriétés suivantes :
(i) X>0ps. = Pr(X)>0p.s
(ii) E[Pr(X)] =E[X].

Démonstration. On travaille avec I’espace quotient L.2(A, P) identifiant ainsi les
v.a. égales p.s. La projection orthogonale Pr est bien définie car I'e.v. L2(A,P)
et le s.e.v. L?(F,P) sont complets. Alors, on sait que pour tout X, il existe une
(unique) v.a. Z := Pr(X) € L2(F,P) vérifiant les conditions d’orthogonalité

E[(X —Z)Y] =0 pour tout Y €L*(F,P).

En particulier, pour tout F' € F, la v.a. Y = 1p € L?(F,P) induit la condition
d’orthogonalité E[X 1] = E[Z1p].
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Supposons maintenant que X > 0 p.s., notons Z := Pz(X), et prenons F' :=
{Z <0} € F. Alors 0 < E[X1fp| = E[Z1F] = —-E[Z7] < 0, et Z= =0 ps.
montrant la propriété (i).

Pour la propriété (ii), il suffit de remarquer que F = Q € F du fait que F est
une o—algebre. Alors (i) donne le résultat voulu. O

Théoréme 3.2. Pour toute v.a. X € LY(A,P), il existe une v.a. Z telles que
(a) Z est F—mesurable,
(b) E[|1Z]] < ox,
(c) Pour tout événement F € F, on o E[X1p] =E[Z1F].

De plus, si Z est une autre v.a. vérifiant (a,b,c), alors Z = Z P.S.

Définition 3.3. Une v.a. vérifiant les propriétés (a)-(b)-(c) est appelée version
de Uespérance conditionnelle de X sachant F, notée E[X|F], et est unique a
l’€égalité p.s. pres.

Si F=o0(Y1,...,Y,), on écrit simplement E[X|Y7,...,Y,].

Preuve du théoréme 3.2 Commencons par montrer unicité. Si Z et Z
vérifient (a,b,c), alors E[(Z — Z)1p] = 0 pour tout F € F. Mais Z et Z étant
F—mesurable, on peut choisicr F = {Z — Z > 0} € F, et I'égalité précédente
implique que (Z — Z)"' = 0 p.s. Le choix F = {Z — Z < 0} € F conduit &
(Z —Z)~ =0 p.s. et par suite Z = Z p.s.

Pour lexistence, il suffit de traiter le cas X > 0 et d’utiliser la décomposition
X = X* — X~ pour conclure le cas o X a un signe arbitraire (ou plutot
n’a pas de signe!). La v.a. X,, := X A n est bornée, donc dans L?(A,P). La
v.a. Z, = Pr(X,) est alors bien définie d’apres le lemme 3.1 et vérifie par
définition les conditions (a,b,c). Observons que la suite (Z,), est croissante,
comme conséquence de la propriété (i) du lemme 3.1 et de la linéarité de la
projection Px. On introduit alors la v.a.

Z = lm1t, Zn.

Il est clair que Z hérite la F—mesurabilité des Z,,, et que E[Z1r] = E[X1p]
pour tout F' € F par le théoreme de convergence monotone. Pour la condition
(b), remarquons par que E[Z] = lim,,_,o 1 liminf, E[Z,] = E[X A n] < E[X],
ol on a utilisé les propriétés (i) et (ii) du lemme 3.1. o

Remarque 3.4. Regardons deux cas extrémes pour la o—algebre F.

- Soit F = {0, Q} la plus petite o—algebre correspondant & I’absence totale d’in-
formation. Alors la condition (a) dit que Z est déterministe, i.e. Z = E[Z], et la
condition d’orthogonalité (c) permet d’identifier cette constante E[X] = E[Z] =
Z. Ainsi 'espérance conditionnelle dans ce cas se confond avec 1’espérance.

- Soit F = o(X). Alors la condition d’orthogonalité (c¢) avec F™ :={X — Z >
0} € o(X) donne E[(X — Z)1{x_z>0y] = 0, soit (Y — Z)* = 0 p.s., et avec
F-={X-7Z<0}€0(X) donne (X —Z)~ =0 p.s. Ainsi E[X|o(X)] = X qui
vérifie bien les autres conditions (a) et (b).
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3.3 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Commencgons par les propriétés déja esquissées dans le paragraphe précédent.

Proposition 3.5. L’opérateur d’espérance conditionnelle E[.|F] est linéaire, et
pour tout X € LY(A,P), on a :

() E[E[X|F] = B[X],

(ii) si X est F—mesurable, E[X|F] = X p.s.

(iii) st X >0, E[X|F] >0 p.s.

Exercice 3.6. Prouver la proposition 3.5.

Nous montrons maintenant que ’espérance conditionnelle jouit des mémes
propriétés de passage a la limite que I'espérance.

Proposition 3.7. Pour X, X, € L'(A,P),n€N, ona :

(1- Convergence monotone) si 0 < X, T X, alors E[X,|F] T E[X|F],

(2- Fatou) si X,, > 0, alors E[liminf,, X,,|F] < liminf, E[X,,|F],

(3- Convergence dominée) si sup,, | X,| € L1 (A,P) et X,, — X, p.s. alors
E[X,|F] — E[X|F] p.s.

Démonstration. 1- la suite Z, := E[X,|F] est croissante d’aprés la proposi-
tion 3.5 (iii). On définit alors la variable Z = lim 1 Z, qui est par définition
F—mesurable positive et, par Fatou, E[Z] < liminf, E[Z,] = liminf, E[X,] <
E[X] < co. Enfin, pour tout F' € F, on a E[X,,1r] = E[Z,1F] et on déduit du
théoréme de convergence monotone que E[X1r| = E[Z1F]. Ainsi Z vérifie les
propriétés (a,b,c) du théoreme 3.2 et Z = E[X|F], p.s.

2- D’apres la monotonie de 'opérateur d’espérance conditionnelle due & (iii) de
la proposition 3.5, on a

inf E[X,|F] > E [inf Xn|]:] pour tout n > 1,
k>n k>n

et on conclut en utilisant le résultat de convergence monotone démontré en
premiere partie de cette preuve.

3- Avec Y, := | X, — X| et Y := sup,, Yy,, on vérifie que Y € L!(A,P), et on
applique le lemme de Fatou conditionnel, qu’on vient de démontrer, a la v.a.
Y —Y,,. Le résultat s’en déduit immédiatement. &

L’inégalité de Jensen s’étend ausi aux espérances conditionnelles :
Proposition 3.8. Soit X € L}(A,P), et g : R® — R U {00} une fonction
conveze telle que E[|g(X)|] < oco. Alors E[g(X)|F] > g (E[X]|F]).

Démonstration. Il suffit de répéter les arguments de la preuve de I'inégalité de
Jensen dans le cas non conditionnel, théoreme 2.6... &

La propriété suivante est tres utile, et est une conséquence de la propriété
des projections itérées en algebre linéaire.
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Proposition 3.9. (Projections itérées) Pour X € LY(A,P) et F,G des sous-
o—algébre de A :

FcG = E[E{X|G}|F] =E[X|F].

Démonstration. 1-On observe que L2(F,P) C L£%(G,P), et que par suite le
résultat dans le cas X € L2(A,P) est une conséquence immédiate du théoreme
de projections itérées en algebre linéaire. Puis, le théoreme de convergence mo-
notone permet de I’étendre aux variables X € £L!(A,P). &

La propriété suivante généralise celle de la proposition 3.5 (i).

Proposition 3.10. Soient F une sous-c—algébre de A, X € LO(A) et Y €
LO(F). On suppose E[|X|] < 0o et E[|XY]] < co. Alors

E[XY|F] = YE[X|F].

Démonstration. On commence par le cas Y = 14, A € F. Alors pour tout
F € F, on a E[YE[X|F|]1r] = E[E[X|F|lanr] = E[X14qr] = E[XY1F]
d’apres la définition de E[X|F] et du fait que AN F € F. Ainsi, la proposition
est vraie pour les indicatrices d’événements de F.

Si X est une v.a. positive, la propriété précédente s’étend par linéarité a
ST, I'ensemble des v.a. simples positives, et par le théoréme de convergence
monotone & l'ensemble des v.a. positives telles que E[|XY|] < 0o et E[|X]|] < o0
(pour que I'espérance conditionnelle ait un sens).

Enfin, pour des variables X,Y générales, on décompose X = XT — X,
Y =Y+ — Y™, et on applique le résultat établi pour les v.a. positives. &

Les deux dernieres propriétés donnent des résultats utiles sur I’éspérance
conditionnelle en présence d’indépendance.

Proposition 3.11. Soient X € LY(AP) et F,G des sous-o—algebres de A
telles que G est indépendante de o(o(X),F). Alors

E[X|o(F,G)] = E[X|F].
Démonstration. 11 suffit de vérifier pour X € L} (A, P) que
E[X14] =E[E[X]|F]14] pour tout A€ o(F,G).

En remarquant que A — E[X14] et A — E[E[X]|F]14] sont des mesures
sur €2, on déduit de la proposition 1.5 qu’il suffit de vérifier 1’égalité ci-dessus
pour les événements A dans le m—systeme F N G. Soient alors F € F et G € G.
En utilisant I'indépendance entre G et o(o(X),F), la proposition 2.32, et la
définition de E[X|F], on voit que :

E[E[X|F]1pne] = E[E[X|F]1r]E[le] = E[X1p]E[l¢] = E[X1pna] .
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Proposition 3.12. Soient (X,Y) deuz v.a. a valeurs dans R™ et R™, respecti-
vement, et g : R" x R™ — R une fonction telle que E[|g(X,Y)]] < oco. Si X
et Y sont indépendantes, alors

Elg(X,Y)|X]=G(X) ou G(z):=E[g(z,Y)] pour tout z € R".

Démonstration. Pour tout A € o(X), on doit vérifier que E[g(X,Y)14] =
E[G(X)14]. Comme X et Y sont indépendantes, la loi du couple (X,Y) est
la loi produit P¥ @ PY, et on obtient immédiatement par le théoréme de Fubini
que

Elg(X,Y)1] = / o2, y)1a(@)PX © PY (dx, dy)

-/ < / g<x7y)w<dy>) LA@P (do) = [ Gla)La()P (do),

ce qui est exactement le résultat recherché. &

3.4 Application au filtre de Kalman-Bucy
On considere une récurrence aléatoire définie par

Xy = FpeXp_ 1+ fr+er (3.2)
Yi = HpXi+ hg+n, (3.3)

ou F, € Mg(n,n), fr € R*, H, € Mg(m,n), hy € R™ sont les parametres du
systéme, connus par l'utilisateur, et (), (r)x sont des suites de v.a. que 'on
supposera indépendantes et méme gaussiennes...

Les v.a. (Xj)x & valeurs dans R™ constituent 'objet d’intérét, mais ne sont
pas observables. Les v.a. (V) & valeurs dans R™ sont observées par 'utilisa-
teur. On dit que (3.2) est 'équation d’état, et (3.3) est I’équation d’observation.
Le probleme de filtrage consiste a chercher, a partir des variables observables
(Yi)k, la meilleure approximation des variables inobservables (X).

L’indice k joue un role important. Il représente la date de 1’observation,
et induit une structure de l'information naturelle et de sa progression. Ceci
représente une composante importante du probleme : a4 chaque date k, on
cherche la meilleure approzimation de Xy, sur la base des observations {Y;,j <
k}. D’apres la définition de I'espérance conditionnelle dans £2, comme projec-
tion orthogonale sur I’espace vectoriel engendré par les v.a. de £2 mesurables
par rapport au conditionnement, la meilleure approximation est donnée par

E[X:|Yo, ..., Y],

qui est ainsi la quantité que I'utilisateur cherche a calculer a chaque date k.
Enfin, en vue d’une application réelle, I'aspect de I'implémentation est une

composante essentielle du probleme. Quand la taille des observations croit, 1’ef-

fort numérique pour calculer ’espérance conditionnelle ci-dessus peut devenir
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rapidement gigantesque. Des méthodes de type mise a jour sont trés désirables
pour l'utilisateur : utiliser [’observation la plus récente pour mettre a jour l’ap-
proximation de la date précédente.

3.4.1 Lois conditionnelles pour les vecteurs gaussiens

Dans ce paragraphe, nous isolons un résultat sur les vecteurs gaussiens qui
sera crucial pour la résolution du probleme de filtrage de Kalman-Bucy. Rap-
pelons qu'un vecteur aléatoire Z, a valeurs dans R™, est gaussien si a - Z =
Z?zl a; Z; est gaussien sur R pour tout a € R”.

Proposition 3.13. Soit (X,Y) un vecteur gaussien d valeurs dans R™ x R™
de moyenne et de matrice de variances-covariances

X X XY\T
([~ _( Ve (v
M—(uy> et V_(VXY VY :
Supposons que la matrice V[Y] = VY est inversible. Alors, la loi conditionnelle
de X sachantY =y est gaussienne de moyenne et variance :
EX|Y = y] = pX+VXY (V) y—pY), et VXY = y] = V¥V (@)L ()T

Démonstration. 1- On note Z = (X,Y’), et on suppose d’abord que V est in-
versible. Alors, pour z = (z,y) € R” x R™, on calcule la densité de la loi de X
conditionnellement & {Y = y} au point z par :

fz(2)
Ixpy=y(z) =
xiv=y(?) fy(y)
= (2m)~"/2 dgtiz/v? el 3G TV T )+ S (=) T V) T )]

(3.4)
On note W := VX — VXY (VY) =L (VXY)T et on vérifie par un calcul direct que

(377 Yo (o 0) = (05 o

dont on tire que

det(V)
dery) = et (3.6)

On déduit aussi de (3.5) que

= (o DO ) (3 0)

qui implique que :

=WV z—pn) = (z-M@)" W (z- M)
+y— )TV Ty =), (3.7)
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ot M(z) := p* + VXY (VY)"(y — p¥). en injectant (3.6) et (3.7) dans (3.4),
on obtient une expression de la densité conditionnelle px|y—, qui correspond a
la loi annoncée dans la proposition.

2- Pour une matrice V générale, on considere 'approximation 7, := Z + %G,
oll G est une v.a. indépendante de Z de loi gaussienne centrée réduite dans
R™t™_ Alors, on peut appliquer le résultat de la premiere étape et obtenir
'expression de la densité fx, |y, —,(y) qui converge vers la densité annoncée dans
la proposition, et par convergence dominéeles il y a convergence des fonctions de
répartition correspondantes en tout point. Ainsi, pour finir la démonstration,
il ne reste plus qu’a vérifier que X,|Y,, = y converge en loi vers X|Y = y,
par exemple en montrant que ®x |y, -, — Px|y—, simplement. Pour cela, on
calcule directement :

x|y, —y(u) = E[e"*|Y, =y]
E [em OOy 4+ a3 =y,

ol G™ = (G}, GY) := LG. En remarquant que G7 est indépendant de (X, Y, G%),

T n

puis que G% est indépendant de (X,Y), on obtient alors :

Dy, v, =y(u) = Pgp(u)E []E [ XY =y — g]g:Gg]
= (I)G? (U)E [{(I)X\Y:y—g(u)}gz(;g] — (I)X\Y:y(u)
par utilisation du théoreme de convergence dominée. &

3.4.2 Filtre de Kalman-Bucy

Précisions a présent les hypotheses sur les composantes aléatoires du systeme
d’état-observation (3.2)-(3.3) :

— l'état initial X, est gaussien de moyenne uf := E[X,] et de variance

Ve¥ 1= V[Xo),

— Daléa générant 'état (1) x est une suite de v.a. indépendantes gaussiennes

centrées de variances V7,

— le bruit d’observation (n)r est une suite de v.a. indépendantes gaus-

siennes centrées de variances V',

— les bruits (ex)k, (7x)x et I'état initial Xy sont mutuellement indépendants.
On modélise l'information en introduisant les o—algebres Fi, := o(Yp, ..., Yx).
Pour tout N, le vecteur aléatoire (X, Yi)o<r<n est gaussien. La proposition
3.13 garantit que la loi conditionnelle de X} sachant Fj, est une gaussienne dont
il suffit de calculer la moyenne et la variance pour la caractériser :

Xy = E[Xp|Fl, Vi = V[Xg|Frl.

Notons que, d’apres la proposition 3.13, la matrice de covariances conditionnelle
Vi est indépendante du conditionnement :

Vi = E [(Xk — X (X — Xk)T} .
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Pour un calcul efficace des caractéristiques de la loi du filtre X et Vi, on procede
en deux étapes :
1. Etape de prédiction : étant donnés (Xk_l, Vi—1), on voit de I’équation
d’état (3.2) que la loi de X}, sachant Fj_1 est gaussienne de caractéristiques :

XP' = E[Xp|Fia], VP 1= V[Xp|Feoa] = E [(Xk — XP) (X — X}fr)T] :

ou on a encore utilisé que la matrice de variance est indépendante du
conditionnement, comme conséquence de la proposition 3.13.

2. FEtape de correction : on utilise I'information supplémentaire Yj, de la date
k ou, plus précisément, l'innovation

Iy = Yi—EYilFioa] = He(Xi = X2") + i,

ol on a utilisé I'équation d’observation (3.3) et le fait que 7y, est indépendant
de Fi_1. En particulier, on voit que

(I)r est gaussien et E[Iy] = E[Ix|Fr_1] =0,
V[Ik) V| Fr-1] = I{k‘/'kpr['l,;F + V.
(3.8)

Théoréme 3.14. (Kalman-Bucy) Supposons que la matrice de variance du
bruit d’observation V,! est inversible pour tout k > 0. Alors, les caractéristiques
de Détape de prédiction sont données par X§" = uff = E[Xo], V' = V5¥ =
V[X0]7
X =FXe a4 fi, VO =FEViaFL+V! k>1, (3.9)

et celles de I’étape de correction :

Xip = XP' + Ki[Ye — (HuXP' + hy)), Vi = (I — KuHp)VP', k>0, (3.10)
ot Ky, := VI HI (H VP HE + V.Y ™1 est appelée matrice de gain de Kalman.

Démonstration. On décompose en trois étapes :
1- Initialisation de la prédiction. Le vecteur aléatoire (Xo,Yy) est gaussien de
moyenne et variance

1o Vi Ve* Hy
Hou )’ HoVX HoVEHT + V) )

On déduit de la proposition 3.13 que la loi de X conditionnellement a Yj est
gaussienne de caractéristiques

Xo = uy + V5 Hy (HoV5 Hy + Vy) ™' [Yo — (Hopg + ho)l,
Vo = V5¥ =Vi"Hy (HoV5 Hy + V') " Ho V5.
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2- Prédiction. D’apres la proposition 3.13, la loi de X} sachant Fj_; est gaus-
sienne dont on calcule la moyenne et la variance a partir de I’équation d’état :

X;Sr Fp X1+ fi

V= E|[(X - X - X7
= E [(Fk(Xk—l — Xp1) +en) (Fu(Xp1 — Xpo1) + 5k)T]
= FViaFf+V,

d’apres nos hyptheses sur le bruit 7.
3- Correction. D’apres la proposition 3.13, la loi de X}, sachant Fj est gaus-
sienne. D’apres (3.8) et la proposition 3.11, on calcule :

X, = XP+E {X;C — XP Fily, Ik} = X"+ E {X,g _ X}jru,g} (3.11)
Par suite, Xj, — Xj = (Xy — X};r) —E [Xk — X,SWI;C}, et
Vi = E [(Xk — X (X — Xk)T} ~ E [V[Xk - Xgruk.]] . (3.12)

Pour calculer (3.11) et (3.12), on observe que le vecteur aléatoire (Xj, — XP*, I.)
est gaussien centré de matrice de variance

VP VP HT
H VP HVPHE+V )

La matrice H,VP"H" + V]! est inversible, du fait de ’hypothése d’inversibilité
de V,', on déduit alors de la proposition 3.11 que

X, = XP+VPHI(HVPHT + V)L,

Ve = VP =VIPH(H V) Hy + V)" H VP



66

CHAPTER 3. ESPERANCE CONDITIONNELLE



Chapitre 4

Processus aléatoires et
structure d’information

Dans tout ce chapitre (2, .4, P) désigne un espace probabilisé.

4.1 Processus aléatoire

Soit X = (X,,)n>0 une suite de v.a. sur (2, A) a valeurs dans un ensemble
mesuré (E,&). On dit que X est un processus aléatoire. L’indice n indique la
date & laquelle la v.a. X,, est observée. Afin d’introduire le déroulement du
temps et la structure de l'information qui en découle, on introduit la notion
importante suivante.

Définition 4.1. (Filtration) Une filtration de A est une suite croissante F =
(Fn)n>0 de sous-c—algébres de A. On dit que (2, A,F) est un espace probabili-
sable filtré et (2, A,F,P) un espace probabilisé filtré.

Pour chaque n € N, la sous-o—algebre F,, représente 'information disponible
a la date n. La croissance de la suite (F,), traduit 'idée que 'information ne
peut que s’accumuler au fil du temps, et qu’il n’y a pas de possibilité d’oublier
des informations passées.

Exemple 4.2. Soit X = (X,,),, un processus aléatoire de (2, A) dans (E,E).
Alors la suite

FX = o(X;,i<n), n>0,

n

est une filtration de A appelée filtration naturelle de X .

La notion de filtration permet de décrire la structure de I'information et de
sa dynamique dans le temps de maniére précise. De la méme fagon qu’une v.a.
fait référence a une o—algebre, un processus aléatoire se doit d’étre décrit en
relation avec une filtration.
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Définition 4.3. Soient X = (X,,), un processus aléatoire, et F = (F,), une
filtration de A. On dit que

(i) X est F—adapté si X,, est F,—mesurable pour tout n > 0,

(il) X est F—prévisible si X,, est F,,—1—mesurable pour tout n > 0, ot F_1 :=

{0,Q).

4.2 Temps d’arrét

Définition 4.4. Un temps d’arrét v est une variable aléatoire a valeurs dans
N U {oco} telle que

{v=n} € F, pour tout n > 0.
On note par T 'ensemble des temps d’arrét.

Remarque 4.5. On pourra vérifier en exercice que v est un temps d’arrét si
et seulement si

{v<n} € F, pour tout n > 0.
C’est cette définition équivalente qui s’étend au temps continu.

La notion de temps d’arrét joue un role central dans ’analyse des processus
aléatoires. C’est la vraie notion de temps aussi bien pour les développements
mathématiques que pour la modélisation. Les prises de décision en présence
d’une structure d’information doivent prendre en considération l'information
disponible a la date courante, et les seuls temps alétoires qui sont perceptibles
par un agent, dont la structure d’information est décrite par une filtration F,
sont les temps d’arrét.

Le résultat suivant fournit une grande classe de temps d’arrét.

Proposition 4.6. Soit (X,,),>0 un processus F—adapté a valeurs dans (E,E).
Pour tout A € £, on définit le premier temps d’atteinte :

Ta = inf{n>0: X, € A},
avec la convention inf ) = co. Alors Ty est un temps d’arrét.

Démonstration. Pour tout n > 0, k < n, on a (X;)"1(A) € Fr C F,, du fait
que X est F—adapté. On déduit alors que {T4 < n} = Up< {Xx € A} =
Uk;gn(Xk)_l(A) e F,. &

Donnons maintenant les propriété de stabilité élémentaires des temps d’arrét.

Proposition 4.7. (i) Soient 7 et 0 deux temps d’arrét. Alors T N0, TV 6,
T+ 0 sont des temps d’arrét.

(ii) Soient T un temps d’arrét, et ¢ > 0 une constante. Alors 7+ c et (1+¢)T
sont des temps d’arrét.

(i)  Soit (Th)n>0 une suite de temps d’arrét. Alors liminf, 7,, et limsup,, 7,
sont des temps d’arrét.



4.3. INFORMATION, CONDITIONNEMENT 69

Démonstration. Exercice! &

Proposition 4.8. Soient {X,,,n > 0} un processus aléatoire d valeurs dans un
espace mesuré (E,E), et T un temps d’arrét. Alors, la fonction aléatoire

X, rwen — XT(W)(W)
est une variable aléatoire.

Démonstration. Pour voir que X, est A—mesurable, on écrit que pour tout
Aeg,
(X)) = | [r =k n(X0) ' (A)],

k>0

et on remarque que pour tout k > 0, les événements {7 = k}, (Xx) *(A) sont
dans F;, C A, leur intersection est donc dans A. Par suite (X,) ' (A) € A
comme union dénombrable d’éléments de la o—algebre A. &

4.3 Information a un temps d’arrét et condition-
nement

On définit a présente l'information disponible & un temps d’arrét. Ceci
conduit naturellement & la notion suivante :

F, = {Ae A : An{r=n}e F, pour tout n >0},

i.e. 'ensemble des événements qui, si le temps d’arrét vaut n, sont dans ’en-
semble d’information de la date n. Il est clair que si 7 = n € N est déterministe,
alors F, = JF,, définit bien une o—algebre. Ceci reste vrai grace a la notion de
temps d’arrét.

Proposition 4.9. Pour tout temps d’arrét 7 € T, Fr C A est une sous-
o—algébre de A. Si X est un processus aléatoire F—adapté, X est F.—mesurable.

Démonstration. 1- Il est clair que 0 € F,. Si A € F; alors A°N{r =n} ={r=

nt\(AN{r=n}) ={r=n}n(An{r =n})° € F, pour tout n > 0, i.e.

A¢ e Fn. Si(4;); C Fr, alors (U;A;) N {1 =n} = (U;(4; N {T =n}) € F,, pour

tout n > 0, i.e. U;A; € F.. Ainsi F, est une c—algebre.

2- On cacule directement que {X, € A}N{r =n} ={X,, € A}n{r =n} € F,.
¢

Exercice 4.10. Pour un temps d’arrét T et un événement A € F,, on définit

TA =Tl 4+ 001 ge.

Montrer que T4 est un temps d’arrét.
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Pour un temps d’arrét 7, nous pouvons évidemment définir la notion d’espé-
rance conditionnelle par rapport a F, qui obeit aux conditions habituelles. Le
résultat suivant généralise la propriété des projections itérées de l’espérance
conditionnelle.

Proposition 4.11. Soient 7 et 0 deux temps d’arrét. Alors, {T < 0}, {T > 6}
et {T =0} € F, N Fy, et pour toute v.a. X intégrable, on a

E{E[X|F-][ Fo} = E{E[X|Fp][ Fr} = E [X|Frno].-

Démonstration. Pour tout n > 0, ona {r <0}Nn{r=n}={0>n}tn{r=
n} = {0 <n}°n{r =n} € F,, prouvant que {r < 0} € F,. Par un argument
similaire, on montre aussi que {7 < 0} € Fp.

Pour la propriété d’espérance conditionnelle, il suffit de montrer pour une v.a.
positive X que E{E[X|F,]|| Fo} = E[X|Frno] =: & En effet, pour tout A € Fy :

E [ElA] = E [E [X|~F7'/\9] ]-A]-TSG] +E [E [X|~FT/\9] 1A17‘>9]
E[E[X|Frrol1ali<g] + E[E[X1al,59|F0]],

car {7 > 0} € Fy d’apres la premiére partie de cette démonstration. En utilisant
le théoreme des projections itérées, on obtient alors :

E[¢la] = E[E[X|Frao)lalr<o] +E[E[X1al,59|F/]]
= E[E[X|F]1al,co] + Y ) E[E[X1ali—ylip_sy|F]]
i>0 j<i
= EEX|F]Lalr<ol + D E[E[XIF]1aliriplio—p]
i>0 j<i
= EEX|F]1alrco] + EE[X|F]1al,s0]
= EE[X|F]14].



Chapitre 5

Chaines de Markov :
premieres définitions

5.1 Premieres définitions

5.1.1 Dynamique markovienne

Dans tout ce chapitre, nous considérons un processus stochastique X =
(Xn)n>0, défini sur un espace probabilisé (€2, A, P), et prenant ses valeurs dans
un espace d’états discret FE, fini ou dénombrable. Nous noterons ,, la distribu-
tion marginale de X, :

n(x) :=P[X,, = x| pour tout =€ E,

et FX la o—algebre des événements passés jusqu’a la date n sur la base de
I’observation du processus X :

FX = o{Xo,..., Xn}.

Définition 5.1. On dit que (X,,)n>0 est une chaine de Markov si
P [Xn € A|.7-"§_1} =P[X, € A|X,,—1] pour tous ACE etn>1.

En d’autres termes, une chaine de Markov est un processus stochastique
dont la dépendance au passé est résumée par la seule observation présente. Les
probabilités de transistion introduites dans la définition précédente peuvent étre
représentées par les matrices de transistion P, = (P, (z, y))xyeE définies par

P, (z,y) :=P[X, =y|Xn—1=2] pour n>1, z,y€E.

Comme l'espace d’état F est au plus dénombrable, il s’agit de matrices de taille
au plus dénombrable. En termes d’algebre linéaire, ces matrices de transition
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sont dites stochastiques, c’est a dire qu’elles sont a composantes positives et que
leurs lignes somment a ['unité :

P, (z,y) >0 et Z P,(z,y) =1 pour tous z,y € E.
yeE

Ceci traduit le fait que P,(z,.) définit une mesure de probabilité sur P'espace
d’état discret E.

Nous avons ainsi construit pour toute chaine de Markov une suite (Py,)n>0
de matrices de transition. Le résultat suivant donne la réciproque.

Proposition 5.2. Soit (U,)n>0 une suite de v.a. #d de distribution uniforme
sur [0, 1], et soit (P,)n>1 une suite de matrices stochastiques sur un espace d’état
E. Alors, pour toute distribution initiale 7y, il existe une chaine de Markov de
loi initiale Ty et de matrices de transition (Pp)n>1.

Démonstration. Avec E = {z;,1 € N}, on pose Ilo(i) := >, ., mo(2;). On définit
la variable initiale B

Xo = Z 2111y (i—1),110 ()] (Vo)

i>0

qui est bien distribuée suivant la loi my. Puis, étant donnée la v.a. X,,_1, on
pose TIn"~* (i) := > j<i Pno1(Xpo1,25), et on définit

X, = inl]nfn—l(iil)vnfn—l(i)](Un)7
>0
dont la loi conditionnelle & X,,_1 est bien P,_1(X,_1,.). &

5.1.2 Distributions marginales, espérance

Par conditionnements successifs, on voit immédiatement que la distribution
du n—uplet (Xp, ..., X,) extrait d’une chaine de Markov X se décompose en :

]P)[(Xo,,Xn) = (l’o,...,(En)] = IP)[XO ::co]Pl(:vO,xl)~~Pn(xn,1,xn)
= mo(wo)Pi(z0,21) - Pu(Tn_1,Zn),

pour tous xg,...,x, € FE. En particulier, les probabilités marginales m, se
déduisent de 7y et des matrices de transition par :

T (2) = Z mo(20)P1(xo, 1) ... Py(xp—_1,2) pour tout zx € E.
0,y Tn—1€E

Ces formules se simplifient considérablement en utilisant les notations matri-
cielles :

m, =moP; ... P, pourtout n >1,
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ou la distribution 7y est a comprendre dans ce contexte comme un vecteur ligne
de taille card(E) multipliant & gauche le produit de matrices P; ... P,.

Un argument de conditionnement similaire conduit a la formule de Chapman-
Kolmogorov :

P[Xn = y‘XO = {E] = Z P[Xn = y|Xk = Z]]P)[Xk = Z|X0 = ZC}; T,y € E, (51)
zeE

pour tous 0 < k < n. Cette formule exprime le fait que la probabilité d’aller de x
en y entre la date 0 et la date n se décompose comme la somme des probabilités
d’aller de x en y en passant par un état z arbitraire a une date intermédiaire k.

Pour une fonction f : E — R positive ou intégrable, ’espérance condi-
tionnelle E [ f(Xn)|FX 1] se calcule aisément a l’aide de la matrice de transition

E[f(Xo)Faie] = E[f(Xn)|Xn]
=1 (Puf) (Xno1) = Y Pu(Xa-1,9)f(1).

yeE

En représentant f par un vecteur colonne (f(z),z € F) de taille card(E), la
formule précédente peut étre comprise comme le produit matriciel a droite

P.f:
E [f(Xn)|Xn—1 = 33] = (Pnf)(x) (52)

Enfin, ’éspérance non conditionnelle de la variable aléatoire f(X,,) se calcule
par le produit matriciel

E[f(X,)] =moP1--+ P,f pourtout n > 1. (5.3)

Insistons sur le fait que la distribution 7y est représentée par un vecteur ligne,
alors que la fonction f est représentée par un vecteur colonne.
Enfin, pour tout x € E, nous noterons par P, la probabilité conditionnelle

P (X1, o, Xn) =(21,...,20)] = P[(Xy,...,Xn) = (21,...,2,)| X0 = 7]
= Pi(x,z1)... Py(xpn_1,zn),

et par E, 'opérateur d’espérance conditionnelle correspondant :
E.[f(Xn)] = E[f(Xp)|Xo=2] = 6.P1...P.f,

ot J,(.) = 1,(.) désigne la mesure de Dirac au point z, et est représentée par
un vecteur ligne de taille card(E). Si la distribution de X est le vecteur ligne
o, on notera parfois I’espérance par :

Ero [f(Xn)] = E[f(Xn)] = moPr...Pof

afin de rappeler explicitement la distribution initiale.
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Exercice 5.3. Soient X et Y deux chaines de Markov.

1. 5i X et'Y sont indépendantes, montrer que (X,Y) est une chaine de
Markov (appelée chaine produit). Donner un exemple de chaines non

indépendantes pour lesquelles le couple (X,Y) n’est pas une chaine de
Markowv.

2. La somme X +Y n'est en général pas une chaine de Markov (donner un
contre exemple).

3. On note X = maxy<, Xy le mazimum courant de la chaine ou le pro-
cessus record. Montrer que {X,n > 0} n’est pas une chaine de Markov,
en général, et que le couple (X, X*) en est une.

5.1.3 Propriété de Markov forte

Si (Xp)n>0 est une chaine de Markov caractérisée par la distribution initiale
7o et les matrices de transition (P,),>0, le processus stochastique (Xg4n)n>0 €st
une chaine de Markov caractérisée par la distribution initiale 75 et les matrices
de transition (Pyyn)n>0. Le résultat suivant montre que cette propriété s’étend
aux temps d’arrét.

Théoréme 5.4 (Propriété de Markov forte). Soient X = (X,,)n>0 une chaine
de Markov et T un temps d’arrét a valeurs dans N. Alors pour tout A C E et
n>1:

P[Xrpn € AIFN 1] = PXrjn € Al X 0]

T

Démonstration. Soient A C E, B € FX,,, 4, et n > 1 fixés. On calcule directe-
ment que :

E{P [XTJrn € A|X7+n71] 1B} = E{]E [1A(X‘r+n)|XT+nfl] 13}

EQ Y E[La(Xitn)| Xntno1] L=}
k>0

= E ZE[lA(XkJrn)‘flﬁnfl] 1pn{r=k} ¢ >
k>0

ou la derniere égalité découle du fait que X est une chaine de Markov. Comme
7 est un temps d’arrét, BN {r =k} =BN{r+n—-1=k+n—1} € F,_1.
et par suite

E{P[X74n € A|X74n1]1p} = E ZE [1A(Xk+n)lBﬂ{T:k}|-7:lggrn—1]
k>0

On conclut alors en utilisant le théoreme de convergence monotone ainsi que la
propriété des projections itérées des espérances conditionnelles :

E {IP [XT-HL € AlXT-i-n—l] 1B} = E{lA(XT-i-n)lB}'
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Comme B € F, 4,1 est arbitraire, ceci montre bien le résultat voulu d’apres la
définition de l’espérance conditionnelle. &

5.1.4 Chaines de Markov homogeénes

Dans le cadre de ce cours, nous allons nous intéresser essentiellement aux
chaines de Markov dont les transitions sont indépendantes de la variable tem-
porelle.

Définition 5.5. Une chaine de Markov X est dite homogéne si sa matrice de
transition P, est indépendante de n.

La distribution d’une chaine de Markov homogene est caractérisée par la
distribution 7y de la variable aléatoire initiale X, et la matrice de transition
P. Les distributions marginales se déduisent simplement des puissances de la
matrice de transition :

T, = mP"  pour tout n > 1.

La formule de Chapman-Kolmogorov (5.1) est tout simplement la traduction
probabiliste de de la décomposition algébrique de la puissance P™ en produits
pkpn—k pour tout k < n.

Enfin, si (X,)n,>0 est une chaine de Markov homogene caractérisée par
(mo, P), le processus stochastique (Xjin)n>0 est une chaine de Markov ho-
mogene caractérisée par la distribution initiale 7y et la matrice de transition
P. Ce résultat sétend aux temps d’arrét grace a la propriété de Markov forte
énoncée dans le théoreme 5.4.

5.2 Exemples

Dans ce paragraphe, nous décrivons quelques problémes, qui se modélisent
naturellement par des chaines de Markov, issus d’applications aussi diverses
que la physique, I’économie, la dynamique des populations, la génétique, les
télécommunications... D’autres problemes seront développés dans les chapitres
ultérieurs.

Exemple 5.6. (Marche aléatoire) Nous commengons par un exemple général
qui intervient dans le cadre de plusieurs applications. On suppose que E est un
réseau, i.e. un sous-groupe additif discret. L’exemple typique dans nos applica-
tions est Z?. Soit (€n)n>1 une suite de v.a. iid & valeurs dans E. Etant donné
une initialisation par une v.a. Xy a valeurs dans E, la marche aléatoire sur le
réseau F est définie par la suite de v.a.

X,=X,_1+&, pourtout n >1.
Ceci définit clairement une chaine de Markov homogene de matrice de transition

P(z,y) =P[¢&s =y—z]=:ply —x) pourtous x,y € E.
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Comme X,, = Xo+ > ,<,&, on déduit de la loi des grands nombres que
X,, = nE[¢1] + o(n) p.s. En particulier, si E[&;] # 0, la suite part a linfini le
long de cette direction. Si E[¢;] = 0 et E[¢?] < oo, le théoréme central limite
montre que n~'/2X,, converge en loi vers une gaussienne centrée de variance
Vie,)

Pour E = 74, 1a marche aléatoire est dite au plus proche voisinsi P(z,y) = 0
des que |z — y|1 > 1, et symétrique si de plus

1
P(a,y) = 57 La—yli=1}-

Pour des réseaux plus généraux, on peut définir des notions analogues de voisins
directs et étendre de maniere naturelle la notion de marche aléatoire au plus
proche voisin symétrique.

Exemple 5.7. (Urne d’Ehrenfest) 1l s’agit d’un modele simple de mécanique
statistique proposé par Tatiana et Paul Ehrenfest. Une urne contient un nombre
N de particules d’un gaz réparties dans deux compartiments communiquants
numérotés 0 et 1. N est de 'ordre du nombre d’Avogadro 6,02 x 1023, Les par-
ticules sont initialement réparties selon une distribution donnée. La répartition
entre les deux compartiments varie de maniere aléatoire comme suit. A chaque
date de changement, une molécule choisie au hasard (uniformément parmi toutes
les molécules) change de compartiment. Ce probleme peut étre modélisé de
deux points de vue différents. La modélisation microscopique s’intéresse a la
dynamique individuelle dans le temps de chacune des particules du systeme.
La modélisation macroscopique s’intéresse au nombre de molécules se trouvant
dans chacun des compartiments.

Modélisation microscopique. Pour des entiers ¢ > 0et 1 < 7 < N, on désigne par

Xf le numéro du compartiment contenant la jéme particule a la date i. Ainsi
Xf prend ses valeurs dans {0, 1}, et ’état du systeme a la date ¢ est décrit par
le vercteur aléatoire X; = (X7,1 < j < N) & valeurs dans E™<° := {0,1}.
Rappelons que, N étant tres grand, le vecteur X; a une taille tres grande, et
tous les calculs numériques demandent rapidement un effort gigantesque.

Pour modéliser la dynamique du systéme, on introduit une suite (&;,7 > 1)
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la loi
uniforme sur ensemble {1,2,..., N}, et indépendantes de X,. A chaque date
1, la réalisation de la variable aléatoire &; indique la particule qui change de
compartiement, i.e.

X7

Lo=X/pourj#£& et Xi=1-X;.

La caractere iid de la suite de v.a. (§;,7 > 1) implique que la suite de vecteurs

aléatoires {X;,i > 0} forme une chaine de Markov homogene sur E™° de
matrice de transition

P (g y) = Nl{\fﬂ—yllzl} pour tous z,y € E™° = {0, 1}N7
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oulzl = cjon |27 | désigne la norme 1 dans R™. 11 s’agit de la marche alétoire
au plus proche voisin, pour I’addition modulo 2, symétrique sur {0, 1}7.
Modélisation macroscopique. Une représentation simplifiée du systéme, contour-
nant la grande dimension, consiste a se suffire de décrire le nombre de particules
dans chaque compartiment. Avec les notations précédentes, le nombre de parti-
cules dans le compartiment 1 a la date ¢ est donné par

N
Si = Z le
j=1

Pour tout ¢ > 0, S; est un vecteur aléatoire & valeurs dans ™2™ := {0,1,..., N}.
La distribution de la variable alétoire initiale Sy est directement déduite de celle
de Xj. Pour décrire la dynamique de la suite {S;,7 > 1} de maniére plus simple,
nous introduisons pour tout = € {0,1}" les notations suivantes :

— Soit U* :={i :1 <4< N eta; =1}, que lon représente par U” :=
{n,...,n{} ou k = k¥ = card(U”) et n] < ... < nf. De méme, on
représente I'ensemble Z% := {1,..., N} \ U® par Z% := {n{_,...,n¥}
en arrangeant ses éléments par ordre croissant.

— Pour tout ¢ € {1,..., N}, on pose 7% (i) = n¥.

Ceci définit pour tout x € E™ yne permutation 7 de ’ensemble {1,..., N},
et permet de décrire la dynamique de la suite de variables aléatoires { Sk, k > 0}
par :

Sk = Sp-1 + Lig>siay — Lig<sioay ol ¢, = Winl(fk)a k>1.(54)

Remarquons que, conditionnellement & Xj_1, la v.a. &, hérite de & la distri-
bution uniforme sur E™?  du fait de la symétrie par rotation de cette loi. De
plus, pour tous z € E™° et y € {1,...,N} :

]P’[kal = %f;’c = y] P [Xk—l = maﬂx(gk) = y]
= P[Xp_1=2z|P[r"(&) =y
= P[Xp—1=2]P[§ =y
= P[Xp1=2]P[§ =y,

prouvant que les v.a. X;_1 et £}, sont indépendantes. Il s’en suit que la famille
{&,,k > 1} forme une suite de variables iid selon la loi uniforme sur E™2°°.
D’apres la représentation (5.4), on déduit que {Sg,k > 0} est une chaine de
Markov de matrice de transition :

N —s

S
pmacto(g s 4+ 1) = et PM%(s,5—1) = W pour tout 0 < s < N.

Exemple 5.8. (Un modéle de dynamique des stocks) Un industriel fabrique
a chaque date n > 0 une quantité g d’un certain bien de consommation et fait
face & une demande aléatoire &,. On suppose que la suite de v.a. (&,)n>1 est
iid selon une loi & valeurs entiéres, et on note p; := P[¢; = ¢] pour tout ¢ € N.



78 CHAPTER 5. CHAINES DE MARKOV

L’industriel répond a la demande autant que possible en utilisant sa production
et ses stocks.

Si on note par X, le niveau des stocks a la date n, on obtient la dynamique
suivante :

X, =(X,_1+q—D,)" pour tout n>1.

la suite de v.a. (X,,)n>0 forme ainsi une chaine de Markov homogene sur £ = N,
de matrice de transition

P(z,0) =P[D,, >z +q] = Z p; pour tout =z €N,
i>2zT+q
P(z,y) =Plz+q¢— D, =y] = pg4a—y pourtous z,y€N, y>1.

Exemple 5.9. (Ruine du joueur) Deux joueurs A et B, dotés initialement de
montants a,b € N respectivement, jouent a Pile ou Face. A chaque étape du jeu,
chaque joueur effectue une mise unitaire. Le joueur B perd sa mise (en faveur
du joueur A) avec probabilité p, et gagne avec probabilité 1 — p. Les différentes
étapes du jeu sont indépendantes, et le jeu continue jusqu’a ce que I'un des
joueurs soit ruiné, i.e. I'un des joueurs se retrouve avec le gain a + b, et 'autre
avec 0.

Ce jeu se modélise en introduisant une suite de variables iid (&,,),>1 telles
ques (1 + &,)/2 est distribuée selon une loi de Bernoulli. Pour chaque n > 1,
&, = 1 indique que le joueur A gagne I’étape n, et &, = —1 indique que A perd
I’étape n. La fortune du joueur A & chaque étape est donc donnée par :

XO =a et Xn =Xp_1+ £n1{0<Xn71<a+b}7 n > 1.

Ainsi, (X,)n>1 est une chaine de Markov homogene sur l'espace d’état E =
{0,1,...,a+ b} de matrice de transition

P(0,0) = Pla+b,a+0b) =1,
et
P(n,n+1)=1—Pn,n—1)=p pour 0<n<a+bh.

Sip =1/2 on dit que le jeu est équilibré, et sinon qu’il est biaisé. On peut aussi
considérer le cas limite b = oo ou le joueur A ne s’arréte que quand sa fortune
initiale est epuisée.

Rearquons enfin, que cet exemple rentre partiellement dans I'’exemple 5.6
puisqu’on peut voir (X,,),>1 come une marche aléatoire arrétée.

Exemple 5.10. (Processus de branchement)  Ces modeles ont été introduits
pour modéliser les générations successives d’une population. Les individus de la
population peuvent représenter les membres d’une certaine espece (de poissons,
par exemple), des virus dans un organisme, des personnes infectées par une
épidémie, ou des neutrons lors d’une réaction nucléaire. Une introduction plus
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détaillée sera donnée dans le chapitre 10, on se borne ici & décrire la modélisation
en termes de chaine de Markov.

On désigne par X,, la taille de la population a la date n. On note par &'
la variable alatoire & valeurs entieres représentant le nombre de descendants de
chaque individu ¢« < n a la date n. La dynamique de la taille de la population
est ainsi décrite par :

Xn
Xnt1 = Zfzn pour n >0,
i=1
ot la somme est nulle sur {X,, = 0}. On suppose de plus que toutes les variables
aléatoires {£*,1 < i < n,n > 0} sont indépendantes entre elles et de méme loi de
probabilité. Sous cette hypothese, (X, )n>0 est une chaine de Markov homogene
sur 'espace d’état F = N, de matrice de transition

x
P(0,0)=1et P(z,y) =P lfo = y] pour tout x > 1.
i=1

On voit ainsi que la matrice de transition est peu commode a utiliser dans le
cadre de cet exemple. En fait, ’analyse de cet exemple passe par 'utilisation de
la fonction génératrice :

ot Ge¢(z) :=E [xg?] est la fonction génératrice commune aux £. On déduit la

relation de récurrence :
Gn(z) = Gp—10Ge(x) pour tout n > 1,

qui caractérise ces fonctions génératrices pour toute donnée initiale Gy.

Par exemple, si Zy = 1, alors Go(x) = z, et la récurrence précédente implique
que G, (z) = Ggo...0G¢ n fois. On peut aussi remarquer que si E[¢] < oo, on
obtient par récurrence que E[X,] = G/ (1).

Exemple 5.11. (Recherche par automate de comptage) FEtant donnée une
suite de caracteres issus d’un certain alphabet, il s’agit d’analyser les apparitions
successives d’une certaine chaine de caracteéres (ou mot). Par exemple, 'alphabet
peut étre

— {0,1} dans un systeéme informatique,

— {A,C,G,T} dans un brin d’ADN ; les nucléotides Adénine (A), Cytosine
(C), Guanine (G), et Thymine (T) apparaissent sur les parties codantes
de 'ADN.

Supposons que ’on cherche a détecter les occurences du mot GAG sans chevau-
chement (par exemple, le suite GAGAG contient une seule occurence sans che-
vauchement). On définit alors espace d’état E = {0, G, GA, GAG}, et on par-
court la chaine de caractere. L’état de 'automate X,, a chaque étape est donné
par :
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— X, =0.
— Si X,,_1 =0, alors X,, = G si le n'®™M€ caractere est G, et X,, = 0 sinon.

— Si X,,_1 =G, alors X,, = GA si le nieMe caractere est A X,=Gsile
iéme

n caractere est G, et X,, = 0 sinon. .

— Si X,,_1 = GA, alors X,, = GAG si le n'®™€ caracteére est G, et X,, =0
sinon. .

— Si X,,_1 = GAG, alors X,, = G si le n'®™€ caractere est G, et X, = 0
sinon.

En supposant que les caracteres A et G sont tirés de maniere indépendante
selon les probabilités communes pa, pg, on voit que (X,,),>0 forme une chaine
de Markov homogene sur l'espace d’état F, de matrice de transition

1—pa pc 0 0
p l—pa—-pec pc pa O
1—pa 0 0 pc
1—pa pec 0 O

Exemple 5.12. (Processus de renouvellement) Soit (D;);>1 une suite de v.a.
iid & valeurs dans N\ {0}. Pour tout ¢ > 1, D; représente la durée de vie du
composant i que l'on installe deés que le composant ¢ — 1 tombe en panne. On
s’'intéresse a I’age X,, du composant en place a la date n :

Xn=n—0p_q1006, 1:=sup{D1+...+ D : k>1let D1 +...+ Dy <n}

est la date d’installation du composant en place. On pose 6y = 0. Comme
les durées de vie des différents composants sont iid, la suite (X,),>1 forme
une chaine de Markov homogene. On calcule immédiatement les probabilités de
transition correspondantes :

(x,z+1) [Dy >z + 1|D; > z] PD; > 1]
P(z,0) = 1—P(x,z+1), pour z > 1,

et P(0,0) =1— P(0,1) = 0 puisqu’on a supposé que P[D; = 0] = 0.

Exemple 5.13. (File d’attente ¢ un serveur) Pour modéliser une file d’at-
tente, on introduit le nombre d’arrivants &, (a valeurs entieres) a chaque date
n, et on suppose qu’une tache est servie a chaque date. Si on note par X, le
nombre de taches dans la file d’attente, on a la dynamique :

X, =Xpn1— 1)+ +&,, pourtout n > 1.

On suppose que les v.a. (&,)n>1 sont iid. Alors (X,,)n>0 est une chaine de
Markov homogene sur I'espace d’état ¥ = N, de matrice de transition

P(z,y)=P[& =y—(z—1)*] pourtous =z,y€cE.
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5.3 Probleme de Dirichlet et chaines de Markov
homogenes

5.3.1 Probléme de Dirichlet

Etant donnée une matrice de transition P sur E et un sous-ensemble non vide
A C E, le probleme de Dirichlet consiste & trouver une fonction v : £ — R
vérifiant

u=f sur A et (I—-Plu=0sur E\ A4, (5.5)

ou la fonction wu est ici représentée par le vecteur colonne (u(z)).cr de taille
card(E). On désignera par (P, f) les caractéristiques du probléme de Dirichlet
(5.5).

Exemple 5.14. Considérons la marche aléatoire X sur Z définie a partir d’une
suite de variables iid (£,)n>1 par X, = Xp_1 + &, avec P, = —1] = P[§, =
1] = % Ceci définit clairement une chaine de Markov de matrice de transition

1
P(i,j) = 3 1yi—jj=1y pour tous i,j € Z.
Alors léquation (I — P)u =0 se traduit par :
1
~5 [u(z+1) —2u(z) +u(xr —1)] =0 pour tout x € Z.

1l s’agit de la discrétisation (par différences finies) de ’équation de la chaleur
stationnaire. La condition au bord uw = f sur A s’interpréte dans ce cadre comme
une source de chaleur maintenue sur le bord de A.

Notons que le probleme de Dirichlet est purement déterministe. En effet la
formulation (5.5) n’évoque aucun objet aléatoire, il s’agit de trouver une fonc-
tion u(x) déterministe qui en est la solution. Le cadre probabiliste qui sera in-
troduit servira pour obtenir une représentation de la solution grace au caractere
stochastique de la matrice P.

5.3.2 Temps d’atteinte d’un ensemble par une chaine de
Markov

Le but de ce paragraphe est d’exhiber la solution (unique dans une certaine
classe) du probleme de Dirichlet (5.5). Pour cela, on introduit une chaine de
Markov homogene (X,,),>0 dont la matrice de transition P est celle qui apparait
dans la formulation du probleme (5.5). L’existence d’une telle chaine de Markov,
pour toute donnée initiale X, est assurée par la proposition 5.2.

Le premier temps d’atteinte par la chaine du sous-ensemble A qui apparait
dans la formulation du probléme de Dirichlet (5.5) est défini par :

Ty = inf{n>0: X, € A}. (5.6)
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Le temps d’atteinte T4 est un temps d’arrét. Si A = {z}, on notera simplement
T,.

Remarquons que, étant donnée une condition initiale Xg = =, il n’y a a
priori aucune raison pour que le temps d’atteinte T4 soit fini P, —p.s. ou méme
avec probabilité positive. En effet, la structure tres générale de la matrice de
transition P peut étre telle que les états de 'ensemble A soient inaccessibles
pour la chaine. Ceci est par exemple le cas si P(x,y) = 0 pour tout z € E et
y € A. Nous reviendrons & cette question dans le paragraphe suivant.

5.3.3 Représentation stochastique
de la solution du probleme de Dirichlet

Nous commencons par un résultat de minoration des solutions potentielles
du probléeme de Dirichlet par la fonction

UAf(2) = Eo [f(X1a)1Ta<oc], @ € E, (5.7)
qui est bien définie pourvu que f vérifie la condition d’intégrabilité requise. Si
f est bornée inférieurement, U4 f est bien définie comme une quantité dans
R U {occ}.

Lemme 5.15. Supposons que la fonction f : E — R est bornée inférieurement,

et soit u : E — R une sursolution positive du probléme de Dirichlet (5.5), i.e.
u> f sur A, et u> Pu sur E\ A. Alors u > UAf.

Démonstration. Par définition, on a u > f sur A et

u(z) > Pu(z) = ZP(x,zl)u(x1)+ Z P(x,z1)u(z)

z1€A z1EE\A
2 Z P(z,21) f(z1) + Z P(z,z1)u(wy).
r1€A z1EE\A

En intérant cet argument et en remarquant que :

> P(z,a1)... P(xy—1,xp) f(ze) = Eo [f(X1u)lza=r}]
T1,.., 1 E€EE\A,x €A

on obtient pour tout £ > 1 :

k
u(r) > ZEx [f(XTA)l{TA:n}] + Z P(z,21) ... P(xp—1,zr)u(zr)
n=0 z1,...,c,EE\A

v

k
> Eo [f(Xr)Lima—ny]
n=0
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grace a la positivité de u. Le théoréeme de la convergence monotone permet alors
de conclure que

U(SC) > E, Zf(XTA)]‘{TA:TL} = UAf(x)

n>0

¢

Théoréme 5.16. Pour toute fonction f : E — R bornée inférieurement, la
fonction UAf est solution du probléme de Dirichlet (5.5).

Si de plus f : E — R est bornée et que infcpP,[Ta < oo] > 0, alors
la fonction UAf est l'unique solution bornée du probléme de Dirichlet (5.5) et
P.[Ta < 0] =1 pour tout x € A.

Démonstration. Nous commencerons par montrer que U4 f est solution du probleme
de Dirichlet, puis nous établirons le résultat d’unicité.

1. Pour Xg =2 € A, ona Ty =0 et UAf(x) = f(z) par définition de la fonc-
tion UAf. Pour & € A, on a T4 > 1 et il découle de la propriété des projections
itérées de I'espérance conditionnelle que :

UAf(z) = E,{E[f(Xr)l{m<o}|X1]}

= 3 Pla,y)E, [f(X1)1iri<o}]
yerR

= Y Pa,y)U'f(y) = PUAf(2).

yeE

2. Soit w une deuxieme solution du probléme de Dirichlet (5.5). Quitte & rajouter
une constante & u (et & f), on peut supposer sans perte de généralité que u > 0.
Alors, la fonction

we = UAL —e(u—UAY)

est solution du probléeme de Dirichlet (P, 1). Du lemme 5.15 appliqué au probleme
de Dirichlet (P, f), on déduit que u — U4 f > 0. De plus, comme u et U# sont
bornées, et inf,ep UA1(z) = infyepP.[Ta < 0o] > 0, on peut choisir ¢ > 0
suffisamment petit pour que

1
0< 5UA1 < w. < U1,

Ainsi w, est une sursolution positive bornée du probleme de Dirichlet (P, 1).
D’apres le lemme 5.15, on peut alors conclure que w, > U41, et par suite
we =U* et u=UAf.

3. En remarquant que P,[T4 < oo] = U41(z) et que la fonction constante 1
est solution du probléme de Dirichlet (P, 1), on déduit du résultat d’unicité que
U41=1. O
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Remarque 5.17. Dans la démonstration précédente, la bornitude n’est uti-
lisée que pour prouver I'unicité. Ainsi, en combinant I’étape 1 de la preuve du
théoreme 5.16 avec le lemme 5.15, on obtient que pour f > 0, la fonction U4 f
est la plus petite sursolution positive du probléme de Dirichlet (5.5).

Remarque 5.18. Dans le cas d’un espace d’état E fini, le théoreme 5.16
montre en paticulier que si P,[T4 < oo] > 0 pour tout « € E, alors P, [Ty <
oo] = 1 pour tout & € E. Cette propriété dite de récurrence sera étudiée plus
systématiquement dans le chapitre suivant.

Cette observation s’applique a ’exemple 5.11 d’automate de comptage, ou
lobjet d’intérét est le temps T ag nécessaire pour obtenir pour la premiere fois
le mot GAG. Dans cet exemple, on vérifie immédiatement que P, [Tgac] > 0
pour tout x € E, et on voit alors que Tgag < co P,—p.s. pour tout z € E.

L’exercice suivant montre comment obtenir beaucoup plus d’informations
sur le temps d’arrét Toag.

Exercice 5.19. 1. Pour une v.a. Z a valeurs entiéres, montrer que sa fonc-
tion génératrice vérifie :

E[t?] =1+ (t—1) Z]P’[Z > nl|t"  pour tout t € [0,1].
n>0

2. Dans le cadre de lexzemple 5.11, on note T := Tgac.-
(a) Montrer que

P[T > n7€n+1 - Ga §n+2 - A7§n+3 = G] = P[T > n]pAPQG
(b) Montrer que

P[T > n7§n+1 = Ga§n+2 = A7§n+3 = G] = P[T =n-+ 17£n+2 = A7 §n+3 = G]
+P[T =n+ 3],

et en déduire que

Pl =n+1 P =n+3
Pr>n = L p"+]+ [pp”2+ |
G APG

(c) En utilisant 1, déterminer explicitement la fonction génératrice E[tT]
de la v.a. T.

(d) Calculer E[T] et V[T].

5.3.4 Application au probleme de ruine du joueur

Ce probléme, introduit dans ’exemple 5.9, décrit un jeu de Pile ou Face entre
deux joueurs A et B, dotés initialement des montants a,b € N respectivement.
On note N :=a +b.
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A chaque étape du jeu, chaque joueur effectue une mise unitaire. Le joueur B
perd sa mise (en faveur du joueur A) avec probabilité p, et gagne avec probabilité
1—p. Les différentes étapes du jeu sont indépendantes, et le jeu continue jusqu’a
ce que 'un des joueurs soit ruiné, i.e. I'un des joueurs se retrouve avec le gain
a + b, et Vautre avec 0. La fortune du joueur A a chaque étape est décrite par
une chaine de Markov homogene (X,,)n>1 sur 'espace d’état £ = {0,1,..., N}
de dynamique :

XO =a et Xn =Xp1+ £n1{0<Xﬂ,_1<N}7 n > 1a

ol (§,)n>1 est une suite de variables iid avec P[¢, = 1] =1 - P[§, = —1] = p.
Le jeu s’arréte des que I'un des deux joueurs est ruiné, c’est a dire a la date
aléatoire décrite par le temps d’arrét :

TNy = inf{n>0:X,=00uX, =N} = Ty ATy,

Afin de savoir lequel des deux joueurs est ruiné a la fin du jeu, il faut pou-
voir classer Tj et Ty. On introduit alors la probabilité de ruine de chacun des
joueurs :

Vid(z) =P, [Ty < Tn] et VE(z):=P, [Ty < To].
La probabilité que le jeu soit de durée finie se déduit de ces deux fonctions :
P, [ToATn < o0] = Vir(z)+ ViE (). (5.8)

Avec la notation (5.7), remarquons que Vit (z) = UONIg(z) et VE(2) =
ULONI§n(2), ot 6;(z) = 1y;(x) est la masse de Dirac au point i. D’apres
le théoreme 5.16, V]‘\? et V¥ sont solutions de I’équation :

—(1=plu(z—1)+ulx) —pu(z+1)=0, 1<z<N-1, (5.9)
avec les conditions au bord
Vd0)=1, V&(N)=0 et VZ0)=N, VEN)=1. (5.10)

L’équation (5.9) est une récurrence linéaire du second ordre dont la solution
générale s’écrit en fonction des racines du polynome caractéristique correspon-
dant. Un calcul direct montre que ces racines sont 1 et (1 —p)/p.

— Jeu biaisé Sip # %, les racines sont distinctes, et la solution générale de
l’équation (5.9) est une combinaison linéaire de la fonction constante et
de la fonction 2z — ((1 — p)/p)®. Les conditions au bord (5.10) donnent
alors comme solution unique :

vjé(x)z(lpp) () et vNB(x)z(lpp) -

(5) - (5) -
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— Jeu équilibré Dans le cas p = %, le polyndéme caractéristique admet
1 comme racine double, et 1’équation (5.9) a comme solution générale
I'ensemble des fonctions affines. Les conditions au bord (5.10) donnent
alors :

N —=x
N

T

V(@) = et VE@) = 1

ce qui correspond aux limites des expressions obtenues dans le cas biaisé.
Ayant déterminé les fonctions Vi1 et VZ, on peut maintenant déduire de (5.8)
la probabilité que le jeu soit de durée finie :

Pm[TO/\TN<OO] = 1.

Enfin, on peut examiner le cas d’'un joueur compulsif qui ne s’arréte de jouer
que quand il est ruiné. Ceci correspond au cas limite N — oco. En utilisant le
théoreme de convergence monotone, on obtient :

x
1-p i 1
VA(z) = Pu[Ty < 0o] = lim Vi (z) = ( P ) S>3 (5.11)
N—oo 1 sip< %
Ainsi, le temps d’atteinte unilatéral de zéro d’une marche aléatoire sur N au plus
proche voisin, partant d’un point strictement positif, est fini p.s. si et seulement
1
p< 3.

5.3.5 Monte Carlo pour le probleme de Dirichlet

Revenons au probléeme de Dirichlet du paragraphe 5.3.1, et supposons main-
tenant que le temps moyen d’atteinte de ’ensemble A est fini.

E.[T4] < oo pour tout z € E. (5.12)

En particulier, ceci implique que T4 < oo P, —p.s. pour tout z € E. Le théoreme
de représentation 5.16 montre que pour toute fonction bornée f, décrivant la
fonction u sur A, et pour toute matrice stochastique P, le probleme de Dirichlet
(5.5) admet une unique solution bornée donnée par

u(@) = UAf(z) = E:[f(Xz,)]. (5.13)

Nous nous intéressons maintenant au calcul numérique de cette solution. Une
premiere fagon de procéder est de résoudre le systeme (5.5) de maniere algébrique,
dans un cadre purement déterministe. Cette méthode se heurte rapidement a la
malédiction de la dimension (curse of dimensionality), si E est trop grand. Par
exemple si E = Z%, les méthodes algébriques sont trés vite limitées méme pour
des dimensions assez petites.

La représentation (5.13) ouvre la porte a 'utilisation des méthodes de Monte
Carlo pour 'approximation de la solution. En effet, si on disposait d’'une méthode
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pour simuler la chaine de Markov, i.e. pour produire de un échantillon de S co-
pies indéndantes {X2, n > 0}1<s<s & partir de I'état initial X§ = =, alors on
pourra déduire les temps d’atteinte correspondants de ’ensemble A :

Ty = inf{n>0: X, € A},

et on proposerait de maniére naturelle ’approximation suivante de u(z) :

s
X 1 s
is(z) = g Zf(XT;)- (5.14)
s=1
Par construction, les v.a. (f(X%z))1< - sont iid. On obtient alors par la loi

forte des grand nombres la convergence

ts(x) — u(z) P, —ps. quand S — co. (5.15)
On peut méme donner un résultat asymptotique sur ’estimation de l’erreur
grace au théoreme central limite :

\/g(ﬁs(x) —u(z)) — N(O’V[f(X%Z)D en loi, quand S — oo.

Cette estimation d’erreur n’est valable qu’asympotiquement. Malgres cela, il
est communément accepté de l'utiliser comme un bon indicateur de l’erreur
d’approximation. Notons que I'on peut obtenir des bornes a distance finie (i.e.
S < o0) sur lerreur en utilisant I'inégalité de Chebyshev, ou les inégalités de
Markov exponentielles.

Enfin, sous la condition (5.12), on déduit de la loi des grands nombres que
la durée totale des simulations pour pouvoir calculer 'estimateur (5.15) vérifie :

s
ZTZ = SE.[T4] +0(S), P, —p.s. quand S — oo.

s=1

Remarque 5.20. Dans plusieurs application, on est amenés a résoudre des
problemes d’équations aux dérivées partielles dans R™ du type

ou 1 v 0%u B .
b(x) - %(x) + iTr [a(x)a(x) 5202t (x)] = 0,z€0
u = f sur O,

ou O est un ouvert de R™. Il s’agit d’une version générale de 1’équation de la
chaleur stationnaire, qu’on appelle aussi probleme de Dirichlet. On peut mon-
trer dans ce cadre un théoreme de représentation similaire au théoreme 5.16
en introduisant la notion de mouvement brownien et d’équations différentielles
stochastiques.

En vue de l'approximation numérique de la solution de ce probléme (si
Pexistence et 'unicité sont assurées), il est possible de mettre en place des



88 CHAPTER 5. CHAINES DE MARKOV

discrétisations par les différences finies ou les éléments finis qui conduisent & un
probléme de Dirichlet de la classe (5.5). On peut alors prouver la convergence
de ces methodes numériques en prouvant la convergence de la chaine de Markov
associée vers un processus stochastique continu. Ce point de vue est largement
développé dans le livre de Kushner et Dupuis [10].

5.4 Temps de retours et excursions

Pour tout état x € E, nous introduisons les temps alétoires :

RY:=inf{k>1:Xy=1} et R::=inf{k>R._; : Xy=ux} pourn>1.
R? représente le temps de n®Me retour & état . On pose par convention
R = 0. On vérifie immédiatement que R} est un temps d’arrét pour chaque
n >0, et que :

T, = Rgl{X(]:w} + RTI{X(J;&;U} pour tout =z € E.

La trajectoire de la chaine entre deux temps de retours successifs

{XRﬁ,—l ) XRﬁ_lJrh Tt XR?L}
est appelée neMe excursion de la chaine & I'état 2. Le résultat suivant est tres
intuitif, et sera a l'origine des comportements asymptotiques des moyennes tem-
porelles qui seront développés ultérieurement. Il s’agira des résultats ergodiques
tres importants pour les méthodes de Monte Carlo.

Pour I’énoncé de ce résultat, nous supposerons que les temps de retour Ry <
oo sont finis p.s. pour tout n > 0. Nous verrons dans le chapitre suivant qu’il
existe des caractérisations simples de cette hypothese en terme de récurrence de
la chaine.

Proposition 5.21. Soit X une chaine de Markov avec des temps de retours
finis p.s. Pour tout x € E. Alors, les variables aléatoires

Y, = (R:,_RiflaXR'fL_1+l7"’7XRﬁ>7 n>1,

sont indépendantes. De plus {Y,,n > 2} sont identiquement distribués suivant
la loi de RY sous Pg.

Démonstration. Pour les deux premiers temps de retours, on écrit que pour des
entiers k,¢ > 1 et (x1,...,2p1¢) € E*¥ avec 2 = 2440 = 2 et x; # x pour
tous les i & {k,(} :
P[Yl = (k,l’l, ces ,xk), Y2 = (f, Lh+t1y-- - ,CE]H_g)]
:P[XZ :.Z‘i71 SZSk]P[XJ =$i71 Sj—kgﬂXk :l‘]
:P[Yl = (k,xl, . ,Ik)]Pw [Yg = (K,xk+1, ok +€)]
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L’extension a un nombre de temps de retours quelconque est immédiate, et
Iidentité des lois est une conséquence du caractere homogene de la chaine de
Markov. &
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Chapitre 6

Lois invariantes et
classification des états

Dans ce paragraphe, nous considérons une chaine de Markov homogene X
de matrice de transition P. En analysant la structure de la matrice P, nous
allons obtenir une classification des états qui aura une importance cruciale sur
le comportement asymptotique de la chaine. Nous nous intéressons en particulier
a des situations ou le comportement asymptotique de la chaine est régi par une
certaine stabilité que ’on définira précisément.

6.1 Lol invariante

Définition 6.1. Une probabilité v sur E est représentée par un vecteur ligne
(v(z))zer. On dit que v est une probabilité invariante pour la chaine de Markov
X sivP =v.

Ainsi, si v est une probabilité invariante pour la chaine X, et si & une certaine
date n la loi marginale w,, = v, alors m; = v pour tout k > n, puisque w1 =
7, P. On dit alors que la chaine est a I’équilibre ou encore, que la chaine a atteint
son état stationnaire. En termes d’algebre linéaire, une probabilité invariante
est un vecteur propre & gauche de la matrice P (ou un vecteur propre & droite
de la matrice PT) de composantes positives, et convenablement normalisé. La
normalisation d’un vecteur propre positif, de fagon & en faire une mesure de
probabilité, est toujours possible en espace d’état fini. Si I'espace d’état n’est
pas fini, ce probleme souleve la question d’intégrabilité du vecteur propre.

L’exemple suivant montre qu'une chaine de Markov n’admet pas toujours
des probabilités invariantes.

Exemple 6.2. Considérons la marche aléatoire symétrique au plus proche voi-
sin X sur Z définie & partir d’une suite de variables iid (£,)n>1 :

Xn=Xpn_1+&, avec P&, =-1=P¢,=1]=-.

91
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Ceci définit clairement une chaine de Markov de matrice de transition P définie
par

1
P(i,j) = 3 14i—j|=1} pour tous 1i,j € Z.
Si X admettait une probabilité invariante v, on devrait avoir v(n) = [v(n
v(

v(n+1)]/2 pour tout n € Z. Ceci implique que v(n+1)—v(n) = v(n)—v(n—
v(1) — v(0), ce qui est incompatible avec le fait que ), ., v(n) = 1.

I+

\_/\_/

6.2 Loi invariante en espace d’état fini

Nous allons a présent montrer que si ’espace d’état E est fini, ’ensemble des
probabilités invariantes est non vide. Ceci est une conséquence du théoreme de
Perron-Frobenius en algebre linéaire, dont la démonstration suivante reproduit
quelques éléments.

Théoréeme 6.3. Soit E un espace d’état fini. Alors il existe au moins une
probabilité invariante.

Démonstration. Comme P est une matrice de taille card(P) finie, toute valeur
propre de P est aussi valeur propre de PT. Comme le vecteur constant est un
vecteur propre associé a la valeur propre 1, on déduit 'existence d’un vecteur
ligne p non nul tel que uP = p. Quitte a renormaliser u, on peut supposer sans
perte de généralité que ) . |u(z)| = 1. Soit alors v la mesure de probabilité
sur E définie par

v(y) := |u(y)] pour tout y € E.

Alors, pour tout y € E :

S v@) P y) = 3 n@) Ple) > | 3 wla)Pla,y)| = 1P )] = ()] (6.1)

el zeFE zeFE
et

> (Z ()| P, y) (y)|> == @)+ > |u@)] Y Pla,y) =0.
yeEE \z€FE yeE relk yeE

On déduit alors qu'’il y a égalité dans (6.1) pour tout y € E, et par suite vP = v.
&

Remarque 6.4. Dans la démonstration précédente, 'argument qui permettait
de passer d’'un vecteur propre, associé a la valeur propre 1, a un vecteur propre a
composantes positives, associé a la méme valeur propre, n’est pas spécifique au
cas d’un espace d’état fini. Nous utiliserons ainsi plus tard le résultat quivant :
si E est dénombrable et vP = v, alors p(zx) := |v(z)|, « € E, définit une mesure
1mvariante.
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Exemple 6.5. (Chaine a deuxr états) Une chaine de Markov homogene a
deux états a une matrice de transition

P:<1_p1 P1 >7
D2 1—po

ou 0 < py,p2 < 1 sont deux constantes données. On cherche une solution v €
[0,1)2, 1 + v5 = 1, au probléme de valeur propre v = VP, i.e.

pivyr —pave =0, v, >0, vy +1v9=1.

Si p; > 0 et pa > 0, ce systeme admet comme unique solution

D2 b1
vy = et vy = .
D1+ D2 p1+ D2

Sip; = po = 0, alors P = I, les deux états sont absorbants, et toute loi est
invariante.

Remarquons que la loi marginale de X,, vérifie la récurrence m, = m,_1P,
ce qui donne

D2
p1+Dp2’

(1) = (mo(1) —v1) (L —p1—p2)" +11 ol v =

et 7, (2) verifie une formule symétrique. Le cas p; = pa = 0 est exclu dans cette
formule, mais se traitre facilement puisque m, = mp. Le cas p; = po = 1 est
aussi tres particulier, puisqu’alors o, (1) = mo(1) et map+1(1) = 1 — mo(1), et
la chaine est oscillante. Enfin, si 0 < p; + p2 < 2, alors m, converge vers la loi
invariante v a vitesse géométrique de raison 1 — p; — ps.

Exemple 6.6. (Chaine a trois états) Le cas des chaines de Markov homogenes
a trois états peut aussi étre traité explicitement en exploitant le caractere sto-
chastique de la matrice impliquant que 1 est une valeur propre. Dans le cas
général, la matrice de transition est de la forme

1—-p1—aq P1 q1
P = D2 1—p2—qo G2 ;
D3 q3 1—p3—aqs

oup;,q; > 0etp;+q; <1pouri=1,2,3. Les valeurs propres de la matrice sont
les racines du polynoéme caractéristique qui est dans le cas présent un polynome
du troisiéme degré. Comme 1 est une valeur propre, on réduit la caractérisation
du reste du spectre a la recherche des racines d’un polynéome du second degré,
ce qui peut se faire de maniere explicite.

Concenant la loi invariante, on peut vérifier que :

D2p3 + P2g3 + q2p3
P1q2 +p1p3 + 193 + q1p2 + q1q2 + G193 + P23 + P2q3 + q2p3
P1p3 + D193 + q1q3

P1q2 + P1p3 +p1g3 + @1p2 + q1G2 + G193 + P2p3 + P2q3 + q2p3
P12 + q1p2 + G142

P1q2 +p1p3 + 193 + q1p2 + q1q2 + G193 + P2p3 + P2q3 + q2p3
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est une loi invariante. Le calcul montre que, a ’exception de quelques cas par-
ticuliers, cette loi invariante est unique. Nous ne reportons pas ces calculs car
nous aurons un moyen plus efficace dans la suite pour caractériser I'unicité des
lois invariantes.

Exemple 6.7. (Automate de comptage) Reprenons 'exemple 5.11. Ici la chaine
est a quatre états. On peut quand méme vérifier que

o (1 — PG —PAPE PG PAPG  _ PAPE )
L+pape " 14+pape’ L+ papc’ 1+ papc

est I'unique loi invariante. Comme dans ’exemple précédent 'unicité sera jus-
tifiée par un résultat général.

6.3 Loi invariante pour les chaines de Markov
réversibles

Supposons que 7, (z) > 0 pour tout z € E et n > 0. Alors,

Qn(xay) = P [Xn = y|Xn+1 = l‘]
_ PlXn, Xoi1) = (,2)] _ Py, 2)ma(y)
P[Xnp1 = 7] Tn1(z)

Il est immédiat de vérifier que pour tout entier k£ > 2, et pour tous z; =
T,xo,..., T €K,

La matrice Q,, est la matrice de transition de la chaine de Markov X apres
retournement du temps.

Définition 6.8. On dit que la chaine de de Markov homogene X est réversible
par rapport a une mesure de probabilité v si :

v(z)P(x,y) = v(y)P(y,x) pour tous z,y € E,

i.e. si les lois marginales m, sont données par v, Q, = P pour tout n.

Proposition 6.9. Soit v une mesure de probabilité par rapport a laquelle la
chaine de Markov est réversible. Alors v est une probabilité invariante.

Démonstration. Par définition, on a v(z)P(x,y) = v(y)P(y,z) pour tous z,y €
E. En sommant sur z, ceci implique que

Z v(z)P(x,y) = v(y) Z P(y,z) = v(y) pour tout y € E.
el zeE



6.4. ESPACE D’ETAT DENOMBRABLE 95

Le réversibilité est une condition tres forte qui est parfois supposée vérifiée
dans certaines applications en physique. Nous terminons ce paragraphe par un
tel exemple.

Exemple 6.10. (Urne d’Ehrenfest) Revenons a la description macroscopique
de ce probleme décrit au paragraphe 5.7, qui étudie le répartition entre deux
compartiments communiquants de N molécules d’un gaz oui, a chaque date de
changement, une molécule choisie au hasard (uniformément parmi toutes les
molécules) change de compartiment.

Dans la description macroscopique, S,, désigne le nombre de particules dans
le compartiment 1 a la date n. Etant donnée une suite de variables aléatoire iid
(€n)n>1 suivant la loi uniforme sur {1,...,N} (e, = &, dans Pexemple 5.7), la
dynamique aléatoire du processus X = (X,)n>0 est donnée par :

Sn=58n-1—110,,1(Sn-1) + 1, N (Sn—1) pour tout n >1,

et montre que X est une chaine de Markov homogene de matrice de transition

N —=x

P(z,xz+1) = ~

, Plx,x —1) = pour 0<z <N,

=2|=

et P(z,y) =0si|z—y| > 1.
Comme D’espace d’état est fini, nous savons que la chaine admet une loi

invariante. Pour I'identifier, nous considérons la loi binomiale v de parametres
(N,1/2) :

v(ix)=2"NC%, 0<xz<N.

Un calcul direct montre que la chaine est réversible par rapport a cette loi v,
prouvant ainsi que v est une loi invariante.

6.4 Existence en espace d’état dénombrable

Dans ce paragraphe, nous construisons a la main des solutions positives du
probleme de valeur propre v P = v, et nous explicitons des conditions nécessaires
et suffisantes pour que ces solutions soient des mesures invariantes.

Notre construction fait appel au temps d’arrét défini par le premier retour
en l'état x € E :

R,:=R{=inf{n>1:X,=2}, z€E,
et les mesures & valeurs dans [0, oo] définies par :

R;—1
,ua:(y) =E, l Z 1{Xn_y}1 = ZPZE [R:c >n, X, = y] , TEFLE. (62>

n=0 n>0

La derniere égalité est une conséquence du théoreme de convergence monotone.
L’importance des mesures u,, x € F, est justifiée par le résultat suivant.
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Lemme 6.11. Siv est une probabilité invariante, alors
v(y) > v(x)p.(y) pour tous z,y € E.

Démonstration. Pour y # x, on déduit de l'invariance de v que

v(y) = v(@)Px,y)+ Y v(y1)Py1,y)

Y17£T
= v@)P,y) + Y (v@)P@) + Y ) P2 ) Pln,y)
Y17T Y2 £T

= ZV(I)Z Z P(x,yr—1)...P(y1,y)

k=0z1,....cp_17x

= v(z)» P,[R; >k Xy =1y

NE

~
Il

0

pour tout n > 0. En envoyant n a U'infini, on déduit de la définition de u, que :

v(y) > (@)Y PolRe >k Xy =y = v(z)u(y).
k>0

Définition 6.12 (Etats récurrents). Un état x € E est dit récurrent si
P, [Ry < 0] = 1.

Sinon, on dit que T est transitoire. Pour un état récurrent x, on dit que
— x est récurrent positif si E, [R,] < oo,
— x est récurrent nul si B, [Ry] = 0o.

La classification des états récurrents entre états récurrents positifs et états
récurrents nuls n’a de sens que si I’espace d’état de la chaine n’est pas fini. En
effet, si E est fini, tout état récurrent est récurrent positif.

Remarque 6.13. Introduisons le nombre de visites de l’état x par la chaine :
Nm = Zl{Xn:l'}'
n>0

1. D’apres la propriété de Markov forte (ou plus précisément la proposition
5.21), on a pour tout entier k> 1 :

P, [N® > k] = P,[R, < oo]”,

i.e. sous P, la v.a. N¥ est distribué selon une loi géométrique sur N*.
On en déduit que :

Po[N* =00 = lim | Py[R, < oo® € {0,1}.

Ainsi, I'événement {N* = oo} est trivial dans le sens ou il est soit
négligeable soit de probabilité pleine sous P, :
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— un état x est récurrent ssi P,[N® = oo] =1,
— un état x est transitoire ssi P, [N = oco] = 0.

2. Si la chaine est démarrée a partir d’'une distribution initiale arbitraire
7o, on déduit de la propriété de Markov forte que P[N? = o0] =P[R, <
oo]P,[N® = o], et par suite on a :

P[N® = o] =P[R, < oo] pour tout état récurrent.

3. Enfin, on a aussi respectivement sous P, et sous P :

E[N"] = Y PiN">k] = PR, <],
E>0 k>0
E[N?] = P[R, < o] E4[N*],

ce qui montre que
— un état x est récurrent ssi E,[N*] = oo,
— E[N?] < oo pour tout état transitoire x.

Nous allons maintenant montrer que, pour tout = € F, la fonction p, in-
troduite dans (6.2) est un candidat naturel pour le probleme de recherche de

mesure invariante.

Proposition 6.14. Soit x € E. Alors :

(1) paP = py si et seulement si x est un état récurrent,

(ii) pq est une mesure finie si et seulement si x est récurrent positif. Dans ce
cas, Vg = iy /Ex[Ry] est une probabilité invariante pour la chaine.

Démonstration. (i) Pour tout y € E, on calcule que :

paP(y) =

Y ua(2)P(z,y)

z€E

Z ZPm [X,, = 2, R > n] P(2,y)

zeEn>0

SRR, > 0] S Py (X, = 2[Ry > ] Pz, y),
n>0 2€E

ou l'inversion des sommations est 1égitime du fait de la positivité de tous les
termes (ou le théoreme de convergence monotone). Remarquons maintenant que
I'événement {R,, > z} € FX. Alors :

> P [Xn = 2|Ry > n] P(z,y)

z€E

=Y P, [X, = 2[R, > n]P[Xpp1 = y|X, = 2]

zelR

=Y Pu[X, = 2[Rs > n]P[Xpp1 = y| X, = 2, Re > 1]

z€E

=P, [Xn+1 = y|R: > n].
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On en déduit que :

NzP(y) = Z]Pz [Xn+1 =y, R, > n] = E,

n>0

Re
> 1{Xn—y}1 ;

n=1

qui serait égal a p,(y) si on pouvait décaler I'indice n d’un rang vers le bas.
Ceci implique immédiatement que p, P(y) = p.(y) pour y # x. Pour y = z, le
décalage d’indice est possible si et seulement si P,[R, < oo] = 1, puisque dans
ce cas iy =} = l{xp =2} = 1, Ps—ps.

(ii) Pour passer de la mesure positive p, & une probabilité invariante v, il faut
vérifier que la mesure est finie et définir v, en normalisant u, par sa masse
totale u, (E). Celle-ci se calcule directement :

R:c_l Rm—l
pB) = Y ) = S| 3 1{Xn_y}] S5 Y Y i
yeE yeER n=0 n=0 yeFE
= E;[R.],
ce qui fournit le résultat annoncé. &

6.5 Classes fermées irréductibles

Afin d’aborder la question d’unicité d’une probabilité invariante, si elle existe,
il est nécessaire de réduire la chaine de Markov suivant les liens existant entre
ses états, tels qu’ils sont lus sur la matrice de transition P.

En effet, supposons qu’il existe un état xg € E tel que P(xg,x0) = 1. Un tel
état est dit absorbant, et il est clair que la masse de Dirac en ce point d,, est une
probabilité invariante. De méme, si z; est un deuxieme état absorbant, d,, est
une probabilité invariante. Enfin, toute combinaisons convexe Ad,, + (1 — A)dy,,
A € [0, 1], définit une probabilité invariante.

Définition 6.15. Soient x,y € FE deux états donnés. On dit que
— x communique avec y, et on note x — vy, s’il existe un entiern > 0 et des
états xo = x,T1,...,2n =y € E tels que P(xg,x1) ... P(Xp_1,2,) > 0.
— x et y communiquent, et on note T <+ Yy, st T communique avec y ety
COMMUNIQqUE GVEC X.

Définition 6.16. (i) Une classe Ey C E est dite irréductible si x < y pour
tous x,y € Ey. La chaine de Markov X est dite irréductible si l’espace d’état E
est irréductible.

(ii) Une classe Eg C E est dite fermée si pour tous x,y € E :

r€Eyetx—y = yeck.

La restriction de la chaine de Markov a une classe fermée Ey est ainsi une
chaine de Markov d’espace d’état Ey. Enfin si Ey = {zo} est fermée, on dit que
I’état xq est absorbant.
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Proposition 6.17. Soient x,y € F.
(i) Six — y et x est récurrent, alors y est récurrent et NY = oo, P,—p.s.
(i1) Si z <> y, alors x ety sont simultanément soit transitoires soit récurrents.

Démonstration. 1’énoncé (ii) est une conséquence immédiate de (i). Pour mon-
trer (i), on utilise les temps de retour en x :

§:=0 et RI:=inf{k>R._, :Xy=uz} pourn > 1.
ieme

La variable R indique le temps du n retour a I’état x. Comme z est

récurrent, R¥ < oo, P,—p.s. et

R
Ny:ZYn, ol Y, := Z Lix,—y)-
n>1 k=RZ_,

Les variables aléatoires Y;,, n > 1 sont iid sous P, d’apres la proposition 5.21,
conséquence de la propriété de Markov forte. On calcule alors que :

P, [Ny < OO] = P, [Unzo{Yk = 0,]4) > n}]
= P.[Vi=0,k>0]= lim P,[v; =0]".
N—o0

Ainsi, si  — y, on a P, [Y; = 0] < 1 et par suite P, [NY < co] = 0. De plus, la
propriété de Markov forte implique que

1 =P, [NY =00] =P, [R, < 0] P, [NY = 0],

en particulier, P, [NY = oo] = 1, i.e. y est récurrent. &

D’apres la proposition 6.17, toute classe Ey C E irréductible fermée est
transitoire ou récurrente, i.e tous les états de Ey sont récurrents, ou tous les
états de Ej sont transitoires. Ce résultat suggere la classification suivante des
états de la chaine :

— les états x € F qui ne communiquent pas avec eux-méme sont des états

transitoires,

— les états {z : z + z} qui communiquent avec eux-méme peuvent étre

répartis en classes d’équivalence irréductibles pour la relation <,

— on identifie les classes irréductibles fermées, les autres sont nécessairement

transitoires,

— on considere la restriction de la chaine a chaque classe irréductible fermée,

ramenant ansi ’étude a une chaine de Markov irréductible, et on cherche
a déterminer si elle est récurrente ou transitoire.

Si la chalne démarre a partir d’un état récurrent, alors elle peut étre considérée
comme une chaine irréductible sur la restriction de I'espace d’état a la classe
d’équivalence contenant cet état. D’apres la remarque 6.13, chaque état de cette
classe d’équivalence est visité une infinité de fois. De méme si la chaine démarre
a partir d'un état transitoire, alors, soit elle finit par atteindre une des classes
récurrentes, soit elle part a l'infini aprés étre passée un nombre fini de fois par
les états de la classe transitoire (remarque 6.13).
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6.6 Récurrence positive et loi invariante

Dans ce paragraphe, nous spécialisons la discussion a une chaine de Markov
irréductible, tout en gardant a ’esprit qu’il est toujours possible de se ramener
a ce contexte par une décomposition préalable des états de la chaine. Dans ce
cadre, nous allons renforcer 1’énoncé de la proposition 6.14 en montrant que
la récurrence positive est une condition nécessaire et suffisante pour I'existence
d’une loi invariante, et nous obtiendrons I'unicité de la loi invariante comme
conséquence de notre analyse.

Théoréme 6.18. Pour une chaine de Markov irréductible X = (Xp)n>0, les
deux assertions suitvantes sont équivalentes :

(i) X est récurrente positive,

(ii) X admet une loi invariante v.

De plus, v est unique, strictement positive, et est donnée par

v(z) = E, (7] pour tout z € E.

Démonstration. L’implication (i) = (ii) a été établie dans la proposition 6.14.
Nous allons montrer 'implication inverse, ainsi que le reste de I’énoncé, en trois
étapes.

Etape 1 Montrons d’abord que v > 0 sur E. Comme v est une mesure de
probabilité sur I'ensemble dénombrable E, il existe o € E tel que v(xg) >
0. Pour tout y € E, on déduit de ’hypothese d’irréductibilité de la chaine
I'existence d'un entier i tel que P?(zg,y) > 0. On utilise & présent le fait que v est
invariante v = vP = ... = vP* qui implique que v(y) = > pv(2)P(z,y) >
V(SL'())Pl({I?(), y) > 0.

Etape 2 Montrons maintenant que la chaine est récurrente. Pour cela, nous
allons prouver que tout état transitoire y € E vérifie :

y € F est transitoire = P"(x,y) — 0 pour tout = € E. (6.3)

Or, le fait que v est invariante implique que v(y) = > . pv(z)P"(x,y) — 0
d’apres le théoreme de convergence dominée. Ceci contredit la stricte positivité
de v établie a la premiere étape.

Pour montrer (6.3), nous rappelons que par définition d’un état transitoire :

E,[NY] =) By[X, =yl =D P'(y,y) < e (6.4)
n>0 n>0

En particulier, P"(y,y) — 0. D’apreés la propriété de Markov forte, on a aussi
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pour tout z # y :

P'(z,y) = > PR, =KP"*(yy)
k=0
= Y PR, =kP" F(y,y)+ Y PR, = kP F(y,y)
k<2 k>3

A
N
e
=
S
_l’_
g
&9
=
é

k> 12 2<k<n
= > Py +E [1{%§Ry§n}]
k>2

Le premier terme sur la droite converge vers zéro d’apres la convergence de
la série (6.4). Quand au second terme, on voit que sur {R, < oo}, on a
1{n<p,<n) — 0, P—ps. et sur {R, = oo}, on a 1{n<p <,y = 0 pour tout
n. Ainsi, liz<p,<ny — 0, P;—p.s. et dans L' par le théoreme de convergence
dominée. }

Etape 3 Soit 8 := v — v(z)uy, OU py est la mesure définie dans (6.2), et
B(y) == |B()|, y € E. Comme p(x) = 1, on a B(z) = 0. Comme v est in-
variante, on déduit de la proposition 6.14 et de la remarque 6.4 que 3 est aussi
invariante. Ainsi :

pP=p, B(x)=0 et 5=0. (6.5)

Comme la chaine est irréductible, on déduit 'existence, pour tout y € F, d'un
entier ¢ > 1 tel que P'(y,z) > 0, et par suite 0 = S(z) = >, 5 B(2)P'(z,2) >
B(y)P"(y,z) > 0, prouvant que S(y) = 0. Ainsi, nous avons identifié¢ la loi
invariante v a u,, a une constante multiplicative pres, que I'on peut déterminer
en examinant la mesure de ’espace d’état :

1 = v(B) = v(@)i1o(E) = v(@)Eq[R.).

Ceci termine la preuve de I'implication (ii) = (i), ainsi que la caractérisation
unique de la mesure invariante. O

Remarque 6.19. L’étape 3 de la preuve ci-dessus utilise uniquement le fait
que v > vP, i.e. la propriété de surinvariance de v. En fait, en examinant la
preuve de I’étape 3, on voit qu’on peut isoler le résultat d’unicité suivant :

Proposition 6.20. Soit X une chaine de Markov sur un espace d’état dénomb-
rable E, et x € E un état récurrent. Alors, pour toute mesure v sur E :

v>vP = v=v(x)y,.

Remarque 6.21. Une autre conséquence du théoréeme 6.18 est que toute chaine
de Markov irréductible sur un espace d’état fini est récurrente, puisque 1’exis-
tence d’une loi invariante a été établie pour les chaines & espace d’état fini. Cette
observation a déja été faire dans la remarque 5.18. Ainsi, les exemples 5.7-5.11
de 'urne d’Ehrenfest et de 'automate de comptage donnent lieu a des chaines
récurrentes.
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6.7 Application aux marches aléatoires

6.7.1 Marche aléatoire au plus proche voisin sur 7Z

Il s’agit de la chaine de Markov sur l'espace d’état Z définie par
Xn = Xnoa+&n, n>1,
ol (&n)n>1 est une suite de v.a. iid de loi :
P&1 =1 =1-Pl& = —-1] =p,

le parametre p €]0,1[ étant donné. La chaine est irréductible, et par suite les
états sont soit tous récurrents, soit tous transcients.
En conditionnant par X7, on voit que

]P()[RO < OO] = Ep []P)Xl [RO < OO]] = p]Pl[Ro < OO] + (]. _p)]P)fl[RO < OO]

La premiere probabilité Pi[Ry < oo] a été calculée dans (5.11). La deuxieme
probabilité P_;[Ry < oo] s’en déduit par symétrie. On obtient alors

Po[Ro <oo] = 2(pA(1-p)),

et on déduit que

1

la chaine est récurrente si et seulement si p = 5

Remarque 6.22. Une autre fagon de voir que la chaine est transiente pour
p# % est de résoudre directement le probleme de valeur propre uP = p pour
une mesure p sur F, qui séerit p; = ppiv1 + (1 — p)ui—1, et dont la solution

K3
générale est u; = A+ B (1%”) , A et B étant des constantes arbitraires. En
imposant la positivité de la mesure u, on obtient la restriction A, B > 0 sur les
constantes. Si 0 était un état récurrent, alors on déduirait du résultat d’unicité

de la proposition 6.20 que
1_p\i
A+ B (p) = (A+ B)uo(i) pourtous i€ Zet A, B >0,
p

ce qui contredit le fait que p # %

Dans le cas symétrique p = %, la solution générale du probleme de valeur
propre P = p est donnée par p; = A+ Bi, i € Z, ou A et B sont des constantes
arbitraires. En imposant la positivité de la mesure p, on obtient la restriction
A >0 et B = 0. Ainsi, la seule mesure invariante est la mesure uniforme, qui
ne peut étre normalisée pour en extraire une probabilté. La chaine n’a donc pas
de loi invariante, et le théoreme 6.18 montre que

1
si p= 3 la chaine est récurrente nulle.
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6.7.2 Marche aléatoire unidimensionnelle générale

On considere la marche aléatoire sur Z :
Xn=Xn1+ fnv n>1,

ou (&,)n>1 est une suite de v.a. & valeurs dans Z, iid et intégrables.

Dans ce contexte plus général, on doit procéder a une décomposition de
I’espace d’état en remarquant que la classe d’irréductibilité d’un état x € Z est
I’ensemble x + G, ou G est le sous-groupe additif engendré par le support de la
v.a. £1. Si & est différente de la v.a. nulle, on voit immédiatement que G est
infini.

Proposition 6.23. Pour la marche aléatoire unidimensionnelle décrite ci-dessus,
on a:

(i) siE[&1] # 0, tous les états sont transitoires,

(ii) siE[&1] =0, tous les états sont récurrents nuls.

Démonstration. La partie (i) est une conséquence de la loi forte des grands
nombres, qui montre que la chaine converge p.s. vers +00 ou —oo dés que E[¢;] #
0.

Supposons maintenant que E[{;] = 0. Pour € > 0, n > 1, et un état xg € Z
arbitraire, on calcule que :

X n
S [l <e] = Ym| T 1

k=0 |z|<ke

S o) SR
|x|<ne k=0

< > By [N7]
|z|<ne

Supposons que 'état x soit transitoire, i.e. Ez [Ny,] < 0o. Remarquons que
E,[N®] = Eg,[Ng,] du fait de I'invariance par translation spatiale de la chaine,
et que E ) [N*] = Pu[Tw < o0]EL[N*] < Egy [Ny, d’apres la propriété de
Markov fort. On déduit alors des inégalités precedenteb que :

= X
Soe (B <] < onem v
k=0

Pour le terme de droite de cette inégalité, on utilise la loi (faible) des grands
nombres pour déduire I’existence d’un entier ng tel que Py {‘X—k"l < 8} > 4eEo[No).
Alors, pour n > 4ng, on obtient la contradiction recherchée :

3
4EEO [NO]Zn S 2n5E0 [N()]
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Ceci montre que z(y ne peut étre transitoire.

Enfin, notons que pour toute classe irréductible Ej, la mesure uniforme,
p(xz) = 1 pour tout & € Ey, est invariante pour la restriction de la marche
aléatoire a Ej. La proposition 6.20 implique qu’en tout état récurrent xo € Ey,
on doit avoir u = v(zg)ps,, c’est & dire que la loi invariante (si elle existe) doit
étre obtenue par normalisation de la loi uniforme. Comme Ej est infinie, une
telle normalisation est impossible et on déduit que zg est récurrent nul. O

6.7.3 Marche aléatoire symétrique sur Z¢

Rappelons que cet exemple correspond a la chaine de Markov sur l'espace
d’état Z% définie par

XTL = Xn—l + gna n 2 1)

ol (&n)n>1 est une suite de v.a. iid de loi uniforme sur {£e;,i=1,...,d} :

P& =] =P& = —¢;] = 271d avec €] =1y, i,j <d.
Il s’agit d’'une chaine de Markov irréductible. En utilisant le méme argument
qu’au début de la preuve de la proposition 6.23, on voit que la mesure uniforme
est invariante et que le lemme 6.20 implique qu’il n’existe pas de loi invariante.
Ainsi, la marche aléatoire X n’est pas récurrente positive.

Comme tous les états sont soit récurrents soit transcients, il suffit d’étudier
lorigine 0. D’apres la partie 3 de la remarque 6.13, le caractere récurrent ou
transcient de 0 est caractérisé par la finitude du temps de retour moyen a ’ori-
gine : 0 est récurrent si et seulement si Eq[Ng] = oo. Par ailleurs, il est clair que
partant de l'origine, on ne peut y retourner (avec probabilité non nulle) qu’apres
un nombre pair d’étapes. Alors :

Eo[No] = Y P™(0,0) = Y P*"(0,0). (6.6)

n>0 n>0

Avant d’énoncer le résultat pour toute dimension, examinons le cas unidimen-
sionnel d = 1. Alors P?"(0,0) = P[}_,_,, 1(¢,=1y = 1] = 27°"C%,,. En utilisant
la formule de Stirling®, on voit que P?*(0,0) ~ (7n)~'/2, et on conlut que
Eo[No] = oo. D’apres la partie 3 de la remarque 6.13, ceci montre que 0 est un
point récurrent, et par suite la marche aléatoire symétrique sur Z est récurrente.

Le résultat suivant, di a Polya (1921), montre que ce résultat de récurrence

dans le cadre unidimensionnel ne s’étend pas a toute dimension.

Proposition 6.24. La marche aléatoire au plus proche voisin symétrique sur
7% est

e récurrente nulle si et seulement si d < 2,

e transiente si d > 3.

1. On rappelle que la formule de Stirling donne, pour tout entier naturel non nul n, un
équivalent de sa factorielle : n! = v/27mn (%)" 1+o0 (%))
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Pour montrer cette proposition, nous utilisons le résultat suivant qui est va-
lable pour des marches aléatoires au plus proche voisin sur Z¢% non nécessairement
symétriques. Pour une v.a. Z & valeurs dans R?, on rappelle que ® 7 (t) := E[e®*Z]
désigne sa fonction caractéristique.

Lemme 6.25. Soient X une marche aléatoire au plus proche voisin sur Z2.
Alors :

1
: —d
Eo[No} = ;1/‘11'11(271') /[_ﬂ_ ﬂ_]d Wdt (67)

Démonstration. On commence par remarquer que la probabilité P™(0,0) peut
s’exprimer en termes de la fonction caractéristique ®x, := Eq[e?**»] par :

P"(0,0) = (27r)_d/[_ . D, (t)dt. (6.8)

En effet, on calcule grace au théoreme de Fubini que

/ d<I>Xn(t)dt:IE0 / de“'Xndt =E | [] / e Xndt; |
[—m,m]d [—m,7]

1<j<d’ ~
ot X7 est la ji®Me composante de X,,, et on déduit la formule (6.8) en remar-
quant que f,ﬂ etidt; = 0 pour tout z € Z \ {0}.
On continue alors le calcul (6.6) en réutisant le théoréme de Fubini ainsi que
le fait que les (&,),>1 sont iid :

Eo[NO] = 27T dZ/ e ¢X2n

n>0

Du fait que ¢x,, (0) = 1, I'inversion de la somme et 'intégrale n’est pas immédiate.
On écrit alors que :

Eq[No]

—d hm Z / )\2"¢X2n( )dt

n>0 -

- )l\i/n11(27r)d/[ Z/\Qn II @

m,m]? n>0 1<i<2n

= lim(2 N, (1) dt
pmen= [ 5

n>0

1
= lim (27)~¢ - at
Jim (2) /[_m]d 1— 228, (12"

%

Preuve de la proposition 6.24 Pour démontrer le résultat, il suffit de
considérer 'origine, puique l'irréductibilité de la chaine implique que tous les



106 CHAPTER 6. LOIS INVARIANTES

états sont de méme nature. On utilise ’expression établie dans le lemme 6.25,
en remarquant que dans le contexte de la marche aléatoire au plus proche voisin
symétrique dans Z?, la fonction caractéristique ®¢, est donnée par :

D¢, (t) = cost; pour tout t=(ty,...,tq) € R%

IS
=

Jj=1

Il reste a étudier la convergence de l'intégrale impropre (6.7) aux points cri-
tiques 0zq et £7l, ou 1 = E?Zl e;. Tous ces points sont étudiés de maniere
identique, nous présentons alors le calcul uniquement pour l’origine. Au voisi-
nage de origine, la fonction A — 1 — A®¢, (t) est positive croissante. Il suffit
donc d’étudier lintégrabilité de (1 — @¢, (¢)?) 1. On utilise alors 1’équivalent au
voisinage de zéro (1 — ®¢, (t)?)~! ~ d|t|~2, qui montre que la nature (finie ou
non) de l'intégrale (6.7) en ce point est la méme que celle de

€ €
/ t|2dt = / r 2 Agrdtdr = Ad/ rd=3dr,
[t|<e 0 0

ol on est passé aux coordonnées sphériques, et Ay est 'aire de la sphére unité
en dimension d. Ainsi, 'intégrale (6.7) est convergente au point critique 0 si et
seulement si d > 3. &

Remarque 6.26. On pourrait étudier des marches alétoires au plus proche
voisin symétriques plus générales grace au Lemme 6.25. en effet, on peut utiliser
le fait que la fonction caractéristique d'une v.a. Z dans R, telle que E[| Z|?] < oo,
admet le développement au second ordre au voisinage de zéro suivant :

dy(t) = 1+it-E[Z]+ %Tr {t# E[ZZ"]} + o([t]?),

voir exercice 2.9. Ceci permet d’étudier le comportement de I'intégrale (6.7) en
zéro. Comme les composantes de &1 sont & valeurs dans {—1, 1}, les seuls autres
points critiques sont £, dont I’étude se ramene au point zéro en remarquant
que ¢, (1 — h) = —P¢, (—h) et ¢, (—7 + h) = —P¢, (h). Dans le cas non biaisé
E[¢1] = 0, le développement ci-dessus montre que le résultat de la proposition
6.24 est vrai pour des cas plus généraux.

6.8 Autres exemples

Ruine du joueur Dans ’exemple 5.9, la richesse du joueur A forme une chaine
de Markov sur 'espace d’état E = {0,1,..., N} ou N est la richesse totale
des deux joueurs. Les états 0 et N sont absorbants puisqu’ils correspondent
a la ruine d’un des deux joueurs. Donc {0} et {N} sont des classes fermées
irréductible. La classe Fy = {1,..., N} est irréductible mais n’est pas fermée,
puisqu’elle communique avec 0 et N qui n’y sont pas. Ainsi Fy est transitoire,
et P[To,ny < 00] = 1.
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Dans le cas d’un joueur compulsif N = oo, 'espace d’état est E = N, ’état
absorbant 0 forme une classe fermée irréductible, et la classe N\ {0} des entiers
non nuls est une classe irréductible non fermée, donc transitoire. La chaine finit
soit a I’infini soit en zéro, apres étre passée un nombre fini de fois par tout entier
non nul.

Processus de branchement rappelons le cadre de ’exemple 5.10. La taille X,
de la population a la date n est régie par la dynamique

Xn
XnJrl = Zg;n pour n > 07
i=1

ou la somme est nulle sur {X,, = 0}. Les v.a. {{",1 < i < n,n > 0} sont iid a
valeurs dans N représentent le nombre de descendants de chaque individu ¢ < n
a la date n. Ceci définit une chaine de Markov homogene (X, ),>0 sur l'espace
d’état £ = N.

L’état 0 est absorbant et forme une classe fermée récurrente. Si P[¢; = 0] > 0,
alors tout état x > 1 est transitoire puisqu’il communique avec 1’état absorbant
0. Si de plus P[§; = 0] + P& = 1] < 1, alors la classe N\ {0} est irréductible,
mais non fermée, et la population soit finit par s’éteindre, soit explose, apres
étre passée un nombre fini de fois par chacun des états de cette classe.

Processus de renouvellement Reprenons le cadre de ’exemple 5.12 ou I'dge X,
du composant en place est donné par

Xpn=n—0,_1006,1:=sup{D1+...+ Dy : k>1letDy+...4+ Dy <n}

est la date d’installation du composant en place, avec Ty = 0, et (D;);>1 est
une suite de v.a. iid & valeurs dans N\ {0}. Pour chaque ¢ > 1, D; représente la
durée de vie du composant ¢ que l'on installe dés que le composant i — 1 tombe
en panne. Nous avons vu que cette chaine de Markov admet comme matrice de
transition

P[D; >z + 1]

P(:c,x—i—l):m,

P(x,0)=1— P(z,z+1) pourx>1,
et P(0,0)=1- P(0,1) =0.

On suppose que P[D; = z|] > 0 pour tout & > 1. Alors la chaine est
irréductible, et il suffit d’identifier la nature de 1’état zéro pour caractériser
la nature de la chaine. Le temps de retour en 0 ne peut prendre que des valeurs
supérieures a 2 si on démarre la chaine a 0, et on calcule pour tout k > 2 :

P[D, = k]

Po[Ro =Fk] = Po[Xi=1,..., X4 1=k—-1,X}, =0] = POy > 1’

Po[Ro = oc] = lim Po[Rg > k| = P[D; > 1]t Jim Po[Dy > k] = 0.
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L’état 0 est donc récurrent. On calcule aussi :

Eo[Ro] = Y kPo[Ry = k]
E>2
B 1 . E[Dy]-P[D; =1]
~ P[Dy>1] ,;kP[DI e }P’[Dl > i] ’

Ainsi 0 est récurrent positif si et seulement si E[D;] < co.

Chaine de naissance et de mort sur N 1l s’agit d’'une marche aléatoire au plus
proche voisin sur £ = N définie par les probabilités de transitions :

P(0,0) + P(0,1) =1,

P(n,n—1)4+ P(n,n)+ Pn,n+1)=1, n>1. (6.9)

On suppose que
P(0,1) >0, P(n,n—1)>0et P(n,n+1) >0 pour tout n > 1.(6.10)
Alors la chaine est irréductible.

Proposition 6.27. Sous la condition (6.10), la chaine de naissance et de mort
(6.9) est irréductible sur N et vérifie :

(i) il existe une unique (& une constante multiplicative pres) mesure u > 0
invariante donnée par

5 P(i— 1,4)
Wn = U0 11;[ m pour tout n >0,

(i) la chaine est récurrente positive si et seulement si Y, < fin < 00, et sous
cette condition 'unique lot invariante est donnée par la mesure de probabilité
déduite de p par normalisation,

(iii) la chaine est transiente si et seulement si < (H?:l ]P;Eiz__&g) < 00.

Démonstration. (i) Le probleme de valeur propre s’écrit

po = poP(0,0) + p1P(1,0)
fn = fpin—1P(n—1,n) + pnP(n,n) + pnp1 P(n,n+1), n > 1.

Etant donné g, le premiere équation détermine p;. Puis, étant donnés p,—1
et pin la ni®Me ¢quation détermine fi,4; de maniére unique. On vérifie par une
récurrence simple que la formule de la proposition est bien I'unique solution de
ces équations.

(ii) est immédiat d’aprés I'unicité établie en (i) et le théoréme 6.18.

(iii) La chaine étant irréductible, il suffit d’étudier Py[Ry < oo]. On utilise la
propriété des projections itérées de ’espérance conditionnelle pour obtenir

Po[Ry < o0] = P(0,0) + P(0,1)w(1) ot w(n) :=P,[Tp < 0], n > 1. (6.11)
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D’apres la remarque 5.17, la fonction w est la plus petite solution positive du
probléeme de Dirichlet

w(0)=1 et (I—P)w=0sur N\ {0}.
En détaillant le produit matriciel, on voit immédiatement que

_ P(n,n—1) o —w
N P(n,n+1)( " n-1);

Wn+4+1 — Wn

L’ensemble des solutions du probleme de Dirichlet s’écrivent alors en termes de
la fonction :

sous la forme

w(n) = 1+ (w(l) —1)¢(n)

ott w(1) doit étre déterminé par la minimalité de la solution parmi les fonctions

positives. Deux cas apparaissent alors :

e Si ¢(00) = 00, alors la positivité de la solution impose w(1) = 1, et on déduit

de (6.11) que Py[Rp < o0] = 1, 0 est un état récurrent, et la chaine est récurrente.

e Si ¢(00) < 00, on déduit de la la minimalité de la solution parmi les fonctions

positives que w(1) = 1 — ¢(c0)~L. On obtient par (6.11) que Po[Ry < oo] =
— P(0,1)¢(c0) ™1, et la chaine est transitoire. $
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Chapitre 7

Théoremes ergodiques pour
les chaines de Markov

Dans ce chapitre, nous montrons que la loi invariante permet de caractériser
le comportement asymptotique de moyennes de la forme :

%Zg(Xi_l,Xi) — E, [9(Xo, X1)], P~ p.s. (7.1)

i=1
ou g est une fonction vérifiant des conditions d’intégrabilité convenables. Nous
caractérisons aussi la vitesse de convergence par le biais d’'un théoreme central
limite. Le but de ce paragraphe est de présenter une version plus générale de ce
résultat. L’argument crucial pour obtenir ces résultats est basé sur I'utilisation
des temps de retour de la chaine en un état arbitraire x € E :

6:=0 et RI:=inf{k>R;_| : X, =x} pourn>1, (7.2)

n—1

et 'observation de la proposition 5.21 que les excursions de la chaine entre
deux temps de retours successifs R et Ry ;, n > 1, sont indépendantes et
identiquement distribuées. Pour une chaine récurrente, ces excursions se répetent
une infinité de fois, ouvrant ainsi la porte a I'utilisation de la loi forte des grands
nombres.

En appliquant le résultat de convergence (7.1) a la fonction g(z,y) = 1y,
on obtient par une application simple du théoreme de convergence dominée la
convergence des lois marginales en moyenne de Césaro vers la loi invariante.
Nous nous intéressons alors a la convergence des lois marginales elles-méme vers
la loi invariante. Ceci conduit a 'introduction de la notion d’apériodicité comme
condition nécessaire et suffisante pour obtenir cette convergence.

7.1 Théoremes ergodiques

Commencons par une version simple du théoreme ergodique.

111
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Théoréme 7.1. Soit (X,)n>0 une chaine de Markov irréductible. Alors, pour
tous x,y € £ :

1 1 « 1
Iy o 7} : B ; .
nN” " on — Lixi=n) E,[RY]’ Lo s

Démonstration. Si la chalne est transiente, on a d’apres la remarque 6.13 que
E,[N,] < oo et I’état y n’est visité qu'un nombre fini de fois. Le résultat du
théoreme est trivial dans ce cas.

Supposons maintenant que la chaine est récurrente. Alors, les temps de retour
R? définis dans (7.2) sont tous finis P, —p.s.
1. D’apres la proposition 5.21, les variables R, ; — Ry, sont iid, et on déduit de

la loi des grands nombres pour les v.a. positives énoncée dans le corollaire 2.39 :

% . E,[RY] P.—ps. (7.3)

ou la limite est possiblement infinie.
2. Pour tout entier n, on note k := N¥ si bien que n € [ T Ri_ﬂ)‘ Alors,

1< k kEk

- 1 i =T = — € Dz O Dz |

" z:zl R n <Ri+1 Ri}
et on déduit de (7.3) que

1 n
— 1ox.— ——— P, —ps.

3. Enfin, pour y # =, on sait que la chaine (X,,),,>0 atteint y en un temps fini RY,

et on applique le raisonnement précédent a la chaine translatée (X RY +n)
n>0

pour obtenir

1 — 1
— lix,— — P, —p.s.
nE o= E,[RY]

&

Remarque 7.2. Le résultat du dernier théoreme 7.1 permet de retrouver 1’ex-
pression de la loi invariante v pour une chaine irréductible récurrente positive.
En effet, si Xy est de loi mg = v, alors X, est de loi m,, = v et

1 n
V(y) = E, [n Z l{szy}‘|
k=1

= Z v(z)E,

zEE

1 — 1 1
nzl{xk‘y}] — 2 V0g [RY] ~ E,[RY]
k=1 z€E Y Y
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d’apres le théoreme 7.1 et le théoreme de convergence dominée. Ceci prouve que
v(y) = 1/Ey[RY]. En se rappelant de la stricte positivité de la loi invariante
(cf. étape 1 de la preuve du théoreéme 6.18), ceci permet aussi de retrouver le
résultat que l'existence d’une loi invariante implique la récurrence positive.

Nous allons maintenant présenter une version plus générale de la loi des
grands nombres du théoreme 7.1, dont la démonstration passe par le méme
type d’argument.

Théoreme 7.3. Soit X une chaine de Markov irréductible et récurrente posi-
tive sur un espace dénombrable E, de matrice de transition P, et d’unique loi
wvariante v. Alors, pour toute fonction g : E X E — R positive ou telle que
E, [|g(Xo, X1)|] < 00, on a :

n

Zg(Xi—l,Xi) — E,[g(Xo, X1)] = Z ZP z,9)9(z,y), p.s.

i=1 zER yeR

1
n
quelle que soit la loi initiale Ty de Xg.

Démonstration. Nous commencons par montrer ce résultat pour une fonction
g(x,y) = f(y) ne dépendant que d’une seule variable, puis nous généralisons.
1. Supposons g(z,y) = f(y), ou f : E — R, est une fonction positive. Le
résultat pour f de signe non constant se déduit facilement par décomposition
f = f*— f~. Avec les notations de la proposition 5.21, les variables aléatoires
positives

F(Y,) = > f(Xi), n>1,
i=R?_,+1

sont indépendantes, et ont la méme distribution pour n > 2. On déduit alors de
la loi des grands nombres que

n RY
%ZF(Yk) — B, [FW)] = E. |Y_ f(Xi)|, Pp—ps.
k=1 i=1

Nous avons montré dans la preuve du théoréme 7.1 que (RZ/n) — 1/v(zx) p.s.
quelle que soit la loi initiale o de Xg. Alors :

D) = SR — (@B [F()).
" =1 k=1

Enfin, en notant N,, := Y ;_, lix,=z),ona N, — 00, Ry <n<RY .|ps.
et on déduit de 'encadrement :

x x
Ry, RN, +1

Zf Nn+1 le Z F(X),

T
RNn Nn i=1 n Np+1 ;1

Nn
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ainsi que du fait que R}, — oo, Ry, /Ry — 1 p.s. que
1 n

~Y (X)) — v(@)E [F(Y)].
i=1

2. Pour identifier cette limite, nous remarquons que pour f(z) := 1j,—,}, on a

d’apres le théoreme 7.1 que v(y) = v(z)E, [Zfi 1{X1:y}}, et par suite

Ry
V(@)E, [F(Y0)] = 3 f(@)Es |3 1pxmyy | = D FW)v ().

yek yek

3. Passons maintenant & des fonctions g(z,y) plus générales. On décompose
9(@,y) = h(z,y) + f(z), on

f(@) = Eaolg(z, X1)] et h(z,y) = g(,y) - f(2).

On applique le résultat établi a la premiere étape de cette preuve a f, et on
procede de maniere analogue pour la fonction h en montrant que

R:
E Z h(Xi_1,X;)| =0
i=RZ_,+1

par construction. &

Nous terminons ce chapitre par un théoreme central limite qui précise la
vitesse de convergence dans le théoreme ergodique. Le schéma de démonstration
est le méme : en s’appuyant sur la propriété d’indépendance et d’identité de
distribution des excursions, énoncée dans la proposition 5.21, nous appliquons
maintenant le théoréme central limite...

Théoreme 7.4. Soit X une chaine de Markov irréductible et récurrente po-
sitive sur un espace dénombrable E, de matrice de transition P, et d’unique
loi invariante v. Soit g : E x E — R une fonction positive ou telle que
Eu[l91(Xo, X1)] < co. Supposons qu’il existe x € E tel que

R
S(z)Q =K, (Zg(Xi_l,Xi) — IE,,[g(Xo,Xl)])2 < 00.

2._

Alors o v(x)s(x)? est une constante (indépendante de x) et :

n

v (n > 9(Xi1, Xi) - Eu[g(Xle)]) — N<0,02) en loi.

i=1
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Démonstration. Les variables aléatoires

R:

GY,)i= > g(Xi1, X)

i=R®_, 41

sont indépendantes pour n > 1, et de méme distribution pour n > 2. La condi-
tion s(z)? < oo permet d’appliquer le théoréme central limite pour obtenir

Vi (i S 6w -E, [g(XO,Xn]) — N(0,5(2)?) enloi,
k=1

ot le fait que G(Y1) a une loi différente ne perturbe pas l'utilisation du théoréme
central limite puisque cette quantité est indépendante de n.

On note h(z,y) := g(x,y)—E,[g(Xo, X71)]. Comme dans la preuve précédente,
on note Ny, := >3 11x, -4}, et on écrit que :

n Ny, n
%Zh(Xi,l,Xi) = %ZG(Y,C)JF% > h(Xio1, X))
=1 k=1 ]

z:R%n—i-l
Pour le premier terme, on déduit du fait que N,,/n — v(z) p.s. que

N’!L

%ZG(E) - \/?V}W%G(Yi) — N (0.0(@)s(@)*) enloi

Quand au second terme, nous allons montrer qu’il converge vers 0 en probabilité,
ce qui terminera la démonstration. En effet, notant &; := h (X;_1, X;), on calcule
que pour € > 0 :

n

P Z &| > evn Pl Y |al=evn

i=R%, +1 i=R%, +1

IN

n

n—1
= Y P| > |a4lzevn Ry, =n—r
r=1 i=Ry, +1

n

n—1
= ZP[ S gl > eV RE, =n—r
r=1

i=n—r+1

n—1 T
= Z ]P)[Xn—r = I]IP)O lz |£’L‘ > 5\/57 R‘f >
r=1 i=1
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d’apres la propriété de Markov. Alors :

IN

n n—1 T
P Z &l >evn ZPO [Z|§i|2€\/ﬁ7RT>’"

i=R% +1 r=1

i=1

S ]EO 1{2::1|51|26\/ﬁ} Z 1{R:15>T}

r>1

< Eq {Rfl{z;'zlmzeﬁ}} '

Comme E[Rf] < oo et RTI{Z::“&'ZE\/H} — 0, p.s. on déduit du théoreme

de convergence dominée que la derniere espérance converge vers zéro quand
n — 0. &

7.2 Convergences des lois marginales
et apériodicité
Une conséquence immédiate du théoreme (ergodique) 7.1 est que pour une

chaine irréductible récurrente positive, de loi invariante v (donnée par le théoreme
6.18, on a la convergence :

1 & 1 &
N PIX; =2 = — i — , P, —ps.
w o PKi=al= 03 m(x) v(z), By—ps

pour tous z,y € E. Ceci découle du théoréeme de convergence dominée.
Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la convergence de la suite
(7n)n>0 des lois marginales vers la loi invariante v.

7.2.1 Apériodicité

L’exemple suivant montre qu’on ne peut espérer obtenir la convergence des
lois marginales sans hypotheses supplémentaires.

Exemple 7.5. Les lois marginales m, de la chaine de Markov a deux états
définie par la matrice de transition

P (0)

oscillent entre la masse de Dirac en 1’état 1 et la masse de Dirac en 1'état 2.
Ainsi (m,), ne converge pas.

L’exemple précédent est fondé sur une périodicité de la chaine qui empéche
clairement la convergence des lois marginales. Nous allons montrer que ce phénomeéne
est le seul obstacle a la convergence des lois marginales.
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Pour tout état x € E, on définit
p(z) :=PGCD[I(x)] ou I(z):={neN* :P"(x,x) >0},
et PGCD désigne le plus grand commun diviseur.

Proposition 7.6. Soit X une chaine de Markov irréductible. Alors la fonction
p(x) = px est une constante.

Démonstration. Soient x,y € E deux états tels que z «— y, i.e. Pi(x,y) >
0 et Pi(y,r) > 0. Alors, une application directe de 1’égalité de Chapman-
Kolmogorov montre que P (x,z) > 0 et P T (2, 2) > 0 pour tout r € I(y).
Alors p(x) divise i + j et i + j + r, ainsi que la différence r de ces deux entiers.
Comme r est arbitraire dans I(y), on déduit que p(x) divise p(y). En inversant
les roles de x et y, on montre ’égalité p(x) = p(y). O

Définition 7.7. Soit X une chaine de Markov irréductible. On dit que X est
apériodique si px = 1.
Avant d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe, nous montrons une

propriété intéressante des chalines apériodiques.

Lemme 7.8. Pour x € E, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) p(x) =1,

(ii) il existe n(z) € N tel que P™(z,z) > 0 pour tout n > n(x).

Démonstration. L’implication (ii) = (i) est triviale. Pour I'implication inverse,
on considere des entiers ni,...,n; € I(z) avec PGCD[ng,...,n,] = 1. Le
théoreme de Bezout assure 'existence de qi, ..., qx € Z tels que

k k k
qui =1=a(z) —blz) ou alx):= Zq;rnl et b(x) := Zq;m
i=1 i=1 i=1

Posons :
n(z) :=b(z)? — 1 = (b(x) — 1)b(z) + b(z) — 1.
Alors pour tout n > n(z), la division euclidienne de n par b(z) s’écrit :

n = dblx)+ravecd>ret0<r<b(x)—1
k k
= (d—7r)b(z) +ra(z) = (d—r)quni—&—qu;ni.
i=1 i=1

L’égalité de Chapman-Kolmogorov montre que toute combinaison linéaire des
(ni)1<i<k, & coefficients dans N, est dans I(z). En particulier, la décomposition
précédente montre que n € I(x). O

Le Lemme 7.8 exprime clairement que ’apériodicité est une condition nécessaire
pour la convergence des lois marginales. En effet, si p(z) > 2 pour un certain
point € E, alors pour tout n > 1, il existe un entier k,, tel que P*"(z,z) =0,
ie. 7w, (x) =0, P,—p.s. et par conséquent la suite (Td'k” (m))n ne peut converger
vers v(x) > 0.
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7.2.2 Convergence et vitesse
de convergence des lois marginales

Avec I’hypothese supplémentaire d’apériodicité, nous allons maintenant énoncer
et montrer le résultat de convergence des lois marginales vers la loi invariante.

Théoréme 7.9. Soit X une chaine de Markov irréductible et récurrente positive
d’unique loi invariante v. Si X est de plus apériodique, alors :

mn(x) =P[X, =] — v pour tout x € E.

Pour montrer ce théoreme, nous isolons le résultat suivant qui a son propre
intérét.
Proposition 7.10. Soient X! et X? deuz chaines de Markov indépendantes de
méme matrice de transition P irréductible apériodique. Alors la chaine produit
Y = (X1, X?) est irréductible apériodique. Si de plus P est récurrente positive,
il en est de méme pourY .

Démonstration. Comme P est irreductible et apériodique, le lemme 7.8 s’ap-
plique & tout état x € E. La matrice de transition de la chaine produit Y est
donnée par

(P®P>($1ax2aylay2) = P(:Clay1>P(‘r27y2)a

et d’apres le caractere irréductible de X, il existe des entiers mq, ms tels que
P™i(z;,y;) > 0,1 =1,2. On en déduit alors pour n > n(y1) +n(y1) +my + mo
que P™(xi,y;) > P (w4, yi) P ™ (yi, yi) > 0, et

(P®P)"(x1,22,91,%2) = P"(x1,51)P"(x2,92) > 0,

prouvant ainsi l'irréductibilité de la chaine produit Y. L’apériodicité est immédiate
puisqu’on a de méme que (PRP)"(z1, x9, 71, 72) > 0 et (PRP)" (21, 29, 21, 72)
> 0, et par suite PGDCDI[I(x1,22)] = 1.

Enfin, si P est récurrente positive, elle admet une unique loi invariante v, et
il est immédiat de vérifier que v ® v est une loi invariante pour la chaine produit
Y. Ceci prouve que Y est récurrente positive d’apres le théoreme 6.18. &

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour démontrer le résultat de
convergence des lois marginales vers la loi invariante.

Preuve du théoréeme 7.9 Soient X' et X2 deux chaines indépendantes de
méme matrice de transition que la chaine X, et introduisons la chaine produit
Y = (X', X?). Soit T := inf {n >0 : X! = X2}. Notons que, bien que les
deux chaines ne soient pas issues de la méme loi initiale, apres le temps 7', elles
ont la méme distribution. On calcule alors que

PX!=2] = PX}=2,T>n+PX}=2T<n

= PX!=2,T>n+PX2=2,T<n
P[T > n] +P[X2 =z].

A



7.2. CONVERGENCE DES LOIS MARGINALES 119

Ceci montre que P[X} = x] — P[X2 = z] < P[T > n]. En inversant les réles de

X1 et X2, on obtient alors [P[X! = 2] -P[X2 = z]| < P[T > n], et en supposant
que X7 est distribué selon la loi invariante v, on a :

PX! =2]—v(z)] < PIT>n].

Pour conclure, on commence par remarquer que P[T" > n| — P[T = oco| quand
n — 0o, d’apres le théoreme de convergence monotone. D’apres la proposition
7.10, la chaine Y hérite la récurrence positive de la chaine X. Par conséquent,
T =infyep Ry o (Y) < 00 p.s. ou Ry ,(Y) désigne le premier temps de retour
de la chaine Y au point (z,x). $

Nous terminons ce paragraphe par un résultat sur la vitesse de convergence
dans le dernier théoreme. Afin de motiver 'hypothese du théoreme 7.12 ci-
dessous, nous commencons par considérer le cas d’un espace d’état fini, exploi-
tant de maniere cruciale le lemme 7.8.

Proposition 7.11. Soit X une chaine de Markov irréductible apériodique sur
un espace d’état fini E. Alors sa matrice de transition P vérifie la Condition de
Doeblin : il existe k € N, ¢ > 0 et une loi § sur E tels que

PF(z,y) > e(y) pour tous x,y € E. (7.4)

Démonstration. D’apreés le lemme 7.8 et le fait que E soit de cardinal fini, on
déduit I'existence d'un entier & > 1 tel que P*(x,y) > 0 pour tous z,y € E. On
pose alors :

1
= in P* t (y) := = min P*(z,y),
€ yEEggg (z,y) et d(y) - min (z,y)

et on vérifie immédiatement que la condition de Doeblin est vérifiée avec ces
données. &

Le résultat suivant est vrai pour un espace d’état dénombrable, non néces-
sairement fini.

Théoréme 7.12. Soit P une matrice de transition vérifiant la condition de
Doeblin (7.4). Alors il existe une unique loi invariante v > € vérifiant

sup S|P (@, y) —w(y)| < 21— o)/
IEEyEE

Démonstration. Pour une mesure p sur F, on note par ||ullvr = |plla =
Y wer ()] 11 s’agit de la variation totale de la mesure p qui coincide avec la
norme ¢! sur ’ensemble dénombrable E. Comme P est une matrice stochastique,
toutes ses valeurs propres sont dans le disque unité, et on calcule pour une
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mesure p telle que p(E) = 0 que
P lyr = [|p(PF) /R prekin/kl
< P v

DD (WPHE @) (PR, y) —2d(y))

yeE |z€E

N

ol nous avons utilisé le fait que pu(E) = 0 implique puQ(E) = 0 pour toute
matrice stochastique Q. EN utilisant la condition de Doeblin (7.4), on obtient
alors :

[P e < D (P @)] Y (PR, y) — ed(y))
reE yekE
= (1=e)|u(PH) M=y
< < (=) My

En particulier, pour toutes lois initiales mg et 7, on bien sir (mg — 7()(E) = 0
et :

|moP" — mP lvr < (1 —e)"Mmg — xfllvr < 2(1— )"k

Ceci implique P'unicité de la loi invariante. Par ailleurs, en choisissant 7, = mo P,
on voit que (moP™),>0 est une suite de Cauchy dans ¢!(F), qui est un espace
complet. Elle y converge donc vers une limite v qui est une loi invariante par
continuité. &

7.2.3 Application a I’algorithme PageRank de Google

Le principe du moteur de recherche Google est le suivant.

- Les pages du web sont indexées par un “rampeur du web” (web crawler), un
logiciel qui sonde et conserve automatiquement le contenu de chaque site web,
dans un catalogue facile a parcourir.

- Ceci donne lieu & un catalogue indexé de pages web de taille gigantesque de
I'ordre de 25.10° d’apres Google.

- Les pages se font attribuer un ordre de priorité par la procédure PageRank qui
a été développée par Larry Page et Sergey Brin en 1998. En quelques mots, cet
ordre de priorité est établi en fonction de nombreux criteres et principalement
en fonction des liens externes (popularité de liens) pointant vers la page web,
ainsi que des liens que cette derniére fait vers elle-méme (liens internes).

- Le logiciel Google fournit ’ensemble des pages qui répondent a une requéte
donnée suivant 1'ordre de priorité établi par PageRank.

Il y a quelques années, les utilisateurs devaient attendre plus longtemps les
retours des moteurs de recherche. Quand ces retours étaient enfin disponibles, la
liste des pages indiquées contenait souvent des informations peu importantes, et
des liens inutiles apparaissaient invariablement parmi les premiers retours, alors
que des liens utiles étaient enterrés dans les profondeurs de la liste des retours...
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L’information disponible sur le web n’est pas structurée sur le modele des
bases de données traditionnelles, elle est plutot auto-organisée. La taille gigan-
tesque du web depasse de tres loin les techniques traditionnelles de recherche
documentaire. L’approche originale implémentée dans la procédure PageRank
a completement révolutionné le fonctionnement des moteurs de recherche, et a
permis de mieux répondre aux besoins des utilisateurs de moteurs de recherche.

PageRank a été développé a 1’Université de Stanford dans le cadre d’un
projet de recherche démarré en 1995 par Larry Page (d’ou le nom!) et, plus
tard, Sergey Brin, qui sont tous les deux diplomés d’un Master on Computer
Science & Stanford. Cette aventure extraordinaire a conduit Page et Brin a
fonder Google en 1998 mais, pour la petite histoire, ils n’ont jamais achevé
le programme doctoral (PhD) de Stanford. Les recherches qui ont abouti au
développement de la technologie de PageRank ont été financées en partie par
la National Science Foundation. Le premier brevet (intitulé Method for Node
Ranking in a Linked Database), datant de janvier 1997, est la propriété de
I’Université Stanford, qui a octroyé une licence exclusive de cette technologie a
Google en 1998, et ce jusqu’en 2011. L’université a regu 1,8 Millions d’actions
Google, en échange de I'utilisation du brevet ; qu’elle a vendues en 2005 pour la
somme de 336 Millions de Dollars US.

Nous allons décrire le principe de fonctionnement de PageRank en gardant a
I’esprit que plusieurs améliorations ont été introduites depuis afin de répondre
aux divers détournements des utilisateurs qui ont tenté de gonfler artificiellement
leur indice de popularité. Google a ainsi réagi en instaurant des filtres et en
integrant des critéres qualitatifs a ’analyse des liens (sémantique, confiance,
comportement des utilisateurs).

Soit E = (1,...,N) ’ensemble des N pages du web. Chaque page ¢ contient
des liens vers d’autres pages I; := {ix,1 < k < d;} C E. Pour les pages ne
contenant aucun lien vers d’autres pages, on pose par convention I; = E. On
attribue alors un poids uniforme pour le déplacement d’une page a une autre :

L(i,j) = d% 1ijer,y Dpour tout 4,5 € E.

Ceci modélise le comportement d’un navigateur ivre sur le web qui se déplace
d’une page a une autre en choissant au hasard un lien existant sur la page
courante. Si la page courante ne contient aucun lien, il choisit une page au
hasard. Si on note par X, le numéro de la page visitée par notre internaute a la
date n, on obtient une chaine de Markov homogene de matrice L. En pratique, la
matrice L est remise a jour régulierement afin de prendre en compte I’évolution
de la structure du web.

Le principe de PageRank est d’attribuer un rang r; a chaque page i € E en
fonction de 'importance relative des liens pointant vers i, et du rang de la page
contenant un tel lien :

r
T = Z d—j pour tout ¢ € F.
j uel; 7
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Pour étudier I'existence et I'unicité d’un tel vecteur de rang 7, on remarque
d’apres la définition des L;; que I'écriture matricielle de I’équation définissant
le vecteur de rangs est r = rL, ol r est un vecteur ligne et L est la matrice
stochastique définie par les composantes L; ;. Nous sommes ainsi ramenés a un
probleme de recherche de loi invariante pour une chaine de Markov. Si on revient
a notre internaute ivre, la question du rang se traduit par I’exitence d’un état
d’équilibre qu’il finirait par atteindre aprés un nombre infini de déplacements
d’une page a une autre.

Comme l'espace d’état est fini, nous sommes assurés qu’il existe une loi in-
variante. Mais rien n’en garantit I'unicité, puisque la chaine n’est en général pas
irréductible. Par ailleurs, méme en supposant que la chaine soit irréductible, le
calcul pratique du vecteur de rang est typiquement fait par le biais des itérations
rn = L1,_1 a partir d’un point initial arbitraire ry. En d’autre termes, ceci pose
la question de la convergence des lois marginales. Enfin, en vue de l'applica-
tion industrielle, la vitesse de convergence vers la loi marginale est un critere
de premiere importance. Pour toutes ces raisons, Brin et Page ont introduit la
matrice de Google G de composantes :

1
Gij=al;;+(1- a)N pour tous 1<4,j <N,

oll « est un parametre dans |0, 1] appelé facteur de damping. Cette modification
de la matrice peut s’interpréter par le fait que I'internaute ivre choisit avec une
probabilité « de se diriger vers un de ses liens favoris (bookmarks) que 1'on
suppose distribués uniformément sur ’ensemble des pages.

Alors la matrice G est stochastique, irréductible, et vérifie méme la condition
de Doeblin puisque G; ; > 0 pour tous 7, j € E. En utilisant la matrice de Google
G au lieu de la matrice des liens L, nous sommes ainsi assurés de l’existence
et de 'unicité d’une loi invariante, que I’on définit comme le vecteur de rang r,
et de la convergence de la procédure itérative r, = Gry,_1 vers r a une vitesse
géométrique donnée par le théoreme 7.12.

Enfin, il reste a discuter le choix de la valeur du parameétre . Il est clair
que le soucis de rapidité de la convergence de I'algorithme nous pousse a choisir
a proche de 0, mais ceci conduirait a une matrice G qui ne reflete pas la vraie
structure du web. La valeur exacte du parametre « est un secret gardé de Google,
mais il semble qu’elle se situe autour de 0, 85.

A titre d’exemple, pour N =6 et

0 1/3 1/3 1/3 0 0
/2 0 12 0 0 0
1/4 1/4 0 1/4 1/4 0
13 0 0 0 1/3 1/3 |’
0 1/3 0 1/3 0 1/3
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

on trouve un vecteur de rang donné par :

r = (0,2066, 0,1770, 0,1773, 0,1770 , 0,1314 , 0, 1309).
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Sous ces conditions, supposons que l'utilisateur de Google rentre une requete
avec deux mots clés mot 1 ou mot 2, que mot 1 soit présent dans les pages 3,
2 et 6, et que mot 2 soit présent dans les pages 1, 3. Alors, Google retourne
comme premiere adresse la page 1.

7.3 Algorithme de Hastings-Metropolis

Soit v une mesure de probabilité sur un espace d’état au plus dénombrable
FE. L’algorithme de Hastings-Metropolis propose une méthode pour simuler des
variables aléatoires de loi v basée sur l'interprétation de v comme loi invariante
d’une chaine de Markov a déterminer. Notons tout de suite qu'un avantage tres
important, et tres utile pour les applications, de I'algorithme de Metropolis est
qu’il ne requiert la connaissance de la loi ¥ qu’a une constante pres :

K
el

ol u est une mesure positive finie.

7.3.1 Description de 1’algorithme

Le premier ingrédient est la donnée d’une matrice de proposition

() stochastique, irréductible, et vérifiant :

Q(z,y) >0<—= Q(y,z) >0, z,y € E. (7.5)

qu’on considerera comme la matrice de transition d’une chaine de Markov

(Yn)n20~
Le deuxiéme ingrédient est la donnée d’une fonction

h : Ry \ {0} —]0,1] vérifiant h(y) = yh(1/y) pour tout y > 0, (7.6)
a partir de laquelle on définit la probabilité de rejet de la valeur courante :

wy)Q(y, x)
w(z)Q(z, y)

L’exemple typique, qui a été initialement proposé par Metropolis et ses co-
auteurs en 1953, est :

R(z,y) :=h ( ) pour z,y € E tels que z # y et Q(x,y) # 0.

h(y) :==1Ay pour y=>0. (7.7)

Observons que les données ci-dessus ne font intervenir que la mesure positive p,
et non sa normalisation en mesure de probabilité v. L’algorihme de Metropolis
est défini par la simulation de la chaine de Markov (X,,),>0 suivante :

1. choisir une variable initiale X, arbitraire,

2. étant donnée la v.a. X,,_1,
— on simule la v.a. Y, selon la loi Q(X,,—1,.),
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— on accepte Y, (et on rejette X,,_1) avec probabilité R(X,_1,Y,),
i.e. on simule une variable aléatoire uniforme U, indépendante de
(Xn-1,Y,), et on pose :

Xn = Yoty <r(Xn 1, v} T Xn11{u, > R(X0_1,Y0)}

La matrice de transition associée a la chaine de Markov X est donnée par

P(z,y) = PlU, < R(z,y)]Q(x,y) = R(z,y)Q(x,y) pour x # y,
P(z,z)=1- Z P(z,y), (7.8)

r#YyEeER

oll on pose par convention P(z,y) = 0 pour x # y vérifiant Q(z,y) = 0. La
matrice P a les propriétés suivantes :
— par construction, P est une matrice stochastique, et elle hérite la pro-
priété d’irréductibilité de @Q,
— la propriété h(y) = yh(1/y) implique que P est réversible par rapport &

VPO = v (4S5
u@)Qwy)\ ™ (1()Qw,y)
- et (5 ) (Sge )
— )@ (GEEET) — @) pa)

Par suite, v est 'unique loi invariante de (X,,)n>0.

— Enfin, si Q est apériodique ou h < 1, alors P est apériodique. Supposons
que P n’est pas apériodique, et cherchons une contradiction. Comme P
est irréductible, tous les états ont la méme période, et on déduit que pour
tout état x € F :

c#yeE r#YyeR

Comme tous les termes de droite sont positifs, on en déduit que
Q(z,z) =0et Q(z,y) (1 — R(z,y)) =0 pour tous x,y € E, x #y.

-Sih <lalors R< 1et Q(z,z) =0, Qz,y) (1 — R(z,y)) = 0 pour
tous x,y € F, x # y, ce qui est contradictoire avec le fait que @ soit une
matrice stochastique.

- Supposons maintenant que @ est apériodique. Alors pour y # z, P(x,y) =
0 dés que Q(z,y) = 0 par construction. Si Q(z,y) > 0, alors R(z,y) = 1.
Par ailleurs, d’apres la condition (7.5) sur la matrice de proposition @,
on a Q(y,x) > 0 et par suite R(y,x) = 1 aussi. Alors Q) est reversible
par rapport a v, et comme P(z,y) = 0 dés que Q(z,y) = 0, on voit que
P = @, et P hérite 'apériodicité de Q.
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Ainsi, sous les conditions ci-dessus, l'algorithme d’Hastings-Metropolis per-
met de simuler la loi ¥ comme loi invariante de la chaine irréductible apériodique
(Xn)n>0. Le théoréme 7.12 nous garantit que la convergence des lois marginales
vers v a lieu & une vitesse géométrique.

Remarque 7.13. Soit ) une matrice de proposition stochastique et irréductible.
Supposons de plus que @ est symétrique, i.e. Q(z,y) = Q(y,x). Alors elle vérifie
les conditions (7.5). Dans ce cas, on peut montrer que si la loi v n'est pas
constante, alors P est apériodique. Pour obtenir ce résultat, il suffit de suivre
les arguments de la preuve précédente jusqu’a arriver, par symétrie de @ a la
conclusion que v(z) = v(y) pour tous z # y avec Q(z,y) > 0. On déduit
ensuite simplement de l'irréductibilité que v est constante, contredisant notre
hypothese.

Remarque 7.14. Dans 'algorithme initial proposé par Metropolis et ses co-
auteurs, la fonction h est donnée par (7.7) et la matrice de proposition Q est
symétrique, ce qui simplifie I’étape de rejet puisqu’alors

- on rejette systématiquement X,,_q des que v(Y,,) > v(X,—1),

- on rejette X,,_1 avec probabilité v(Y,,)/v(X,—1) si v(Y,) < v(Xpn-1).

Ainsi, si la probabilité de rejet v(Y,)/v(X,—1) devient trop petite, les chances
d’acceptation de la nouvelle observation sont trop petites, et I'algorithme est
peu performant. Plus généralement, si on veut que la probabilité de rejet soit
proche de 1, on doit choisir () “pas trop loin” de la reversibilité par rapport a
v, et donc “pas trop loin” de P .

Remarque 7.15. On dit que ’algorithme de Hastings-Metropolis est indépendant
si Q(x,y) = Q(y) est indépendant de x. Dans ce cas, la variable Y;, est indépendante
de X,,, mais son rejet ou acceptation en dépend.

Remarque 7.16. Sil’ensemble des états E est muni d’une structure de graphe,
on choisit la matrice de proposition ) comme la matrice de transition d’une
marche aléatoire symétrique sur ce graphe.

7.3.2 Simulation de la loi de Gibbs

Soit T > 0 une constante et V' : E — R une fonction donnée. La mesure
de Gibbs associée a T et V est définie par

F%(z):—leexp(X;(x)):cEE, oil ZT:_Zexp(VT(y)>.

yeE

En physique statistique, V' est appelée fonction d’énergie et T la température, et
la loi de Gibbs apparait naturellement comme loi d’équilibre thermodynamique
du systéme qui a les caractéristiques (V,T). En effet, il est facile de vérifier que
F¥ est solution du probleme de maximisation de I’entropie

- Z viz)lnv(z) — max!
zel
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parmi les loi v qui sont d’énergie moyenne donnée vV = E, ou E = E(T) est
une constante dépendant de T'.

Dans les applications, F est de cardinal tres grand, et le facteur de normalisa-
tion Zp est difficile a calculer. L’algorithme de Hastings-Metropolis prend alors
toute son importance ici, puisqu’il permet de simuler la loi de Gibbs T'Y. sans
avoir a calculer la constante de normalisation Z7. En effet, étant donnée une
matrice de proposition @ et une fonction h vérifiant (7.5)-(7.6), la probabilité
de rejet est simplement donnée par

Rz,y) = h (exp (_(V(y)T‘ VW) ggz 3) pour z,y € E.

Exemple 7.17. (Modéle d’Ising) L’observation expérimentale a mis en évidence
que les matériaux ferromagnétiques subissaient des transitions étonnantes et
discontinues dans leur comportement. Par exemple, un matériau aimanté suf-
fisamment chauffé perd subitement ses propriétés magnétiques. De plus, ce
phénomene apparait de facon abrupte a une certaine température appelée tempé-
rature de Curie. On appelle souvent de tels changements de structures des tran-
sitions de phases, suivant la méme terminologie que pour le passage du gazeux
au liquide ou du liquide au solide, correspondants eux aussi a des températures
spécifiques a la matiere étudiée.

Le physicien Ising s’est intéressé a I’étude de ce probleme. Devant la dif-
ficulté du probleme, il a commencé par étudier le cas unidimensionnel qui ne
possede malheureusement aucune propriété de transition de phase. Ce n’est
que quelques années plus tard, grace a 'algorithme de simulation d’Hastings-
Metropolis, qu’on s’est rendu compte que le modele permettait de produire des
phénomenes de transition de phase en dimension supérieure a 1.

Le modele d’Ising est une version simplifiée d'un systéme magnétique. On
considere N particules positionnées sur une grille réguliére, comme les atomes
d’un cristal. On affecte a chaque particule un spin, correspondant & son orienta-
tion. Les orientations possibles sont 1 ou —1. L’espace d’état est donc {—1, 1}V,
et on définit I’énergie du systeme en tout point « € E par :

V(z) = —% Z JLyxy—ZBma:,

r,yck relk

ol le vecteur B = (B, ). r modélise 'effet d’'un champs extérieur d’aimantation,
et la matrice J = (Jy )z yeE €St typiquement choisie symétrique & diagonale
nulle et modélise I'interaction entre les particules : J,, > 0 signifie que I'in-
teraction est attractive du type ferromagnétique, puisque la maximisation de
I’entropie conduit a favoriser les configurations ou les spins en x et y ont des
orientations identiques. De méme, J, , < 0 signifie que 'interaction est répulsive
du type antiferromagnétique.

Dans cet exemple, la constante de normalisation, appelée fonction de par-
tition, est trés difficile & calculer car I'espace d’état {—1,1} est gigantesque.
Comme exemple de matrice de proposition @, on peut considérer celle qui a
partir d’une position x choisit uniformément 1’état suivant en changeant 1’orien-
tation d’exactement un spin.
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7.4 Recuit simulé

7.4.1 Description de la méthode

Soit F un espace d’état fini, et V' : E — R donnée. On s’intéresse a la
recherche des minima globaux de V

Viin = {z :V(z) <V(y) pour tout y € E},

dans des cas ou des minima locaux peuvent conduire les méthodes habituelles
a étre piégées. Dans cette littérature, les minimas locaux sont appelés puits de
potentiel.

L’idée essentielle est I’observation que la mesure de Gibbs associée a 1’énergie
V et la température T vérifie :

. 1y, (z)
1 FV — min .
750 T (@) card(Vimin)

(7.9)
Ceci suggere de se donner un schéma de température (T,,)n>1, qui converge vers
0, et d’utiliser I'algorithme de Hastings-Metropolis avec la température T, a
chaque étape n. Ceci définit une chaine de Markov non homogene (X,,),>0 de
matrices de transition (P, ),>o définies par (7.8) en remplacant T par T,,. Pour
toute loi initiale g, la loi marginale de X, est notée m,, et la loi de Gibbs I‘%l
est la loi invariante d’une chaine de Markov homogene (fictive) de matrice de
transition P,. On a alors

Tp=moPy ... Py et T, =T} P, pourtout n> 1. (7.10)

Il faut alors faire attention a la vitesse de convergence vers 0 du schéma de
températures. En effet, dans le contexte présent, nous avons les deux asymp-
totiques n — oo et T;, — 0, et on doit choisir convenablement la vitesse de
convergence de T, vers 0 afin de garantir la convergence de la chaine vers I’en-
semble Viin.

La terminologie provient de ’analogie avec la métallurgie. Le recuit est une
technique qui consiste & faire fondre plusieurs fois un métal, puis a le laisser
refroidir lentement afin d’en améliorer les qualités mécaniques.

7.4.2 Un résultat de convergence

Nous allons montrer un résultat de convergence simple, et nous renvoyons
vers [7] pour des résultats plus élaborés. Pour la procédure de rejet, on pren-
dra la fonction h de (7.7). Alors, étant donnée une matrice de proposition @
symétrique, la matrice de transition de la chaine est donnée par

Py(z,y) = Qz, y)e_(v(y)_v($))+/T7l pour x #y.



128 CHAPTER 7. THEOREMES ERGODIQUES

Théoréme 7.18. Soit Q une matrice de proposition symétrique et vérifiant la
condition de Doeblin sur ’espace d’état fini E : il existe k € N, € > 0 et une loi
6 sur E tels que :

Q%(x,y) > ed(y) pour tous z,y € E. (7.11)

Soit T,, = (blnn)~L. Alors, il existe by > 0 tel que pour tout b < by, n > 0 et
toute loi initiale my, on a :

lim |, —TY [|p =0 et lim P [V(Xn) >n+min V| =0.
n—oo

n— oo

Démonstration. Remarquons d’abord que les mesures de Gibbs sont invariantes
par addition d’une constante, i.e. TV = I‘g“ pour toute constante ¢ € R. On
peut alors supposer sans perte de généralité que 1’énergie V' > 0. Pour alléger
les notations, on écrit simplement I'y, := T}, et ||| := ||.[[x.

1 En utilisant (7.10), on obtient pour des entiers n et r :

n+r—1
H(wn “T)Pusi--Papr+ > (T = Tjp1)Piar ... Py,

Jj=n

||7Tn+r - Fn-‘rT”

n+r—1
[ = o) Past o Psell+ 3 |05 = Tis) Prga o P
j=n

n+r—1

IN

IN

j=n

Dans les deux étapes suivantes, nous traitons les deux termes de droite séparément.
2 Pour tout n, on calcule par définition de la mesure de Gibbs :

1 1
I =Tyl € Y |om—e V@B - e V@T)
%7 z
1
< ‘e—V(z)/Tj+1 _ e—V(w)/Tj
i gg
1 1
Jr‘ _ 7‘ e~ V(@)/T;
Z Ny w;g
1 eV @ T mvET, 1
= e ® J+1_e z J+ Z_Z
ZT]'+1 1; Tjt1 | b TJH'
< 2 ’e—V(w)/Tj+1 _ e_V(W)/TJ
ZT7+1 z€E
_ N e V@ T V@ )|
ZTj+1 z€E

||(7Tn - Fn)PnJrl s Pn+rl| + Z ||(Fj - FjJrl)H- (7'12)
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Comme Tj,1 < T}, ceci donne :

2 1 1
. V) (- )
a ’ ZTj+1 é 5 Tjn
1 1
< Wik (7 -7 )- (7.13)
Ty Tin

3 Pour le premier terme de droite dans l'inégalité (7.12), nous montrons main-
tenant que pour r = k, I'entier de la condition de Doeblin, on a I’estimation :

(70 = Tn)Poy1 .- Pkl < (1 —(n+ k)_bvk) [mn —Toll, (7.14)
ou b est la constante qui définit le schéma de température (T),)n>1 et
vo= o max (V(w) = V(y)qua>o-
En effet, pour z # y dans F et j € N, on a :
Qa,y) > Pi(x,y) = " VOVEITQ(z,y) > e /T Q(x,y) = ;7" Q(x, ),

et Pj(iL‘7I’) = 1 - Zy;ﬁx Pj(xay) Z 1 - Zy;ﬁx Q('I,y) = Q(ZL‘,I’) 2 jiva(Iay)'
Ainsi Pj(z,y) > j~*Q(x, y) pour tous z,y € E, et on déduit de la condition de
Doeblin vérifiée par @ que

n+k

Pogr- Pogi(zy) = Q%ay) [ i7" = (n+k)"ed(y),
j=n+1

prouvant que la matrice de transistion P := Poi1... Ppyy vérifie la condition
de Doeblin avec la méme loi § et une constante & := e(n + k)~*”. En répétant
I'argument de la démonstration du théoréme 7.12 pour la matrice P, on voit
alors que [[(m, — ') Pos1 - - - Pogkl| < (1 —=&)|lmn — Tyl

4 Dans cette étape, nous allons montrer que

lmri — Trill — 0 quand i — oo, (7.15)

ou k est 'entier appraissant dans la condition de Doeblin. Pour cela, on considere
r=ketn==kii€cN, et on commence par déduire de (7.12)-(7.13)-(7.14) que

1T+ — Dasvrll < (10— aq)llmn — Tirll + Bs,

ou les «;, ; sont donnés par :

—b -1
a; =e((i+1k) """ et B ;:2b|1/||001n(“_r )
(2

Alors :
7 i—1 7
Imie =Tl JJA =)™ < lwene — Tamupll JJA =)+ 8 [ (1 = )™
=0 =0 =0
% l
< < mo=Tol + Y A1 —ay)™h

I=1 j=0
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et on obtient, en notant 4; := H;:O(l — ),

i -1 7o —Toll | 1 =B
H?Tik—Fiklljl;[o(l—aj) —1 ta — (A — A1),

IN

=1 !
D’apres la définition des «;, on voit que pour
b<by := (vk)™!, (7.16)

la serie Y «; diverge, et par suite A; — oo quand ¢ — co. On calcule aussi
directement que a;/B; ~ i®**~1 —= 0 pour b < by. Pour tout v > 0, la suite
positive («;/53;); est bornée (par M) et «;/5; <~y & partir d’un certain rang o,

et par suite :

7

1

=

1
ll(Al_Alfl) < X(MAi0+E(Ai_Ai0))—>O

e

t=1
quand i — oo, terminant la preuve de (7.15).

5 Pourn=ki+r,i € Netr=1,...,k— 1, on déduit de 'inégalité (7.12),
de Testimation (7.13), et du fait que le spectre de la matrice de transition est
borné par 1, que

ki+r
Iaier = Tasarll < s = Tull 4 20Vt (50— 0

terminant ainsi la preuve de la convergence de m,, — I'), vers zero. Enfin, pour
n > 0, on obtient par I'inégalité de Chebyshev que

P [V(Xn) —minV > n} < 9 'E [V(Xn) — min V}
= gt (7TnV — mEin V)
= gt (an ~ min V) L (mV — TaV).

Le premier terme a droite de la derniére égalité tend vers 0 d’apres (7.9), et le
second terme tend vers 0 d’apres la convergence de 7, — I';, vers zero. O

7.4.3 Application au voyageur de commerce

Un voyageur de commerce doit visiter N clients, dans N villes différentes, et
revenir a son point de départ. Son objectif est de minimiser le trajet a parcourir.
Une méthode de recherche systématique du minimum consisterait a explorer
tous les chemins possibles et a comparer leur longueur. Ceci conduirait a une
complexité numérique gigantesque puisque l’ensemble des trajets possibles est
donné par I'ensemble des permutations des IV villes, soit IV !, qui croit trop vite
avec N. Par exemple, pour 30 villes, le nombre de trajets est de ’ordre de 103°.
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D’autres méthodes du type descente de gradient risquent d’étre piégées dans des
puits de potentiel. Nous allons montrer comment mettre en place la méthode
du recuit simulé dans ce contexte.

Ici, Péspace d’état E est 'ensemble des permutations de {1, ..., N}. La fonc-
tion & minimiser est

N
V(z) := Zdist(mi,xiﬂ) pour tout x € F,
i=0

ol 9 = xny+1 = 0 indique son lieu de résidence. La matrice de proposition
est construite en supposant que, partant d’'une permutation x € F, les seules
transitions sont les suivantes :

— on échange deux villes x; et x; sélectionnées au hasard,

— on garde le méme trajet.
On dira que deux chemins x et y sont voisins, et on note x ~ y, si x # y et
s’ils peuvent étre obtenus I'un de 'autre par un seul échange de deux villes. On
considere la matrice de proposition :

2 1
Qr,y) = 5 e~y T+ Nl{x:y} pour z,y € E.

Un autre choix possible, qui donne de meilleurs résultats numériques, consiste
a garder la méme forme pour la matrice de transition, et a définir les trajets
voisins par x ~ y s’il existe 1 <7 < j < N tels que

Y= (T1ye oy Tim 1, Ty Tty oy Tk 1, Tjp Ly - -+ TN)-

Il est clair que @ est irréductible. Notre choix de matrice de proposition vérifiant
Q(z,z) > 0, qui peut sembler curieux & premiére vue, assure que @ et apériodique,
et vérifie donc la condition de Doeblin d’apres la proposition 7.11.
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Chapitre 8

Martingales en temps
discret

Dans tout ce chapitre (€2, .4,F,P) désigne un espace probabilisé filtré, et on
considerera des processus aléatoires réels.

8.1 Martingales et temps d’arrét

Dans le domaine des jeux de hasard, on trouve la définition suivante : une
martingale est une technique permettant d’augmenter les chances de gain. Tou-
tefois, en moyenne, un joueur utilisant une martingale ne gagnera pas plus
qu’un autre; la martingale permet de perdre moins souvent, mais le montant
des pertes potentielles est plus important. Ce concept a un c6té mystérieux lié
a des histoires colportées sur l'utilisation de certains joueurs particulierement
doués d’'une martingale dont ils détiennent jalousement le secret. Bien stir, tout
ceci releve plutét du mythe que de la réalité. En effet, 'analyse précise des
stratégies dites de martingale révéle des caractéristiques de moyenne de gain et
de risque qui ne justifient pas les bienfaits prétendus.

La notion de filtration permet de donner une définition mathématique précise
pour cette notion.

Définition 8.1. (Martingale) Soit X = (Xp)n>0 un processus aléatoire adapté
sur lespace probabilisé filtré (0, A,F,P). On dit que X est une surmartingale
(resp.sous-martingale) si X, est P-intégrable pour tout n et

E[X,|Fno1] < (resp. =) Xn—1 pour tout m > 1.

On dit qu’un processus X est une martingale s’il est a la fois surmartingale et
sous-martingale.

Exemple 8.2. Soit Y une v.a. réelle intégrable. Alors X,, := E[Y|F,],n € N,
est une martingale. Ceci est une conséquence immédiate de la propriété des
projections itérées de l’espérance condionnelle.

133
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Exemple 8.3. Soit (X,,),, une chaine de Markov homogéne sur un espace d’état
E, de matrice de transition P, et soit f : E — R vérifiant P"|f| < oo pour
tout n.

e Si f=Pf, on dit que f est harmonique, et (f(X,))n est une martingale.

e Sif > Pf, ondit que f est surharmonique, et (f(X,))n est une surmartingale.
e Si f < Pf, on dit que f est sous-harmonique, et (f(X,))n est une sous-
martingale.

Exemple 8.4. Soit (&,,),, une suite de v.a. indépendantes intégrables avec E[¢,] =
0. Alors le processus

Sni=) & neN,

i<n

est une martingale. les v.a. (§,)n peuvent représenter le gain d’un joueur pra-
tiquant un jeu au hasard o répétition de maniére indépendante. Alors &, est le

m

gain (ou perte) du joueur a la péme partie.

Exemple 8.5. Soit M une martingale et ¢ un processus F-adapté borné. Alors,
le processus X défini par :

Xo=0 et X, = Y épa(My—My1), n>1,
k=1

est une martingale. Cet exemple a aussi une interprétation naturelle en terme
de jeu de hasard en considérant ¢, := My — Mj,_; comme le gain de la k1€
partie, et ¢r_1 le capital mis en jeu par le joueur pour cette partie.

L’exemple précédent permet de construire une grande classe de martingales
a partir de la donnée d’une martingale M. Cependant, il faut bien noter que
le processus ¢ n’y est pas tout a fait quelconque. En ’absence de condition
d’intégrabilité sur ¢, on est ramené a la notion de martingale locale; voir
définition 8.19 ci-dessous.

Exercice 8.6. Vérifier que les processus (Sy)n et (X,)n des exemples 8.4 et
8.5 sont bien des martingales.
Exercice 8.7. Montrer que

1. toute martingale a une espérance constante,

2. toute surmartingale (resp. sous-martingale) d’espérance constante est une

martingale.

Exercice 8.8. Soient (X,), une martingale, et g : R — R une applica-
tion telle que E[|g(X,)|] < oo. Montrer que si g est convexe, alors le processus
aléatoire (g(Xy))n est une sous-martingale.

Pour un processus aléatoire X = (X,),>0, on définit le processus arrété au
temps d’arrét v par :

XY := X,r, pourtout n>0.

n
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Lemme 8.9. Soient X une surmartingale (resp. sous-martingale, martingale)
et v un temps d’arrét sur (, A, F,P). Alors le processus arrété X" est une
surmartingale (resp. sous-martingale, martingale).

Démonstration. 1l suffit de montrer le résultat pour le cas surmartingale. Re-
marquons d’abors que X" est F—adapté puisque pour tous n > 0et B € £,

XN B)=| |J v=rnX)'B)|U[{r<n-1}N(X.) " (B)] .
k<n—1

Pour n > 1, | X% < >, o, | Xk| € L1, F,,,P). Remarquons que du fait que v
est un temps d’arrét, on a :

X lpcn—1} = Z Xplgy—p) € LOFp1)et{v>n—1}={v<n—-1}°€ F,_;.
k<n—1
On calcule alors directement que
E[X;”J:’ﬂ*l] = E [Xul{ygn—l} + an{l/>n—1}|-7:n71:|
Xul{ygnfl} +E [Xn]-{u>n71}|/rn—1j|
Xul{ugnfl} + ]-{1/>nfl}IE [Xn|]:n71}
Xu]-{ygn—l} + 1{1/>n—1}Xn71 =X, 1

IA

¢

Théoréme 8.10. (Arrét, Doob) Soit X une martingale (resp. surmartingale)
et v, v deux temps d’arrét bornés dans T vérifiant v < U p.s. Alors :

E[X:|F] = X, (resp. < X,).

Démonstration. Nous montrons le résultat pour les martingales; le cas des sur-
martingales se traite de maniere identique. Par hypothese, il existe N € N tel
que 7 < N.

(i) Commengons par montrer que E[Xxy|F,] = X, pour tout v € T. Soit A un
événement arbitraire de F,,. Alors I’événement AN{r = n} € F, et par suite :

E[(Xy = X)lanp=n}] = E[(Xy—Xn)lang=ny] = 0

puisque X est une martingale. En sommant sur les n, on obtient alors :

N
0 = Y E[(Xn—X)lanp=n}] = E[(Xy —X,)14] .
n=0

Comme A est arbitraire dans F,,, ceci prouve que E[Xy — X, |F,] = 0.
(ii) D’apres le lemme 8.9 le processus arrété X" est une martingale. En lui
appliquant le résultat du (i), on voit que :

E[Xz|F] = E[XKIF] = X) = X,
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puisque v < v. %

Par définition une martingale a une espérance constante puisque E[X,,] =
E[X)] pour tout n € N. Le résultat suivant donne une sorte de réciproque grace
a la notion de temps d’arrét.

Proposition 8.11. Soit X = (X,,),, un processus aléatoire F—adapté, E[| X,,|] <
oo pour tout n € N. Alors, X est une martingale si et seulement si

E[X,] =E[Xo] pour tout temps d’arrét v borné.

Démonstration. La condition nécessaire est une application immédiate du théoréme
d’arrét de Doob. Pour la condition suffisante, on fixe n € N, on considére un
événement A € F,, arbitraire, et on introduit

vi=nlag+ (n+1)1ae.

Notons que {v = n} = A e F,et {v =n+1} = A° € F, C Fpt1. Pour
k € N\ {n,n + 1}, on voit que {v = k} = ) € Fi. Ceci prouve que v est
un temps d’arrét borné, et par suite 0 = E[Xy — X, 41] = E[X, — Xp41] =
E[X,14 — Xpnt114] = E[(Xp41 — X,)14]. Comme A € F, est arbitraire, on
déduit que E[X,,+1 — X,,|Fn] = 0 par définition de I’espérance conditionnelle.
¢

Exercice 8.12. (Identité de Wald) Soient (X,,),>1 une suite de v.a. intégrables
wd, et T un temps d’arrét intégrable. On note S, := ZKH X; pour tout n > 1.

1. Montrer que
E[S;] = E[r]E[X}].

Indication : introduire le processus My, := S, — nE[X;1], n > 1.

2. Si de plus E[X1] = 0, montrer que

Var[S;] = E[r]Var[Xi].

8.2 Martingales fermées

Dans ce paragraphe, nous étudions les martingales introduites dans 'exemple
8.2.

Définition 8.13. Un processus aléatoire X = (X,)n>0 est une martingale
fermée s’il existe une v.a. réelle intégrable Y telle que X,, = E[Y|F,,] pour tout
n € N.

Théoréme 8.14. Toute martingale fermée est uniformément intégrable.
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Démonstration. Soient Y € L1(A,P) et X,, = E[Y|F,], n € N. Pour ¢ > 0, on
déduit du le lemme 1.26 qu’il existe § > 0 tel que

E[|[Y]14] <& pour tout A€ A de mesure P[A] <. (8.1)
d’apres l'inégalité de Jensen, on a
| Xn| <E[Y]|F.] pourtout n >0. (8.2)

Alors, en utilisant I'inégalité de Chebychev et la propriété des projections itérées
de 'espérance conditionnelle :

E[Xnl] o EE[Y] 7] _ E[Y]]

< = < 4 pour c assez grand.
c c

P Xn| > ] <

On peut donc appliquer (8.1) & I’"événement A := {|X,| > ¢} pour obtenir :

e2E[[Y[1gx,>0] = E [E[Y][Fa]lyx, 2] 2 E [ Xallyx,i>e] s

ou nous avons utilisé la propriété des projections itérées de ’espérance condi-
tionnelle et (8.2). &

Dans le chapitre suivant, nous obtiendrons 1’équivalence dans 1’énoncé du
théoreme 8.14.

8.3 Inégalités de martingales

Nous avons vu que les martingales fermées sont résumées par leur valeur
finale, dans le sens que la donnée de la valeur terminale détermine toute la
martingale. Le résultat suivant donne un contréle du maximum de la trajectoire
en terme de la valeur finale. Ce résultat est tres utile, et est en partie responsable
de 'importance des martingales dans la théorie des processus stochastiques.

Théoréeme 8.15. (Inégalité mazimale de Doob) Soit M = {M,,n > 0} une
sous-martingale, et My := supy<,, My son processus de mazimum courant.
(i) Pour tout ¢ >0, on a :

PIM} >c]<E [Mnl{M:ch}] pour tout n € N.

(ii) Soit p > 1, et supposons que la sous-martingale M est positive et M, € LP
pour tout n > 0. Alors, M} € LP et

* p
M, < ) My, pour tout n € N.
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Démonstration. En introduisant le temps d’arrét T, := inf{k > 0: M}, > ¢}, on
calcule que :

E|:M7L1{M,:Zc}:| = E|:M7L1{TCSW}} = E[E[MHU:TC]l{TCSn}}
> E[MTJ{TCSH}}
> cE [1{T6§n}}
= cP {M:; > c}.

(ii) On note q := p/(p — 1). On déduit de I'inégalité du (i) que
L:= / pTIPIM: > clde < R:= / pcP 2K [Mnl{M;ZC}] de.
0 0

Comme M > 0, on déduit du théoréeme de Fubini que

My
/ pcP~Lde
0

My
Mn/ pcP~2de
0

*\p— *\p— * 1
= B [Mp(M;)"71] < gl Mo [ [|(M5)7 7l = al| Mal|,E [(M)7]

L=E — E[(M;)"]

et

R = E

par l'inégalité de Holder et le fait que p~! + ¢~! = 1. Ainsi, E[(M*)P] <
qlI M, |[,E [(M;)p]l/q, qui donne exactement 1'inégalité voulue. &

8.4 Décomposition des surmartingales

Nous commengons par un résultat qui permet d’extraire une martingale de
tout processus aléatoire.

Proposition 8.16. (Décomposition de Doob) Soit (X,,), un processus aléatoire
intégrable. Alors il existe une martingale (M), et un processus F—prévisible
(Va)n, tels que Mo =Vy =0 et :

X,=Xo+ M, +V, pourtout n >0.

De plus, cette décomposition est unique.

Démonstration. Pour 'unicité, on considére une autre décomposition avec (M) )n, (V) )n,
1

alors M,, — M} = V! — V, est prévisible et par suite, pour tout n > 1,
My~ M =My — M, _ =...=My— M, =0etV, =V
On note AX,, = X,, — X,,_1, AM,, = M,, — M,,_1, AV, =V, —V,_1. Si la
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décomposition existe, alors AV, = AX,, — AM,,, et comme M est une mar-
tingale et V est prévisible, AV,, = E[AX,,|F,_1]. Ceci suggere une définition
unique pour le processus prévisible V' et de M :

V, = ZE[AXim_l] et M, := Z (AX; —E[AX;|Fi1]), n> 1.

i=1 i=1
Cet unique candidat vérifie bien les conditions de la proposition. &

Remarque 8.17. Avec la décomposition de Doob, on voit que
e X est une surmartingale si et seulement si V' est décroissant,
e X est une sous-martingale si et seulement si V' est croissant,

e X est une martingale si et seulement si V' = 0.

L’unicité de la décomposition de Doob est liée de maniere cruciale au ca-
ractére prévisible du processus A. La décomposition suivante, différente de la
décomposition de Doob, relache cette condition.

Proposition 8.18. Soient X = (X,,), une martingale de carré intégrable, et
AX, =X, —X,_1,n>1. Alors :

n n
X2 =X2+N,+[X], ot N,:= ZZXi_lAXi, [X]n = Z(AXi)Q, n>1,

i=1 i=1

et No = [X]o = 0. Dans cette décomposition (N,,)n est une martingale nulle en
zéro, et ([X|n)n est un processus F—adapté croissant intégrable appelé variation
quadratique de la martingale X .

Démonstration. 11 s’agit d’un calcul immédiat. O

8.5 Martingales locales

Définition 8.19. On dit qu’un processus X = {X,,, n > 0} est une martingale
locale s’il existe une suite de temps d’arrét (1,,)y telle que 7, — oo P-p.s. et
le processus arrété X™ est une martingale pour tout n.

Exemple 8.20. Soit M une martingale et ¢ une processus F-adapté. Alors, le
processus X défini par :

Xo=0et X,, = Z¢k—1(Mk — My_1) pour n>1,
k=1

est une martingale locale. En effet, il suffit de considérer la suite de temps d’arrét

T = inf{t :|é >n},
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ave la convention habituelle inf ) = co. Alors, pour tout n > 1,

t
X = Y bhalpereny (M — My 1), t=1,...,T.
k=1
Comme qu = ¢rl{x<r,} est Fp-mesurable et borné, on est alors ramené a

I’exemple 8.5, et le processus arrété X est une martingale.

En général, une martingale locale n’est pas une martingale. Le résultat sui-
vant précise la différence entre ces deux notions dans le cas du temps discret
fini.

Lemme 8.21. Soit X = {X,,, n=0,..., N} une martingale locale telle que
ElXy] < o©.
Alors, X est une martingale.

Démonstration. Soit (7,), une suite de temps d’arrét tendant vers 'infini p.s.
telle que le processus arrété X ™ est une martingale pour tout n. Nous décomposons
la démonstration en deux étapes.
1- Montrons d’abord que X}, est intégrable pour tout k& :
— sur Pévénement {7, > N — 1}, on a Xy_; < E[Xy|Fn-1]; en faisant
tendre n vers I'infini, ceci montre que X, _; hérite I'intégrabilité de Xy,
— en itérant ce raisonnement de maniere rétrograde, on obtient 'intégrabilité
de X, pour tout k =0,..., N,
— Quant & la partie positive de X, on utilise le lemme de Fatou pour obte-
nir :

E[X{] = E[lminf X/, |

IN

liminf E [ X}

00 kATy,

| = lminfE [Xpnr, + Xjpnr |

n—00 kAT,

en se rappelant que le processus arrété X est une martingale, on voit
alors que :

N
EX] < Xo+lminfE[X,, | < Xo+ Y E[X;] < cc.

n— oo -
j=0

2- En utilisant le fait que le processus arrété X est une martingale, on voit
que :

E[Xk|Fr—1] = E[X*|Fr—1] = X, = Xp—1 sur 'événement {7, >k —1}.

En faisant tendre n vers 'infini, on obtient E[Xy|Fr—1] = Xx—1 P-p.s. &

Nous terminons ce chapitre par un exemple de martingale locale stricte.
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Exemple 8.22. Soit (A,),>1 une partition mesurable de 2 avec P[A,] =

27", Soit (Zy)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes des A,, avec
P[Z, =1] = P|Z, = —1] = 1/2. On définit

Fo=0(4p,n>1) et Fr:=0(An, Zp,n>1).

On considére maintenant le processus

Xo:=0 et Xq:=Y, = nli_)ngan avec Y, := Z 207,14,
1<p<n

11 est clair que X = {Xj, X1} n’est pas une martingale puisque X; = Y., n’est

pas intégrable. Dans la suite de cet exemple, nous allons montrer que X est une

martingale locale. On définit la suite de temps d’arrét qui tend vers l'infini :
Tp =400 on Ui<p<n Ay et 7, := 0 ailleurs.

Pour tout n, le processus arrété X™ est donné par :

Xgn =0 et X" =Y,.

Comme la variable aléatoire Y, est bornée et indépedante de Fy, il est clair que
E[Y,|Fo] = 0, et par suite X™ est une martingale.
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Chapitre 9

Convergence des
martingales

9.1 Convergence des
martingales de carré intégrable
Nous commengons par étudier le cas d’une martingale M = {M,,,n > 0} de
carré intégrable. L’espace de Hilbert L2 étant de dimension infinie, nous savons
que la boule unité n’est pas compacte. En d’autres termes, la bornitude d’une
suite ne garantit pas sa convergence lelong d’une sous-suite. la structure de
martingale va cependant rajouter 'ingrédient qui va rendre la convergence de

la suite possible. La remarque fondamentale est que pour de telles martingales
les accroissements

AM,, = M, — M,_1, n>1,
sont orthogonaux au sens du produit scalaire de L2 :

d’apres la propriété des projection itérées de 'espérance conditionnelle. En par-
ticulier, ceci implique que

E[M?] = E (Mo—l—iAMi)

i=1

= E[Mg]+ Zn:]E [(AM)*] +2)  E[(AM;)(AM;)]
= E[M]+ ilﬁl [(AM;)?] pour tout n > 0.

i=1

143
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Ainsi la suite de réels (I[-E[Mﬁ])n>0 est croissante. Si elle est bornée, alors cette
suite converge vers une valeurs positive finie.

Théoréme 9.1. Soit {M,,,n > 0} une martingale bornée dans L2, c’est a dire
que sup,,~o E[M?2] < oo. Alors il existe une v.a. M, € L2 telle que

(i) M, — M, dans 12,

(i) M, — My p.s.

Démonstration. (i) Comme la martingale est bornée dans L2, la suite (E[M?2]),,>0
est convergente dans R. D’apres 'orthogonalité des accroissements dans L2, on
voit que pour n,p > 0

n+p
E[(Mnip—M,)?] = > E[(AM;)?] < > E[(AM;)?]
i=n+1 i>n+1

= E[M,) ~E[M) 0

quand n — oo, du fait de la convergence de la suite (E[M?]),,>¢. Ainsi, (M,,)n>0
forme une suite de Cauchy dans l’espace de Hilbert L2, d’oll 'existence d’une
v.a. limite M., dans L2.

(ii) Utilisons la caractérisation de la convergence p.s. du théoreme 2.17, et fixons
€ > 0. En appliquant successivement l'inégalité de Chebychev et le théoreme de
la convergence monotone, on obtient :

P[sup | My, — M| > E:|
k>n

IN

1
S s |0~ M P
€ k>n

2
<2 (E (1M — Mool?] +E [sup M~ Mnﬁ])
€ k>n
2 .
=5 (E [|M, — Mso|?] + limt E { sup |My — Mn|2]> )
> N—oc0 n<k<N

Remarquons que le processus (|My — My|)r>, est une sous-martingale positive.
On déduit alors de I'inégalité maximale de Doob, établie dans le théoreme 8.15,
que :

2 .
P 2;12|Mkazs] < S—Q(E[\MnfMooﬂ+4A}gn£IE[|MN7Mn\2])
10
— E—QIE“MnfMOO\Z] — 0,

quand n — oo d’apres le résultat de convergence dans L2 du (i). &
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9.2 Loi des Grands Nombres

Comme application du théoreme 9.1, nous allons maintenant montrer la loi
des grands nombres pour les suites de v.a. iid intégrables. ceci renforce le résultat
vu dans le cours de premiere année ou la loi des grands nombres a été établie
pour les suites de v.a. iid de carré intégrable. Nous commencgons par une loi des
grands nombres pour les martingales de carré intégrables.

Théoreme 9.2. Soit {M,,n > 0} une martingale de carré intégrable telle que

1
ZEEHAMHQ] < oo
n>1

Alors, %Mn — 0 p.s. et dans L2,

Démonstration. 1- Le processus X, := Y ,_, %AM;C, n > 1, est une martingale
vérifiant les conditions du théoreme 9.1. Il existe donc une v.a. Xoo € L2 telle
que X,, — X dans L2 et p.s.

2- Pour conclure, il suffit de reproduire 'argument classique du lemme de Kro-
necker pour les suites déterministes :

1 1 .
gMn = E;Z(Xl _Xi_l)
= % <Z 1X; — Z(l — 1)X2;1 — Zle)
=1 =1 =1

1 n
= X,——> X;_;1 — 0, dans L? et p.s.
n; 1 ans et p.s

d’apres la premiere étape. &

Pour une suite de v.a. indépendantes, la marche aléatoire correspondante
(définie par les sommes partielles) est une martingale & laquelle on peut appli-
quer le théoreme précédent si la condition de convergence est vérifiée. Le résultat
suivant construit sur cet argument pour montrer la version la plus forte de la
loi des grands nombres.

Théoréme 9.3. (Loi forte des Grands Nombres) Soit (X,,)n>0 une suite iid de
v.a. intégrables. Alors

1 n
fZXi — E[X1], p.s.
n

i=1

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose E[X;] = 0. On note

M, = Z (Xi1{|X,i|§i} - E[Xil{lXiISi}D ] n=1

i=1
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Alors, {M,,,n > 1} est une martingale de carré intégrable, et

S B [1X1 1 x0 vi<ny]
| X1 [? Z 1{k>|X1v1}]

o dt | X1)?
X2 | =EFE X
-l /|X t?] Lxlvl Hal <

On déduit du théoreéme 9.2 que %Mn — 0, p.s. Puisque E[X11{x,<n}] —
E[X1] = 0 par le théoréme de convergence dominée, on voit alors que

A\
M:
x| -

|
> HE[AM]
k=1

b
Il
—

IN
=

IN

1 n
ﬁinl{lXi‘Si} — 0, p.S.

i=1

Remarquons maintenant que

S OPXi| =] =) iPli < X1 <i+1] <E[|X]] < o0

i>1 i>1

D’apres le lemme 2.36 de Borel-Cantelli, on déduit alors que P[limsup,, {| X,,| >
n}] = 0. Comme limsup, {|X,| > n} = Np>1 Ug>n {|Xk| > k}, ceci veut dire
que, p.s., il existe N(w) € N tel que pour tout i > N(w), | X;| <1, et par suite

n

1o 1
lim (p.s. —Z ; = lim (p.s.) ZXI{\XIQ}_O

n
=1

9.3 Convergence des sous-martingales

Dans ce paragraphe, {X,,n > 0} désigne une sous-martingale. Pour a < b,
on définit la suite de temps d’arrét

T0=0, Opy1:=inf{i>7, : X; <a}, et 71 :=inf{i>0,41 :X;>0b}.
Alors pour tout n > 0, la variable aléatoire

Ust = max{j : 75 <n} (9.2)
représente le nombre de traversées du niveau b en partant en dessous du niveau a

avant la date n. Nous dirons plus simplement que U, est le nombre de travesées
montantes de l'intervalle [a, b] avant la date n.
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Lemme 9.4. Soient {X,,n > 0} une sous-martingale, et a < b. Alors la
moyenne du nombre de traversées montantes de lintervalle [a,b] défini en (9.2)
vérifie :

1
- b-a

E [U34] B[(X, - a)*].

Démonstration. On note Yy, := (X,, — a)*,n > 0. Comme 6,,1 > n, on a

Yn = Yn/\91 + Z (Yn/\n - Yn/\ei) + Z (Yn/\9i+1 - Yn/\ﬂ)
=1 =1

n n

2 Z (Yn/\'ri - Yn/\ei) + Z (Yn/\9i+1 - Yn/\n) .

i=1 i=1
Par définition des traversées montantes, on a Yp, =0, Y, > b —a sur {r; < n},
et Yonr, — Yone, > 0, p.s. Alors :

n

(b—a)E[Us"] < ENo] =) E[Yans, — Yarr] < E[Ya],

i=1

ou la derniére égalité découle du théoreme d’arrét et du fait que le processus

{Y,,n > 0} est une sous-martingale, propriété qu’on vérifie immédiatement

grace a l'inégalité de Jensen. O
Nous donnons a présent une généralisation du théoreme 9.1.

Théoreme 9.5. Soit {X,,,n > 0} une sous-martingale. Si sup,,>,E[X,F] < oo,
alors il existe une v.a. X € ! telle que

X, — X, p.s.

Démonstration. Le processus comptant le nombre de traversées montantes {U,,, n >
0} est croissant, on note alors U @b = lim, oo U,‘f’b. D’apres le théoreme de
convergence monotone et le lemme 9.4 :

E[U""] = lim E[US’] <

supE [(X,, — a)T]

n—oo b—anzo
1
+
< P <ilil())E[Xn]+|a|> < 0.

iculi i v 8. Lévé
En particulier, ceci prouve que U%? < oo, p.s. L’'événement

Nob .= {limiann <a<b< limsuan}

n—oo n—00

est alors négligeable (i.e. de probabilité nulle). En prenant I'union sur les ra-
tionnels, on voit que

N = {limiann < limsuan} = U {N“’b ca,beQ,a< b}

n—00 n—00
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est négligeable, comme union dénombrable de négligeables. Ceci montre bien
que X := lim, X, existe p.s.
Il reste & montrer que X € L. D’abord, par le lemme de Fatou :

IE[X;FO] §liminf]E[Xf{] SsupE[X,ﬂ < 00.

n—oo n>0

Comme X est une sous-martingale, on a E[X,] > E[X(], et on obtient en
réutilisant le lemme de Fatou que :

E[X5] <lminfE[X,;] = lminf {E[X;}] -E[X,]}

n—oo n—oo

< —E[Xo] +supE [X,ﬂ < 00.
n>0

&

Remarque 9.6. (i) Une sous-martingale (X,,) est bornée dans L! si et seule-
ment si sup,,~o E[X,;I'] < co. En effet, en raisonnant comme & la fin de la preuve
précédente, on voit que E[|X,,|] < 2E[X;F] — E[X,].

(ii) Bien que la limite X, dans le théoréme 9.5 soit dans L.}, la convergence n’a
pas lieu dans L' en général. L’exercice suivant fournit un contre-exemple.

Exercice 9.7. Soient ({,)n>0 une suite de v.a. %d de loi de Bernoulli de pa-
rametre p := E[&], et

So=1¢etS,: :=e "2Zi=1&  pour tout n > 1.

1. Montrer que S,, est une martingale si et seulement si p = (1+¢)7 L.

2. Montrer que (Sn)l/” converge p.s. vers une constante s < 1, et en déduire
que S, — 0, p.s.

3. Calculer E[S,] pour tout n, et en déduire que S, /— 0 dans L'.

Pour que la convergence dans le théoreme 9.5 ait lieu dans IL!, il est nécessaire
de rajouter une condition sur la martingale qui permet, en particulier, d’éviter
le phénomene de perte de masse observé dans 'exercice 9.7. Le résultat suivant
caractérise cette condition dans le cadre des martingales. On notera Fo, :=
0'( UnZO fn) .

Théoréme 9.8. Soit M = {M,,,n > 0} une martingale.

1. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) M est fermée, c’est a dire qu’il eviste My, € LY, telle que M, =
E[Mu|Fn] pour tout n >0, et M,, — My, dans L' et p.s.
(ii) M est uniformément intégrable.

2. Supposons que M soit définie a partir d'une v.a. Y € L' par M, =
ElY|F,], n > 0. Alors M = E[Y|F].
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Démonstration. 1. L’'implication (i)== (ii) a déja été établie dans le théoreme
8.14. Supposons maintenant que M est U.I. Alors sup, E[|M,|] < oo d’apres
I’exercice 2.21, et on se retrouve dans le cadre du théoreme 9.5 qui assure I'exis-
tence d'une v.a. Mo, € L' telle que M,, — M4 p.s. Dans le reste de la preuve,
nous allons montrer que cette convergence a lieu dans L! et que M,, = E[M,|F,,]
pour tout n > 0.

e Pour ¢ > 0, on définit la fonction f.(z) := 21 |5j<c + clase — cloc—c, € R,
et on décompose

E [IMn - MOOH < E “fc(Mn) - Mn” +E ch(MOO) - MOOH

Soit € > 0. Comme |fe(x) — 2| < [2]1|3>c, I'uniforme intégrabilité assure I'exis-
tence d'un ¢g > 0 tel que pour ¢ > ¢ assez grand

E ch(Mn) - Mn” +E ch(Moo) — Moo” <e pour tout n >0.

Comme la fonction f. est continue bornée, on déduit du théoreme de convergence
dominée que

E[|fe(My) — fe(Mx)|] <& pour n assez grand.

On a finalement E [|M,, — M..|] < 2¢, prouvant la convergence dans L' de M,
vers M.

e Soit A un événement arbitraire dans F,,. Comme M est une martingale, on a
pour tout N >n :

[E[(My, — Moo)1a]| = [E[(My — Moo)14]| < [E[|My — Muo|]] — 0, N — oc.

Donc, E[(M,, — M+ )14] = 0 pour tout A € F,,, ce qui montre bien que M, =
E[Mxo|Fn)-

2. Supposons maintenant que M,, = E[Y'|F,], n > 0, pour une ceratine v.a.
Y € L. Alors, la v.a. Foo—mesurable X := My, — E[Y|F.] vérfie E[X14] =0
pour tout événement A € U,,>¢F,. Comme U, >0F,, est stable par intersection,
on déduit du résultat d’unicité des mesures (Proposition 1.5) que X = 0. &

L’exercice suivant fournit une approche martingale pour la démonstration
de la loi du zéro-un du théoreme 2.37.

Exercice 9.9. Soit (X,,)n>0 une suite de v.a. indépendantes, de filtration cano-
nique Fp, = 0(X;,i <n), n>0. On note T := Nypo (X, m > n) la o—algébre
de queue associée.

1. Montrer que E[14|F,] = P[A] pour tout A € T.
2. En déduire que 14 = P[A] pour tout A € T.
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9.4 Théoreme central limite martingale

Dans ce paragraphe, nous montrons un théoreme central limite qui généralise
celui vu dans le cours de premiere année, et rappelé dans le théoreme 2.40. Pour
faire le lien rappelons-en ’énoncé. Soient (X;);>0 une suite de v.a. #d centrées
avec E[X2] = 1, et M, := > i<n Xi la marche aléatoire correspondante. Alors
n'/2M,, converge en loi vers une gaussienne centrée réduite.

Dans ’énoncé ci-dessus du théoréme central limite, {M,,n > 0} est une
martingale dont les accroissements sont iid. Le résultat suivant fournit une
généralisation en relachant cette hypothése sur les accroissements.

Théoréme 9.10. Soit {M,,,n > 0} une martingale telle que
E [(AM,)?Fuo1] =1 et K :=supE[|AM,|*] <
n>1

Alors

1
— M, — N(0,1) en loi.
Démonstration. D’apres I'exercice 2.9, nous avons le développement suivant de
la fonction caractéristique conditionnelle

Pn,j = E [ei%AMj|fj71}
.U u2 . u3 _
= 1 + Z%E [AMj|Fj_1] — %]E [(AM]‘)2|]:]'_1] — 17671,3/2]}2 [X]3|./—"j_1}
u2 . u3 >3
= 1—%—ZWE[XJ|]:]_1],

d’apres les conditions du théoreme. Ici X (w) est une valeur aléatoire entre 0 et
AM;(w). On en déduit que la fonction caractéristique de M,, s'écrit comme :

Bunyyal) = B[

_ ]E[e o5 My 1ez\ﬁAMk}
= E e \FMk lgonk(u):|
r 2 3
_ My —1 _i_- U 3
~ B[ew (1 e )}
3

-\ g R | X3 Mr
™ My /y/m() = Creys) i€ :

En utilisant le fait que |X;| < |AM;,]| ainsi que la condition du théoréme sur le
moment d’ordre 3, Ceci implique que pour tout k > 1 :

u2 n—k u2 n—(k—1)
(1 - 271) D g,y ymlu) — (1 - 2n) VAN ()

3

K6n3/2’
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et par suite :

uz\"
’@Mn/x/ﬁ(u) - <1 - 271)

En envoyant n vers 'infini, on obtient :

—u?/2
By mlu) — e = ®r(0,1)(u) pour tout u € R.

et on conclut grace au théoreme 2.28 de convergence de Lévy. O

9.5 Application : ’algorithme de Robbins-Monro

Dans cette section, nous développons un algorithme stochastique de re-
cherche de racine d’une équation définie & travers d’une espérance. Afin de
motiver la démarche, nous commencons par en rappeler la version déterministe.

9.5.1 Méthode itérative de recherche de racine

Soit f : RY — R? une fonction continue bornée. Contrairement & la conti-
nuité, la condition de bornitude n’est pas essentielle et peut aisément étre rem-
placée par une condition de croissance linéaire.

On suppose que f est nulle en un certain point 8* que l’on cherche a
déterminer a l’aide de l'algorithme :

Op = 0p_1 — ’Ynf(enfl)» n>1, (93)

ol (7n)n C R est une suite réelle & choisir convenablement.
On dit que f est séparante pour le point 6* si

(0 —06%)-f(0) > 0 pour tout 6c R 6 +#6* (9.4)

Proposition 9.11. Soient 6* € R% et f : R — R? une fonction continue,
bornée, nulle en 6* et séparante pour le point 8*. Soit 6y € R? une valeur initiale
arbitraire et (0,)n>1 la suite définie par (9.3). On suppose que

Yo >0, 351V =00 et nyﬁ<oo.

n>1
Alors 0,, — 0* quand n — oo.

Démonstration. Nous commengons par montrer que la suite (6,,),>1 est conver-
gente, puis nous montrons que sa limite est donnée par la racine 6*.
(a) Comme f est séparante pour le point 6* et vy, > 0, on a :

|0, — 0*|2 |01 — 9*|2 +2(0p-1—0") (0, — 1) + |0, — 9n,1|2
= (01— 9*|2 =29 f (On—1) - (On—1 — %) +'772L‘f(‘9n—1)|2

|0n—1 = 0" + 72| f(0n1) .

IA
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Alors la suite
n
Tp = 10 — 07| — Z%%If(%—l)l% n =1,
k=1

est décroissante. Comme f est bornée, on déduit des conditions sur la suite
2 . .
(Yn)n>1 que 5, > —|floo ZkZI vi. Ainsi z,, — o €t

00— 0% — Ci=aat+ Y ARk,
E>1

ou la derniere série est bien convergente sous nos conditions.
(b) Comme f est continue et séparante pour 6*, on

= inf 0—6%)-f(6 0.
K 5<|0£Ile*|<2e( ) f() -

Alors, si £ # 0, 0n a § < |0, —0*| < 2¢ & partir d'un certain rang N et

D o fOr1) - Or1 =0 > Y W f(Or1) - (o1 —0") 20 Y v =00,

n>1 n>N n>N

ce qui est faux d’apres le calcul suivant :

> wF(Or-1) - (k1 —07) = = > (6k — Ox_1) - (Bk—1 — 07)

n>1 n>1
1
= =5 D (10k = 0" =10 — O51[*— |41 — 0" %)
n>1
1 *
=3 (Zyi|f(9k_1)|2 — {416 — 6 |2> < oo.
k

On conclut alors que £ = 0. &

9.5.2 L’algorithme de Robins-Monro

Suposons que la fonction f soit donnée par
f0) = E[F(0,X)],

ou X est une variable aléatoire et F une fonction bornée. Soient (X;);>1 une
suite iid de v.a. de méme loi que X. Les X; peuvent étre vues comme des
simulations indépendantes de X. On notera F; := FX = o(X;,j <i),i>1, la
filtration canonique de (X;);>1.

Dans le cas ou la fonction f ne peut étre calculée explicitement, il semble na-
turel d’utiliser les simulations (X;);>1 pour construire un algorithme numérique
convergent vers la racine 0* de f.
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L’idée la plus simple est d’approximer la fonction f & chaque étape de 'al-
gorithme (9.3) par

2

R 1 n
fn(en) = F(an”Xanl-‘rk)’

" k=1

b
Il

ou N, — 0o et Ny_1 = N1 + ...+ N,_1. Intuitivement, un tel algorithme est
raisonnable car la loi des grands nombres devrait nous assurer la convergence
pour une bonne vitesse de convergence de la suite (N,),, vers l'infini.
De fagon surprenante, I’algorithme de Robins-Monro propose IV,, = 1 a toute
étape :
9n+1 - en - 'Yn-‘rliln-i-h (9 5)
Yn+1 - f(9n) + £n+1 '

ou
&nt1 = F(0,, Xny1) — f(0,,) etparsuite Y11 =F(0n, Xnt1).

Avant d’énoncer notre résultat de convergence, remarquons que la bornitude de
F' et I'indépendance des X; impliquent que

sup [|€nlloe <00 et E[&,|F,—1] =0 pour tout n > 1. (9.6)

Nous allons maintenant montrer la convergence de cet algorithme en suivant
de tres pres la démonstration de la version déterministe de la proposition 9.11.
Plus précisément, la premiere étape de la démonstration de la proposition 9.11
introduit la suite déterministe (x, ), décroissante et minorée, donc convergente.
Cet argument sera remplacée par l'introduction d’une surmartingale minorée
dont la convergence est alors assurée par notre théoreme 9.5.

Proposition 9.12. Soi f : R? — R? une fonction continue, bornée, nulle en
un point 0* € R? et séparante pour 6*. Soit §y € R une valeur initiale arbitraire
et (0n)n>1 la suite définie par (9.5), ou la suite de variables aléatoires (&,)n>1
vérifie (9.6). On suppose que

>0, D o1 =00 et Z'yﬁ < 0. (9.7)
- n>1
Alors 60, — 0* p.s. quand n — oo.

Démonstration. 1- Nous allons d’abord montrer que la suite (6,,),, converge p.s.
Sous la premiere condition dans (9.7), on voit que les variables aléatoires

n—1

n—1
S.i= S B WenlIR] = 23 ot (If+swlel ) = € <o, pas
0 k=0 "

b
Il

d’apres (9.6). Alors, il existe une v.a. positive finie S, telle que

Sp — Soc 1= Z%%HE [|Yk+1|2\}-k} p-s.
k>0
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Nous introduisons ensuite le processus
X, =0, — 9*|2 -85S, pour n>1,
et on vérifie que {X,,,n > 1} est une surmartingale :
EXni1lFal = —Snt1 +E[|0ns1 — 0| 5]
= —Sust + |00 — 07| +E [|0ns1 — 0u[*| o]
—2%n41(0n — 0%) - f(6n),
et du fait que la fonction f est séparante pour le point 6* :
E[Xni1|Fa]l < =Spga + 00 — 02 + E |01 — 00| F]
—Spi1 4 00 = 0> + 75 B [|Yoia || F]
= -8, +16, —6%]* = X,, pour tout n > 1.

Comme X,, > —C, on applique le théoreme 9.5 a la sous-martingale — X, et on
obtient la convergence p.s. de X,, vers une v.a. Xo, € L'. Alors :

0, —0*> — L:= X + S, D-s.

2- Nous allons maintenant montrer que cette limite L est nulle. Pour cela,
on commence par remarquer que, par la continuité de f et le fait qu’elle soit
séparante pour 6%,

n:i= (x —x0) - f(x) > 0 pour tout ¢ > 0.

= inf
6<|z—mo|<2L

En introduisant 7 := inf{n : |0, — 0*| < 2L}, ceci implique que

S et FO0) Ok = 07) =3 er f(0h) - (04— 07)
k=0

k>T

> nZ’ykzoosur As :={L > §},
k>1

d’aprés la deuxiéme condition sur la suite (), dans (9.7). Nous montrons
maintenant que cette série ne peut prendre la valeur infinie. en effet :

0 < Z 291 E [f(Or) - (0 — 07)] = Z 271 E [Yiyr - (O — 07)]
k=0 k=0
d’apres (9.6). Alors :

0 < iﬂE [0k — Ory1) - (O — 07)]
k=0

= ) E [0k — 071> — [0k — 0" — |yas1Yira ]
k=0

= E[|0p41—0*1*] —E [l — 0**] — E[Snt1]
= E[X,1]— 00— 0% < Xo— |60 — 072,
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d’apres la propriété de surmartingale de X. On déduit alors que P[As] = 0 pour
tout § > 0, et par suite

P[No<sepds] =0 et L= lim |6, — 6> =0.
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Chapitre 10

Introduction aux processus
de branchement

Dans ce chapitre nous proposons une introduction aux processus de Galton-
Watson qui constituent I’exemple de base des processus de branchement. Il s’agit
d’un modele tres simple d’évolution d’une population décrite par une chaine de
Markov & valeurs dans N. A chaque génération, tout individu de la population
engendre un certain nombre de descendants, qui sont les seuls constituants de
la génération suivante, et dont le nombre est indépendant de la taille de la
population et des autres individus.

Les premieres questions d’intérét concernent la probabilité d’extinction ou
au contraire d’explosion de la population.

Les processus de branchement ont de nombreuses applications, notamment
en physique, en biologie et en télécommunications. Le probleme a été initia-
lement introduit par Francis Galton en 1873, et a été traité avec succés par
Henry Watson la méme année. Ces auteurs menaient une étude sur la probabi-
lité d’extinction des noms de famille, motivés par ’observation soucieuse que de
nombreuses familles de 'aristocratie britannique étaient éteintes ou risquaient
de s’éteindre.

10.1 Processus de Galton-Watson

Etant donnée une suite (£, 1 < i < n),>1 de v.a. iid de méme loi qu’une v.a.
générique & a valeurs dans N, on définit le processus de Galton-Watson (Z,, )
par

Zo=1 et Zp:=)» &, n>1
=1

157
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On note par p; := P[§ = j]| pour tout j > 0. Alors (Z,),, est une chaine de
Markov homogene sur I'espace d’état N, de matrice de transition

Jit..+ji=J
L’état 0 est absorbant. Afin d’éviter les situations triviales, on supposera tou-
jours que

po+p < 1 (10.1)

Cette condition implique que la chaine est transciente. en effet
— si pg > 0, ceci est une conséquence immédiate du fait que py est absor-
bant,
— si pg = 0, on calcule directement que

P(Znii # ki > 12, = k| 1= PUis1{Znyi = k} Zy = K]

> 1-P[Zps1=k|Z,=k] = 1—-p7 >0
du fait que pp = 0 et p; < 1 d’apres (10.1).
Dans le contexte actuel, il est clair que la matrice de transition n’est pas tres

commode & manipuler. Le probléme est ainsi abordé par le biais de la fonction
génératrice :

G(2) = Ge(z) =E[f] = anz" pour tout z € C,
n>0

dont nous n’aurons a utiliser que la restriction a R. Le fonction génératrice de
la chaine (Z,,), est alors donnée par

Gn(z):=Ggz,(2) = E [ZZ}
= E[E{z%"|Fn_1}]
= E [G(z)z"‘l]

du fait de 'indépendance des {finfl, 1<i<n-—1}. Comme Zy = 1, on obtient
ainsi la fonction génératrice du processus de Galton-Watson :

Go(z)=z et Gp(z)=Go...0G(z), z€C.
n fois

10.2 Propriétés de la fonction génératrice

La fonction génératrice permet d’obtenir les moments de la v.a sous-jacente
quand ils existent. Dans le contexte actuel, on a :

E[Z)] = E[§] =) np, = G'(1)

n>1



10.3. LoOI DE REPRODUCTION GEOMETRIQUE 159

et, plus généralement,
E[Z,] = GL(1) = E[¢]". (10.2)

La derniere formule peut étre vérifiée facilement par récurrence.
De méme, si E[¢2] < oo, on calcule directement que

Var[¢E[E]" ' (E[E]" 1) -
Var(Z,] = BT L[] # 1, (10.3)
nVar([€] if E[¢] # 1.

Les moment d’ordre supérieurs, s’ils existent peuvent aussi étre calculés par des
dérivations d’ordre supérieur.
Les propriétés suivantes de G peuvent étre vérifiées sans peine.

Lemme 10.1. Supposons pg + p1 < 1. Alors G est une fonction croissante

strictement conveze, G(0) = py, G(1) =1, et

(i) st E[¢] <1, G n’a pas de point fize sur [0,1],

(ii) si E[¢] > 1, G admet un unique point fize sur [0, 1],

(iii) soient w :=min{t € [0,1] : G(t) =t}, et 0 <s<m <t < 1. Alors
Gn(s)tm, Gut)lm, et Gn(m)=m pour tout n > 1.

(iv) les fonctions G,, sont différentiables, convergent simplement sur [0,1], et

Gl (s)>G'(s)", GI(t) <G ()" pourtous 0<s<m<t<l.

10.3 Loi de reproduction géométrique

Dans ce paragraphe, nous considérons I'exemple ou la v.a. de reproduction
& est distribuée suivant une loi géométrique :

PE=n]=(1-p)p", 0<p<1, pourtout n >0.

La fonction génératrice se calcule immédiatement :

1_
G(z) = 7 —;;Dz pour tout pz # 1,

et la moyenne est donnée par

E[¢] = G'(1) = ﬁ

L’équation G(z) = z admet deux racines 1 et 1%”, et par suite, avec les notations

du lemme 10.1 :

1—p 1—p
> = lesht ey (104)
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Pour calculer les fonctions génératrices G,,, on remarque que

G- 5P 1-pz-5P
G(z) -1 p  z—1"
ce qui donne par itération immédiate
_1-p n ,_ 1=p
E%ﬁffEAAAAEL, _ (Lzp) T , (10.5)
Gn(z) —1 D z—1

d’ou 'on peut tirer une expression explicite des fonctions génératrices G,. En
particulier, on obtient :

E[g]"—1 ;
G.(0) = {[1 si B[¢] £ 1.

o si E[¢] = 1.

Par définition, on a G,,(0) = P[Z,, = 0]. Comme 0 est un état absorbant, la suite
d’événements ({Z, = 0}),,~, est croissante. On déduit alors que 1'événement
d’extinction Up>1{Z, = 0} a pour probabilité :

, Bt -1
P [U7L>1{Zn = O}] = limf? ]P’[Zn = 0] — limty, o0 EEnti—1 S% E[ﬂ 7é 1,
= n—00 1 si E[¢] =1.

Ceci conduit aux conclusions suivantes :
— siE[¢] <1,ie.p< %, il y a extinction avec probabilité 1,
— si E[¢] > 1, ie. p > %, la probabilité d’extinction de la population est
E[¢)~! = =2

. 7 p ’
qui se résument par

Plextinction] = P[U,>1{Z, =0}] = m,

ol 7 est le plus petit point fixe de G dans l'intervalle [0, 1] calculé dans (10.4).

10.4 Probabilité d’extinction et classification

La remarque concernant I’événement d’extinction du paragraphe précédent
n’est pas spécifique au cas d’une loi de reproduction géométrique. L’état 0 étant
absorbant, on a I'interprétation suivante des événements

{Z, =0} = {extinction a la génération n},
la suite des événements ({Z, = 0}),, est croissante, et
Un>1{Z, =0} = {extinction}.

La probabilité d’extinction de la population peut ainsi étre calculée par le biais
de la fonction génératrice puisque le théoréme de convergence monotone permet
d’obtenir

Plextinction] = limt P[Z, =0] = lm?T G,(0).

n— oo n—oo
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De méme on introduit ’événement
{explosion} := {Z,, — oo}.

En vue des propriétés de la fonction génératrice G du lemme 10.1 (iii), et du fait
que tous les états k > 1 sont transcients, on obtient immédiatement le résultat
général suivant pour les processus de Galton-Watson.

Proposition 10.2. Avec 7 désignant le plus petit point fize de G sur [0,1] :
Pleztinction] = 1— Plexplosion] = .

Ainsi, on a la classification suivante :
— cas sous-critique : si E[§] < 1, il y a extinction p.s.
— cas critique : si E[¢] = 1, il y a extinction p.s.
— cas sur-critique : si E[¢] > 1, il y a extinction avec probabilité = €]0, 1],
et explosion avec probabilité 1 — .
Le résultat suivant donne des informations plus précises sur la vitesse d’ex-
tinction ou d’explosion.

Proposition 10.3. (a) Dans le cas sous-critique E[§] < 1, on a Z, = 0 a
partir d’un certain rang, et

P[Z, # 0] < E[£]" pour tout n > 1.
(b) Dans le cas surcritique E[§] > 1, pour tout a > 1, on a Z, & [1,a] a partir

d’un certain rang, et

7T17a

1—-PI[Z, > a|non extinction] < T

G'(m)™  pour tout n > 1.
-7

(c) Dans le cas critique E[¢] = 1, sous I’hypothése supplémentaire E[£%] < oo,
on a

2
7}1—{20 nlP[Z, #0] = Varld”

Démonstration. 1- Pour a > 0 et n > 0, on consideére 1'événement A,, := {1 <
Z, < a}, et on calcule pour un parametre arbitraire z €]0, 7[ que :

]P[An] = za:]P)[Zn = k]
k=1
< z7¢ Z ZkIP[Zn = k}
k=1
< z27%(Gpla) — Gp(0))
< 2TUGL(2) < 2T (m),

ou les deux derniéres inégalités sont des conséquences de la convexité de G,,.
Dauns les cas sous-critiques et sur-critiques, on rappelle que 7 < 1 et G/, (1) < 1.
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L’inégalité précédente implique alors que Y -, P[A,] < oo, et on déduit du
lemme de Borel-Cantelli que P[limsup,, A,,] = 0.

En revenant & la définition des A,,, ceci montre exactement que Z,, & [1,a] &
partir d’un certain rang. En particulier, dans le cas sous-critique ou I'extinction
a lieu p.s., on obtient que Z,, = 0 a partir d’un certain rang.

2- L’estimation de la probabilité d’extinction du (a) est une conséquence de la
convexité de G,, :

P[Z, £ 0] = 1 — Gn(0) = Gp(1) — Gn(0) < G'.(1) = E[¢]".

Quand & l'estimation de la probabilité conditionnelle du (b), on la déduit de la
premiere étape de cette preuve :

1 —P[Z, > a|non extinction]
P[non extinction] — P[non extinction et Z, > aj
P [non extinction]

P[non extinction et Z,, < aj

P [non extinction]
P[1 < Z, <aq] < Z1=e@! ()
~ P[non extinction] = 1—m

3- Pour E[¢] = 1, 0on a G'(1) =1 et G”(1) = 02 := Var[¢], et le développement
de G au voisinage de 1 s’écrit

2

G(z) = z+%(172)2+(1fz)20(z),26[071[,

ol o est une fonction tendant vers 0 pour z — 1. En ré-utilisant le fait que
G'(1) =1, ceci conduit & :

1 1 12
1-G(z) 1-=z 2

ol 5(z) est encore une fonction tendant vers 0 pour z — 1. Ceci implique que

i<1—én<z) - 1iz> - %Zn: <1—ék(z) - 1—Gi_1(z)>

Comme G, (z) — 1 pour tout z < 1, on déduit du critere d’Abel que

by
nooon(l—Gn(2) 2
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10.5 Comportement asymptotique

Nous allons maintenant utiliser les théoremes de convergence des martingales
pour déduire des propriétés asymptotiques du processus de Galton-Watson. On
considere la filtration canonique de (Z,,),, définie par

Fn = o{Z;,i<n}.

L’observation essentielle est que le processus normalisé :

M, = n >0,

est une martingale positive partant de My = 1. Par application du théoreme
9.5 de convergence des sous-martingales a —M, on déduit I'existence d’une v.a.
My € L telle que

M, — My, p-s.

Ce résultat n’est pas encore assez significatif car il ne donne pas d’information
sur la nature de la limite M.
Dans les cas critiques et sous critique, on sait que ’événement d’extinction
a lieu p.s., et par suite My, = 0 p.s. (en particulier, M,, /— M., dans L!).
Avant de continuer notre analyse dans le cas général, revenons a I’exemple
d’une variable de reproduction géométrique dans lequel les calculs peuvent étre
conduits explicitement.

Exemple 10.4. (Retour au cas gémétrique) Reprenant le cadre du paragraphe
10.3 dans le cadre sur-critique, on note m := E[¢{] = p/(1—p) > 1, et on calcule
la trandformée de Laplace de M, en utilisant ’expression de G, obtenue de

(10.5) :

E [e_’\M"] = G, (e_/\m771>
m"™(m —1) (1 - e’)‘mw)
= m(m®—1) (1 —e ") +m—1
Alm —1)
- Am+m—1"

Ceci caractérise la distribution de la v.a. My, et on peut vérifier que

1 1
P[M,, <z] = +(1—> (1—e(1—#>f),x20.
m m

Afin de mieux comprendre la nature de la limite M, dans le cas sur-critique,
on suppose dans le résultat suivant que la variable de reproduction £ est de carré
intégrable afin d’obtenir une convergence dans un sens plus fort.
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Proposition 10.5. Supposons que m :=E[¢] > 1 et 02 := Var[¢?] < co. Alors
(i) M, — My dans 12,
(i) E[Mu] =1, Var[My] = —&— et P[M,, = 0] = .

Démonstration. On calcule directement en utilisant (10.2) et (10.3) que

IEZ,2 2 1— —n 2
E[M2] = 777[122] —1+ Un(L(an) <14 —2

m(m —1)’

et on déduit du théoreme 9.1 de convergence des martingales de carré intégrable
que M,, — M dans L2. ceci implique que les moments d’ordre 1 et 2 de M
sont les limites des moments correspondants de M, justifiants les expressions
données dans la proposition.

Enfin, comme E[My] = 1, on voit que r = P[M, = 0] < 1, et on obtient
en conditionnant par Zi, et en utilisant I'indépendance des individus de chaque
génération,

r=> P[My =012 =kP[Z1 = k] = Y P[My = 0]*p, = G(r),
k>0 k>0

et par suite r = 7. &

Pour terminer ce chapitre, notons que des résultats plus fort peuvent étre
obtenus sous des conditions plus faibles en utilisant la transformée de Laplace
de Z,, comme dans I’exemple de la variable de reproduction géométrique, et en
remarquant que :

o) = B = (V5) =G (7)< (00 (g ) )

Par convergence dominée, on obtient alors que la transformée de Laplace poo(N) 1=
E [e’AMﬂ de la limite M, satisfait I’équation d’Abel :

i = oo () 20



Chapitre 11

Arrét optimal

11.1 Arrét optimal en horizon fini

Soit (2, A, TF, P) un espace probabilisé filtré. Dans ce paragraphe, on considére
une maturité finie T € N et un processus X = {X;, t = 0...,T} F-adapté
intégrable.

On note par 77T I'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans NN [0, T}, et on
cherche a résoudre le probleme d’arrét optimal

vl = sup E[X,]. (11.1)
TeTT

On dira qu'un temps d’arrét 7% € 77 est optimal si VT = E[X,-].
Pour résoudre ce probléme, on introduit le processus Y défini par la récurrence
arriere :

YT:XT et Y}:max{Xt,E[Kg+1|ft]},t:(),...,T—l.

Vérifions d’abord par une récurrence arriere que ce processus est bien intégrable.
A la date finale, on a Y7 = X7 € L. Si on suppose que Y; € L', alors E|Y; ;| <
E|Xi—1| + E|E{Y:|Fi-1}| < E|X;—1] + E|Y:|. Ainsi Y est intégrable.

Le processus Y est appelé enveloppe de Snell du processus X. Il apparait
naturellement dans ce probleme, et on s’attend a ce que Yj soit égal a Vj, ce que
I’on démontrera ci-dessous. En effet, Si le probleme d’arrét optimal était posé
au temps T, le seul choix possible de temps d’arrét est 7 =T, d’ou la définition
Yr = Xp. A la date T — 1, nous avons le choix entre I'arrét en 7' — 1 ou en
T, et on choisit la stratégie d’arrét en comparant le gain en s’arrétant, Xp_1,
et le gain espéré si on continuait, E[Yr|Fr_1] = E[Xr|Fr-1]. Ceci explique
la définition de Yr_;. En procédant de maniere rétrograde date par date, on
comprend la logique derriere ’enveloppe de Snell.

Proposition 11.1. Supposons que X est intégrable. Alors, I’enveloppe de Snell
Y est une surmartingale. C’est la plus petite surmartingale majorant le processus
X.

165
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Démonstration. Nous avons déja vérifié que Y est intégrable. La définition de
Y montre immédiatement qu’il s’agit d’une surmartingale majorant X. Soit Y
une surmartingale majorant X. Montrons par récurrence arriere que Y; > Y,
pour tout t =0,...,T, p.s.

Par définition, f’T > X1 = Yp. Supposons maintenant que fft >Y;. Comme
Y est une surmartingale, on a :

Vi 2 E[VlFo] 2 ENIF].

De plus Y majore X et par suite :

i1 > max{X; ,E[Y;|F_1]} = Vi1,
&

Le résultat suivant montre que ’enveloppe de Snell permet de résoudre le
probleme d’arrét optimal V7', et exhibe un temps d’arrét optimal.

Proposition 11.2. La variable aléatoire
™ = inf{t=0,....T : Y:=X;}

est un temps d’arrét tel que le processus arrété Y™ =Y.« est une martingale
et :

Yo = sup E[X;] = E[X.-].
TeTT

Démonstration. Puisque Y = X, la variable 7% définit bien un temps d’arrét
dans 7T, comme premier temps d’atteinte du processus Y — X du niveau 0.

Montrons maintenant que le processus arrété Y7 est une martingale. Par
définition de 7*, on a :

Yo =Y = (Y =Ygz

Par définition du processus Y, on a Y; > X; et Y; = E [Y;41|F:] sur Pensemble
{r* >t + 1} (F-mesurable comme complémentaire de {7* < t}). D’ou :

*

Y- Vo = (Y1 —E Ve | Fe) L re> 41y,

et le résultat est obtenu en prenant ’espérance conditionnelle & F; et en utilisant
le fait que {7* > ¢+ 1} € F.
Comme le processus arrété Y7 est une martingale, on a :

Yo = ]E[Y;*} = E[Yrnr-] = E[Y;-] = E[X,-].

Par ailleurs, pour tout 7 € T, le processus arrété Y7 est une surmartingale,
d’apres le théoreme d’arrét de Doob, et par suite :

Yo > EYf] = E[Y;] > E[X,]

par définition de Y. On a ainsi montré la dernieére partie de la proposition. <
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11.2 Exemples en horizon fini

11.2.1 Le probleme du parking

Vous conduisez lelong d’une rue infinie vers votre lieu de rendez-vous se
situant dans un quartier bien animé. Le stationnement dans la rue est autorisé,
mais bien str peu de places sont libres. Alors, si vous avez la possibilité de vous
garer, a quelle distance de votre lieu de rendez-vous décidez-vous de prendre la
place?

Modélisation. On considere la modélisation discrete suivante.

1. Vous démarrez a l'origine. Des emplacements de stationnement sont dispo-
nibles & tous les entiers. On consideére une suite (§,)n>0 de v.a. iid de loi
de Bernoulli de parametre p, ot &, = 1 si et seulement si I’emplacement
au point n est déja occupé. Le lieu de rendez-vous se trouve au point
entier R > 0.

2. Si 'emplacement n est disponible, i.e. £, = 0, et que vous décidiez de
vous y garer, vous subissez le colit |R — n| correspondant a Deffort de
faire la distance restante en marchant.

3. Quand vous arrivez au niveau du point n, vous ne pouvez pas savoir si
des places de stationnement sont disponibles au niveau n+1 ou plus loin.
Si vous décidez de passer au point n + 1, vous ne pouvez retourner aux
points précédents.

4. Enfin, si vous arrivez en R, votre point de rendez-vous sans vous étre
garé, vous prenez la premiere place de stationnement libre qui se présente.
Ainsi, si 'emplacement R est occupé, le colit espéré que vous subissez

est :
i 1
~Xp =Y jp'1-p) = T
i1 P
Avant d’arriver en R le processus de cout s’écrit
-X, = (R — n)1{§n=0} + OOl{fnzl}v

ou le colit infini pour &, = 1 signifie que vous ne pouvez occuper la place
a aucun cout fini.

Le probleme d’arrét optimal consiste a chercher le temps d’arrét qui minimise
le cotit de 'effort de I’agent, ou en inversant les signes :

sup E[X,].
TeTR

L’enveloppe de Snell est donnée par Yr = Xy et

Y, = max{X,,E[Y,11|F.]}, n <N.
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Un simple raisonnement par récurrence arriere, utilisant 'indépendence des &,
montre que Y,, est une fonction de &, et :

E Yol Fn] = EYan] =: f(R—n),

ou f est une fonction a déterminer. Remarquons que f est croissante du fait de
la décroissante de n — E[Y},], conséquence de la propriété de surmartingale de
Y.

Par ailleurs, supposons que &, = 0 et qu’il est optimal d’arréter en n. Alors
Y,=X,=—(R—n) >E[Y,1|Fn]=f(R—n) et :

~(R=n—-1)> f(R—n) > [(R—n—1) = E[V 1ol Foy].

Par conséquent, si &,11 = 0, il est également optimal de s’arréter en n+ 1. Ceci
montre que la stratégie d’arrét optimale est de la forme

™ = inf{n>R—7r": &, =0}

oll r* est une constante & déterminer. On note £(r) la performance espérée en
utilisant une stratégie de seuil avec parametre 7, i.e.

r) =E[Y;], ou 7(r)=inf{n>R—-r : § =0}
Alors
() = ~(1-p)x0+pXp = 7
et, pour r > 1, £(r) = —(1 — p)r + pl(r — 1). On déduit alors que

2pH — 1

—L(r) = r+1+ -

, reN.
Pour maximizer £(r), on remarque que la fonction r — £(r + 1) — £(r) =
—1 4 2p™t! est décroissante en r. On en déduit alors que

r*:inf{r20 : —1+2p7"+1§0}.

A titre d’exemple, on peut voir que pour p < 0.5, il faut chercher a se garer en
arrivant a destination, et que pour p = 0.9, il faut chercher la premiere place
disponible des qu’on arrive a 6 places de la destination.

11.2.2 Probléme de la secrétaire

Ce probleme a généré une littérature tres abondante du fait de ses nom-
breuses applications. Nous allons nous intéresser ici au probleme de base, et
nous ne rentrerons pas dans les différentes ramifications qui ont été développées.

Notons que ce probleme est aussi connu sous le nom de probléme de la
princesse, ou on remplace la recherche d’une secrétaire par la recherche d’une
épouse. Le jeu Googol est aussi une autre manifestation de ce probleme, ou on
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remplace la recherche de la secrétaire ou de I’épouse par la recherche de la carte
la plus rénumératrice.

Description du probléme.

1. Un nombre N connu de candidats sont en course pour un poste de
secrétaire vacant.

2. Les candidats peuvent étre tous comparés strictement (une fois ren-
contrés) et rangés du meilleur au moins intéressant.

3. Les candidats sont auditionnés un a un dans un ordre arbitraire, les N!
fagons d’ordonner les candidats sont équiprobables.

4. A Tlissue de 'audition de chaque candidat, et sur la base de son rang
relatif par rapport aux candidats précédemment auditionnés, on doit
- soit le sélectionner pour le poste, terminant ainsi la procédure de sélection,
- soit refuser définitivement sa candidature, sans possibilité de le rappeler
ultérieurement, et passer au candidat suivant.

5. L’objectif est de sélectionner LE meilleur candidat, i.e. le gain est défini
par 1 si on sélectionne le meilleur candidat, et 0 sinon.

Modélisation. La difficulté de ce probleme est liée a la non observabilité du

processus de gain {Xn, 1 <n < N} qui vaut 1 pour LE meilleur candidat et 0

pour tous les autres. Pour contourner cette difficulté, on prend comme variables

les rangs relatifs (£,)1<n<n. Précisément, &, désigne le rang du n®™€ candidat
auditionné parmi les n candidats auditionnés. Ainsi & = 1, et P[& = 1] =

P& = 2] =1/2, etc...

Pour chaque n > 1, la v.a. £, est distribuée selon la loi uniforme sur

{1,...,n}, et est indépendante des &;, i < n.

On note F,, := 0(&;,7 < n} la filtration canonique correspondante.
Nous passons maintenant a I’écriture du gain espérée apres ’audition du

plme .

— Si &, # 1, a}ors le gain du recruteur est X,, := X, =0, puisqu’on est

sir que le n®™M€ candidat n’est pas le meilleur candidat, n’étant par le
meilleur dans le sous-groupe de ceux qui ont été auditionnés. Il n’y a
donc aucun avantage a arréter la procédure de sélection.

— Si &, = 1 Le n®™M€ candidat auditionné est admissibile. Dans ce cas,
si on décide de sélectionner le candidat, et donc d’arréter la procédure
de sélection, le gain du recruteur est 1 si ce candidat se révele étre LE
meilleur, et 0 sinon. Par conséquent, le gain espéré apres 'audition est
la probabilité que le meilleur candidat se situe parmi les n premiers au-
ditionnés, i.e.

n

N

Résolution. On représente X,, par le vecteur (X, (i),1 < i < n) ol ¢ indique

la réalisation de &,,. Ainsi

X, = E[X,|F)] = < 1 -n, L<n<N.

X,(1) = % et X,(i) =0 pour tout i =2,...,n.
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L’enveloppe de Snell de X s’avere étre facile a calculer pour n assez grand.
Notons par

N 1
* = inf : E —_— .
n in {n P < 1}
k=n-+1

Alors, on peut montrer par récurrence que les composantes {Y,,,n > n*} sont
données par

N
N n 1 .
et Y,(i) = nglm pour i =2,...,n.

Yn(l) = Xn(l) = %

Le méme calcul montre que
Yn*fl(l) > Xn*fl(l%

i.e. il n’est pas optimal de retenir le (n* — 1)éme candidat, méme s’il est meilleur
que tous ses prédécesseurs. Comme le gain généré par 'arrét de la procédure
de recrutement X, (1) est croissant par rapport & n, on voit que la derniere
inégalité stricte implique que :

Yoo — Xpeo = B[V 1| Fre—g] — Xpo 2 E[Vie o1 — Xppe 1| Fe 2] > 0,

i.e. il n’est jamais optimal d’arréter la procédure a une date n < n*. Ainsi, la
stratégie d’arrét optimale est donnée par :

™ = NAnf{n>n" : & =1}.

c 1z * . 1s 5 . . N -1
Pour se donner une idée de n*, on considere I’approximation de ) ', (k—1)

par l'intégrale frfv t~1dt, pour N grand, ce qui donne n* ~ Ne ! ~ .37 N.
Ainsi, la stratégie optimale consiste a rejeter systématiquement les malheureux
candidats qui se présentent parmi les 37% premiers, puis sélectionner le premier
candidat qui sera rangé premier parmi ses prédécesseurs.

11.3 Arrét optimal en horizon infini
Nous nous intéressons maintenant au probléme d’arrét optimal

V = supE[X/],
TET

ou T est ’ensemble des temps d’arrét a valeurs dans N, et {X;,t € N} est un
processus vérifiant :

E [Sup |Xt|} < o (11.2)

t>0
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L’enveloppe de Snell ne peut plus étre introduite comme dans le premier par-
graphe car il n’y a pas un temps final auquel on pourrait la définir sans ambiguité
pour repartir sur la définition rétrograde.

Nous allons par contre utiliser la fait que la définition du premier para-
graphe est basée sur 'idée de considérer le probleme d’arrét optimal & toute
date intermédiaire, en restreignant bien str I’ensemble des temps d’arrét a ceux
prenant des valeurs dans les dates restantes. Ceci conduit naturellement & une
définition du genre :

"Y, = supE[X,]"
TET:
ou 7; désigne 'ensemble de tous les temps d’arrét & valeurs dans N N [¢, oof.
Mais cette définition pose un probléme de mesurabilité car le suprémum d’une
famille non dénombrable de v.a. n’est pas mesurable en général.

Exemple 11.3. Sur [0,1] muni de la mesure de Lebesgue, on considére un
ensemble A C [0,1] et la famille de fonctions {X;,t € A}, ot Xy(s) := 1ys—py
pour tout s € [0, 1]. Pour tout ¢, X; = 0 p.p. est mesurable. Mais sup,c 4 Xy = 14
n’est mesurable que si 'ensemble A Dest.

Théoréme 11.4. (suprémum essentiel) Soit Z une famille de v.a. Z : Q —
RU{co} sur une espace de probabilité (Q, F,P). Alors il existe une unique (p.s.)
va. Z 1 Q — RU{oco} telle que :

(a) Z>Z, p.s. pour tout Z € Z,

(b)  Pour toute v.a. Z' vérifiant (a), on a Z < Z', p.s.

De plus, il existe une suite (Zn)nen C Z telle que Z = sup,cy Zn.

La v.a. Z est appelée suprémum essentiel de la famille Z, et est notée ess sup Z.

Démonstration. L’unicité de Z est une conséquence immédiate de (b). Pour
I’existence, on considere ’ensemble D des familles dénombrables de Z. Pour
tout D € D, on définit la v.a. Zp := sup{Z : Z € D}, et on introduit la v.a.
¢ :=sup{E[Zp] : D € D}.

1- Montrons d’abord qu’il existe D* € D tel que ¢ = E[Zp«]. En effet, si
(Dy)n C D est une suite maximisante, i.e. E[Zp | — (, alors D* := U, D,, € D
vérifie bien E[Zp«] = ¢. On note Z := Zp-.

2- La v.a. Z vérifie de maniere évidente la propriété (b). Montrons qu’elle vérifie
(a). Pour tout Z € Z, la famille D := D*U{Z} C D,ona Zp = ZV Z, et
C(=E[Z]<E[ZVZ]|<( Parsuite ZVZ =2 et Z<Z, ps. &

Définition 11.5. Soit {X¢,t € N} un processus F—adapté vérifiant (11.2). Son
enveloppe de Snell est définie par le processus

Y; :=ess supE[X,|F], t>0.
TET:

Proposition 11.6. (i) Soit Y Uenveloppe de Snell d’un processus X vérifiant
(11.2). Alors on a l’équation de la programmation dynamique :

Y: = max { Xy, E [Yii1|Ft]}  pour tout t >0,
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etY est la plus petite surmartingale qui majore X .
(ii) Soit 7* :=inf{t >0 :Y; = X;}. Si 7" < 00 p.s. alors V =Yy = E[X,+],
i.e. 7" est un temps d’arrét optimal.

Démonstration. (i) Le processus Y est intégrable d’apres la condition d’intégrabilité
(11.2). Pour t € N, on a évidemment Y; > X, et

Y: = esssupE[X|F] sur {Y; > X;}. (11.3)

TETt41
D’apres le théoreme 11.4, il existe une suite (73,), C Ti41 telle que Vi =
sup,, E [X;, |Fi+1]. On définit la suite
n
T 1= ZTilAi, n>1 ou A= {E[Xn|.7-}+1] = maXIE[XTj|.7:t+1]}.
i=1 jsn
Alors 7,, € Tiy1 et on vérifie

Vipr = HImTE (X3, | Fea] -

Par convergence monotone, ceci implique que

ft} S sup E[X-,—LFIL]

TET 41

n

ElYin /] = lim E[X;

Mais, la propriété des projections itérées de I’espérance conditionnelle implique
que E[Y41|F] > E[X,|F] pour tout T € T;y1, et par suite

ElYiilF] = sup E[X;|F].

TETi41
En combinant avec (11.3), ceci montre que
Y, = E[Yi1|F] sur {Y: > Xy},

terminant le preuve de I’équation de la programmation dynamique.

Enfin, une fois ’équation de la programmation dynamique établie, la pro-
priété de surmartingale de Y, ainsi que l'optimalité du temps d’arrét 7*, sont
obtenues par les mémes arguments que dans le cas de ’horizon fini. &

11.4 Application aux
options américaines perpétuelles

dans cette section, nous devancgons les applications aux mathématiques fi-
nancieres du chapitre 12 afin de présenter une application de 'arrét optimal en
horizon infini.

Soit (&,)n>1 une suite de v.a. iid de distribution
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La marche aléatoire associée est définie par
n
My=0 et M, ::Z«fi, n > 1.
i=1

On considere un actif financier dont le processus de prix est défini par

S, 1= Spe?™Mn p>0. (11.4)
On note par S := Spe?” I'espace d’état de cette chaine de Markov. On choisit
ensuite un parametre r > 0 désignant le taux d’intérét sur une période, de fagon
a ce que

{e7™ Sy, n >0} est une martingale. (11.5)
Un calcul direct donne la valeur unique de r :
2" = e +e".

Une option de vente américaine sur Uactif {S,,n > 0} de prix d’exercice K > 0
et de maturité N est un contrat qui donne le droit a son détenteur de vendre &
toute date n < NN D’actif sous-jacent au prix d’exercice K.

Dans cette section, on consideére une option de vente américaine perpétuelle,
c’est & dire que sa maturité N est infinie. De tels contrats n’existent pas sur
le marché, mais ils ont un intérét théorique car, comme on va le voir, on peut
trouver une expression explicite pour leur prix.

Dans le chapitre 12, nous allons voir que le prix d’un tel contrat vérifie
I’équation de la programmation dynamique

Y,, = max {Xn,e_rIE[Yn+1|]:n]} ot X, :=(K~-2S,)", n>0,

voir la remarque 12.9. Nous somme ainsi ramenés a la résolution du probleme
d’arrét optimal en horizon infini

V(Sy) ==Yy = sugIE [e7"T(K — 5;)*].
TE

Lemme 11.7. I existe s* € SN0, K[ tel que V(s) = K — s si et seulement si
s < s*.

Démonstration. Supposons au contraire qu’il existe 0 < 51 < s tels que
V(s) = (K —s;)" mais V(s)> (K —s)" sur ]sy,sa[. (11.6)
Comme (K — s)* =0 pour s > K, on doit avoir s, < K, et par suite
(K-35t =K—5s pour s€/[s,sa] (11.7)
Soit

S1 + 89
2

§:

T, = inf{tzo; sﬂézsi},
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ot §%% désigne le processus S de (11.4) avec condition initiale Sy = 3. Alors,
d’apres les résultats de la section précédente, on sait que le temps d’arrét 7* :=
Ts, N Ts, est optimal pour le probléme d’arrét optimal V'(8). Par la proriété de
linéarité (11.7) sur Uintervalle [s1, 2], on obtient :

E e (K- 807)]

KE [e_”*} ~E [e_TT*SSf}

V(3)

— KE [e*”*} 5 < K—3

ol nous avons utilisé le théoréme d’arrét pour la martingale {¢=""S,,,n > 0},
d’apres (11.5), ainsi que le fait que r > 0. Ceci est une contradiction puisque
I’enveloppe de Snell d’un processus en est un majorant. &

Le résultat précédent montre que la stratégie d’arrét optimale est donnée
par l'atteinte de la barriere s*. Ceci réduit considérablement la difficulté du
probleme d’arrét optimal, puisqu’il suffit maintenant d’optimiser sur le choix de
la barriere qui définit I’arrét :

V(So) = Jup [E [e_TTb (K — sTb)ﬂ ~E [e-rTs* (K — Sr.. )*} ,

ou Ty :=inf{t >0 : S; <b}. En revenant a la marche aléatoire, on ré-écrit le
probléme sous la forme :
—r0s1 oM +
V(Sy) = supE |e” "8 {p<0} (K — Spe %1{550}) ,
B<k
olt on a posé B := L1n(b/S), et

1
k:=—In(K/Sy), et Og:=inf{n>0: M, =75}
o

Il est clair qu’il suffit de considérer les valeurs entieres de . Alors, du fait que
Mpg1ipcy, = =B

V(Sy) = sup (K — S’oef"ﬁf) E [efreﬁl(ﬁﬁ‘)}]
BEZN])—00,k]

= max {K — Sy, sup (K — SOeU'B) E [e‘reﬁ] }
BEZ_

= max {K — Sp, sup (K - Soe*‘jﬁ) E [e*w‘*] , }
BeEN

par symétrie de la marche aléatoire. On est ramené au calcul de la transformée
de Laplace du temps d’atteinte g de la marche alétaoire de la barriere 5 € N.



11.4. OPTIONS AMERICAINES PERPETUELLES 175

Lemme 11.8. Pour tout € N etr >0, on a

E [e#e’*} = (er + \/62T7—1> - .

Démonstration. Notons par U(n) la transformée de Laplace recherchée quand
la marche aléatoire est démarrée a partir de la position n. En conditionnant par
rapport & M, on voit que U est solution de I’équation aux différences :

Un)= 3 e U - D)+Um+1),  n<p

La solution générale de cette équation aux différences est
n n
Un) = A(er—i—\/eQ”—l) —|—B<er— ezr—l) ,

out A et B sont des constantes. Comme U(—o0) = 0, on voit que B = 0. Enfin,
la condition au bord U(8) = 1 détermine la constante A et on obtient :

n—p
U(n) = (er + Ve — 1) )
Dans notre contexte la marche alétoire est démarrée a partir de 'origine. Alors

la transformée de Laplace recherchée est donnée par U(0). &

Exercice 11.9. Terminer la résolution explicite du probléeme d’évaluation de
l’option de vente américaine perpétuelle.
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Chapitre 12

Introduction aux
mathématiques financieres

Ce chapitre est une introduction aux modele d’évaluation et de couvertures
des produits dérivés en mathématiques financieres. Les produits dérivés sont des
contrats définis par des paiements aléatoires intervenant & des dates précises.
Ces paiement aléatoires représentent généralement une garantie pour I'acheteur
contre un risque dont il veut se prémunir. Par exemple, ces contrats peuvent
étre congus pour atténuer le risque de taux de change pour un exportateur ou
un importateur, le risque de grande variation du prix d’une matiére premiere
représentant la base de la production d’un industriel (pétrole, gaz), ou le risque
de variation des taux d’intérét pour un emprunteur.

Les produits dérivés ont connu un développement extraordinaire depuis 1’ou-
verture des marchés organisés dans les années quatre-vingt. En France, il s’agit
du marché a terme des Instruments Financiers (MATIF, 1986) et du Marché des
Options Négiciables de Paris (MONEP, 1987). Mais leur échange ne se limite
pas a ce type de marchés, et repose en grande partie sur le marché de gré a gré.
Ainsi les institutions financieres congoivent des produits standardisés pour des
clients potentiels intéressés par des garanties particulieres, ou répondent a la
demande de certains clients pour leur proposer des contrats de garantie adaptés
a la nature des risques encourus. Il s’agit la de ’activité de structuration.

Dans la premiere section, nous introduisons les produits dérivés de base,
ainsi que les relations fondées sur le concept de non arbitrage, sans aucune
hypothese sur la modélisation probabiliste des risques. Dans la section suivante,
nous développons 'approche de I’évaluation et de la couverture dans le modele
binomiale ou lincertitude est réduite au cadre le plus simple. Par passage a
la limite en temps continu, ceci conduit a la célebre formule de Black-Scholes
qui est couramment utilisée par les praticiens de ce marché. La derniere section
reprend une modélisation plus générale, et développe la théorie d’évaluation et
de couverture de maniere plus systématique. La théorie des martingales joue un
role clé dans le tous les développements.

177
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12.1 Contrats d’options et principe de non do-
mination

12.1.1 Options europénnes et américaines

Les exemples les plus populaires de produits dérivés sont les options d’achat
(call) et les options de ventes (put) européennes et américaines. D’autres exemples
seront présentés dans la section 12.1.5.

Une option d’achat européenne sur un actif sous-jacent S* est un contrat olt
le vendeur s’engage & livrer Iactif risqué S? & la maturité T & un priz d’ezercice,
ou strike, K > 0. A la date T, 'acheteur a la possibilité, et non ’obligation,
d’exercer l'option, i.e. d’acheter 'actif risqué S* au prix d’exercice K. Bien sir,

I'acheteur n’exercera ’option que si le prix de I’actif S* & la date T est supérieur
a K. Ainsi le gain, ou le paiement, aléatoire généré par le contrat est donné par :

B = (S5 -~ K)" = max{S}— K,0},
i.e. sile prix de 'actif S* & la date T est supérieur & K, alors le contrat représente
pour l'acheteur le gain S% — K correspondant au bénéfice réalisé en achetant
Pactif aux prix K plutot qu’au prix du marché. Par contre, si le prix de marché
est inférieur a K, 'acheteur n’a aucune raison de faire appel a son contrat, et
ceui-ci représente alors une valeur nulle.

Une option de vente européenne sur I'actif sous-jacent S est un contrat dont
le vendeur s’engage & acheter I’actif sous-jacent S° & la maturité T & un priz
d’exercice, ou strike, K > 0. A la date T, I'acheteur du contrat a la possibilité,
et non 'obligation, d’exercer l'option, i.e. de vendre I’actif S* au vendeur du
contrat au prix K. Bien sir, le détenteur du contrat ne va exercer ce droit que
si le prix de marché a la date T est inférieur & K. Ainsi, ce contrat représente
pour son détenteur le paiement aléatoire

B = (K -8%)" = max{K — Si,0},

Une option d’achat (resp. de vente) américaine de maturité T et de prix d’exer-
cice K > 0 differe de sa contrepartie européenne par la possibilité qu’elle offre
d’exercice a toute date avant la maturité, et non seulement a la maturité.

Le vendeur d'un produit dérivé exige une compensation pour le risque qu’il
accepte de porter. En d’autres termes, ’acheteur se doit de payer une prime
contre la signature du contrat. I’objet principal est la détermination de cette
prime, et de la gestion du risque qui doit étre effectuée par le vendeur pour
faire face au paiement aléatoire qu'’il s’est engagé a payer. Dans les paragraphes
suivants, nous introduisons le principe de non domination qui permet d’ores et
déja d’obtenir des propriétés des prix des options, sans hypotése de modele.

Nosu considererons des options d’achat et de vente de prix d’exercice K, de
maturité T, écrite sur un sous-jacent de prix S. A toute date t < T, les prix de
I’option d’achat américaine et europénne sont respectivement notés :

C(t,S,T,K) et ¢S, T,K).
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De méme, les prix de 'option de vente américaine et europénne sont respecti-
vement notés :

P(t,S:,T,K) et p(t,S:,T,K).
La valeur intrinseque de 'option d’achat et de vente sont respectivement :

C(t,S,t,K) = c(t,Si,t, K) = (S —K)*,
P(t’St7taK) = p(taStvtaK) = (K_St)+7

c’est la valeur regue lors de ’exercice immédiat de 'option. L’option est dite
dans la monnaie (resp. en dehors de la monnaie) si sa valeur intrinseque est
positive. Si K = Sy, on dit que l'option est d la monnaie. Ainsi, une option
d’achat est dans la monnaie si S; > K, alors qu’une option de vente est dans la
monnaie si Sy < K.

Enfin,, une obligation zéro-coupon est un contrat défini par le paiement fixe
1 & la maturité T. On notera par By(T') son prix & la date ¢. La donnée des prix
des obligations zéro-coupon pour toutes maturités détermine le prix de tout
contrat défini par des flux de paiement déterministes Fi,..., F, intervenant
aux maturités t <17 < ... < T, :

FyBy(Ty) + ...+ FoBy(T),).

12.1.2 Principe de non domination et premieéres propriétés

On suppose qu’il n’y a pas d’imperfections de marché telles que les cotits de
transaction, les taxes, les contraintes de portefeuille.

Principe de non domination Soit X le gain généré par une stratégie de
portefeuille de cout initial x. St X > 0 dans tous les états du monde, alors
x> 0.

1 Appliquons ce principe d’abord aux options américaines. Le choix d’exercice
de 'option américaine a la date T' donne le méme paiement que sa contrepartie
européenne. Alors, le portefeuille consistant en une position longue (i.e. achat)
dans option américaine et une position courte (i.e. vente) de sa contrepartie
europénne a au moins un paiement nul & la maturité 7. On déduit alors du
principe de domination que

C(t,St,T7K) 2 C(t,St,T7K) et P(LS},T,K) Z p(t,St,T,K)

2 Par un argument similaire, nous montrons a présent que les priz des op-
tions européennes et américaines d’achat (resp. de vente) sont des fonctions
décroissantes (resp. croissantes) du priz d’exercice, i.e. pour tous Ky > Ko :

C(t,st7T,K1) S O(t,St,T,KQ) et C(t,St,T,K1> S C(t,St,T7K2)
P(taSthaKl) > P(t7StaTaK2) et p(taSt7TaK1) S p(t7St7T7K2)
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Justifions ceci dans le cas des options d’achat américaines. Si le détenteur de
Ioption de plus faible prix d’exercice adopte la stratégie d’exercice optimale
de l'option de plus fort prix d’exercice, the paiement de 'option a faible prix
d’exercice est plus grand dans tous les états du monde. Ainsi, la valeur de
I’option a plus faible prix d’exercice ne peut étre inférieure au prix de I’option
au prix d’exercice plus élévé.

3 Les prixz des options américaines et européennes sont convexes par rapport
a K. Justifions ceci pour le cas des options d’achat américaines. A un instant
arbitraire u € [¢t,T] et pour tout A € [0,1], on obtient de la convexité de la
valeur intrinseque que

AMSu—K)T+ (1 =A)(Sy—K2)" —(Sy —AK; + (1= NEK2)t > 0.

On considere alors le portefeuille X consistant en une position longue de A
options avec prix d’exercice K7, une position longue de (1 —\) options avec prix
d’exercice K, et une position courte d’une option de prix d’exercice AK7 + (1 —
A) K. Si les deux premieres options sont exercées a la date d’exercice optimale
de la troisieme, le paiement obtenu sera positif d’apres 'inégalité de convexité.
Donc, la valeur a la date t du portefeuille est positive.

4 Nous montrons maintenant le résultat suivant de sensibilité du prix de 1’op-
tion d’achat europénne par rapport au prix d’exercice :

c(t, S, T, Ks) — c(t,S;, T, Ky)
- <
B(T) < Ko — Ky =

L’inégalité de droite est une conséquence de la décroissance du prix de 'option
d’achat européenne c en fonction de K. Pour I'inégalité de gauche, on considere
le portefeuille X consistant en une position courte de I'option d’achat europénne
de prix d’exercice K1, et une position longue de 'option d’achat européenne de
prix d’exercice K3, et d’une position longue de K5 — K; obligations zéro-coupon.
La valeur de ce portefeuille a la maturité T est

Xr = —(Sp—K\)"+ (St — Ko)" + (K2 — K;) > 0.

Par le principe de non domination, ceci implique que —c (Sy, 7, K1)+¢ (St, 7, Ko )+
Bi(7)(K2 — K1) > 0, qui est 'inégalité recherchée.

5 Les options d’achat et de vente américaines sont des fonctions croissantes
de de la maturité, i.e. pour Ty > T5 :

C(t,St,Tl,K) Z C(t,St,TQ,K) et P(t,St,Tl,Kl) Z P(t,St,T27K2)

Ceci est une conséquence immédiate du fait que toutes les stratégies d’exercice
autorisées par 'option de maturité la plus courte sont aussi autorisées par 1’op-
ton de plus longue maturité. Notons que cet argument est spécifique aux options
ameéricaines.
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12.1.3 Parité call-put

Quand l'actif sous-jacent ne verse pas de dividendes avant la maturité T, les
prix des options d’achat et de vente européennes sont liés par la relation :

p(t,St,T,K) = C(t,St,T,K)*St+KBt(T).

En effet, soit X le portefeuille consistant d’une position longue de 'options de
vente européenne et d’une unité de ’actif sous-jacent, et d’une position courte
de l'option d’achat europénne et de K obligations zéro-coupon. La valeur de ce
portefeuille a la maturité T est

Xr = (K*ST)++ST*(ST*K)+7K = 0.

Le principe de non domination dit alors que la valeur a toute date t de ce
portefeuille est positive, ce qui donne I'inégalité recherchée.

Notons que cet argument est spécifique aux options européennes. Nous allons
voir que ce résultat n’est pas vrai das le cas américain.

Enfin, si lactif sous-jacent verse des dividendes, I’argument ci-dessus doit
étre adapté en incluant les versements de dividendes du fait de la détention de
I’actif sous-jacent dans le portefeuille. Si les dividendes sont connus & I'avance,
i.e. non aléatoires, alors I’adaptation de la parité call-put est immédiate. Par
contre, si les dividendes sont alatoires, la question devient beaucoup plus délicate...

12.1.4 Bornes sur les prix des calls et exercice anticipé

1 D’apres la décroissance du prix du call américain en fonction du prix d’exer-
cice, on a

C(St7T7K) S C(St7T7K) S St
e Si l'actif sous-jacent ne verse pas de dividendes, nous avons la borne inférieure :
Ct,8,T,K) > ¢(t, S, T,K) > (S,—KB,(T))".

En effet, considérons le portefeuille X consistant d’une position longue du call
européen, d’une position longue de K obligations zéro-coupon de maturité T,
et d’une position courte d’une unité de I'actif sous-jacent. La valeur de ce por-
tefeuille & la maturité T est positive, et on obtient I'inégalité recherchée par le
principe de non domination.
2 Suppososns que les tauxr d’intérét sont strictement positifs. Alors, il n’est
jamais optimal d’exercer avant la maturité un call américains sur un actif sous-
jacent ne versant pas de dividendes avant la maturité.

En effet, soit v u instant arbitraire dans [t,T),
- le call américain paie S, — K s'il est exercé a la date wu,
- mais S, — K < S — KB, (T) d’apres la stricte positivité des taux d’intérét.
- Comme C(S,,u, K) > S, —KB,(T), d’apres la borne inférieure du paragraphe
précédent, ’option américaine vaut plus que sa valeur d’exercice, donc 'exercice
anticipé n’est jamais optimal.
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3 Supposons que le prix de lactif sous-jacent peut étre aussi proche que possible
de zéro. Alors, lexercice anticipé d’un put américain avant la maturité peut étre
optimal.

Supposons que le prix de I'actif sous-jacent a la date u vérifie S, < K —
KB,(T).
- Notons que la valeur maximale que le put américain peut générer est K.
- La valeur d’exercice immédiat a la date w est K — S, > K — [K — KB, (T)]
= KB, (T) = valeur actualisée du paiement maximum généré par le put a la
maturité,
Ainsi, dans ce cas, il n’est pas optimal d’attendre la maturité pour exercer
I’option.

12.1.5 Quelques exemples populaires de produits dérivés

Exemple 12.1. (options sur panier) Soit I un ensemble d’indices dans {1,...,n},
et a; € R, i € I. le paiement d’une option d’achat (resp. vente) sur le panier [
est défini par

+ +
B = (Z a;Sh — K) resp. (K - Zm‘}) .

i€l i€l
<

Exemple 12.2. (Option sur sous-jacent non échangeable) Soit Uy (w) la réalisation
a la date t d’une variable détat observable. Alors le paiement du call (resp. put)
sur U est défini par :

B = (Ur—K)"  resp. (K—-Up)".

Par exemple, un call sur température correspond au cas ou U, est la température
a la date t observée a un endroit précisé dans le contrat.

Exemple 12.3. (Option asiatique) Un call asiatique sur I'actif S? de maturité
T > 0 et de prix d’exercice K > 0 est défini par le paiement & la maturité :

(5 x)

ou ?;« est le processus de prix moyen sur la période [0, T]. Dans cette définition,

?ZT peut étre défini comme la moyenne arithmétique sur un ensemble de dates
discretes (spécifiées dans le contract), ou la moyenne arithmétique continue...

Exemple 12.4. (Options a barriéres) Soient B, K > 0 deux parameétres, et
T > 0 une maturité donnée. Il y a quatre types d’options d’achat a barrieres
sur lactif S* avec prix d’exercice K, barriere B et maturité T :

— SiB>5:
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— Un call up and out est défini par le paiement a la maturité T :
UOCT = (ST — K)+1{maX[O,T] S:<B}-

Il s’agit du paiement d’un call européen si le prix de I'actif sous-jacent
n’a pas atteint la barriere sur toute la période précédant la maturité.
Si la barriere est dépassée, le paiement devient nul.

— Un call up and in est défini par le paiement a la maturité T :

UICr = (S7— K) Limaxgn 5,55}-

Il s’agit du paiement d’un call européen si le prix du sous-jacent a
passé la barriere B avant la maturité. Sinon, le paiement est nul.
Remarquons que

UOCr + UICr = Cr

est le paiement de 'option d’achat européenne correspondante.
— SiB<S:
— Un down and in Call est défini par le paiement a la maturité T :
DICr = (ST~ K)" Limingp 528}

Il s’agit du paiement d’un call européen si le prix de I'actif sous-jacent
n’a pas atteint la barriere B avant la maturité 7. Sinon, le paiement
est nul.

— Un down and out call est défini par le paiement a la maturité T :

DOCr = (Sr— K)+1{min[0,T] Si<B}-

Il s’agit du paiement d’un call européen si le prix de I'actif sous-jacent
traverse la barriere B avant la maturit: Sinon, le paiement est nul.
Comme pour les barriere up, on a encore,

DOCr + DICr = Cr

est le paiement du call européen correspondant.

&

Exemple 12.5. (Options de vente & barriéres) Remplacer tous les calls par des
puts dans les exemples précédents.

12.2 Du modele binomial a la formule de Black-
Scholes

12.2.1 Modele binomial a une période

Nous allons maintenant étudier le modele de marché financier le plus simple.
Soit Q = {wy,wq}, F la o-algebre des parties de €2, et P la mesure de probabilité
sur (Q, F) telle que 0 < P(w,) < 1.
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Le marché financier contient un actif sans risque de prix

et un actif risqué de prix
So = s, Si(wy) = su, Si(wg) = sd,

ou s, r, u et d sont des parametres strictement positifs tels que u > d. Ce marché
est communément représenté par I’arbre binomial :

date 0 date 1
Su
Actif risqué So=s <
Sd
Actif sans rique Sy=1 R=¢e"

Les prix actualisés expriment la valeur des actifs en termes de celle de 'actif
sans risque, et sont donnés par
S1

502507 5‘8:1, et 512575?:1

Une stratégie auto-financée est un couple (x,0) € R2, ot x désigne le capital
initial et 0 la position en actif risqué. La valeur d’un tel portefeuille a la date 1
est donnée par :

X = (2—0S)R+068,
ou, en termes de valeur actualisée :
Xlz,O = x+9(§1 —So).

(i) Condition de non arbitrage : Une opportunité d’arbitrage est une stratégie
de portefeuille 6 € R telle que

Xw) >0, i€ {ud, et PX>0>0.

On peut montrer (exercice!) que exclusion de toutes le stratégies d’arbitrage
est équivalente a

d< R <u. (12.1)

Alors, en introduisant la mesure de probabilité Q équivalente & P définie par :
R—d

Q[Sl Z’LLSO} =1 —Q[S1 = dSo] = q = m, (12.2)

on voit que les prix actualisés vérifient

S est une martingale sous Q, i.e. EQ[e_TSl] =Sy. (12.3)
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La mesure de probabilité Q) est appelée probabilité neutre au risque, ou probabi-
lité martingale équivalente.

(i) Couverture des produits dérivés : Un actif contingent, ou un produit dérivé,
est défini par ses paiement B,, := B(w,,) et By := B(wy) a la date 1 dans chacun
des états du monde.

Dans notre contexte d’arbre binomial, il se trouve qu’il existe un couple
(20,0°) € R x A tel que Xfo’eo = B. En effet, cette égalité de v.a. définit un
systeme linéaire de deux équations a deux inconnues qu’on résout immédiatement :

WO(B) = gt + (1)t = BB et 6(B) =

B, — By
su—sd’

0 po
Le portefeuille (zo(B),60°(B)) vérifie X7, %" — B, et est aors appelé stratégie de
réplication parfaite de B.

(iii) Prix de non arbitrage : Supposons que lactif contingent B est disponible
sur le marché a l'achat et & la vente & la date 0, au prix de marché p(B), et
montrons que, sous la condition de non arbitrage, le prix p(B) est nécessairement
donné par

p(B) = wo(B) = EY[B].

(iii-a) En effet, si p(B) < V(B), on considére la stratégie de portefeuille sui-
vante :

- & la date 0, on paie p(B) pour l'achat de lactif contingent, générant la
réception du paiement B a la date 1,

- effectuer la stratégie auto-financée (—V(B),—60), en payant —V(B) a la
date 0, et générant le paiement —B a la date 1.
Le capital initial nécessaire pour mettre en place cette stratégie de portefeuille
est p(B) —V(B) < 0. A la date 1, la valeur induite par cette stratégie est nulle.
C’est donc une opportunité d’arbitrage dans le marché financier élargi par ’actif
contingent, contredisant la condition de non abitrage.
(iii-b) Si p(B) > V(B), on consideére la stratégie de portefeuille :

- & la date 0, on recoit p(B) en vendant Pactif contingent, s’engageant ainsi
au paiement B a la date 1,

- effectuer la stratégie auto-financée (V' (B),0), dont le colt initial est V(B)
a la date 0, et qui génere le paiement B a la date 1.
Cette statégie de portefeuille a un cotit initial de —p(B)+V (B) < 0, et génére un
paiement nul a la date 1. C’est encore une opportunité d’arbitrage, contredisant
le principe de non aritrage sur le marché financier élargi par I'actif contingent.

12.2.2 Le modele de Cox-Ross-Rubinstein

Ce paragraphe présente la version dynamique du modele binomial du para-
graphe précédent. Nous découpons un intervalle de temps [0, 7] en n périodes,
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et nous chercherons a analyser la limite de nos réultats quand la longueur de la
péride T'/n tend vers zéro. Il s’agit de la limite temps continu.

Soit = {—1,1}N et F la g-algebre des parties de 2. Soit (Zj)r>0 une suite
de v.a. iid de distribution P[Z;, = 1] = P[Z; = —1] = 1/2. On consideére la
o—algebre triviale Fo = {0, F}, Fr = 0(Zo, ..., Zk) et F* = {Fo, ..., Fu}.

Soit T' > 0 une maturité fixée, et (by, opn)n>1 la suite définie par :

T T\ /2
b, = b— et anza() ,
n n

ou b et o sont des parametres strictement positiofs donnés.
Remarque 12.6. Tous les résultats ultérieurs sont valables avec une suite
(bn, 0y vérifiant

nb, — bT et +/no, — oT quand n — 0o .

Pour n > 1, le processus de prix de I’actif risqué est donné par S™ = {S}, k =
0,...,n} défini par :

k
Sg=s et Sp=sexp (kbn—l—anZZi), k=1,...,n.

i=1

L’actif sans risque est défini par un taux d’intérét constant r. Le rendement
d’un ivestissement unitaire sur la période de longueur T'/n est donc :

R, = eI/,
Pour tout n > 1, la construction ci-dessus définit un marché financier de n
périodes de longueur T'/n.

Afin de garantir que ces marchés financiers n’admettent pas d’opportunité
d’arbitrage, on suppose que :

dp < Rp <u, ou u,=ent d, =" n>1. (12.4)

Sous cette condition, La probabilité neutre au risque Q,, est definie par :

R, —d,

QulZi=1) = 1-QulZi= 1] = g, = 2%

et on a que
{5’,? = Spe ™M 0 <k < n} est une Q,, — martingale.
Evaluation et couverture Pour tout n > 1, on considere I'actif contingent
B":=g(S") ou g(s)=(s—K)" et K>0.

A la date n — 1, le probleme d’évaluation et de couverture est réduit a celui
du modele a une période du paragraphe précédent, dont on tire que le prix de
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non arbitrage de I'actif contingent & la date n — 1 et la stratégie de couverture
parfaite correspondante sont donnés par

B™"(u,) — B™(d,
By =EQ (B et oy = D \um) =B {)

n—1 " n n
UnOp_1 — dnsn—l

ol Egﬁl désigne l'espérance sous Q,, conditionnellement & F, ;. Par un raison-
nement analogue, paracourant ’arbre binomial de maniere rétrograde, période
par période, on définit I’actif contingent B}’ & chaque date & comme le prix de
non arbitrage de 'actif By, ,, ainsi que la stratégie de couverture parfaite :

Bﬁ+1(un) - Bl?-&-l(“ﬂ)
U, Spt — dnSE

By =EX([Br.,] et 60F = , k<n—1. (12.5)

Remarque 12.7. La stratégie de couverture est donnée par 'approximation
des differences finies (sur l'arbre binomial) de la dérivée partielle du prix de
l’actif contingent par rapport au prix de I'actif risqué sous-jacent.

Par la propriété des projections itérées de l’espérance conditionnelle, on
déduit que le prix de non arbitrage de 'option d’achat européenne est :

p"(B") = e "TEY [(Sr - K)t].

Sous la probabilité Q,, les v.a. (1 + Z;)/2 sont iid selon la loi de Bernoulli de
parametre ¢q,. Alors :

Qn lzngi =1

i=1

= Ci¢(1—g,)"7 pour j=0,...,n.

Le prix de non arbitrage de 'options d’achat s’écrit alors :

p"(B") = e T Zg (sufldﬁ_j) Cigi(1—qn)" 7.
j=0

Remarque 12.8. La mesure de probabilité initiale P n’intervient plus ni dans
la formule du prix, ni dans I’expression du portefeuille de couverture. Ceci est di
au fait que le prix de non arbitrage coincide avec le cotit de réplication parfaite
qui, par définition ne fait intervenir la mesure de référence qu’a travers les états
qu’elle charge.

Remarque 12.9. La démarche précédente peut étre appliquée auxr options
américaines. Soit {Bg,0 < k < n} le processus de paiements associés d l'op-
tions, i.e. on gagne By si on exerce a la date k. On peut voir alors que le priz
de loption américaine et la stratégie de couverture correspondante sont donnés
par la modification suivante de (12.5) :

B" = B, et B} :=max {Bk,e_rT/"]Eg" [Bgﬂ]} ,

A By (un) - By (un)
or = kit ktl k=0,...,n—1.
F un ST — d, S el
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12.2.3 Limite en temps continu

Dans ce paragraphe, nous analysons la limite du modele du prapgraphe
précédente quand n — oo, et nous obtiendrons la célebre formule de Black et
Scholes [2] comme limite du prix de non arbitrage du paragraphe précédent.

Bien que les calculs suivants seront faits dans le cas des options d’achat
europénnes, tous les résultats de convergence sont valables pour une classe plus
large d’actifs contingents.

Introduisons la suite :

e = inf{j=0,....,n : suld'7 > K},

n-n

et soit
B(n,p,n) := Prob[Bin(n,p) > nl,

ou Bin(n,p) est une loi binomiale de parameétres (n,p), i.e. la somme de n v.a.
indépendantes de loi de Bernoulli de parametre p.
Nous commencons par le résultat simple suivant.

Lemme 12.10. Pourn>1, on a :

qnUn

Ry,

p(BY) = sB <n ,nn)KerTB<n7qn,nn>.

Démonstration. En utilisant I’expression de p™(B") obtenue dans le paragraphe
précédent, on voit que

n

pUBY) = R Y (subdy T — K) Chah(l—aa)"
J=Mn
n J n—j n
_ i ((@un\" (1= qn)dn K J i (1— g )3
’ j; C”( R, R, Ry & Can( = @)™,

et on obtient le résultat voulu en remarquant que gnu, + (1 — g )d, = Ry,.

Ainsi, pour analyser la limite de la suite (p™(B™)),,, nous devons analyser
les termes B (n, ¢ntun/ Ry, Mn) €t B(n, @n, nn)- Nous détaillons les calculs unique-
ment pour le second terme, le premier se traitant de la méme fagon.

L’outil technique central pour obtenir les résultats asymptotiques est le sui-
vant.

Lemme 12.11. Soit (Xin)1<k<n une suite triangulaire de v.a. iid selon la loi
de Bernoulli de parametre m, :

PXgn=1 = 1-P[X,=0] = m,.
Alors :

n
Zk:l Xk,n — Ny

— N(0,1) en loi
nm, (1 —my,)
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Nous reportons la preuve de ce lemme & la fin de ce paragraphe.

Exercice 12.12. Utiliser le lemme 12.11 pour prouver que

STL
In (”) — N(@OT,0*T) en loisous P.

S

Ceci montrer que le modele de Cox-Ross-Rubinstein peut étre vu comme une
approximation en temps discret d’un modele en temps continu ou 'actif risqué
est distribué selon la loi log-normale avec les caractéristiques ci-dessus.

Théoréme 12.13. Dans le context du modéle de Cox-Ross-Rubinstein, le prixz
de non arbitrage p™(B™) d’un call européen converge, quand n — oo, vers le
prix de Black-Scholes :

p(B) = sN <d+(5,f(,02T)) - KN (d_(s,K,UQT))

o

K:=Ke T, dy(s, k,v) = In(s/k) + g ,

et N(z) = [ e‘”z/de/\/ 27 est la fonction de répartition de le loi normale
centrée réduite N'(0,1).

Démonstration. Sous la probabilité Q,,, les v.a. B; := (Z;+1)/2, i > 0, définissent
une suite iid selon la loi de Bernoulli de paramétre g,,. Alors

n
j=1
Nous allons détailler les calculs seulement pour ce terme.

1. Par définition de 7,,, on a

Nn—1gn—nn+1 N J7—"Nn
sum = dn < K < sulrdr=mn.

277nUUT+n<bT—U T) = 1n<K>+O(n1/2),
n n n s

et par un calcul direct :

Alors,

+ o(v/n). (12.6)

T
ng, = 5+ —) Vit o(vn). (12.7)
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d’apres (12.6) et (12.7), on obtient :

lim —m M —d_(s,K,0°T) .
oo HQn<1 - Qn)

2. Par le lemme 12.11, appliqué a la suite (Z1, ..., Z,), on voit que :

noog ng
Rl —— ] — N(0,1),
nq”(l - q”)

ot L (Z) désigne la distribution sous Q,, de la v.a. Z. Alors :

n—oo n—oo

Yk Zi =N Tl = N
nQn(l - Qn) N nQn(]- - Qn)
- 1-N (—d,(s,f(,a?T)) - N (d,(s,f{,a?T)) .

lim B(n,qn,n,) = lim Q, [

%
Preuve du lemme 12.11. Soit
Xin—Tn -
Y = 2T o xY, = )Y

nmp (1 — m,)
Les v.a. Y} étant iid, on a la factorisation suivante de la fonction caractéristique :
Cry, (t) = (2w (1)".

Par ailleurs, on calcule directement que E[Y;] = 0 and E[Y}] = 1/n. Alors, on
déduit du résultat de développement des fonctions caractéristiques 2.9 que :

12 1
q)yl(t) = 1—2n—|—o<n>.

envoyant n vers 'infini, ceci donne :

lim q)zyn(t) = €_t2/2 = (DN(O,l)(t)7

n—00

montrant bien la convergence en loi de XY, vers la loi normale centrée réduite.

O

12.3 Evaluation et couverture dans un modele
général en temps discret

12.3.1 Formulation du modele

On considére maintenant un modele en temps discret général sur un espace

de probabilité filtré (Q, F,F = {F,}o<n<n; P).
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Le marché financier est constitué d’un actif sans risque de processus de prix
{820 < n < N} strictement positif, et d actifs risqués de processus de prix
S = (S',...,5%. Mathématiquement, le caractere non risqué du processus S°
et risqué du processus S sont exprimés en imposant que

SY est F — prévisible et S est F — adapté.

Comme dans la modélisation dans I’arbre binomial, on obtient une formulation
plus simple du modele en considérant les prix actualisés

Sn
SY:=1letS,:=— pour n=0,...,N.

Une stratégie de portefeuille est un processus 0 = {6, ...,0n_1} F—adapté a
valeurs dans R?. On note par A I'ensemble des portefeuilles.

Pour chaque n, la jeme composante 6 désigne le nombre d’unités d’actif
St, 1 < i < d, détenues en portefeuille & la date n. Le montant investi dans
le marché risqué est ainsi égal a Zle 0:S, = 0, - S,. L'investisseur, dont la
richesse a la date n est X,,, équilibre donc son budget gréace a ’actif sans risque,
i.e. le montant investi en actif sans risque est 00 := X,, — 0, - S,,.

Ici, 2 > 0 signifie que l'investisseur place son argent sur le compte sans
risque, et 09 < 0 signifie que l'investisseur effectue un emprunt a la banque au
taux d’intérét sans risque.

Etant donné un portefeuille § € A, la dynamique de la richesse de I'investis-

seur est donnée par

99
AX? = X0 X0 | = S’g;l AS% 40, 1 -AS,, 1<n<N,
n—1
ot AS! := 8! — St | 0<i<d. Comme le portefeuille ne subit ni des entrées

ni des sorties d’argents, on dit qu’il s’agit d’un portefeuille auto-financeé.
_ De manicre équivalente, le processus de richesse actualisée de l'investisseur
X, = X,/8%, 0 <n <N, vérifie la dynamique

AX? =0, ,-AS,, 1<n<N.

12.3.2 Probabilités neutres au risque

Enfin, nous introduisons I’ensemble des mesures de probabilité équivalentes
a IP sous lesquelles le processus de prix actualisés S est une martingale :

M(S) = {Q ~P : S estune Q— martingale} .

Comme dans le cas de l'arbre binomial, I’absence d’arbitrage peut étre ca-
ractérisée par la condition M(S) # ). Dans le cadre de ces notes, nous montrons
uniquement le sens suivant de cette équivalence.

Lemme 12.14. Supposons que M(S) #£ 0, et soit 0 € A un portefeuille tel que
Xo=0 et X >0, p.s. Alors X% =0, p.s.



192 CHAPTER 12. MATHEMATIQUES FINANCIERES

Démonstration. On ré-écrit les conditions Xg = 0 et Xjev > 0 de maniere
équivalente en terme du processus de richesse actualisée

Xo=0 et X%ZO, p-s.

Pour Q € M(S), le processus X% est une Q—martingale locale. Comme Xf\, >
0, on déduit du lemme 8.21 que X est une Q-—martingale. Alors Xg = 0 =
EQ[Xy] et par suite Xy = 0, Q—p.s. et donc P—p.s. du fait que P et Q sont
des probabilités équivalentes. &

12.3.3 Evaluation et couverture

Un actif contingent est une v.a. Fpr—mesurable. Pour tout actif contingent
B, on introduit le probléme de sur-couverture

V(B) = inf{X, : 30 A X% >Bps},

et on note par p(B) le prix de marché (& déterminer) de actif contingent B.
Par un raisonnement d’absence d’arbitrage analogue a celui fait dans le cadre
de l'arbre binomial de la section 12.2 (iii), on voit immédiatement que

~V(-B) < p(B) < V(B). (12.8)

Ces inégalités sont appelées bornes de non arbitrage sur le prix de marché.
Le résultat principal qui généralise la situation observée dans le modele bi-
nomial est le suivant.

Théoréme 12.15. Supposons que M(S) # 0, et soit B un actif contingent dont
la valeur actualisée B := B/S$, vérifie EQ[|B~|] < oo pour tout Q € M(S).
Alors

V(B) = sup EYB].
QeM(S)

De plus, si V(B) < 0o, il existe 0* € A tel que X§ = V(B) et Xf\,* > B, p.s.

Avant de montrer ce résultat remarquons que dans le cas oit M(.S) est réduit
a un singleton, on obtient immédiatement du résultat précédent que

si M(S) = {Q} alors pour B € L}(Q), p(B)=V(B)=EYB].

C’est justement ce qui se passe pour le modele binomial qui a été étudié dans
les séctions précédentes.

La démonstration du théoreme 12.15 fait appel au résultat suivant que nous
admettons.

Lemme 12.16. Supposons que M(S) # 0. Alors, I’ensemble
K = {Ue]LO :aeeAXO:oetX?VzU} (12.9)

est fermé en probabilité, i.e. pour toute suite (U,),, d’éléments de K qui converge
en probabilité vers une v.a. U, on a U € K.
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Preuve du théoréme 12.15 Sans perte de généralité, on suppose
BelLY(P) et S, e LY(P) pour tout n < N. (12.10)

En effet, cette condition est satisfaite sous la probabilité P ~ P definie par la
densité

dP e~ |BI-S, 18.]

P R [e—|B|—an=1 \§n|]’

et le probleme est inchangé en remplagant P par P.

(i) Pour montrer que V(B) > supgepq(s) EQ [B}, nous allons montrer que
Xy > EQ [B} pour tout Q € M(S), et Xg € R, 0 € A tels que

X% > B, P—ps. (12.11)

Fixons donc Q € M(S) arbitraire et (Xo,0) vérifiant (12.11). Comme S est une
Q-martingale, le processus de richesse actualisé X*¢ est une Q—martingale

locale. En utilisant (12.11), on voit que E@ (X'Jev)_} <EQB7] < ||B oo < 00

d’apres la condition du théoreme. On déduit alors du lemme 8.21 que le processus
X% est une Q—martingale. Prenant les espérances dans (12.11), on obtient :

Xo = E9XY] > EYB.

(if) Si supge(s) EQ[B] = oo, alors I’étape précédente montre que V(B) = oo
et la preuve est terminée. Il reste donc & montrer I'inégalité inverse V(B) <

SUPQe M (S) E@ [B} quand

sup EC [B} < . (12.12)
QeM(S)

Fixons un parametre b < V(B). Alors, avec les notations du lemme 12.16,
B—-b ¢ K,:=KnL.

En effet, si au contraire B — b € K1, alors il existe 6 € A tel que XJGV > B —b,
et Xo =0, ie et Xo=0bet X§ > B, et par suite b > V(B) par définition de
V(B).

Comme K est fermé en probabilité d’apres le lemme 12.16, on voit immédia-
tement que ’ensemble K est fermé dans L!. On vérifie aussi que K est convexe.
On peut alors Appliquer le théoreme de séparation de Hahn-Banach aux convexes
non vides {3 —b} et K7, pour déduire 'existence d'un couple (Z,a) € L>® x R,
avec P[Z = 0] < 1, tel que

E[ZU] < o < E[Z(B —b)] pourtout U e KNL. (12.13)
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Remarquons que K7 est un cone contenant I’origine. Alors, on peut choisir a = 0.
On remarque aussi que lav.a. Y := =159 € K;. Alors E[ZY] = —E[Z17¢] <
0 d’apres (12.13), et par suite Z > 0, p.s. Comme P[Z = 0] < 1, ceci implique
aussi que E[Z] > 0, et on peut supposer que E[Z] = 1 par une normalisation
évidente. Enfin, soit £ une v.a. bornée F;_; —mesurable & valeurs dans R?. Alors,
on déduit de (12.10) que la v.a. £ - AS, € K. L’inégalité de séparation (12.13)
implique alors que E[Z¢ - AS}] < 0, et comme ¢ est une v.a. F;_j;—mesurable

arbitraire, ceci montre que E {ZASA}Q_J = 0. Ainsi, la v.a. Z vérifie :

Z>0, E [ZAS’tm_l} =0 et E[ZB]>b. (12.14)

Utilisons maintenant ’hypothese M(S) # 0, et soit Q' € M(S) de densité
Z' := dQ'/dP par rapport & P. Pour tout € € (0, 1], on introduit la probabilité
QF ~ P de densité par rapport a P :

Z¢ =dQ°/dP = Z'+(1—¢)Z

On vérifie immédiatement que Q° € M(S). Compte-tenu de I'inégalité b <
E[Z B], ceci implique que :

b < EY[B] + E[(Z - Z°)B)
EY [B] + ¢E[(Z — ZY)B]
< sup EYB] + €E[(Z - ZY)B],

QeM(5)
et en envoyant € vers zéro, on obtient :

b < sup EY[B],
QeP

et 'inégalité recherchée est obtenue en envoyant b * V(B).
(iii) Il reste & montrer le résultat d’existence. Par définition du probleme de
sur-couverture V(B), on peut trouver ™ € A, pour tout n > 0, telle que

n 1 n ~
Xo V(B)+—, X > B, P—p.s.
n

Alors la via. C" := B—V(B) —n~! € K. Il est clair que C" — B — V(B)
en probabilité. Alors, on déduit du lemme 12.16 que B — V(B) € K, c’est a
dire qu’il existe 6* € A telle que Xo = 0 et X§ > B — V(B) ou, de maniere
équivalente, Xo = V(B) et X% > B, p.s. &
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exercice anticipé, 179

Borel-Cantelli, lemme, 51

Borel-Cantelli, lemme Fatou, lemme
premier, 15 . inverse pour les ensembles, 15
Bornes de non arbitrage pour les ensembles, 14
bornes, 190 pour les fonctions, 18

Fermée, classe, 96
Filtration, 67

Filtre de Kalman-Bucy, 61
Fonction mesurable, 15
Fubini, théoreme, 26

Chaine de Markov, 71
Chaine de Markov
homogene, 75
Classes monotones, théoreme, 16, 31

Convergence
dans .Lp , 40 Galton-Watson
en loi, 45 . Extinction, probabilité, 158
en probabilité, 41 Galton-Watson, processus
Convergence des martingales, théoreme, définition, 155
145
Convergence dominée, théoreme, 19 Hastings-Metropolis, algorithme, 121

Convergence monotone, théoreme, 18
Inégalité de Chebyshev, 23

dans la monnaie, 177 Inégalité de Holder, 24

Dirichlet, probleme Inégalité de Jensen, 36
définition, 81 Inégalité de Markov, 23
Monte Carlo, 86 Inégalité de Minkowski, 24
représentation stochastique, 82 Inégalité de Schwarz, 24

Doeblin, condition, 117 Indépendantes

Doob, inégalités maximales, 135 o—algebres, 49

Doob, théoreme d’arrét, 133 variables aléatoires, 50
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Intégrale

changement de variable, 26
Intégration

fonctions réelles, 19
intégration

fonctions positives, 16
Irréductible, classe, 96

La forte des grands nombres, 143

Loi du zéro-un, 51

Loi forte des grands nombres, 52

Loi invariante
définition, 89
et récurrence positive, 98
existence, espace dénombrable, 93
existence, espace fini, 90

Lois marginales, convergence, 116

Marche aléatoire
définition, 75
sur Z, récurrence, 100
sur Z%, récurrence, 102
unidimensionnelle, récurrence, 101
Martingale
définition, 131
fermée, 134, 146
variation quadratique, 137
Martingale locale, 137
Matrice de transition, 71
Mesure, 12
Mesure
a densité, 22
de Lebesgue, 13
extérieure, 28
image, 22
mesure
o—additive, 12
additive, 12
Mesures
égalité, 12
extension de Caracthéodory, 12
modele binomial, 181
condition de non arbitrage, 182
couverture, 183
probabilité neutre au risque, 183
Modele binomial
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multipériodique, 183
unipériodique, 181

modele de Cox-Ross-Rubinstein, 183
limite en temps continu, 186

non domination, 177

obligation zéro-coupon, 177

option américaine, 176

option asiatique, 180

option d’achat européenne, 176

options a barrieres, 180

Options américaines perpétuelles, 170
Options européennes et américaines, 176
options sur panier, 180

parité call-put, 179
Principe de non domination, 177
principe de non domination, 176
prix d’exercice, 176
probabilité martingale équivalente, 183
Probabilités neutres au risque, 189
Processus

adapté, 68

prévisible, 68
Propriété de Markov forte, 74

Récurrent, état

nul, 94

positif, 94
Recuit simulé, 125
Robbins-Monro, algorithme, 149

Scheffé, lemme, 20
Snell, enveloppe de
horizon fini, 163
horizon infini, 169
strike, 176
Suprémum essentiel, 169
Surmartingales, décomposition, 136

Temps d’arrét, 68
Temps de retour, 88
théoreme central limite, 53
Théoreme central limite
pour les chaines de Markov, 112
pour les martingales, 148
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Théoreme ergodique, 111
Uniformément intégrable, famille, 42

valeur intrinseque, 177
Variable aléatoire, 33
Variable aléatoire
densité, 35
distribution, 34
espérance, 35
fonction caractéristique, 37
fonction de répartition, 34
Vecteur gaussien, loi conditionnelle, 62



