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Chapitre 1

Introduction

A quoi tu penses ?
Je pense que,

si en ouvrant un dictionnaire au hasard, on tombait sur le
mot hasard, ce serait un miracle, alors que si on tombait
sur le mot miracle, ce serait un hasard.

H. Le Tellier, Les amnésiques n’ont rien vécu d’inoubliable.

Il peut paraitre irréaliste et prétentieux de vouloir, de par sa nature méme, quanti-
fier le hasard. C’est pourtant ce qui a conduit a la notion de Probabilité. Nous
allons dans ce livre introduire ce concept mathématique, dont la puissance permet-
tra de modéliser d’innombrables situations ou le hasard intervient, dépassant ainsi
largement le cadre restreint des jeux de dés et tirages de cartes. La modélisation
probabiliste est fondamentale dans tous les domaines d’applications, qu’ils soient is-
sus des sciences dures ou des sciences humaines, de la physique (physique quantique,
physique des particules), de la climatologie, de la biologie (mutations du génome),
de Iécologie (variabilité des comportements individuels ou variations environnemen-
tales), de l'informatique et des réseaux de télécommunications, du traitement du si-
gnal et de la parole, de la médecine (imagerie médicale), de I’économie, I’assurance,
la finance (marchés boursiers), ou de la sociologie.

7



8 Chapitre 1 — Introduction

1.1 Avant-propos

Le mot Hasard est un mot d’origine arabe : az-zahr, le dé. Il est apparu en frangais
pour signifier tout d’abord un jeu de dés, puis plus généralement un événement non
prévisible, et par extension le mode d’apparition de ce type d’événement.

Dans la vie quotidienne, chacun est familier avec le mot et méme le concept de pro-
babilité : probabilité qu’il pleuve la semaine suivante, probabilité d’avoir une fille aux
yeux bleus, probabilité de gagner au loto ou celle d’étre dans la bonne file au super-
marché. Les assurances fixent le contrat d’assurance-vie d’un individu de 20 ans, grace
a une estimation de sa probabilité de survie a 80 ans. Dans de nombreux domaines,
les probabilités interviennent : les entreprises cherchent & calculer le besoin probable
de leurs produits dans le futur, les médecins cherchent & connaitre les probabilités
de succes de différents protocoles de soin, les compagnies pharmaceutiques doivent
estimer les probabilités d’apparitions d’effets secondaires pour leurs médicaments. Un
exemple récent et spectaculaire est celui de I'utilisation des probabilités en économie,
et en particulier en finance. Nous pouvons citer également d’autres domaines d’appli-
cations extrémement importants et en pleine expansion, aussi variés que le calcul de
structures, la théorie du signal, 'optimisation et le controle des systemes, 'imagerie
médicale, la génomique et la théorie de ’évolution.

Les probabilités sont en lien étroit avec la vie quotidienne. A ce titre, elles s’appuient
sur un passage du concret a I’abstrait : la modélisation mathématique. En effet, la
premiere difficulté face a un probléme concret va étre de transformer cette réalité phy-
sique en un modele mathématique abstrait qu’il est possible d’étudier et sur lequel des
calculs peuvent étre menés. Il est alors possible de fabriquer des expérimentations fic-
tives du probleme concret sur ordinateur, que ’on appelle des simulations numériques,
obtenues a partir du modele mathématique. Ces simulations sont utilisées, soit a des
fins descriptives, soit a des fins numériques.

Pour pouvoir modéliser les innombrables situations, de natures tres différentes, ou le
hasard intervient, un cadre tres général d’étude est nécessaire. Ce cadre abstrait a été
défini rigoureusement par Andrei Kolmogorov en 1933 (donc trés récemment), sous le
nom de modele probabiliste. Sa définition a nécessité préalablement le développement
de théories d’analyse importantes telles le calcul intégral et la théorie de la mesure.

C’est ce grand écart entre ’apparente simplicité de certains problemes probabilistes
concrets, et I’abstraction que nécessite leur résolution, qui peut rendre le monde
de l'aléatoire difficile ou inquiétant, mais c’est aussi ce qui en fait un domaine
mathématique fascinant et palpitant.
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1.2 Phénomenes aléatoires

Le but de ce cours est d’introduire les notions de base de la théorie des probabilités,
et surtout de permettre d’acquérir le raisonnement probabiliste. Cette théorie des
probabilités ne peut se construire axiomatiquement qu’en utilisant la théorie de la
mesure et de 'intégration, ce qui en constitue une des difficultés principales. Nous
n’en donnerons dans ce texte que les éléments nécessaires a sa bonne compréhension,
sans exiger de prérequis dans ce domaine. (Mais nous remarquerons que la théorie des
probabilités constitue un tres bel exemple d’application de la théorie de I'intégration).

L’objet de la théorie des probabilités est ’analyse mathématique de phénomenes
dans lesquels le hasard intervient. Ces phénomenes sont appelés des phénomeénes
aléatoires.

Définition 1.1 Un phénomene est dit aléatoire si, reproduit maintes fois dans des condi-
tions identiques, il se déroule chaque fois différemment de telle sorte que le résultat de
I’expérience change d'une fois sur I'autre de maniére imprévisible.

Nous pouvons donner des exemples variés de tels phénomenes :

e Jeu de Pile ou Face

e Jeu de lancer de dés
Dans ces deux exemples, la différence entre les résultats, si I'on réitere ’expérience,
peut étre liée a I'impulsion initiale communiquée au dé, a la rugosité de la table,
aux vibrations du plancher... Le hasard est l'illustration de la méconnaissance des
conditions initiales, car la piece ou le dé ont des trajectoires parfaitement définies par
la mécanique classique.

e Durée de vie d'une ampoule électrique
Temps de passage d’un bus
Nombre de voitures passant une borne de péage
Promenade d’un ivrogne : un pas en avant, deux pas en arriere...
Position d’un impact sur une cible, dans un jeu de fléchettes
Evolution du prix d’un actif financier au cours du temps

e Mutations dans le génome.
Ces exemples présentent comme point commun des variations liées a la présence de
facteurs extérieurs, influant sur le résultat de l’expérience, et que ’on ne sait pas
controler. De nombreux effets physiques fonctionnent ainsi, et chaque phénomeéne
déterministe est inévitablement accompagné d’écarts aléatoires. Dans certains cas, il
est possible de négliger les éléments aléatoires et de remplacer le phénomene réel par
un schéma simplifié, en sélectionnant pour ce faire les parametres les plus importants
(comme par exemple en mécanique classique). Mais cette approximation n’est pas tou-
jours possible et il est souvent fondamental de pouvoir quantifier les écarts aléatoires.
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Dans d’autres domaines, tels la physique quantique, ’aléatoire fait intrinsequement
partie de la théorie, et certaines mesures ne peuvent étre connues qu’aléatoirement
dans un ensemble de résultats possibles.

1.3 Deux idées majeures et incontournables

Deux idées majeures illustrent la théorie des probabilités et son extréme richesse :
la loi des grands nombres et le conditionnement (lié a la notion d’indépendance).
Ces deux notions formeront 'ossature de ce cours et méritent d’étre assimilées en
profondeur.

1.3.1 La loi des grands nombres

La notion de hasard, ou d’aléatoire, est souvent liée a la méconnaissance de pa-
rametres intervenant dans une expérience, ou a la trop grande multitude de ceux-ci.
Néanmoins, bien que ces comportements aléatoires soient a priori sujets a des varia-
tions imprévisibles, nous serons capables de donner des renseignements sur ce type de
phénomenes. L’idée majeure est que ces informations seront données par la répétition
de 'expérience.

En effet, 'observation d’'un grand nombre de répétitions d’un méme phénomene
aléatoire permet d’y déceler généralement des lois régissant les résultats, tout a fait
déterminées, stables. Par exemple, pour toute piece non truquée d’'un jeu de Pile ou
Face, et quelque soit ’endroit ou se déroule le jeu, 1000 lancers de la piece donneront
environ 50% de piles et 50% de faces. De méme, 1’étude de la répartition des tailles
d’un groupe d’individus, et quel que soit ’échantillon pris dans ce groupe, montre
qu’il y aura toujours une courbe des répartitions de méme type. Il va étre ainsi pos-
sible de prévoir la fréquence d’apparition de chaque résultat, la valeur moyenne de
ces résultats et les oscillations autour de cette valeur moyenne.

C’est cette stabilité confirmée par lexpérience qui s’appelle Loi des grands
nombres, et qui légitime 'utilisation d’un modele mathématique.

1.3.2 Conditionnement et indépendance

La construction d’un modele probabiliste repose sur 'information connue a priori sur
I’expérience aléatoire. Ce modele permet de quantifier les probabilités de réalisation de
certains résultats de I’expérience. Il est fondamental de remarquer que si I'information
change, les probabilités de réalisation changent. Par exemple, la chance de choisir au
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hasard un homme de plus de 100 kilos parmi 1000 hommes de la population francaise
est plus grande si le groupe est composé d’hommes de plus de 1,80m que si le groupe
est composé d’hommes de moins de 1,65m. La richesse du modele probabiliste que nous
allons construire réside dans le fait que si 'information change par rapport au modeéle
initial, les nouvelles chances de réalisation pourront étre calculées. Ce raisonnement
lié a 'information a priori se résume en théorie des Probabilités par le mot condition-
nement. Quand 'information donnée a priori sur un phénomene aléatoire n’a aucune
influence sur la réalisation d’un autre phénomene, par exemple deux tours successifs
de roulette dans un casino, ces phénomeénes aléatoires sont dits indépendants. Cette
hypothese d’indépendance sera fondamentale dans toute la théorie, et simplifiera de
nombreux calculs.

1.4 Les variables aléatoires

1.4.1 Loi d’une variable aléatoire

Nous allons dans ce livre étudier des fonctions qui dépendent du résultat de
I’expérience aléatoire sous-jacente. Elles sont appelées variables aléatoires, car leurs
valeurs varient en fonction du hasard. Plutot que de chercher les antécédents de chaque
valeur possible de la fonction, nous allons nous intéresser a la chance de réalisation
de I’ensemble des antécédents qui permettent a la fonction d’étre égale a une de ces
valeurs ou d’appartenir a un ensemble de ces valeurs. C’est cela que nous appellerons
la loi de la variable aléatoire. Cette notion de loi d’une variable aléatoire est a la base
du raisonnement probabiliste moderne.

1.4.2 Simulation de variables aléatoires

La simulation consiste en une expérimentation fictive sur machine d’un phénomene
modélisé. Elle permet de visualiser une expérience aléatoire, de calculer des quantités
numériques et de vérifier certains résultats théoriques.

La méthode de simulation probabiliste la plus célebre est la méthode de Monte-Carlo,
du nom du quartier ou se trouve le casino de Monaco. Elle consiste a effectuer certains
calculs (calculs d’intégrales notamment) par de nombreuses simulations numériques
de réalisations indépendantes de variables aléatoires de loi donnée. Ce procédé est
fondé sur la loi des grands nombres qui en assure la convergence. Mais, pour obtenir
une précision acceptable, nous verrons qu’il faut accomplir une grande quantité de
simulations, ce qui explique que la méthode n’a pu se développer de maniere signifi-
cative que depuis I'introduction d’ordinateurs performants.
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L’outil de base est un générateur de nombres au hasard qui simule une variable
aléatoire de loi uniforme. La plupart des langages de programmation et des logiciels
mathématiques en possedent un :

e la méthode Math.random en JAVA,

e la fonction rand sous MATLAB ou SCILAB,

e la bibliotheque numpy.random en PYTHON.
Ainsi, par exemple, Papplication répétée de la fonction rand fournit une suite de
nombres indépendants les uns des autres et uniformément répartis sur [0, 1]. Nous
verrons comment, a partir de ce générateur, nous pouvons simuler de nombreux types
de loi.

1.5 Historique

La notion de modele abstrait commun & des expériences variées a mis beaucoup de
temps a émerger. Le hasard étant par nature pour nos ancétres une représentation du
divin, il a fallu, pour définir la notion de probabilité, attendre une certaine maturité
de la pensée. Il y a trés peu d’écrits anciens concernant le calcul des probabilités. Au
4eme siecle, 'existence d’une science des jeux de dés apparait dans le Mahabharata
(célebre ouvrage indien), de méme que ses rapports étroits avec une évaluation de
type sondage (cf. Hacking). Mais les premiéres références publiées sur les chances de
gagner au jeu datent de Cardan (1501-1576) dans son livre De Ludo Alea. Des calculs
de probabilité apparaissent aussi dans les ceuvres de Kepler (1571-1630) et de Galilée
(1564-1642). Le calcul probabiliste se développe au cours du 17eme siecle, motivé
en particulier par ’engouement frénétique pour les jeux de hasard a cette époque. Le
sujet commence réellement & étre rigoureusement développé par Pascal (1623-1662) et
Fermat (1601-1665) vers 1654, comme un calcul combinatoire, & partir de paradoxes
issus de ces jeux (les paradoxes du Chevalier de Méré que l'on verra au Chapitre
2). Des 1657, Huyghens (1629-1695) rédige un mémoire amplifiant sensiblement les
résultats de Pascal et Fermat, et son travail reste jusqu’a la fin du 17eme siecle
I'exposé le plus profond de calcul des Probabilités. Bernoulli (1654-1705) établit la
loi des grands nombres sous sa forme la plus simple, résultat fondamental qu’il dit
avoir médité vingt ans. Vers la fin du 17éme siecle, une autre impulsion au calcul des
probabilités vient d’Angleterre et de Hollande, motivée par des problemes d’assurance
(Halley (1656-1742), De Witt (1625-1672)). En effet, I’évaluation des populations (par
exemple : tables de mortalité et rentes viageres) devient une discipline essentielle & la
gouvernance moderne des états.

La théorie des probabilités se construit dans la modélisation d’une réalité qui n’est pas
forcément (pas souvent) de nature physique. Pascal la croit utilisable en théologie. Le
célebre Pari de Pascal montre que croire en Dieu est une solution statistiquement plus
avantageuse, en supposant au préalable que les deux hypotheses d’existence ou non de
Dieu ont la méme probabilité. Leibniz (1646-1716), et plus tard Laplace (1749-1827),
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Poisson (1781-1840) (Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle
et matiere civile), appliquent aux controverses juridiques. Les probabilités sont un
outil privilégié de modélisation des comportements humains, comme en témoigne
I'intérét récurrent des philosophes pour leurs fondements.

De Moivre (1667-1754) et Euler (1707-1803) développent les idées de Pascal et Fer-
mat, Bayes (1671-1746) introduit la notion de probabilité conditionnelle (probabilité
a priori), mais faute d’outils mathématiques puissants, il faut pour développer plus
avant la théorie, attendre Laplace (1749-1827). Celui-ci donne une application ma-
gistrale du calcul différentiel et intégral a la théorie des probabilités dans son tres
important Traité analytique des probabilités (en 1812). Laplace formule le postulat du
déterminisme universel. Cette intelligence est un idéal, un horizon, que notre science
ne nous permet pas d’atteindre. Le calcul des probabilités est imaginé comme un
outil permettant de pallier cette faiblesse. Laplace permet a la discipline de dépasser
définitivement sa premiere phase combinatoire. Il met en avant le réle de la loi nor-
male et démontre une version du théoréme de la limite centrale. Gauss (1777-1855)
développe intensément la théorie. Dans les pays anglo-saxons se développe également
Poutil statistique, avec I’étude des données et I'analyse prédictive a partir de ces
données. Le mot "statistique” vient du mot ”état”, et cette science a été, depuis
cette époque, un outil puissant pour les organismes de décisions. Elle se développe en
utilisant le support d’un modele probabiliste.

Le développement des probabilités grace aux méthodes d’analyse occupe le 19eme
siecle et le début du 20eme siecle, fondé en particulier sur les travaux de Borel (1871-
1956) et de Lebesgue (1875-1941) sur la théorie de la mesure. Les avancées au 19eme
siecle de la physique statistique (Maxwell (1831-1879), Boltzmann (1844-1906)) ap-
portent un nouveau point de vue qui dépasse les idées rationalistes de Laplace et per-
met d’envisager que le hasard est une réalité objective indépendante de nos connais-
sances, conformément aux idées du philosophe Cournot (1801-1877) qui le premier
affirme que le hasard et le déterminisme sont compatibles entre eux. Le principe d’in-
certitude d’Heisenberg montrera ultérieurement (1927) I'impossibilité de connaitre
avec une infinie précision la position et la vitesse d’une particule; on ne peut les
connaitre qu’a l'aide d’une loi de probabilité.

Sous l'incitation de problemes de physique statistique, mais aussi de démographie,
commence a se dégager, vers la fin du 19éme siecle, la notion fondamentale de fonc-
tion aléatoire, destinée a rendre compte d’un phénomene aléatoire qui évolue au
cours du temps. Les probabilités entrent a cette époque dans une nouvelle phase
de développement. Dés 1875, Galton (1822-1911) et Watson (1827-1903) étudient
I’évolution du nombre d’individus d’une population au cours de ses générations suc-
cessives, mettant en évidence un exemple de processus aléatoire qui sera introduit dans
toute sa généralité par Markov (1856-1922). Einstein (1879-1955) vers 1905 s’intéresse
a la notion de mouvement Brownien. Brown avait déja observé le mouvement d’une
particule de pollen sur la surface de I’eau, heurtée de toutes parts par des molécules
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d’eau; ce mouvement parait totalement désordonné. En fait, Bachelier (1870-1946)
avait lui aussi introduit le mouvement brownien en 1900 pour modéliser la dynamique
d’un cours boursier. Ce processus aléatoire, évoluant de maniere apparemment tota-
lement erratique, s’est avéré étre un outil fondamental de modélisation probabiliste
des lors que l'on s’intéresse a un phénomene aléatoire évoluant continiiment au cours
du temps.

La période moderne, caractérisée par ’étude systématique des processus aléatoires,
débute vers 1930. Dans les Fondements de la Théorie des Probabilités que Kolmogorov
(1903-1987) publie en 1933 apparait Paxiomatique rigoureuse, fondée sur la théorie
de la mesure et de l'intégrale de Lebesgue et qui sera universellement adoptée ensuite.
L’expression mathématique donnée ainsi aux concepts confere a ceux-ci une clarté et
une maniabilité beaucoup plus grandes, et cette axiomatique s’est révélée indispen-
sable dans I’étude de tous les modeles dynamiques. Apres le travail fondamental de
Kolmogorov, Lévy (1886-1971), donne le ton pour les probabilités modernes par son
travail sur les processus stochastiques, ainsi que sur les fonctions caractéristiques et
les théoremes limites. Mentionnons ici le role essentiel joué par les écoles russes et
japonaises et notamment par It (prix Gauss 2006), qui définit une notion d’intégrale
par rapport au mouvement brownien et, grace a elle, conduit a la création d’un calcul
intégral, appelé calcul stochastique, pour certaines familles de processus stochastiques.
Ces résultats avaient été, en partie et de maniere totalement indépendante, découverts
par le mathématicien frangais Doeblin pendant la deuxiéme guerre mondiale. Celui-ci
sentant sa fin proche (il est mort en 1940 dans les Ardennes) envoya ses trouvailles
sous forme d’un < pli cacheté > & I’Académie des Sciences. Ce pli a été découvert et
ouvert il y a seulement quelques années et a suscité une grande émotion.

De nos jours, I’Ecole francgaise de Probabilités est tres active. La premiere Médaille
Fields décernée & un probabiliste a efé attribuée & Wendelin Werner en 2006. Les pro-
babilités se développent de plus en plus, alimentées en particulier de maniere essen-
tielle par la physique, le développement des réseaux de télécommunications, la finance,
et plus récemment, par la biologie et la médecine. Elles permettent de construire des
modeles mathématiques, qui peuvent étre validés par les données suivant la théorie
statistique, et fournissent également des possibilités d’expérimentations fictives dans
de multiples domaines d’applications.



Chapitre 2

Espace de probabilité

On ne peut guere donner une définition satisfaisante de la probabilité. La définition
compléte de la probabilité est donc une sorte de pétition de principe.

Henri Poincaré (1854-1912) - Calcul des Probabilités.

2.1 Le langage des probabilités

2.1.1 Information issue d’une expérience aléatoire

L’ensemble de tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé
espace fondamental et sera noté ). Ses éléments, notés classiquement w € 2, sont
aussi appelés événements élémentaires.

Un événement est un sous-ensemble de €2 dont on peut dire au vu de 'expérience
8l est réalisé ou non. On notera P(£2) ensemble de toutes les parties de 2.

L’espace fondamental 2 peut prendre diverses formes. En voici quelques exemples.

Exemple 2.1

1. Deux Lancers d’une piéce ¢ Pile ou Face : Q = {PP,PF,FP,FF}. Le sous-
ensemble {PP, PF, F P} est l’événement “obtenir au moins un P”.

2. Lancer simultané de deux piéces identiques o Pile ou Face : Q@ = {PP, PF, FF},
puisque l’expérience aléatoire ne permet pas l’accés a l’ordre d’obtention de P
et F. Le sous-ensemble {PP, PF'} est l’événement “obtenir au moins un P”.

15
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3. Lancer d’un dé : Q@ = {1,2,3,4,5,6}. Le sous-ensemble {2,4,6} est l’événement
“obtenir un chiffre pair”.

4. Nombre de passages de véhicules a une borne de péage pendant une journée :
Q = N. Le sous-ensemble {10%,...,10%} est I’événement “le nombre de passages
de véhicule & cette borne de péage est compris entre 10* et 10°”.

5. Durée de vie d’une ampoule électrique : Q = [0,+00]. Le sous-ensemble
[0,2500] est I’événement “la durée de vie de l’ampoule est inférieure ou égale
a 2500 heures”.

6. Envoi d’une fléchette sur wune cible circulaire de 30 cm de diamétre.
L’expérience consiste a décrire le point d’impact de la fléchette dans un repére
orthonormé de centre le centre de la cible : Q = {(z,y) € R?, \/22 + y? < 15}.
Le sous-ensemble {x% + y* < 2} est l’événement “le point d’impact de la
fléchette est a 2 cm du centre de la cible”.

7. Temps de passage des véhicules a une borne de péage : = (RN,

8. Priz d’un actif financier sur un intervalle de temps [t1,t2] : Q@ = C([t1,t2], Ry),
ensemble des fonctions continues de [t1,t2] dans Ry. Le sous-ensemble {w €
C([t1,t2], Ry) @ supyep, 4,y w(t) < a} est Uévénement “le priz de Uactif ne
dépasse pas le seuil o pendant Uintervalle de temps [t1,ta]”.

9. Vitesse d’une molécule dans un gaz raréfié sur un intervalle de temps [t1,t2] :
Q = D([t1,t2],R?), l'ensemble des fonctions continues a droite et avec limites
@ gauche de [t1,ts] dans R3.

Ainsi, I'espace fondamental peut étre fini (exemples 1 & 3), infini dénombrable
(exemple 4), ou infini non dénombrable (exemples 5 & 9). Il peut étre dépourvu d’une
structure topologique naturelle, comme dans ’exemple 1, ou en avoir une plus ou
moins riche. Cela permet de réaliser la richesse de la théorie qu’il faut mettre en place
afin d’englober tous ces cas.

Le modele abstrait que nous allons construire est fondé sur la modélisation de 1’in-
formation qui est définie mathématiquement par le choix de la famille des événements
(sous-ensembles de ) qui peuvent étre discernés par l’expérience aléatoire. La
définition suivante permet de mettre en place cette notion en suivant l'intuition de
I'information révélée par une telle expérience aléatoire.

Définition 2.2 Une classe A C P(2) est appelée tribu ou o—algebre si :
(Al) Qe A.
(A2) A est stable par passage au complémentaire : A € A= A° € A.
(A3) A est stable par réunion dénombrable, i.e. si (A, )nen est une suite d'éléments
de A, alors UpenA, est dans A.

Notons que (Al) et (A2) impliquent qu'une tribu A contient nécessairement @) = Q°
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et que la combinaison de (A2) et (A3) implique que A est stable par intersection
dénombrable.

Notons également que (A3) n’implique pas que A soit stable par réunion ou intersec-
tion infinie non dénombrable. Cependant en considérant le cas particulier Ay = A et
A, = B pour n > 1 dans (A3), on obtient la condition plus faible suivante.

Définition 2.3 Une classe A C P(Q) est dite additive si elle vérifie :
(A3)s A est stable par union finie : si A, B € A, alors AUB € A.

Si Q est fini, alors A C P(Q) est finie, et (A3) est équivalente a (A3);.

Remarque fondamentale : Dans la modélisation de notre phénomene aléatoire, la
tribu représente un ensemble de parties de € (parties composées de certains résultats
de I'expérience) dont on va pouvoir mesurer la chance de réalisation. C'est pour un
élément A de cette tribu que nous allons étre capable de définir sa probabilité de réalisation
P(A), tandis que P(A) n'aura pas de sens dés lors que A n'appartient pas a la tribu A.

Exemple 2.4 (i) A = {0,Q} est la tribu grossiére, ou triviale : c’est la plus petite
tribu de €.

(ii) L’ensemble P(QY) des parties de Q2 est une tribu sur Q. C’est celle que nous choi-
sirons systématiquement si Q) est un ensemble fini ou dénombrable. Cependant, pour
des raisons fondamentales que nous indiquerons ultérieurement, cette tribu sera trop
grande deés que Q) est infini non dénombrable pour que l’on puisse définir la probabilité
de tous ses éléments de maniere non triviale.

En dehors des cas tres simples, il est souvent impossible de lister les éléments
d’une algebre ou d’une og—algebre. Il est alors commode de les caractériser par des
sous-ensembles “assez riches”. D’apres la définition d’une tribu, on voit que toute
intersection (méme infinie non dénombrable) de tribus est une tribu. Comme P(£2)
est une tribu, on peut définir la notion suivante.

Définition 2.5 Soit C C P(2). La tribu engendrée par C' est la plus petite tribu conte-
nant C et est donnée par

a(C) = N A.
A tribu, CCACP(©)

Exemple 2.6 (i) La tribu engendrée par un ensemble A C Q est {0, A, A¢,Q}.

(ii) Si (Ay)ier est une partition finie ou dénombrable de Q (i.e. les A; sont deuz-a-
deuz disjoints et leur réunion est Q), la tribu engendrée par {A;,i € I} est l'ensemble
des réunions By = U;cjA;, ou J décrit la classe de toutes les parties de 1.



18 Chapitre 2 — Espace de probabilité

Définition 2.7 Si ) est un espace topologique !, on appelle tribu borélienne la tribu
engendrée ses ouverts.

A titre d’exemple, la tribu borélienne de R est la tribu engendrée par la classe des
intervalles ouverts de R. Le résultat suivant montre qu’on peut se restreindre aux
intervalles (ouverts ou fermés) non bornés & gauche (ou & droite). La démonstration
est un tres bon exercice de maniement des tribus :

Proposition 2.8 La tribu borélienne de R est la tribu engendrée par les intervalles
de la forme | — 0o, a] pour a € Q.

Preuve. Rappelons que toute tribu est stable par passage au complémentaire, par
réunion ou intersection dénombrable. Puisque | — 00, a] est le complémentaire de I'in-
tervalle ouvert |a, +0o|, ce dernier appartient & la tribu borélienne, et donc la tribu
C engendrée par ces intervalles est incluse dans la tribu borélienne. Réciproquement,
soit |&, y[ un intervalle ouvert de R. Soit (), une suite de rationnels décroissant vers
x et (Yn)n une suite de rationnels croissant strictement vers y. On a :

Jo,yl=J (| — o0, 3] — 00, 2]%).

n

Nous en déduisons que tout intervalle ouvert appartient a C, d’ou le résultat. O

2.1.2 Probabilité - Premieéres propriétés

Nous cherchons a définir, pour un événement A € A, la vraisemblance accordée a
priori & A (avant le résultat de I'expérience). Nous voulons donc associer a chaque
événement A un nombre P(A) compris entre 0 et 1, qui représente la chance que cet
événement soit réalisé a la suite de I'expérience.

Pour justifier notre définition d’une probabilité, nous allons faire appel a notre in-
tuition et discuter la signification usuelle de ce qu’est la probabilité d’un événement.
Considérons un événement A pouvant se produire lors d’une certaine expérience
aléatoire (par exemple, A =< obtenir Pile » lors du lancer d’une piéce). Supposons
que l'on puisse répéter un grand nombre n de fois cette expérience aléatoire. Notons
n(A) le nombre de fois ol 'événement A se produit. La fréquence de réalisation de A,

1. Un espace topologique est muni d’une famille d’ouverts contenant ’ensemble vide, stable par
union quelconque, et stable par intersection finie.
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est elle-méme aléatoire. Mais notre expérience courante tend & nous faire penser que,
lorsque le nombre n de répétitions de I'expérience augmente, f,,(A) se stabilise autour
d’une valeur limite déterministe (on peut penser que f,(A) tend vers 1/2 dans le cas
ol A est I'événement < obtenir Pile » lors du lancer d’une piece non biaisée). Cette
limite est notre idée intuitive de la probabilité P(A) de I’événement A. L’approche
intuitive et naturelle consiste donc & définir P(A) comme étant la limite quand n tend
vers l'infini des fréquences de réalisation f,,(A) :

P(A) = limite de f,(A) quand n 1 4o0. (2.1)
Nous donnerons ultérieurement une justification et un sens précis a cette limite, grace
a la loi des grands nombres, qui est un des théoremes fondamentaux de la théorie,

justifiant toute la construction mathématique. Des propriétés évidentes vérifiées par
les fréquences de réalisation sont les suivantes :

fn(A) € [Oa 1] ) fn(Q) =1;
Si A et B sont disjoints, alors f,(AU B) = f,(A4) + fn(B) ;

Ceci motive la définition générale 2.9 d’une probabilité. On dira qu’une suite
d’événement (A,,),, sont 242 disjoints si A; N A; = () pour tous i # j

Définition 2.9 Soit A une tribu sur . Une probabilité sur (€2, .4) est une application
P: A—[0,1]
vérifiant les deux propriétés suivantes :
e Masse totale unitaire : P(Q) =1, (2.2)
o o—additivité : P(Un,A,) = > P(A,), pour toute suite (A,), C A, 232 disjoints. (2.3)

Remarque : La probabilité P (dite aussi mesure de probabilité) est une mesure abstraite
de masse 1 sur Uespace mesurable (Q, A). Le cadre dans lequel nous travaillons est
mathématiquement développé par la théorie de la mesure, mais nous n’invoquerons
aucun résultat général de cette théorie.

La propriété de o-additivité (2.3) est plus forte que la propriété
o additivité : P(A; U Ay) =P(A1) +P(Az), pour tous Ay, Ay € A disjoints.  (2.4)

Pour le voir, nous commencons par appliquer (2.3) avec A,, = @) pour tout n € N : si
a = P(0), nous obtenons »_, a = a, ce qui entraine a = 0. Ensuite, si A, B € A sont
disjoints, nous appliquons (2.3) avec Ay = A, A; = B et A,, = () pour tout n > 2, ce
qui donne P(AUB) =P(A) +P(B) + ), -, P(0) =P(A) + P(B), d’ou (2.4).

Notons cependant que les propriétés de o—additivité (2.3) et d’addivité (2.4) sont
équivalentes dans le cadre d’un espace fondamental 2 fini.
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Corollaire 2.10 Une probabilité vérifie de plus :

° P(@) =0 (2.5)

. P(A) + P(A°) =1, (2.6)

. P(U,A;) = En:IP’(AZ-) , si les A; sont 2a2 disjoints, (2.7)
i=1

o P(AUB)+P(ANB)=P(A) +P(B), (2.8)

o P(A) <P(B) siACB. (2.9)

Preuve. La propriété (2.5) se montre en appliquant (2.4) avec A = B = 0, et (2.6)
s’obtient de la méme fagon avec A et A°. Pour prouver (2.8), nous décomposons
I’ensemble A en I'union des deux ensembles disjoints A N B et son complémentaire
A\B = AN B¢ et de méme pour B, comme cela est représenté dans la figure 2.1.
L’inégalité (2.9) se déduit de (2.4) avec B = AU (B\A). O

A

FIGURE 2.1 - A, B, ANB¢, ANB, BN A°et AUB

Remarque 2.11 (Pourquoi ’additivité ne suffit-elle pas?) Nous allons nous
en rendre compte a travers d’un jeu a Pile ou Face. Si nous jouons n fois, l’espace
Q naturel est Uensemble {P, F'}™ (ensemble des mots de n lettres avec un alphabet
a deux lettres P et F). C’est un ensemble fini de cardinal 2™. Si la piéce n’est pas
truquée, les probabilités de chaque tirage sont égales et mous nous retrouvons dans le
cadre de la combinatoire (voir exemple 2.18). Ainsi,

P,(4) = %H(A) pour tout A C .
Supposons maintenant que le jeu se poursuive indéfiniment. L’espace fondamen-
tal devient Q = {P, F}N*, c’est-a-dire l'ensemble des mots de longueur infinie,
avec le méme alphabet o deux lettres P et F. C’est un ensemble infini. Essayons
d’évaluer la probabilité P(A) de l’événement A = “on ne tire jamais Pile”. Soit
A, = “on ne tire aucun Pile lors des n premiers tirages”. D’aprés 'expression de

P, (A) ci-dessus, nous avons P(A4,) = P,(Ay,) = 27™. Remarquons que A est la limite
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naturelle des ensembles A, au sens ot les A, sont décroissants (i.e. Ap11 C Ay) et
ou A =nNyA,. Il est alors naturel d’écrire que

P(4) = lim P(4,) =0,

ce qui ne peut pas étre justifié par la propriété d’additivité (2.4). La proposition 2.12
dit que la o—additivité permet exactement de justifier ce passage a la limite.

Nous utilisons les notations suivantes. Une suite (A,), C P(Q) est dite
décroissante si A, 11 C A, pour tout n. Pour une telle suite, on définit A = N, A4,,
et on écrit A,, | A ou lim, | A, = A. De méme, la suite (A,), est croissante si
A, C Apq1 pour tout n, on définit A = U, A4, et on écrit A,, T A ou lim,T 4,, = A.

Proposition 2.12 Soit P: A — [0,1] une application vérifiant (2.2) et (2.4). Alors,
il y a équivalence entre :

(i) La propriété de o-additivité (2.3).

(ii) Pour toute suite (A,), croissante, on a P (lim,T A,) = lim, 1+ P(4,).

(iii) Pour toute suite (Ay), décroissante, on a P (lim,| A,) = lim, | P(4,).

En particulier que si (A4,,), est une suite croissante ou décroissante d’événements, la
suite (P(4,,))n admet une limite quand n tend vers I'infini.

Preuve. Etant donné (2.6), on a (i3) < (4i¢). Montrons que (i) < (i).

Supposons d’abord (ii). Considérons une suite (4,,), d’éléments de A deux-a-deux
disjoints, et posons B, = Up<, A4, et B = U, A4,,. Comme P vérifie (2.4), elle vérifie
(2.7) et P(By) = >_ <, P(Ay) croit vers > P(A,) et aussi vers P(B) par (ii). Nous
avons donc (7).

Supposons maintenant (7). Soit 4,, € A pour n > 0, avec A,, T A. Soit aussi By = Ao,
et définissons par récurrence B,, = A,\A,_1, pour n > 1. Comme U, B, = A et
comme les B,, sont deux-a-deux disjoints, nous avons

P(A) =) P(B,) =lim Z;JP(Bp) = lim P(A4,),
n p=
la derniere égalité provenant de (2.7). Nous obtenons donc le résultat. O

La propriété (2.3) donne la probabilité de la réunion U,, A,, en fonction des probabilités
P(A,,), lorsque les événements A,, sont deux-a-deux disjoints. Si ce n’est pas le cas,
nous avons tout de méme la majoration suivante, tres utile en pratique :

Proposition 2.13 Soit P une probabilité, et soit (Ap)necr une famille finie ou
dénombrable d’événements. On a alors

]P(UA”) = Z]P(An)-

nel nel
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Preuve. a) Supposons d’abord l'ensemble I fini, et montrons par récurrence que
Py: P(AU---UAg) <P(A))+---+P(A), pour tout keN. (2.10)

Cette propriété est évidente pour k = 1. Supposons la propriété vraie pour k — 1, avec
k> 2, et posons B=A;U---UAi_1 et C = BU Ag. En vertu de (2.8), nous avons
P(C)+P(BNA) =P(B)+P(Ag), donc P(C) < P(B) +P(Ag), et nous en déduisons
immeédiatement Py.

b) Considérons maintenant le cas ou I est dénombrable. Nous pouvons supposer sans
restriction que I = N*. Posons B,, = U}" ; A;, qui croit vers 'ensemble C' = U, e A,,.
D’apres (a), nous avons P(B,,) < > | P(4;). Mais le membre de gauche ci-dessus
croit vers P(C) en vertu de la proposition précédente, tandis que le membre de droite
croit vers ) _;P(A,) € [0,+0c]. En passant a la limite, nous obtenons donc le
résultat voulu. O

Nous avons pu ainsi construire dans toute sa généralité un espace abstrait Q (non-
vide), une tribu sur cet espace et définir la notion de probabilité sur cette tribu.
C’est cette idée géniale qu’a introduite Kolmogorov en 1933 : avoir mis au cceur des
probabilités un objet nouveau, une mesure de probabilité, et ne pas s’intéresser aux
causes de l'expérience génériquement représentées par w € (2.

Définition 2.14 On appelle le triplet (2, 4,P) un espace de probabilité. C'est un
espace mesuré au sens de la théorie de la mesure.

La modélisation probabiliste consiste donc a décrire une expérience
aléatoire par la donnée d’un espace de probabilité.

Une question fondamentale va ainsi étre de décrire et caractériser les mesures
de probabilité définies pour des espaces de probabilité de plus en plus gros :
N,Q,R,R", C([t1,t2],R). Le dernier exemple, qui traite de trajectoires aléatoires, ne
pourra pas étre abordé dans ce cours de base.

Remarquons que l'on peut construire de nombreuses probabilités distinctes sur le
méme espace (€2, A). Nous verrons beaucoup d’exemples ultérieurement, mais nous
pouvons nous en convaincre rapidement dans le cadre du jeu de Pile ou Face : suivant
que la piece est truquée ou non truquée, la probabilité de faire Pile est 1/2 ou p € [0, 1].

La définition suivante introduit une notion de “vrai ou faux” qui dépend de la pro-
babilité choisie sur I’espace fondamental.

Définition 2.15 Soit (€2, A, P) un espace de probabilité.
(i) Un événement de probabilité nulle est dit négligeable.
(ii) Une propriété est vraie P-presque-siirement (en abrégé P-p.s.), si I'ensemble des w €
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pour lesquels elle est vraie est de probabilité égale a 1, ou en d’autres termes, I'ensemble
des w pour lesquels la propriété est fausse est négligeable.

2.2 Espace fondamental fini ou dénombrable

2.2.1 Caractérisation

Si Q est au plus dénombrable, les singletons {w}, w € , forment une partition de
), nous avons alors la caractérisation suivante des probabilités sur 2.

Proposition 2.16 Supposons que l’espace fondamental Q est au plus dénombrable.
(i) Pour une probabilité P sur 2, on a

P(A) = P({w}) pourtout AcP(Q),

wEA

et P est ainsi caractérisée par ses valeurs sur les singletons {p, = P({w}),w € Q}.
(ii) Soit (pu)wen € R Alors il existe une unique probabilité P telle pour tout w € €,
pw = P({w}), si et seulement si

0 <p, <1 et pr=1-
we

Preuve. Commencons par le cas  fini. (i) Pour une probabilité P sur 2, le résultat
découle de (2.7) du fait que tout A € P(Q) est réunion disjointe (et finie) des single-
tons {w}, pour les w € A.

(ii) La condition nécessaire découle de (i) appliqué & A = Q et de P(Q2) = 1. Inver-
sement, considérons n nombres (p;)i1<i<n vérifiant la condition du (ii). Nous posons
P({wi}) = pi et pour tout A C €, nous définissons P(A) = > ., P({w}) et nous
vérifions immédiatement que P est une probabilité au sens de la définition 2.9.

Si  est infini dénombrable, on suit le méme argument, si ce n’est que pour prouver
que P définie par P(A) = > ., P({w}) vérifie (2.3), il faut utiliser la propriété de
sommation par paquets pour les séries. (Voir Section 2.4.4 ci-apres.) O

Exemple 2.17 (Loi de Bernoulli de parameétre p € [0,1]) L’espace Q est :
Q={wi,ws} e Puy,=p; Du, =1—p.

Cette probabilité modélise en particulier la chance pour une piece de tomber sur Pile
dans un jeu de Pile ou Face. Dans ce cas, ! = {P, F'} peut étre assimilé a {0, 1}.
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Si la piece est équilibrée, alors p = 1/2. Mais cette probabilité peut aussi modéliser
la probabilité de réalisation d’un des résultats, pour toute expérience aléatoire avec
deux résultats possibles (mon premier enfant sera-t-il une fille ou un gargon?).

Exemple 2.18 (Loi uniforme.) Nous dirons que la probabilité P sur l’espace fini
Q est uniforme si p, = P({w}) ne dépend pas de w. Nous avons donc :

1
Do, = pour tout t=1,...,n,

ot n = card(Q) désigne le cardinal de Q, c’est-a-dire son nombre d’éléments. Nous
déduisons de la proposition 2.16(i) que

card(A)

(4) = card()’ (2.11)

de sorte que le calcul des probabilités se ramene a des dénombrements : nous sommes
dans le cadre du calcul combinatoire.

Remarquons que sur un espace fini donné €2, il existe une et une seule probabilité
uniforme. Cette probabilité décrit mathématiquement I’expression intuitive de “au
hasard” (tirage au hasard d’une carte, lancer au hasard d’un dé, choix au hasard d’un
échantillon dans une population).

Exemple 2.19 (Loi de Poisson de parameétre 6). Pour 6 > 0, on définit

077,
Pn = e ? —  pour tout n € N.
n!

Onap,€0,1] ety p,=e>, % = 1. La suite (pn)n définit une probabilité sur
N. Cette loi fut introduite par Siméon Denis Poisson, dans son ouvrage “Recherches

sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et en matiére civile” (1837).

Exemple 2.20 (Mesure de Dirac - Loi discréte)
1) Considérons un espace mesurable (Q, A) arbitraire (avec Q non-vide) et un point
wo fixé dans Q. On suppose que {wo} € A. Alors la mesure de Dirac en wy est :

Owo(A) =1 siwg € A5 6,,(A) =0 siwy ¢ A pour tout A € A. (2.12)

Une propriété est alors vraie 6,,-presque-sirement si elle est satisfaite par wp, et
Uensemble Q\{wo} est un ensemble d,,,-négligeable.
2) Soit P une probabilité définie sur Q = {wy,n € N}, et p, = P({wy}). Alors

P= an 0w, et P(A) = an 0w, (A)  pour tout A€ A.
neN neN
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2.2.2 Modeles d’urnes et calcul combinatoire

Dans les calculs de probabilités uniformes sur des ensembles finis, il est fondamen-
tal de faire trés attention a bien préciser l’espace de probabilité sous-jacent. Cette
remarque prend toute son ampleur dans ce paragraphe, ot nous allons développer
différents “modeles d’urnes” que l'on peut également voir comme des modeles de
prélevement d’échantillons dans une population au cours d’un sondage. Ces modeles
interviennent aussi en controle de fabrication, ou dans de multiples autres situations.
Si le lecteur n’est pas inspiré par les couleurs des boules d’une urne, il pourra transcrire
I’analyse suivante dans le cadre des opinions politiques dans la population frangaise
ou celui du niveau de perfection d’un objet dans une chaine de fabrication.

Le modele général est le suivant : une urne contient IV boules de k couleurs différentes,
réparties en N1 boules de couleur 1, Ny boules de couleur 2, ..., N boules de couleur
k. Nous appelons p; = N;/N la proportion de boules de couleur ¢ dans I'urne. Tirons
au hasard n boules de cette urne, 2 < n < N, et intéressons-nous a deux événements :
- A =“la couleur des deux premieres boules tirées est 17,

- B =“on obtient n; boules de couleur 1, ny boules de couleur 2,..., ng boules de
couleur k7, avec n; des entiers tels que ny +ng + - +np = n.

On remarque que 'événement A dépend de I'ordre de tirages, mais pas ’événement B.

Nous allons considérer trois fagons de tirer les boules au hasard : tirage avec remise,
tirage sans remise, tirage simultané. Nous verrons que chaque tirage donnera lieu a
un calcul de probabilité et a des résultats différents.

Le probléme du choix du tirage de I'échantillon se pose sans cesse dés que I'on souhaite
récolter des données statistiques.

Pour k et n deux entiers tels que k < n, nous allons souvent utiliser, dans la suite,

le nombre de parties (’;) a k éléments dans un ensemble a n éléments, qui vaut :

k’ - .

<n) _ k:!(nni . n(n — 1)..];:!(1% k+1)

Tirage exhaustif ou simultané - La loi hypergéométrique. Nous tirons toutes
les boules en méme temps. L’ensemble € est alors I’ensemble de toutes les parties
possibles de n éléments distincts, et le nombre de résultats possibles est (]Z )

Dans ce cadre, A n’est pas un événement, car on ne peut pas dire si A est réalisé
en connaissant seulement le résultat du tirage simultané, donc on ne peut donc pas
évaluer sa probabilité.

B est un événement et le nombre de cas favorables donnant la bonne répartition
des couleurs pour I’événement B est alors égal a (1:11) (]7\[ ]’j) La probabilité de B
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recherchée vaut donc
(2.13)

Cette distribution s’appelle la distribution polygéométrique. Dans le cas de deux
couleurs, on obtient P( ) — Pm’n n, avec

: _GHGSD
G

Pnl,n—nl -
qui est appelée distribution (ou loi) hypergéométrique.

Exemple 2.21 Dans une fabrication en série, nous savons que parmi N piéces
usinées, M sont a mettre au rebut, et si nous choisissons au hasard et simultanément
un échantillon de nMpi]%cejg, la probabilité pour que cet échantillon contienne k piéces
défectueuses sera %

Tirage avec remise - La loi binomiale. Les tirages sont successifs. Nous replagons
la boule tirée dans 'urne avant le tirage suivant. Nous pouvons donc tirer plusieurs
fois la méme boule. L’ensemble €2 est alors ’ensemble de tous les n-uplets d’éléments
de l'urne. Toutes les répétitions étant possibles, card(2) = N™. Nous munissons €2 de
sa probabilité uniforme.

La probabilité de I’événement A est facile a calculer, c’est la probabilité de tirer une
des N7 boules de couleur 1 parmi les N boules de I'urne deux fois de suite, donc A a
pour probabilité P = (N7 /N)? = p2.

Pour évaluer la probablhte de I’événement B, on commence par dire que le nombre de
facons de déterminer les places des k couleurs parmi n est égal au nombre de fagons de
partager n en k parties de tailles n;, a savoir m,nzn,' . Une fois la place des couleurs
choisie, nous avons NN; possibilités pour chaque boule de couleur i. Le nombre de n-

uplets de répartition ny, ng, ..., ny est alors égal & m]\]”1 --- N'*. Nous avons
donc finalement que la probabilité de I’événement B est :
n! Nt ... N

Pg) _ 1 k_ (2.14)

Cette probabilité est appelée une distribution multinomiale. Dans le cas particulier
ouk=2p=p=N;/Netpo=1—p,ona P](;) = Py, n—n, avec

n s n—m
Pon—n, = ( )p 1-p) 1 (2.15)

ni

La probabilité définie par P,,, ,,—n, est appelée loi binomiale de parametres n et p. (Elle
fait intervenir les coefficients du bindéme, d’ou son nom). Attention, les parametres ne
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sont pas interchangeables : n € N et p € [0, 1]. Notons également que cette probabilité
est définie sur l'espace = {0,1,2,...,n} comportant n + 1 éléments.

Remarque 2.22 On rappelle la formule du binéme (a + b)™ = Z?:o (")aib”_i pour

%

tous a,b € R. En prenanta=p etb=1—p, on a alors >, (1)p'(1 —p)" " = 1.

Tirage sans remise. Nous tirons maintenant successivement les boules de I'urne,
mais sans les replacer dans I'urne apres tirage. L’ensemble 2 est alors ’ensemble des
suites de n éléments distincts parmi N et le nombre de cas possibles sera N(N —
1)--- (N —n+1) = A%,. Nous munissons {2 de sa probabilité uniforme.

La probabilité de ’événement A est la probabilité de tirer une des N boules de
couleur 1 parmi les N de 'urne lors du premier tirage, puis de tirer une des N; — 1

boules de couleur 1 parmi N — 1 boules restantes de I'urne, donc A a pour probabilité
(3) _ Ny Ni—1
P A T N N-1° . , R
En raisonnant comme dans le cas avec remise pour évaluer la probabilité de B, nous
1 .
pouvons montrer que le nombre de cas favorables vaut mAﬁ}l - AR, ce qui
finalement donne pour probabilité la méme que celle du cas de tirage simultané :

Py =Py,

Ainsi, il y a équivalence du tirage sans remise et du tirage simultané pour les
événements qui ne dépendent pas de 'ordre des individus dans le tirage.

Remarque 2.23 Cas d’une urne dont le nombre de boules est infini. Nous nous
plagons dans les hypothéses du tirage simultané, avec 2 couleurs, en supposant que N
et N1 tendent vers linfini de telle maniére que % converge vers p €)0,1[. Il est facile
de montrer qu’alors,
() Gimat)
D ni n—ni n n n—n
Poynen, = — 5 converge vers Py, n_pn, = < )p 1 —p)n .
() ™

Ce résultat est intuitivement évident car si le nombre de boules devient infini, les
tirages de boules avec ou sans remise deviennent presque équivalents : on a une chance
trés infime de tomber deux fois sur la méme boule.

Dans la derniere remarque, nous avons obtenu la loi binomiale comme limite de lois
hypergéométriques. Cette convergence d’une suite de probabilités vers une probabilité
donnée sera développée au chapitre 7.3 (convergence en loi).

EXERCICE 2.1 Les yeux bandés, vous manipulez 7 fiches ou sont écrites les lettres
E, E, T, B, R, L, I. Quelle est la probabilité que vous écriviez le mot

LIBERTE
1

: .2
Solution : 5= 3E50-
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EXERCICE 2.2 On tire au hasard 4 cartes d’un jeu de 52 cartes. Quelle est la
probabilité pour que, parmi ces 4 cartes, il y ait exactement 2 rois?

Solution : L’hypothese au hasard amene a modéliser cette expérience comme un tirage

uniforme dans un certain ensemble 2 qu’il faut préciser. Ici, on prend pour (2 la classe

des parties a 4 éléments de ’ensemble de 52 cartes. Le cardinal de 2 est (542) et P est

la probabilité uniforme sur 2. Les résultats favorables sont les tirages qui contiennent

exactement 2 rois, a savoir 2 rois et42 izsartes parmi les 48 cartes autres que des rois.

Ainsi, la probabilité cherchée vaut %(2)2)
4

EXERCICE 2.3 On lance trois dés parfaitement équilibrés. Montrer que la probabi-
lité que la somme des points amenés dépasse dix strictement est égale a la probabilité
que cette somme ne dépasse pas dix. (d’olt un jeu parfaitement équitable...)

Solution : L’ensemble Q est ici I’ensemble des suites (a1, as, as) de 3 nombres compris
entre 1 et 6, muni de la probabilité P uniforme. Remarquons que

ar+as+a3>10 (7T—a1)+ (7T—a2) + (7 —a3z) < 10.

Ainsi, si A désigne I'événement “la somme des points obtenus est strictement
supérieure & 10”7, nous remarquons que ’application (a1, az,a3) — (7—ay, T—as, T—a3)
est une bijection de A sur A°. Les événements A et A° ont donc méme cardinal, et
donc méme probabilité de réalisation.

EXERCICE 2.4 (Probléme du chevalier de Méré) Ce personnage marquant de la
cour de Louis XIV qui “avait trés bon esprit, mais n’était pas trés bon géometre” (cf.
lettre de Pascal & Fermat du 29 juillet 1654) était un joueur impénitent, toujours a
la recherche de regles cachées lui permettant d’avoir un avantage sur ses adversaires.
Voici deux de ses regles.

(1) 11 est avantageux de parier sur apparition d’au moins un 6 en lancant un dé 4
fois de suite.

(2) 11 est avantageux de parier sur Papparition d’au moins un double-six en lancant
deux dés 24 fois de suite.

Calculer les probabilités des événements ci-dessus et juger 'opportunité de ces regles.

Solution : La premiere regle est bonne puisque la probabilité de I’événement vaut

5\* 1
1—-(2) ~o05177> =.
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La différence avec % est faible, mais apte a fournir & long terme des gains assurés : le
chevalier devait jouer souvent selon la regle 1...

La deuxieme regle est mauvaise, puisque la probabilité de ’événement cherché vaut :

35\ 1
1-(2) ~o04914 < -.
(36) A3

Le Chevalier était donc moins heureux avec cette regle qu’avec la précédente. En fait,
il s’était laissé abuser par un soi-disant argument d’homothétie : en lancant un dé,
il y a 6 résultats possibles, en lancant deux dés, il y en a 62 = 36, soit 6 fois plus.
Comme il est avantageux de parier sur ’apparition d’au moins un 6 en lancant un dé
4 fois de suite, il doit étre avantageux de parier sur 'apparition d’un double-six en
langant deux dés 4 x 6 = 24 fois de suite. Paradoxe !

2.3 Conditionnement et indépendance

2.3.1 Probabilités conditionnelles

La notion de conditionnement est I'une des plus fructueuses de la théorie des pro-
babilités, et la différencie fondamentalement de la théorie de la mesure. L’idée de
base permettant la compréhension de cette notion est la suivante : une information
supplémentaire concernant 1’expérience modifie la vraisemblance que 1’on
accorde a I’événement étudié.

Par exemple (et il serait bien de méditer sur cet exemple trés simple), cherchons, pour un
lancer de deux dés, la probabilité de I'événement “la somme est supérieure ou égale a 10".
Elle vaut & sans information supplémentaire, 3 si I'on sait que le résultat d’un des dés
est 6, 0 si I'on sait a priori que le résultat d'un des dés est 2. Pour obtenir ces résultats,
nous avons dans chaque cas calculé le rapport du nombre de résultats favorables sur le
nombre de cas possibles. Nous remarquons qu'il est indispensable de bien définir |'espace
de probabilité lié a I'expérience munie de |'information a priori. Remarquons également
que I'information a priori a changé la valeur de la probabilité de I'événement.

L’approche intuitive pour formaliser cette notion consiste a revenir a la notion
de fréquence empirique. La fréquence de réalisation de I’événement A sachant que
I’événement B est réalisé, sur n expériences, est égale au nombre de réalisations de A
parmi celles pour lesquelles B est réalisé. Elle vaut donc

nans _ Ja(ANB)
np fn(B) ’

et en faisant tendre n vers I'infini, nous aboutissons a la définition suivante.
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Définition 2.24 Soit A et B deux événements, avec P(B) > 0. La probabilité condi-
tionnelle de A sachant B est le nombre
P(AN B)

PIAIB) = —5 5

(2.16)

Proposition 2.25 (i) Soit (2, A,P) un espace de probabilité et B € A de probabilité
P(B) > 0. Alors lapplication de A € A — P(A|B) € [0,1] définit une nouvelle
probabilité sur Q, appelée probabilité conditionnelle sachant B.

(ii) Si P(A) > 0 et P(B) > 0, nous avons P(A|B)P(B) =P(AN B) = P(B|A)P(A).

Preuve. Il est clair que 0 < P(A|B) < 1. Par ailleurs, les propriétés (2.2) et (2.3)
pour P(:|B) proviennent des mémes propriétés pour P et des remarques suivantes :
QNB=DB,et (UyA,)NB=U,(A,NB). De plus, si A et C sont disjoints, il en est
de méme de AN B et C'N B. L’assertion (ii) est évidente. O

Proposition 2.26 Formule des probabilités composées. Si Ay, ..., A, sont des
événements de Q tels que P(A;N---NA,_1) > 0, alors

P(Al n---N An) = P(A1)P(A2‘A1)P(A3‘A1 N Ag) e ]P)(An|A1 NN An71). (2.17)

Preuve. On procede par récurrence. Si n = 2, les formules (2.16) et (2.17) sont les
mémes. Supposons que (2.17) soit vraie pour n — 1, et soit B = Ay N--- N A,_q.
D’aprés (2.16), on a P(BN A,) = P(B)P(A,|B). En remplagant P(B) par sa valeur
dans (2.17) avec n — 1, nous obtenons (2.17) pour n. O

Proposition 2.27 Formule des probabilités totales. Soit (B;)ic; une partition
finie ou dénombrable d’événements de Q, telle que P(B;) > 0 pour chaque i € I. Pour
tout A € A, on a alors

P(A) = ZP(A NB;) = ZP(A|Bi) P(B;).

i€l i€l

Preuve. On a A = U;c;(AN B;), avec les ensembles (A N B;) deux-a-deux disjoints.
Comme par ailleurs P(A N B;) = P(A|B;)P(B;), il suffit d’appliquer (2.3). O

Théoréme 2.28 Formule de Bayes. Sous les mémes hypothéses que la proposition
2.27, et si P(A) > 0,

P(A|B;)P(B;)
> jer P(A|B;)P(B;)

P(B;|A) = pour tout i€ I.
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Preuve. Le dénominateur de de la derniere expression vaut P(A) d’apres la proposi-
tion 2.27, tandis que (2.16) implique
P(ANB;) _ P(A[B;) P(B)

S =T T R

EXERCICE 2.5 Un individu est tiré au hasard dans une population ot ’on trouve
une proportion 10~* de séropositifs. On lui fait passer un test de détection de la
séropositivité. Par ailleurs, des expérimentations antérieures ont permis de savoir que
la probabilité d’avoir un résultat positif lors de I’application du test sur un individu
séropositif est égale & 0,99 (c’est la sensibilité du test); la probabilité d’avoir un
résultat positif lors de l'application du test sur un individu séronégatif est 0,001
(0,999 = 1 — 0,001 est la spécificité du test). Sachant que le test donne un résultat
positif, quelle est la probabilité pour que I'individu soit effectivement séropositif 7

Solution : Considérons les événements A “I'individu est séropositif”, et B “le test
de détection donne un résultat positif”. Les données fournissent P(A) = 10~* d’on
P(A°) = 0,9999, P(B|A) = 0,99 et P(B|A°) = 0,001. Nous trouvons alors

_ P(AnB) P(B|A) P(A)
PAIB) = 5By = BEAPA) + PBIAF(A)
0,99 x 10~*

= ~ 0,09.
0,99 x 10— + 0,001 x 0,9999 ’

Remarquons que contrairement a l'intuition, cette probabilité est petite.

EXERCICE 2.6 On classe les gérants de portefeuilles en deux catégories, les bien
informés et les autres. Lorsqu’un gérant bien informé achéte une valeur boursiére pour
son client, on peut montrer par une étude préalable que la probabilité que le cours
de cette valeur monte est de 0,8. Si le gérant est mal informé, la probabilité que le
cours descende est de 0,6. On sait par ailleurs que si 'on choisit au hasard un gérant
de portefeuille, il y a une chance sur 10 que celui-ci soit un gérant bien informé.
Un client choisit au hasard un gérant dans ’annuaire, et lui demande d’acheter une
valeur. Sachant que le cours de cette valeur est monté, cherchons la probabilité pour
que le gérant soit mal informé.

Solution : Notons M ’événement “la valeur monte” et I I’événement “le gérant est
bien informé”. Par la formule des probabilités totales, la probabilité que la valeur
monte vaut

P(M) = P(M|I)P(I) + P(M|I?)P(I¢) = 0,8 x 0,1 + 0,4 x 0,9 = 0,44.
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La formule de Bayes donne alors

P(M|I°)P(I°) 0,4 x 0,9

PUIIM) = P(M) 044

= 0,818.

2.3.2 Indépendance

La notion d'indépendance est absolument fondamentale en probabilités et nous verrons
par la suite toutes ses implications dans la modélisation de |'aléatoire.

Evénements indépendants

Intuitivement, deux événements A et B sont indépendants si le fait de savoir que A est
réalisé ne donne aucune information sur la réalisation de B et réciproquement.

Supposons que la réalisation de I’événement B n’ait aucune influence sur la réalisation
de A. Alors, aprés n expériences, la fréquence empirique de réalisation de A sera
approximativement la méme, que ’on sache ou non que B est réalisé. Ainsi donc,
fn(AlB) = % doit étre approximativement égal & f,,(A) (Le conditionnement
ne change pas U'information que l'on a sur 'expérience). Par passage a la limite sur
le nombre d’expériences, nous en déduisons les définitions suivantes.

Si B est un événement de probabilité strictement positive, A sera dit indépendant
de BsiP(A|B) =P(A4) = Pgﬁ?gf). On remarque que cette formule se symétrise et la
notion d’indépendance se définit finalement comme suit.

Définition 2.29 Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si
P(ANnB) = P(A)P(B).

La probabilité de voir A réalisé ne dépend pas de la réalisation de B, et réciproquement.

Remarque 2.30 1) Cette notion est lie au choiz de la probabilité P et n’est pas une

notion ensembliste. Cela n’a en particulier rien a voir avec le fait que A et B soient

disjoints ou non. (Cf. Exemple 2.31 ci-dessous).
2) SiP(A) >0 et P(B) > 0, alors

P(AN B) = P(A) P(B) += P(A|B) = P(A) <= P(B|A) = P(B).

Exemple 2.31 1. On lance 3 fois un dé. Si A; est un événement qui ne dépend
que du iéme lancer, alors Ay, As, Az sont indépendants.
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2. On tire une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes. On considére
les événements A = {la carte est une dame}; B = {la carte est un ceeur}.
Il est facile de voir que P(A) = 25, P(B) = £, e P(AN B) =
P( la carte est la dame de ceur ) = 25 = P(A)P(B). Ainsi, les événements

A et B sont indépendants pour la probabilité uniforme P.

3. Supposons maintenant que le jeu de cartes soit trafiqué. Soit Q la nouvelle
probabilité correspondant au tirage de cartes. Supposons que

. 1 1 1 1
Q(wvalet de pique) = 3 Q(autre carte) = 3 X5 = 103"
Alors
QUANB) = — £ QA)QB) = = x =
102 ~ 517 102

Les événements A et B ne sont pas indépendants sous la probabilité Q.

Nous laissons en exercice (tres simple a vérifier) la démonstration de la proposition
suivante, dont le résultat est tout-a-fait intuitif.

Proposition 2.32 Si les événements A et B sont indépendants, alors il en est de
méme de A et B¢, A° et B, A° et B°.

La notion d’indépendance se généralise a une suite finie ou infinie d’événements
de la maniere suivante.

Définition 2.33 Une suite (A,,),, d'événements de ({2, A, P) est dite indépendante si
pour toute suite finie (i1, ...,4x) d'entiers deux-a-deux distincts :

P(Ai, N---NAy) =P(Ag,) - P(Ag,).

Cette définition est délicate. Par exemple, pour que la suite (A, B,C) soit
indépendante, la propriété doit étre vérifiée pour toutes les intersections de deux
événements et 'intersection des trois événements. Il ne suffit pas d’avoir P(ANBNC) =
P(A) P(B) P(C). Par exemple, prenons un lancer de dé avec A = {1,2,3}, B = {2,4,6}
et C = {1,2,4,5}. Nous avons P(4) = 1, P(B) = 3, P(C) = 2. Ainsi, nous avons
bien P(AN BN C) =P(A)P(B)P(C) mais P(AN B) # P(A) P(B).

II ne suffit pas non plus que les événements soient indépendants deux-a-deux. On joue

2 fois & Pile ou Face et on considére les événements A = { Face au premier lancer },
B = { Face au deuxiéme lancer } et C' = { les deux tirages donnent le méme résultat }.
On vérifie que ces événements sont deux-a-deux indépendants mais que la probabilité
de leur intersection n’est pas égale au produit des probabilités.
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Expériences aléatoires indépendantes et espace de probabilité produit

Soit (2, A, P,,) une suite d’espaces de probabilité modélisant des expériences
aléatoires. Nous souhaiterions construire un espace de probabilité rendant compte
de toutes ces expériences indépendantes les unes des autres.

Si nous avons uniquement deux espaces (§21,.41,P1) et (Q2, A2, P2), nous prendrons
Q = Q7 x Qs, que nous munirons de la tribu produit A = A; ® As. Cette tribu
produit de A; et As est définie comme étant la tribu engendrée par les pavés Ay x As,
Ay € A;, As € As, (voir définition 2.5). Nous définissons P sur les pavés de A par
P(A; x A) = P1(A;1) P2(Az). On peut montrer que cela suffit pour caractériser une
probabilité sur A, que 'on appelle probabilité produit, notée P; @ Ps.

Nous pouvons généraliser cette notion d’espace de probabilité produit, et considérer
le produit (dénombrable) cartésien Q = I1,Q,, A = ®,4,, ol ®,.A4,, désigne la plus
petite tribu de 2 engendrée par les produits cartésiens finis d’éléments des tribus
coordonnées, donc contenant tous les ensembles de la forme

A1XA2X"'XAkXQk+1XQk+2X"', AZGA“ k:1,2,37...

Il est possible de montrer par un théoreme général de théorie de la mesure qu’il existe
une unique probabilité P sur (£2,.4) qui vérifie

P(Al XAQ Koo XAk XQk+1 XQk+2 X ):lelpz(Az)

pour tous k = 1,2,... et A; € A;. Cette probabilité rend ainsi indépendantes les
expériences aléatoires correspondant & chaque espace (Q,, A, Pp).

En particulier, en prenant tous les espaces coordonnées (£2;,.A4;) égaux, cela nous
permettra de modéliser la méme expérience répétée une infinité (dénombrable) de
fois, de maniere indépendante et dans les mémes conditions.

Exemple 2.34 Considérons les lancers successifs et indépendants d’une méme piece
de monnaie, telle que la probabilité de tirer Pile soit égale a p €)0,1[. Soient F,
l’événement “Face au m-ieme lancer” et P, 'événement “Pile au n-ieme lancer”.
Soient Ty, ’événement “le premier Pile est obtenu au k-iéme lancer” et A I’événement
“on n’obtient jamais de Pile”. Alors, par indépendance des lancers, nous avons

P(Ty) = P(FANFN---NFe_1NPy)
= P(Face)* 'P(Pile) = (1 —p)*'p pour tout k € N*.

Remarquons que {Ty, k > 1, A} est une partition (dénombrable) de 2, donc

P(A)=1-Y P(T=k)=1-1=0.

k>1
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2.3.3 Le lemme de Borel-Cantelli

Nous allons maintenant voir un théoreme fameux, dans lequel intervient fonda-
mentalement la notion d’indépendance, et qui sera tres important, en particulier pour
les théoremes de convergence (cf. Chapitre 6).

Pour une suite (A,), d’événements de A, on définit :

limsup A, = Np Up>p An.
n

Comme A est stable par union et intersection dénombrables, on a limsup,, 4, € A.
Remarquons que

w € limsup A4, < Vp, In>p, telquew € A,
n

& w appartient a une infinité de A,,,

et que w ¢ limsup A,, < w appartient a au plus un nombre fini de A,,.
n

Théoréme 2.35 Soit (Ay,), une suite d’événements de A.

(i) Sila série ), P(A,) < 400, alors P(limsup, A,) =0, c’est-a-dire que P-presque
strement, il y a au plus un nombre fini de A, qui sont réalisés.

(ii) Si de plus la suite (A,)n est indépendante, alors

ZP(An) =400 = P(limsupA4,)=1.
n n
Dans ce cas, P-presque stirement, une infinité de A, sont réalisés.

Il est clair que cette derniere propriété n’est plus vraie dans le cas ou la suite n’est
pas indépendante. Il suffit pour s’en convaincre de prendre tous les A, égaux a un
méme événement A de probabilité P(A) €]0, 1].

La premiere partie de ce lemme est un outil précieux pour démontrer qu'une propriété
est vraie P-presque stirement. Nous en verrons un exemple dans la preuve de la loi
forte des grands nombres donnée dans la section 6.2. La deuxieme partie du lemme
caractérise entierement, dans le cas indépendant, le fait que P(lim sup,, A,) vaut 0 ou
1 suivant la convergence ou la divergence de la série de terme général P(A,,).

Preuve. Remarquons tout d’abord que

P(limsup A,) = lim | P(Up>pA,) < lim | Y~ P(A,),
n p - p

n>p
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ou lim | désigne la limite d’une suite décroissante. Si la série ) P(A,) est conver-
gente, le reste de cette série tend vers 0 et la derniere inégalité implique que
P(limsup,, A,,) = 0.

Supposons maintenant que les A, soient indépendants et que la série > P(A,)
diverge. Soit m un nombre entier. Nous avons

P(UZ,A) = 1-P(ML,A7) =112 P(A7) grace a I'indépendance
= 1-I7,(1-P(4;)) > 1— e Zi=pPA)

grace a l'inégalité 1 — xz < e™* pour x > 0. Ainsi,
PUZ, A;) > 1 — e 2= Pl =

et 'on conclut finalement que pour tout p, ]P’(UfipAi) =1, ce qui implique finalement
que P(limsup,, 4,,) = 1. O

Application : Considérons une suite de parties indépendantes de Pile ou Face, la
probabilité d’apparition d’un Pile étant égale & p €]0,1[. Soit A un “mot” de lon-
gueur [ choisi a priori, c’est-a-dire une suite de [ lettres prises dans ’alphabet {P, F'}.
Désignons par A; ’événement consistant en le fait que le mot se réalise dans les [
premieres parties, par A, ’événement consistant en le fait que le mot se réalise dans
les [ parties suivantes, etc. Les événements Ay, Ao, ..., sont indépendants et pour tout
n > 1, nous avons P(A,) = P(A;) > 0, d’ou ), P(A,) = +oc. Il résulte du lemme
de Borel-Cantelli (deuxieéme assertion), qu’avec une probabilité égale a 1, le mot A se
réalise une infinité de fois au cours du jeu. Le méme raisonnement montre que si un
singe tape au hasard sur une machine a écrire, alors, avec une probabilité égale a 1,
le mot ABRACADABRA se réalisera une infinité de fois au cours de la frappe. C’est
vrai pour n'importe quel texte, donc il tapera aussi une infinité de fois le livre “A

LA RECHERCHE DU TEMPS PERDU”.

2.4 Rappels et compléments

2.4.1 Rappels sur les ensembles

Considérons un ensemble €2 non-vide, c’est-a-dire une collection d’objets appelés
éléments de (2, ou points de 2. L’appartenance d’un point w a I’ensemble §2 est notée
w € Q, et w ¢ () signifie que le point w n’appartient pas a €.

Une partie A de € est aussi un ensemble, appelé sous-ensemble de 2. Dans ce cas,
A est dit inclus dans €, ce qui s’écrit A C Q. Rappelons les opérations élémentaires
sur les parties d’un ensemble.
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Intersection : AN B est l'intersection des ensembles A et B, c’est-a-dire I’ensemble
des points appartenant & la fois & A et & B.

Réunion : AU B est la réunion des ensembles A et B, c’est-a-dire I’ensemble des
points appartenant & au moins I'un des deux ensembles.

Ensemble vide : C’est I'ensemble ne contenant aucun point. I est noté (.
Ensembles disjoints : Les ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = (.

Complémentaire : Si A € 2, son complémentaire (dans ) est 'ensemble des points
de Q n’appartenant pas & A. Il est noté A° ou parfois Q\ A. Les ensembles A et A€
sont disjoints.

Différence : Si A et B sont deux sous-ensembles de €2, A\B désigne I’ensemble des
points qui sont dans A mais pas dans B. Ainsi A\B = AN B°.

La réunion et l'intersection sont des opérations commutatives et associatives. Nous
avons AUB =BUAet ANB=BNA, et aussi AU(BUC)=(AUB)UC et
AN(BNC)= (AN B)NC, ensembles que nous notons naturellement AU BU C et
AnBNC.

Plus généralement, pour une famille (A4;);c; d’ensembles, indexée par un ensemble
quelconque I, U;cy A; désigne la réunion de cette famille, i.e. 'ensemble des points
appartenant a au moins 'un des A;. De méme, N;c5A; désigne ’intersection de
cette famille, i.e. 'ensemble des points appartenant a tous les A;. Dans ces deux
cas, l'ordre d’indexation des A; n’a pas d’importance.

Une partition de € est une famille (A;);c; telle que les ensembles A; soient
disjoints deux-a-deux (4; N A; =0, Vi, j,i # j), et que U;erA; = Q.

2.4.2 Modélisation ensembliste des événements

Les événements étant des ensembles, (rappelons-nous qu’une partie de Q décrit
un sous-ensemble de résultats possibles de 1'expérience), nous pourrons effectuer les
opérations ensemblistes précédemment décrites, avec l'interprétation suivante. Si A
et B sont deux événements, alors :

e NON : la réalisation de ’événement contraire a A est représentée par A° : le
résultat de l'expérience n’appartient pas a A.

e ET : I'événement “A et B sont réalisés” est représenté par AN B : le résultat
de I'expérience se trouve a la fois dans A et dans B.
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e OU : I’événement “A ou B sont réalisés” est représenté par I’événement AUB :
le résultat de I'expérience se trouve dans A ou dans B.

o IMPLICATION : le fait que la réalisation de 1’événement A entraine la
réalisation de B se traduit par A C B.

e INCOMPATIBILITE : si AN B = (), A et B sont dits incompatibles. Un
résultat de I'expérience ne peut étre a la fois dans A et dans B.

e TOUJOURS VRALI : I'événement € est I’événement certain (tous les résultats
de lexpérience prennent leurs valeurs dans 2).

e IMPOSSIBLE : () est ’événement impossible.

2.4.3 Les ensembles dénombrables

Un ensemble E est dénombrable s’il est en bijection avec N, c’est-a-dire si ses points
peuvent étre énumérés en une suite (2, )nen. C'est le cas de 'ensemble N lui-méme,
de Z, de Q, des entiers pairs ou de toute suite strictement croissante d’entiers. Ce
n’est pas le cas de R, ni des intervalles [a, b] lorsque a < b, ni de {0, 1}, ni de P(N). 2

Enongons quelques propriétés des ensembles dénombrables.

e Tout ensemble dénombrable est infini. La réciproque est fausse, comme nous
I’avons vu ci-dessus.

e Toute partie d’'un ensemble dénombrable est elle-méme finie ou dénombrable.

e La réunion d’une famille finie ou dénombrable d’ensembles eux-mémes finis ou
dénombrables est un ensemble fini ou dénombrable.

e Si A n’est ni fini, ni dénombrable, il en est de méme de A\ B, pour tout B C A
qui est fini ou dénombrable.

2.4.4 Quelques résultats utiles sur les séries

Nous rappelons les résultats essentiels sur les séries, qui seront d’usage constant dans
I’étude des variables aléatoires sur un espace dénombrable.

Soit (4 )p>1 une suite numérique, et S, = ug + -+ + upn, n > 1, la suite des
sommes partielles.

2. 1l n’existe pas de bijection entre N dans P(N). En effet, pour toute fonction f : N — P(N),
E={neN:n¢ f(n)} n’a pas d’antécédent : si f(ng) = E, alors soit ng € E et donc ng & f(ng) =
E, contradiction, soit ng ¢ E et donc ng € f(no) = E, encore une contradiction !
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S1 Lasérie ), u, est dite convergente si S,, converge vers une limite finie S, notée
aussi S =) u,. Clest la “somme” de la série.

S2  Si la série ) wu, converge, la suite (u,),>1 tend vers 0. La réciproque est
fausse : on peut avoir u, — 0 sans que la série ) u, converge (Prendre par exemple
_1

S3  Lasérie ) u, est dite absolument convergente si la série ) |u,| converge.

S4  Si u, > 0 pour tout n, alors la suite S,, est croissante, donc elle tend toujours
vers une limite S éventuellement infinie. On écrit encore S = )" u,, bien que la série
converge au sens de (S1) si et seulement si S < oo.

En général 'ordre dans lequel on considere les termes d’une série est important.
Il existe en effet de nombreux exemples de suites (u,)n>1 et de bijections v de N*
dans lui-méme pour lesquels ) u, converge et ) u,(,) diverge, ou converge vers
une somme différente. Cela étant, il existe deux cas importants ou l'ordre des termes
n’a pas d’importance :

S5  Si u, > 0 pour tout n, la somme ) u, ne change pas si I'on change I'ordre
de sommation. Rappelons rapidement la démonstration de cette propriété, qui est
fondamentale pour les probabilités : soit v une bijection de N* dans lui-méme, S,, =
U+ . AUy et S), = Uy)F .. AUy ; les suites (S,) et (S),) sont croissantes. Notons
S et S’ leur limites respectives (dans Ry U {+oco}). Pour tout n il existe un entier
m(n) tel que v(i) < m(n) des que i < n. Comme u; > 0, clairement S}, < Sy,) < S
et donc en passant & la limite nous obtenons S’ < S. Nous montrons de méme que
S <S5 et donc S =9".

S6  Lorsque les u,, sont des réels de signe quelconque et que la série est absolument
convergente, nous pouvons modifier de maniere arbitraire 1'ordre des termes sans
changer la propriété d’étre absolument convergente, ni la somme de la série.

S7 Siwu, > 0, il est possible de “sommer par paquets’. Cela signifie la chose
suivante : soit (A4;);c; une partition finie ou dénombrable de N*. Pour chaque i € I,
posons v; = ZneAi Uy. Si A; est fini, c’est une somme ordinaire; sinon v; est elle-
méme la somme d’une série a termes positifs. Nous avons alors ) u, = ), v, qui
est de nouveau la somme d’une série a termes positifs si I = N*. La démonstration
de ce résultat est analogue & celle de (S5) ci-dessus.

S8  Silasérie ), u, est absolument convergente, la propriété (S7) est encore vraie.

S9 Théoreme de Fubini pour les séries. Soit (@mn)m.nen une série double telle
que la série de terme général )  |amn| converge. Alors les séries > > @mn €t
Y i 2on Gmn soONt convergentes et de méme somme.



40 Chapitre 2 — Espace de probabilité

2.5 Exercices sur le chapitre 2

EXERCICE 2.7

1) Parmi n personnes en présence (n < 365), quelle est la probabilité pour qu’au
moins deux personnes soient nées le méme jour ? (On conviendra de ne pas prendre
en compte les personnes nées le 29 février). Que vaut cette probabilité pour n = 4,
n=16,n=22,n=40,n =647

2) Déterminer n,,;, pour que la probabilité qu’au moins deux personnes soient nées
le méme jour soit supérieure a 0,5. On pourra utiliser la formule de Stirling m! ~,,_,

2rmmtE e~ M,

EXERCICE 2.8 Montrer la formule de Poincaré :

]P( Z’L:lAm) = Z(_l)kilpkv ou Pr = Z P(All n---N A’Lk)

k=1 1<iy <--<ip<n

EXERCICE 2.9 Un facteur possede n lettres adressées a n destinataires distincts.
Il est totalement ivre et poste au hasard une lettre par boite.

1) Quelle est la probabilité d’obtenir la bonne répartition ?

2) Quelle est la probabilité qu'une lettre au moins arrive a la bonne adresse ?

3) Quelle est la probabilité qu’aucune lettre n’arrive & la bonne destination ?

4) Quel est le nombre d,, de manieres différentes de poster les lettres de telle sorte
qu’aucune n’arrive a destination ?

EXERCICE 2.10 Soit a €]0,1[. Montrer que la suite de nombres définie par p,, =
(1 — a)a™! caractérise une probabilité sur N*.

EXERCICE 2.11 M. et Mme Barbétipoil ont deux enfants, garcons ou filles, les
4 configurations sont équiprobables. Quelle est la probabilité que les deux enfants
Barbétipoil soient des filles,

e sans autre information,

e sachant que ’ainée est une fille,

e sachant que I'un des deux enfants est une fille.

EXERCICE 2.12 Modele de Hardy-Weinberg. Les caracteres héréditaires dans cer-
tains organismes, tels que les humains, sont portés par des paires de genes. Dans le
cas le plus simple, chaque géne peut prendre deux formes appelées alleles, A et a. Ces
alleles se trouvent dans une population parentale avec les proportions p et g. Comme
Aa et aA ne sont pas discernables, il y a 3 génotypes possibles, AA, aa, Aa. Nous sup-
poserons que la reproduction peut avoir lieu entre deux individus quelconques de la
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population, indépendamment des genes considérés. Chaque parent transmet un gene
de son génotype de fagon équiprobable, les deux genes ainsi obtenus constituant le
génotype du descendant.

Calculer la probabilité des différents génotypes dans la génération suivante. Montrer
que la proportion de chacun des alleles reste la méme dans la deuxieme génération.

EXERCICE 2.13 L’hémophilie est transmise par la mere. La reine porte le géne
de I'hémophilie avec une probabilité de 0,5. Si elle est porteuse, chaque prince aura
une chance sur deux de souffrir de cette maladie. La reine a eu 3 fils non hémophiles.
Quelle est la probabilité qu’elle soit porteuse du géne ? S’il nait un quatrieme prince,
avec quelle probabilité sera-t-il hémophile ?

EXERCICE 2.14 Le jeu des 3 portes est un jeu télévisé populaire (Let’s make a
deal) diffusé dans les années 70 aux USA. Trois portes A, B, C sont fermées. Derriere
I'une d’elle il y a une Ferrari, derriere les autres une chévre.

e Le joueur choisit une porte, disons A.

e Le présentateur, qui sait ou se trouve la voiture, I'informe alors qu’elle n’est
pas derriere la porte B et lui offre la possibilité de réviser son choix (i.e. de
choisir la porte C).

Le joueur a-t-il intérét & réviser son choix ?

EXERCICE 2.15 Un probléeme simple de démographie. Soit a €]0, 1[. Soit pg, la
probabilité qu’une famille ait k enfants. Nous supposons que

po=p=a; p=(1-2a)2"* Y vk>2

et que P(Fille) = P(Garcon) = 3.
On pose : E, : “la famille a n enfants”, F,, : “n filles”, G, : “n garcons”.

1) Donner la probabilité qu'une famille ayant deux filles aient deux enfants seulement ?
2) Doner la probabilité qu'une famille ait deux gargons sachant qu’elle a deux filles ?

EXERCICE 2.16 On jette indéfiniment une piece de monnaie, la probabilité d’ap-
parition d’un Face étant égale a p. Soit Ay, pour k entier, I’événement selon le-
quel au moins "k Faces” consécutifs apparaissent au cours des lancers numérotés 2%,
2k 41,2k 1.

Montrer que P(lim sup, Ax) vaut 0 ou 1 selon que p < % ou que p > % Comment
interprétez-vous ce résultat ?

EXERCICE 2.17 Montrer qu’il n’existe pas de probabilité P sur (N,P(N)) telle
que P(kN) = % pour tout entier strictement positif k, ot kN désigne ’ensemble des
entiers multiples de k.






Chapitre 3

Variables aléatoires sur un
espace fini ou dénombrable

I have deeply regretted that I did not proceed at least to understand something of
the great leading principles of mathematics; for men thus endowed seem to have an
extra sense.

Charles Darwin, Uses and abuses of Mathematics in Biology

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons introduire la notion de variable aléatoire
et en développer une étude plus systématique. La grande nouveauté va étre de com-
prendre que ce n’est pas la variable aléatoire en tant que fonction précise de I'aléa qui
nous intéresse, mais sa loi, ¢’est-a-dire la description de son “comportement probable”.

Dans tout ce chapitre, I’espace fondamental () est fini ou dénombrable.

3.1 Variables aléatoires discretes

Soit (€2, A,P) un espace de probabilité fini ou dénombrable muni de la tribu A =
P(£2). Toute application X définie sur € :

X:Q—X

est appelée variable aléatoire (v.a.). Comme Q est fini ou dénombrable, I’ensemble
d’arrivée (quitte & le remplacer par X () sans perte de généralité) est fini ou
dénombrable et de la forme X = {xz;,i € I}, pour un certain sous-ensemble I C N.

43
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Attention, cette définition de v.a. n'est valable que dans le cadre d’'un espace (2 fini
ou dénombrable. On donnera une définition générale de v.a. dans le cas d'un espace
arbitraire dans le chapitre suivant.

La loi d’une variable aléatoire X est définie par la probabilité induite sur X,
muni de la tribu P(X), et le résultat suivant est une conséquence immédiate de la
proposition 2.16.

Proposition 3.1 La loi d’une v.a. X a valeurs dans un espace au plus dénombrable
X est caractérisée par

{(xlvpi()7xl S X};
avee p¥ = Px({:}) = P({e, X (@) = 6}) = P(X = 20) = S x (o), Po

Exemple 3.2 Une v.a. de loi uniforme sur {1,...,n} a pour loi {(k, 1)} 1<p<n.

La représentation graphique d’une loi de variable discrete en utilisant un dia-
gramme “en batons” est tres parlante. Les valeurs x; sont placées en abscisse et les
images pX en ordonnée, comme dans la figure 3.1.

Exemple 3.3 Considérons le lancer d’un dé. L’espace fondamental est Q =

{1,...,6} muni de la probabilité uniforme. Le résultat du lancer d’un dé est la variable
aléatoire X (w) = w, d valeurs dans X = {1,...,6}, et on a donc :
1 1 1
x X _ X _
pl 6 ) p2 6 ) I p6 6

On représente cette loi par un diagramme en batons sur la figure 3.1a.

Exemple 3.4 Considérons le lancer de deux dés. L’espace fondamental est Q =

{1,...,6}2 muni de la probabilité uniforme. Le résultat total est la somme des deux
lancers, S(w) = w1 + wa, 0t w = (w1,ws). Cette v.a. prend ses valeurs dans l’en-
semble des entiers X = {2,...,12}, et on obtient par des opérations de dénombrement
élémentaires :
1 2 6
S = S = PR S ==
p2 36 ’ p3 36 9 9 p? 36 ’
5 2
s S s
= — = — 12=—.
pS 36 ) ) pll 36 ) p 36

On représente cette loi par un diagramme en batons sur la figure 3.1b.

La représentation graphique ne donne pas d’information quantitative sur la loi.
Dans les paragraphes suivants, nous allons définir des nombres réels qui vont résumer
en un certain sens le comportement de la variable aléatoire.
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0.15 0.15
2 2
€ o1 g 0.1
o o
[<] [<]
“0.05 20.05
0 0
1 2 3 4 5 6 23456789101112
a) X b) S

FIGURE 3.1 — Diagramme en batons de la loi d’un lancer de dé (a) et de la loi de la
somme de deux lancers de dés (b).

3.2 Espérance des v.a. discretes

Nous supposons ici que X est un sous-ensemble fini ou dénombrable de R.

3.2.1 Définition

Motivation : Répétons n fois une expérience aléatoire, et notons Xi,..., X, les
valeurs successives prises par X. Pour avoir une idée du comportement de la variable
X, il est naturel de considérer leur moyenne arithmétique M,, = %(Xl +-+ X)) .
(Pensez & vos propres calculs de moyennes en tant qu’éléves.) En regroupant suivant
les différents résultats possibles w d’une expérience, nous obtenons

M, = Z fn({w}) X(w),

weN

ou f,({w}) est la fréquence de réalisation du singleton {w} au cours des n expériences.
Remarquons que la derniére somme est finie puisqu’il ne peut exister qu'un nombre
fini de f,(w) non nuls. Nous voulons faire tendre n vers U'infini. Si la propriété (2.1)
intuitée au Chapitre 2 est vraie, c’est-a-dire si f,,({w}) — po , et si dans Pexpression
ci-dessus on peut intervertir la somme et la limite (ce qui est en particulier vrai si {2 est
fini), alors la suite (M,,), tend vers »_  _ poX(w). Nous justifierons cette assertion
plus loin, dans I'un des théoremes les plus importants de la théorie des probabilités,
appelé la loi des grands nombres.

Définition 3.5 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur I'espace fini ou
dénombrable  a valeurs dans X (i.e. une application de 2 dans X C R). Son espérance
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(appelée aussi parfois moyenne) est

E(X) = 3 pX (), (3.1)

weR

pourvu que la somme E(|X|) = . p.|X(w)| soit finie.

(Rappelons que, en vertu de (S6) (section 2.4.4), comme la série de terme général
pwX (w) est absolument convergente, la somme E(X) de la série ne dépend pas de la
maniére dont les w sont ordonnés.)

L'espérance mathématique E(X) est un réel qui donne une valeur moyenne résumant
la v.a. X. C'est I'un des concepts les plus importants de la théorie des probabilités. La
dénomination d'espérance pour cette quantité fait référence aux probléemes de jeux et
d'espérance de gain. Cette terminologie imagée a été introduite par Pascal.

Théoréme 3.6 Pour une variable aléatoire X satisfaisant E(|X|) < 400, on a :

E(X)=> poX(w)= > zP(X =)= zp}. (3.2)

wEeN Tz, e€X z,€X

En particulier, nous remarquons que l’espérance de X ne dépend que de la loi de X.

Preuve. Puisque ) o pu|X(w)| = E(|X]) < 400, la sommation par paquets est
justifiée par (S8) (section 2.4.4), et on obtient

EX)=Y pXw)= S pa= wP({w: X@)=a))= 3 ap¥.

we T €X w: X (w)=x; T €X T, €X

O

Analogie avec une notion de mécanique : Le concept d’espérance est a rappro-
cher de la notion de centre de gravité d’'un groupe de masses au sens de la mécanique.
Considérons en effet une variable X de loi de probabilité {(z;, p;*),i > 1}. On montre
que si les masses pX,i > 1 sont réparties sur une barre sans poids aux abscisses
z;,1 > 1, le centre de gravité, c’est-a-dire le point sur lequel la barre pourra étre posée
et rester en équilibre, est d’abscisse E(X). En effet, il suffit d’établir que la somme des
moments des forces gravitationnelles par rapport au point d’abscisse E(X) est nulle :

0= (& —EX))pY,

r,€X

ce qui est immédiat a vérifier a partir de la définition de ’espérance mathématique.



3.2 — Espérance des v.a. discrétes 47

Exemple 3.7 Un nombre est choisi au hasard entre 1 et 10, et nous devons deviner ce
nombre en posant des questions auxquelles il ne sera répondu que par oui ou par non.
Calculons lespérance du nombre N de questions nécessaires dans les cas suivants :
e La iéme question est du type “Est-ce i 27, i étant égal a 1,2,...,10.

Soit Ay, événement : “le nombre k € {1,...,10} a été choisi”. Comme les Ay, forment
une partition de l’espace fondamental, on a

10
PN = k)= 3 B(N = HAw)P(4) = BN = K| AP(A) = 1
k'=1

et

E(N) = im(zv — k)= %
k=1

e Avec chaque question, nous éliminons a peu pres la moitié des réponses possibles,
avec le protocole suivant : est-ce <5, <2 (resp. <7), <4 (resp. <9). Alors

6 417
(N)=3x 5 +4x 5= 5

3.2.2 Propriétés de ’espérance des v.a. discretes

Définition 3.8 Une v.a. X est dite intégrable si ), pu|X(w)| = E(]X]|) < +oo.
L'ensemble des v.a. intégrables est noté L', il dépend de ) et de P.

Les propriétés suivantes sont immédiates :

Proposition 3.9
(i) L' est un espace vectoriel, et l’espérance est linéaire sur L' :

E(aX +bY) = aRE(X) +bE(Y) pour tous X,Y € L', eta,bcR.

(ii) X € L' < |X| € L', et dans ce cas, |E(X)| < E(|X]).

(iii) L’espérance est positive : si X > 0 alors E(X) > 0.

(iv) Pour X,Y € L', X <Y alors E(X) <E(Y).

(v) L' contient toutes les v.a. bornées. (X est bornée si sup,,cq | X (w)| < 00).

(vi) L’espérance d’une variable constante est égale a cette constante : si X (w) = a
pour tout w € Q, alors E(X) = a.

(vil) Si Q est fini, L' contient toutes les v.a. réelles.

Exemple 3.10 Pour tout événement A, on définit

law)=1 si we A e 1aw)=0 si w¢ A
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Cette v.a. est appelée fonction indicatrice de A, et nous avons :

E(14) = P(A).

3.2.3 Variance et écart-type

On note par L? I'ensemble des v.a. réelles X dont le carré X2 est intégrable. Nous dirons
dans ce cas que X est de carré intégrable.

Proposition 3.11 L? est un sous-espace vectoriel de L', et si X € L? on a

E(X)] < E(IX]) < VE(X?). (3-3)

Preuve. Soient X,Y € L? et a € R. Comme (aX + Y)? < 2a2X? + 2Y2, nous
déduisons de la proposition 3.9(i) que aX +Y € L?. Ainsi, L? est un espace vectoriel.
L’inclusion L? C L' découle de | X| < 1+ X? et de la linéarité de la proposition 3.9(i).
La premiere inégalité de (3.3) est celle de la proposition 3.9(ii). Pour la seconde, nous
pouvons nous limiter au cas ol X est positive. Soit alors ¢ = E(X) et Y = X — a.
D’apres la proposition 3.9(i) il vient

E(Y?) = E(X?) - 2aE(X)+a® = E(X?)—d?,

et E(Y?) > 0 par la proposition 3.9(iii). Donc a? < E(X?). O

Définition 3.12 Si X € L2, sa variance est définie par

Var(X) = E(X — E(X))*) = ) (z; — E(X))® pi*.
T, EX

Var(X) est positive, et ox = /Var(X) s’appelle I’écart-type de X.

L’écart-type est une grandeur qui mesure la moyenne (en un certain sens) de I’écart
des valeurs de X & sa moyenne, d’ott son nom. En développant le carré (X — E(X))?
comme dans la preuve ci-dessus, nous obtenons la formule de Huygens :

0% = E(X?) —E(X)%. (3.4)
Exemple 3.13 (Loto) On considére tout d’abord la forme classique du loto, qui a été

utilisée de 1976 a 2008. Le joueur coche 6 numéros sur une grille en comportant 49,
dans le cas d’un bulletin simple. Les 6 numéros gagnants sont déterminés par tirage
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au sort. L’espace fondamental est ici l’ensemble des parties a 6 éléments (< tirage > )
de {1,...,49} muni de la probabilité uniforme. Son cardinal est Card(Q) = (469) =
13 983 816. Notant N le nombre de numéros gagnants figurant parmai les numéros
cochés par le joueur (on rappelle que la grille du joueur comporte 6 numéros cochés et
43 non-cochés), ’événement {N =n} (n € {0,...,6}) est réalisé si le tirage produit
n numéros cochés et 6 —n numéros non-cochés. La loi de la v.a. N est donc :

6\ ( 43
(n) (G—n)
49\
(6)
et certaines valeurs numériques sont données dans le tableau ci-dessous. Au premier

tirage du 10 mai 2006, on recevait pour une mise de 0,3 Euros (soit une grille) le gain
G = g(N) suivant :

P(N =n) = ne{0,...,6},

n numéros gagnants gain g(n) probabilité P(N = n)
6 789 177,00 Euros 72108
5 1 813,80 Euros 1,8 1075
4 30,70 Euros 9,710
3 2,70 Euros 1,8 1072

Le gain moyen est E[G] = 2,70 x 1,8 1072 + 30,70 x 9,7 10~% + --- ~ 0,168 Euros,
tandis que Uécart-type o(G) = (E[G?] — E[G]?)/? ~ 212 Euros. On voit que le jeu est
défavorable au joueur, dont le bénéfice moyen est E[G] — 0,3 = —0,132 Euros, et la
grande valeur de o vient de ce que parfois (mais trés rarement) ¢a rapporte gros.

La forme moderne du loto, mise en place a partir de 2008, est légérement différente :
le joueur coche 5 numéros sur une grille en comportant 49 et un < numéro chance >
sur une autre grille en comportant 10. Donc la probabilité qu’un joueur trouve la bonne

combinaison est : 11 1
= — = ~5210°8,
P= ™) 10 T 19068840

car il y a (459) choixz possibles des cing premiers numéros, et 10 choiz possibles du

< numeéro chance >. Notez qu’on a moins de chance de gagner le gros lot avec la
nouvelle version qu’avec la version classique.

3.2.4 Moments d’une variable aléatoire

Soit f une fonction de X dans R. La v.a. réelle f(X) prend un nombre fini ou
dénombrable de valeurs. Nous pouvons aussi considérer f comme une v.a. définie
sur Pespace de probabilité (X, P(X),Px). Le résultat suivant, appelé propriété de
transfert, montre la cohérence de la notion d’espérance.
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Théoreme 3.14 Pour f : X — R, lav.a. f(X) définie sur (2, P(Q),P) est intégrable
si et seulement si la v.a. f sur (X,Px) lest également. Dans ce cas, les espérances
de ces deux v.a. sont égales, et

E(f(X) = > fX@)ps = Y fla)PX =z,). (3.5)

weN r; €EX

Preuve. Comme nous pouvons sommer par paquets par (S7) (section 2.4.4) dans
une série a termes positifs, nous voyons comme pour (3.2) que les deux expres-
sions de droite de (3.5) sont égales si nous remplagons f par |f]; elles sont donc
finies simultanément. D’apres la définition de I'espace L!, nous avons donc f(X) €
LY(Q,P) & feL'(x,Px).

Si ces propriétés sont réalisées, en utilisant cette fois (S8) (section 2.4.4), nous voyons
de la méme maniére que les deux expressions de droite de (3.5) sont aussi égales pour
f, ce qui, compte-tenu de (3.1), achéve la démonstration. O

Définition 3.15 Soit p € N*. Le moment d'ordre p d'une v.a. X est E(X?), pourvu
que XP € L'. En utilisant le théoréme précédent :

E(X?)= > af P(X = ).
T, EX

3.3 Fonction génératrice d’une v.a. entiere

La loi d’une v.a. enti¢re (& valeurs dans N) X est caractérisée par les nombres p, =
pxX = P(X = n). Le but de ce paragraphe est de montrer qu'une telle loi de probabilité
peut également étre caractérisée par une fonction, appelée fonction génératrice, définie
sur [0,1] et indéfiniment dérivable sur [0,1[. Les dérivées auront leur interprétation
en termes de moments de la variable aléatoire.

Définition 3.16 La fonction génératrice Gx d'une v.a. entiere X est la fonction
définie sur I'intervalle [0, 1] par la formule suivante :

Gx(s) = E(s~) = Z pn 8", pourtout s € [0,1]. (3.6)
n=0

La fonction génératrice ne dépend que de la loi de X, c’est-a-dire de (pp)n.-

Proposition 3.17 La fonction génératrice G x est continue sur [0, 1] et indéfiniment
dérivable sur [0,1]; elle caractérise la loi de X .
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Preuve. La fonction Gx est la somme d’une série entiere qui converge absolument
au point 1, puisque ) p, = 1. Les propriétés de continuité et de dérivabilité en
découlent. Comme la dérivée n'®™€ en 0 est Gg?) (0) = ppn!, la fonction Gy ca-
ractérise les p,, donc la loi de X. O

Proposition 3.18 Une v.a. entiére X est intégrable si et seulement si Gx est
dérivable & gauche au point 1, et dans ce cas E(X) = G'x(1).

Preuve. Rappelons d’abord un résultat sur les séries : si les fonctions s — w,,(s) sont
croissantes et positives sur [0, 1], on a :

lim E U E lim w,, 3.7

st n( s n( (87)
n>0 n>0

Si s < 1, nous avons

% an = an +s+---+s )

n>0 n>0

et les fonctions u,(s) = p,(1+ s+ -+ s"71) sont croissantes et positives, avec
limgy1 up(s) = npy. Le résultat découle alors de (3.7). O

Plus généralement, la méme démonstration prouve que

Proposition 3.19 La v.a. X(X — 1)---(X — p) est intégrable (et donc X admet
un moment d’ordre p+ 1), si et seulement si Gx est p+ 1 fois dérivable ¢ gauche au
point 1, et nous avons alors

E(X(X-1)-(X-p) = G, (3.8)
En particulier, E(X (X — 1)) = G% (1), d’ou
Var(X) = G% (1) — (G (1))* + G (1),

Pour retrouver cette formule, nous pouvons dériver formellement la série (3.6) terme
a terme p + 1 fois au point s = 1, ce qui donne

G(p+1) Z Pn T TL - 1 ( )

et le membre de droite ci-dessus est égal au membre de gauche de (3.8) lorsque ce
dernier existe, d’apres (3.5). Cela revient & dériver formellement p + 1 fois les deux
membres de 'égalité G x (s) = E(sX), en échangeant les dérivées et le signe espérance.
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Remarque 3.20 Pour calculer les moments d’une variable aléatoire entiére (espérance,
variance,...), il peut étre plus simple d’utiliser les dérivées de la fonction génératrice
plutot qu’un calcul direct, comme nous le verrons dans le paragraphe ci-dessous.

3.4 Variables aléatoires discrétes usuelles

3.4.1 Variable aléatoire de Bernoulli

Nous langons une piece n fois. Nous associons 1 a Pile et 0 a Face. L’espace des
résultats de I’expérience sera donc

Q={0,1}".

Nous supposons que les lancers sont indépendants les uns des autres. Par ailleurs, la

piece peut étre truquée, ce qui nous conduit a supposer que la probabilité de Pile vaut

p €]0, 1[. Pour une piéce équilibrée, nous prendrons p = 3.

Pour tout &k € {1,...,n}, appelons X le résultat du k-iéme lancer. X} peut
prendre les deux valeurs 0 et 1, et
Px,({1}) =P(Xx=1)=p , Px,({0})=P(X;=0)=1-p.

Nous remarquons que chaque variable X a la méme loi, prenant les deux valeurs 1
et 0 avec respectivement les probabilités p et 1 — p.

Définition 3.21 X est une variable de Bernoulli de paramétre p si X prend ses valeurs
dans {0,1} avec P(X = 1) = 1 —-P(X = 0) = p. Sa loi est la loi de Bernoulli de
paramétre p, que I'on note 5(p).

L’espérance, la variance et la fonction génératrice d’une variable aléatoire de Ber-
noulli de parametre p valent respectivement

E(X)=p, Var(X)=p(l—-p) et Gx(s)=1—p+ps. (3.9

Nous avons en effet E(X) =px1+0x (1 —p) =p, Var(X) =p—p?> = p(l — p), et
le calcul de Gx est tout aussi immédiat.

3.4.2 Variable aléatoire binomiale

Le nombre de Piles obtenus sur les n lancers est donné par :

5= zx
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La v.a. S,, peut prendre toutes les valeurs entieres entre 0 et n. Calculons sa loi. Pour
tout k € {0,...,n}, nous cherchons

Ps, ({k}) = B(S, = k) = P({w € 2, )" Xi(w) = }).

Cela veut dire que les n lancers ont donné k Piles et n — k Faces. Il faut tenir compte
des places des Piles dans la suite de résultats obtenus. Il y a (Z) possibilités d’obtenir
les k Piles parmi les n lancers. Si nous fixons une répartition précise, (par exemple les
k Piles sont les k premiers), et comme les lancers sont indépendants, la probabilité
de cette répartition est égale a p¥(1 — p)"~*. Ainsi, nous obtenons que

P(S, = k) = (Z)pk(l —p)”*’C pour tout k=0,...,n.

Définition 3.22 X est une variable binomiale de parameétres n et p si X prend ses
valeurs dans {0,...,n} et si pour k € {0,...,n},

pex =) = ()

Sa loi est une loi binomiale de parameétres n et p, que I'on note B(n, p).

Nous avions obtenu cette loi dans nos modeles d’urnes, par un raisonnement intuitif.
Elle correspond au choix d’un tirage avec remise. Remarquons que B(1,p) = B(p) est
la loi de Bernoulli de parametre p.

Pour une variable binomiale X de loi B(n, p), on a
E(X)=np, Var(X)=np(l—p) et Gx(s)=(1—p+ps)". (3.10)

En effet, on calcule que Gx(s) = Yp_o (})p"s"(1 —p)"* = (1 —p+ ps)". En
dérivant Gx et en considérant la dérivée de Gx en s = 1, nous obtenons que E(X) =
Yo k()p"(1 = p)"~F = G’4(1) = pn. Si nous dérivons deux fois en 1 ce polynome
Gx, nous obtenons G% (1) = >p_, k(k —1)(})p*(1 —p)"~% = E(X (X — 1)), et par
suite, puisque E(X) = np, nous en déduisons que Var(X) =E (X (X — 1)) + E(X) —
E(X?) =np(l - p).

Exemple 3.23 Auz jeuz olympiques de Vancouwver (2010), 86 médailles d’or ont été
mises en jeu. Nous faisons [’hypothese que le mombre de médailles remportées par
pays est proportionnel a sa population. Soit X le nombre de médailles prévues pour
la France. X va suivre une loi binomiale B(86,p), ot

population France 60 X 108

=~ =0,01.
population monde — 6000 x 106 ’
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Ainsi E(X) = 86 x 0,01 = 0,86. La probabilité pour que le nombre de médailles soit
inférieur ¢ 3 est P(X <3)=P(X =0)+P(X =1) +P(X =2) +P(X = 3), avec

P(X =k) = (8:> (0,01)% (0,99)%6F,

d’ot P(X <3) = 0,9889 (La France avait en effet remporté 2 médailles d’or).

3.4.3 Probabilité de succes et variable aléatoire géométrique

Toujours sur ce jeu de n lancers de Pile (P) ou Face (F), intéressons-nous au premier
temps ou nous allons obtenir un P. Pour ce faire, définissons la variable aléatoire T’
par

T(w) =inf{k € {1,...,n}, Xp(w) = P},
avec la convention inf ) = +o00. La v.a. T est & valeurs dans {1,2,...,n,+oo} et
P(T=k)=P(X,=F,....Xp 1=F, X, =P}=(1-p)*1p, 1<k<n,
car nous avons supposé que nos lancers étaient indépendants. De méme,
P(T=+400)=P(X;=F,...,. X, =F)=(1-p)".

Si nous faisons (heuristiquement) tendre le nombre de lancers n vers Uinfini, la loi de
la variable aléatoire T de succes du premier Pile est alors une probabilité définie par

P(T = k) = p(1 — p)*~ !, pour tout ke N*,

Définition 3.24 X est une variable géométrique de paramétre p €]0,1[ si X est une
variable aléatoire a valeurs dans N* telle que Vk € N*,

P(X = k) =p(1—p)* .

Pour une variable aléatoire X de loi géométrique de parameétre p, on a :

_ ps
C1-(1-p)s’

p2

E(X) = %, Var(X) = 52 et Gx(s)

En effet, on calcule directement Gx(s)
déduit E(X) = G'x (1)

_ k=1 ok _

=D s P(L—p)*  s® = 17(1{;))57 et on

= mtzl = zlv' Le calcul de la variance est similaire.
Ainsi, si on répete des épreuves indépendantes de Bernoulli avec méme probabilité

de succes p (obtention d’un Pile par exemple), jusqu’a 'obtention du premier succes,

le nombre moyen des répétitions nécessaires est 1/p. Il faut donc s’attendre & lancer

6 fois un dé équilibré avant d’obtenir le premier 1, en moyenne.
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3.4.4 Variable aléatoire de Poisson

Définition 3.25 X est une v.a. de Poisson de parameétre 6§ > 0 si X prend ses valeurs
dans N et si sa loi est caractérisée pour tout k£ € N par
k
_ 0 4

BOX = k)=’ oo (3.11)

Sa loi est une loi de Poisson de parameétre 6 > 0, que 'on note P(6).

Pour une v.a. de Poisson X de parametre 6, on a
E(X)=6, Var(X)=60 et Gx(s) = /71, (3.12)
En effet, on calcule directement que E(X) = 21210 ke ? %I; =6,pusE(X(X -1)) =
e I3 k(k—1) % = 0% , dou Var(X) = 0, vu que E(X) = 6. Le calcul de Gx
se fait de la méme facon, et on retrouve par dérivations successives au point 1 les
expressions de E(X) =0 et E(X(X —1)) = 6%

Exemple 3.26 Supposons que le nombre d’erreurs Y par page d’un livre suit une loi
de Poisson de paramétre % Calculons la probabilité qu’il y ait au moins une erreur
dans une page donnée :

PY>1)=1-P(Y =0)=1-¢"2 ~0,39.

La loi de Poisson comme limite de lois binomiales.

Considérons, pour n € N* et a,, € [0, 1], la probabilité sur N définie par

n . i .
py(amn) = 1{j<n}(j)<an>ﬂ<1—an>" i jen.

Ainsi, (p;j(an,n))jen est I'extension naturelle sur N de la loi binomiale B(n,a,) de
parametre a,, et de taille n. Supposons alors que la suite (a,), tende vers 0 quand n
tend vers I'infini, de telle sorte que na, — 6 € R’} . En développant les combinaisons
(7;), il est facile de vérifier que pour tout j € N,

n—oo —0 67
pjlan,n) — p;=e F

La loi de Poisson modélise donc la probabilité du nombre d’apparitions d’un
événement rare (a, ~ % est petit) dans une grande suite d’événements (n grand).
Ce résultat est tres utile pour les calculs numériques, dans le cas ou 'on souhaite
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modéliser les occurences d’un événement rare. Il permet de remplacer la loi binomiale
par la loi de Poisson, ce qui conduit a des calculs beaucoup plus simples.

On peut citer beaucoup d’exemples de variables aléatoires qui peuvent étre modélisées
par une loi de Poisson (parce que 'on approxime ainsi une loi binomiale) :

e le nombre de centenaires dans une communauté humaine,
le nombre de clients entrant dans un bureau de poste en ’espace d’un jour,
le nombre de bactéries dans un volume de liquide fixé,
le nombre de particules émises par un gramme de matiere radioactive,
le nombre d’objets défectueux trouvés pendant un controle de qualité.

Reprenons ’exemple 3.23. La variable aléatoire X peut étre approchée par une va-
riable aléatoire Z de loi de Poisson P(0,86). Comparons les probabilités :

k[ P(X=Fk) | P(Z=k)
0| 04213 0,4231
1| 0,3660 0,3639
2| 0,1571 0,1564
31 0,0444 0,0448

L’approximation est tres bonne.

3.5 Lois conditionnelles et variables indépendantes

3.5.1 Lois marginales

Les notions de probabilités conditionnelles et d’événements aléatoires indépendants
ont été introduites au chapitre 2. Dans ce paragraphe, nous considérons deux v.a. X
et Y définies sur le méme espace (2 fini ou dénombrable, muni de la probabilité P.
Nous supposons que X et Y sont a valeurs respectivement dans X et ), que nous
pouvons supposer eux-mémes finis ou dénombrables. Nous posons pX = P(X = ;)
pour z; € X, et p}/ =P =y;) pour y; € ).

La connaissance des deux lois P¥X et PY ne donne pas d’information sur les liens
qui peuvent unir les comportements aléatoires de X et de Y.

Il est plus intéressant de considérer le couple Z = (X,Y) comme une variable
aléatoire discrete a valeurs dans le produit cartésien X x ). Notons Pz = (pkz , 2k €
X x Y) laloi du vecteur aléatoire Z. Alors

pE =P(Z = z;) =P(X = z; et Y = y;) pour tous z; = (2;,y;) € X x V.
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Définition 3.27 Les lois PX et PY de X et Y s'appellent les lois marginales du
couple (X,Y) de variables aléatoires X et Y.

L’ensemble {X = x;} est la réunion (finie ou dénombrable) des ensembles deux-a-deux
disjoints {X = x;,Y = y;} = {Z = (2i,y;)}, y; € V. La propriété de o-additivité de
la probabilité permet d’exprimer les lois marginales a partir de la loi jointe :

PX =) = Z P(Z = (zi,yx)) pour tout z; € X, (3.13)
Yk €Y

PY =vy;) = Z P(Z = (xy,y;)) pour tout y; € V. (3.14)
rrEX

3.5.2 Lois conditionnelles

Nous langons en méme temps un dé rouge et un dé bleu. Soient X le résultat du
dé rouge et Y le résultat de la somme des deux dés. Il est clair que la connaissance
de la valeur de X va influer sur les valeurs possibles que peut prendre Y et sur sa
loi. Par exemple, si X = 3, alors Y ne pourra prendre que des valeurs supérieures ou
égales a 4, ce qui n’est pas le cas si X = 1. Il est donc naturel de s’intéresser, pour
chaque valeur fixée z; de X, a la loi de Y avec I'information a priori que X = z;.

Définition 3.28 Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace
de probabilité, 3 valeurs dans X et Y. Soit x; € X tel que p;X = P(X = z;) > 0. On
appelle loi conditionnelle de Y sachant X = z; la probabilité sur ) définie par

P(Z = (i,y5))

Y| X=xz;
pj ( yj | mz) ]P)(X — xl) )

Vy; € V. (3.15)

Cette définition est cohérente avec (2.16). La loi conditionnelle de Y sachant X =
x; est caractérisée par {(y;, pf'X:xi), y; € Y}. Ces lois conditionnelles sont a priori
différentes pour chaque valeur de x; et différentes de la loi marginale Py . L’équivalence

suivante découle immédiatement de (3.13)-(3.14) et la définition 3.28.
Proposition 3.29 1l est équivalent de connaitre les (pZ : z, € X x V), et les (p¥ :

z; € X) et (p;/‘X:“ ty; €Y) pour z; € X tels que pX > 0.

3.5.3 Espérance conditionnelle

Pour i fixé tel que p;* > 0, la loi conditionnelle de Y sachant X = z; donnée

par {(yj,pf‘xzxi), y; € Y} définit une probabilité. Nous pouvons lui associer son
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espérance, sa variance ou plus généralement ses moments, des qu’ils existent. Com-
mengons par ’espérance conditionnelle.

Définition 3.30 Soit Y une v.a. intégrable. L'espérance conditionnelle de Y sachant
{X = x;} est I'espérance de la loi conditionnelle de Y sachant {X = x;} :

E(Y|X =a;) =Y yip) "7 =3y P(Y = y|X = ). (3.16)
J J

Remarque 3.31 La série définie en (3.16) est bien convergente. En effet, nous pou-
vons utiliser ’observation suivante

ZE(IY\ X =z)P(X =) = ZDyﬂ P(X =i, Y =y;)

%

Sl SR =i, Y =) = B(Y]) <

d’apres le théoréme de Fubini (voir (S9), section 2.4.4) et Pexpression de la loi mar-
ginale (3.14) de Y. On en déduit que E(]Y] |X = ;) < oo pour tout z; tel que

Cette espérance conditionnelle sachant {X = x;} est une fonction de x;, que nous
noterons ¥ (x;). Elle n’est définie que sur les valeurs possibles z; de X. Nous pouvons
alors plutét considérer la fonction 1(X) elle-méme.

Définition 3.32 L'espérance conditionnelle de Y sachant X est la v.a.

E(Y|X) = (X), avec u(z)= { IOE(Y‘X =) ; Eg - g "0 @

ATTENTION : Contrairement a I’espérance qui est un nombre réel, I’espérance condi-
tionnelle de Y sachant X est une variable aléatoire, dépendant de ’aléa “a travers”
la variable aléatoire X.

L’espérance conditionnelle étant définie comme ’espérance de la loi conditionnelle,
elle hérite des propriétés usuelles de ’espérance :
a) E(aY +0Z|X)=aE(Y|X)+bE(Z|X)
b)) E(Y|X)>0siY >0
¢) E(11X)=1.
De plus,
E (Y g(X)| X) = g(X)E(Y | X) (3.18)

est une généralisation de ’égalité a) ci-dessus, au cas ol a = g(X), qui doit étre
considéré “ comme une constante ” dans le calcul de I’espérance conditionnelle sachant
X. (X est fixée comme une donnée connue a priori.)
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Théoreme 3.33 Si Y est intégrable, alors E(Y | X) est intégrable, et

E(E(Y | X)) = E(Y).

Preuve. Nous avons

waz ) px (x:) Zpr‘X i (y;) px (ws)

_ZyijY JCMJJ Zyij y] (Y)

0,J

Nous avons utilisé ici le théoreme de Fubini pour les séries. La justification de
lintégrabilité de ¥(X) et du théoréme de Fubini sont montrées en utilisant le méme
calcul que ci-dessus ot on a remplacé y; par |y;|. (|

Ce résultat permet de calculer E(Y) en conditionnant par une variable auxiliaire X :
=Y E(Y|X =) P(X =)

Il généralise la formule des probabilités totales de la proposition 2.27, qui correspond
iciaY =14 et B; ={X =2;}.

EXERCICE 3.1 Le nombre N de voitures passant devant une station d’essence en
un jour suit la loi de Poisson de parametre A > 0. Chaque voiture décide de s’arréter
a la station avec probabilité p indépendamment des autres. On note K le nombre de
voitures qui s’arrétent a la station. Trouver E(K).

Solution : Nous avons py(n) = ?:,l e et pKIN=n(k) = () p*(1 = p)"~*. Don
E(K|N =n) =3, kpKI¥="(k) = np, soit E(K|N) = pN. D’apres le théoréme
3.33, E(K) =E(E(K|N))=E(Np) =pE(N) =pA, puisque A = E(N).

3.5.4 Variables aléatoires indépendantes

Remarque : Les formules (3.13) et (3.14) expriment les lois marginales Px et Py de
X et de Y en fonction de la loi Pz de Z. L’exemple suivant illustre que la connaissance
des lois marginales ne suffit pas, en général, a retrouver la loi de Z = (X,Y).

Exemple 3.34 Considérons une variable aléatoire Z qui vaut (1,1) et (—1,—1) avec
probabilité &, et (1, —1) et (—1,1) avec probabilité 52, ot p €0, 1[. Alors, les variables
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aléatoires X etY prennent les valeurs 1 et —1 avec probabilité %, et leur loi ne dépend

done pas du paramétre p €]0, 1] choisi. Pour le voir, nous avons calculé par ezemple

P(X = 1) = B(Z = (1,1)) + P(Z = (1, 1)) = %

Il convient alors d’étudier le cas ot 'information sur X ne change rien a la loi de Y,
généralisant ainsi la notion d’indépendance introduite pour les événements.

Définition 3.35 Les v.a. X et Y sont dites indépendantes si pour tous événements
AC X, BC elles vérifient

P(Xe€A YeB) = P(XeAPY € B). (3.19)
Rappellons que P(X € A, Y € B) =P{X € A}n{Y € B}) =P(X € AetY € B).

Proposition 3.36 Il y a équivalence entre :
(i) Les v.a. X et Y sont indépendantes, de lois respectives Px et Py .
(ii) On a P(Z = (z4,y;)) = P(X = 2;,)P(Y = y;) = p* p}/ pour tous x; € X, y; € Y.

(iii) On a p;

= p}-/ pour tout y; € Y et tout x; € X tel que pX > 0.
Remarque 3.37 (iii) signifie que la loi conditionnelle de Y sachant X = x; est égale
a la loi marginale de Y, ce qui correspond bien a I’idée intuitive d’indépendance. Bien
entendu, comme la définition 3.35 de I'indépendance est symétrique en X et Y, nous
pouvons ci-dessus échanger les v.a. X et Y.

Preuve. Pour obtenir (i)=-(ii) il suffit de prendre A = {z;} et B = {y;} dans (3.19).
Inversement, supposons (ii). En sommant par paquets dans la série & termes positifs,
nous obtenons pour AC X et BC Y :

P(XEA YEB) = P(ZeAxB)= Y  P(Z=(z.y))
(xs,y;)€EAXB

o> =) p Y p =RP(X € AP €B),

r;€Ay;EB ;€A y,€B

et (i) s’en déduit. Enfin, I’équivalence (ii)<(iii) provient de la définition 3.28. O

Proposition 3.38 Supposons les v.a. X etY indépendantes. Soient f et g deux fonc-
tions réelles sur X et ) respectivement, telles que f(X) € L' et g(Y) € L. Alors le
produit f(X)g(Y) est aussi intégrable et vérifie

E(f(X)g(Y)) = E(f(X)) E(9(Y)). (3.20)
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Preuve. Exactement comme dans la démonstration précédente, nous pouvons écrire

S @)l = >, |f@)al)pp)

(zi,y;)EXXY T, €EX,y; €Y
= <Z |f($i)|17;'x> > lawilp) |
x,€X y; €Y

qui est fini par hypothese. Par suite, la variable aléatoire f(X)g(Y) est intégrable.
En utilisant alors (S8) (section 2.4.4), la méme démonstration montre que les égalités
ci-dessus sont également vérifiées en enlevant les valeurs absolues, ce qui donne bien
(3.20). O

Exemple 3.39 Considérons n v.a. de Bernoulli (X;)!_, indépendantes et de pa-
rameétre p €]0,1[. Soient x; € {0,1}, pour i € {1,...,n}. La probabilité que la suite
(X1,...,Xn) soit égale a (x1,...,2,), vaut

P(X; =2;,1<i<n)=TI",p% (1 —p)l™% =p=® (1 —p)" X (3.21)

et nous retrouvons les résultats donnés au chapitre 2 (modéles d’urnes).

Exemple 3.40 On admet que le nombre de clients dans un bureau de poste pen-
dant une journée est une v.a. de Poisson de paramétre A > 0. Soit p la probabi-
lité qu’une personne entrant dans le bureau de poste soit une femme. Dans ce cas,
le nombre de femmes X et celui des hommes Y parmi les clients quotidiens sont
des v.a. indépendantes, et suivent des lois de Poisson de paramétres respectifs Ap et
A(1 = p). Pour s’en assurer, le lecteur pourra utiliser les calculs de l'exemple 3.1.

3.5.5 Somme de v.a. indépendantes

Les résultats suivants concernent la loi d’une somme de variables aléatoires
indépendantes. Ce sont des résultats tres utiles dans la pratique.

Proposition 3.41 Supposons que X et Y sont deux v.a. a valeurs dans Z. et notons
Z = (X,Y). Alors

P(X+Y =i) = Y P(Z=(,i—j) = Y P(Z=(i—37j) (3.22)
JEL JEL
En particulier st X et'Y sont indépendantes, on a

PX+Y =i) = Y PX=j)PY =i-j) =Y PX=i—jPY =j). (3.23)
JEL JEZ
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La loi de X +Y est donc obtenue grace a un calcul de convolution discréte.

Preuve. (3.23) découle immédiatement de (3.22) et de (ii) de la proposition 3.36. Pour
(3.22), il suffit d’appliquer (2.3) et le fait que {X +Y = i} est la réunion des ensembles
deux-a-deux disjoints {X = j,Y =i — j} pour j € Z, et aussi des {X =i— 5, Y = j}
pour j € Z. (|

Remarque 3.42 Ces formules peuvent se généraliser a la somme de n variables
aléatoires indépendantes. En particulier, (3.21) entraine que la somme S = X; +
.-+ + X,, de n variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parametre p
suit une loi binomiale B(n, p).

Ainsi, la loi binomiale B(n,p) peut &étre interprétée comme la loi de la somme de n
variables aléatoires indépendantes, de loi de Bernoulli de parametre p.

Proposition 3.43 Supposons les v.a. X et Y indépendantes, a valeurs dans N, et
U=X+Y. Notons Gx, Gy et Gy les fonctions génératrices de X, Y et U. Nous
avons alors pour tout s € [0, 1]

GU(S) = Gx(s) Gy(s) (3.24)

Preuve. 1l suffit de remarquer que pour s € [0,1], Gy(s) = E(sY) = E(s*+Y) et
Gx(s) =E(s¥) et Gy (s) = E(sY), et d’appliquer (3.20). O

Ce résutat permet d’identifier dans certains cas tres facilement la loi d’une somme
de variables aléatoires.

Exemple 3.44 Soient X etY des v.a. indépendantes de loi B(n,p) et B(m,p) (avec
le méme paramétre p). D’aprés (3.10), U = X +Y vérifie

Gu(s) = (L=p+ps)"(L—p+ps)™ = (L—p+ps)"™™.
En appliquant encore (3.10) et la proposition 3.17, nous en déduisons que X +Y suit

la loi binomiale B(n + m, p).

Exemple 3.45 Soient X etY des v.a. indépendantes de loi de Poisson de paramétres
respectifs 0 et (. D’aprés (3.12), U = X +Y vérifie

Gu(s) = €671 =) = 0+ (s=1)

de sorte que X +Y suit la loi de Poisson de parametre 6 + (.
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3.6 Exercices sur le chapitre 3

EXERCICE 3.2 Un sauteur tente de franchir des hauteurs successives numérotées
1,...,n,.... On suppose que les sauts sont indépendants les uns des autres, et que
P( le sauteur réussit son n-iéme saut) = +

n’

Soit X le dernier saut réussi. Quelle est la loi de X ? Calculer E(X), Var(X).
EXERCICE 3.3 Si X est & valeurs dans N, montrer que E(X) = Y72 (P(X > k).

EXERCICE 3.4 Le nombre d’accidents N en une semaine dans une usine est
aléatoire d’espérance m et de variance o2. Le nombre d’individus X blessés dans
un accident est aléatoire, d’espérance p et de variance 72. Tous ces événements sont
supposés indépendants.

Donner la fonction génératrice du nombre Y d’individus blessés par semaine, en fonc-
tion des fonctions génératrices de N et de X. En déduire la valeur des espérance et
variance de Y, en fonction de m, o2, u et 72.

EXERCICE 3.5 On étudie le flux de véhicules durant une tranche horaire donnée
a un raccordement de routes, décrit dans le dessin ci-dessous.

X

S=X+Y
Y
On note X (respectivement Y'), le nombre de véhicules empruntant la premiere (res-
pectivement la deuxiéme) branche, et donc S = X + Y véhicules empruntent I’auto-
route apres le raccordement. X et Y sont modélisées par des variables aléatoires de
loi de Poisson de parametres respectifs A > 0 et p > 0. Les variables aléatoires X et
Y sont supposées indépendantes.

Déterminer la loi de S et I'espérance conditionnelle de X sachant S.

EXERCICE 3.6 Soit Z le nombre d’enfants d’une famille; X le nombre de filles
et Y le nombre de gargons. Nous supposons que la probabilité qu’une famille ainsi
choisie possede k enfants dont n filles, est donnée par :

e~2 2k (0,52)™ (0,48)k—"
Pen=P(Z=kX=n)= 10k = )1 1o<n<k}-
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1) Montrer que Z et X ne sont pas indépendantes mais que Y et X le sont.
2) Donner la loi conditionnelle de X sachant Z = k. En déduire ’espérance condi-
tionnelle de X sachant Z.

EXERCICE 3.7 Considérons un jeu de Pile ou Face, qui associe 1 a Pile et 0 a
Face. On appelle X, le résultat du n-iéme lancer et on suppose que

P(X,=1)=p, ou pe€0,1].

1) Les événements A, = {X,,_1 # X, }, pour n > 2, sont-ils indépendants ? Discuter
selon p.
2) On introduit la variable aléatoire T' définie par

T(w) = inf{n, Xo-1(w) # Xn(w)}

si cet ensemble est non vide et T'(w) = +oco sinon.

a - Calculer P(T = n).

b - Montrer que P(T' < +00) = 1.
3) On désigne par X7 la variable aléatoire définie par X7 (w) = Xp(,)(w).
Quand a-t-on P ((X7, X741) =(1,0)) =P (X7, Xr41) = (0,1))?

EXERCICE 3.8 Probabilités de Gibbs sur un systéme fini.

Rappel : Considérons ¢ une fonction strictement convexe, et pour ¢ € {1,...,n}, des
réels x; et des réels positifs a; dont I'un au moins est non nul. Alors

()< 5

avec égalité si et seulement si tous les x; sont égaux.
1) Soit un espace de probabilité fini Q = {w;,i = 1,...,n} de cardinal n. On notera
p une probabilité p = {p;, i = 1,...,n} sur Q et on définit son entropie :

Zp wi)Inp(w;) = Zpllnpl

1-a) Vérifier que ¢ : [0,1] — [0, +00[, ¢(t) = —tlogt est strictement concave.

1-b) Montrer que H(p) = 0 si et seulement si p est une mesure de Dirac sur .

1-¢) Montrer que H(p) < In|Q| = Inn.

2) Considérons une variable aléatoire réelle U, supposée non constante, et pour p une
probabilité sur €2, nous noterons (U), son espérance et Var,(U) sa variance. Nous
appellerons fonction de partition associée a ’énergie U la fonction

B)y=> e PV geR.
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e~ BU(w;)

La probabilité de Gibbs associée est définie pour chaque w; par pg(w;) := Zo
2-a) Que vaut In Z(0) ?
2-b) Montrer que quand 3 tend vers 400, pug devient une probabilité uniforme sur
Iensemble Q. := {w; U(w) = ming U}, et que lorsque § — —oo, pug devient une
probabilité uniforme sur Q... := {w; U(w) = maxq U}. En déduire que

lim (U)y, =minU ; lim (U),, = rnng. (3.25)

B—+o00 Q B——o0
2-¢) Montrer que 'application définie sur R par § — In Z(f) est de classe C* et que
(InZ)'(B) = —(U)yu, ; (In2)"(B) = Var,,(U).

En déduire que la fonction S+ In Z(3) est strictement convexe.
3) Notre but est de rechercher une probabilité p sur € qui maximise 'entropie p —
H(p) et telle que (U), = E, ou E € |ming U, maxq U] est donné.

On admet que, par un théoreme de Lagrange, p est un extremum de la fonction
p=(i;i€f{l,....n}) = F(p):== Hp) = B({U)p = E) =AY _pi
i=1

ou [ est un parametre a déterminer par la contrainte (U), = E et A un parametre
a déterminer par la contrainte que p est une probabilité. Ces parametres sont les
“multiplicateurs” de Lagrange.

3-a) Montrer qu’il existe un unique 3 = B(E) € R tel que (U),, = E.

3-b) Supposons que ppg maximise 'entropie. Montrer qu’alors son entropie vaut

H(us) = n Z(8) + B E.

3-c) Montrer que la fonction p — H(p) — S(U), — In Z(B) est négative ou nulle, et
qu’elle est nulle si et seulement si p = pg.

En déduire que g est bien un maximum et que c’est en fait 'unique maximum.






Chapitre 4

Espérance mathématique de
variables aléatoires réelles

Je crois au hasard avec une obstination constante; c’est méme cela qui fait que
lorsque je vois, je vois comme personne d’autre...

Nicolas de Stael.

4.1 Probabilité uniforme et mesure de Lebesgue

Dans ce paragraphe, nous découvrons les difficultés importantes que ’on rencontre
dans le cas de l'espace fondamental 2 = [0,1]¢ muni de sa tribu Borélienne Big 1ja-
Le cas unidimensionnel [0,1] est 'exemple le plus simple d’un ensemble infini non
dénombrable. Nous allons voir en particulier qu’il n’est pas possible de construire
une probabilité uniforme qui s’étend sur P([0,1]), justifiant ainsi le besoin crucial
d’introduire des tribus plus petites que P([0, 1]).

Pour définir une probabilité uniforme X : Bjg1;; — [0, 1], il est naturel de com-
mencer par le sous-ensemble Ay C Byg 1] constitué des parties A CJ0,1] de la forme

A =Ui<i<nlai,b] pour neNet0<a; <bh <...<a,<b, <1l (41)

Le candidat naturel pour une probabilité uniforme se doit d’étre défini sur A4y par :

Mo(A) = Z(bz —a;). pour tout A€ Ay dela forme (4.1). (4.2)
i=1

67
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L’objectif est maintenant d’obtenir une probabilité A sur By 1j qui soit une extension
de Ag, c’est-a-dire A vérifiant les propriétés de la définition 2.9 et A(A) = A\g(A) pour
tout A € Ag.

Théoréme 4.1 (admis) Il existe une unique probabilité X sur ([0,1], By 1)) qui soit
une extension de lapplication Ao de (4.2).

Cette probabilité est appelée mesure de Lebesgue sur [0, 1] et a la propriété de
ne pas charger les points, c’est-a-dire A({z}) = 0 pour tout = € [0, 1]. Le résultat
précédent repose sur l'application d’un résultat difficile de la théorie de la mesure
dont nous rappelons I’énoncé dans le cadre d’une probabilité.

Théoréeme 4.2 (Caratheodory, admis) Soient
— Ag une algébre sur Q (c’est-a-dire vérifiant (A1)-(A2) et (A3); des définitions
2.2 et 2.3),
— et up : Ao — [0,1] une fonction vérifiant les conditions de o—additivité et
de masse totale unitaire de la définition 2.9.
Alors il existe une unique probabilité p sur A = o(Ap) telle que pn = pg sur Ag.

L’ensemble de cette construction s’étend au cas multidimensionnel.

Théoreme 4.3 (admis) Pour tout entier d > 1 fizé, il existe une unique probabilité
A définie sur B 1)a qui coincide avec le volume sur les pavés :

AN Jai, b)) =TIy (b; — a;), pour tous 0<a;<b; <1, i=1,...,d.

Cette probabilité \ s’appelle la mesure de Lebesgue sur [0,1]9.

La probabilité uniforme sur un ensemble borélien borné V de R? d’intérieur non
vide se définit comme suit. La bornitude de V assure I’existence d’une constante > 0
telle que 7V C [0,1]¢. On peut alors définir la probabilité uniforme sur V par :

ArA)
A(rV)

Py (A) = pour tout A € By.
(On peut vérifier que le résultat ne dépend pas du choix de r). La probabilité que le
résultat tombe dans une partie A de V est proportionnelle au volume de cette partie.
Sin =1 et A est un intervalle, le volume est la longueur de l'intervalle. Le cas de la
loi uniforme sur [a, b] est donc le cas particulier ot V' = [a, b].

Enfin, cette construction s’étend sur R? et permet de définir une mesure (de masse
infinie) sur 'espace (RY, Bra) qui coincide avec le volume sur les pavés.
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Théoréme 4.4 (admis) Pour tout entier d > 1 fizé, il existe une unique mesure A
sur (R%, Bra), appelée mesure de Lebesgue sur RY, telle que

ML Jai, b)) =T (b; — a;), pour tous a; <b;, i=1,....d.

La mesure X est invariante par translation : pour tout B € Bga et b € R%, on a
A(b+ B) = A\(B).

Pour aller plus loin...

Remarque 4.5 Il n’est pas possible d’étendre la probabilité A a P([0,1]). En parti-
culier, By,11 € P([0,1]). Nous allons en effet définir un ensemble (dit de Vitali) qui
ne peut étre mesuré par la probabilité A définie dans le théoréme 4.1.
— On introduit la relation d’équivalence sur [0,1] : x ~y si x —y € Q. On note
(A;)ier les classes d’équivalence.
— FEn invoquant l’aziome du choiz (car I non dénombrable), on identifie chaque
A; avec x; € A;, et on note B := (x;);cr.
— On introduit By, := 1, + B, 0t (ry)ney = QN [—1,1]. Alors
— Les (By), sont deuz ¢ deux disjoints. En effet, si x € B, N By, alors il
existe iy, €t i, tels que x =1, +x;, =1 +xy, ce qui implique que x;, ~ Zi,,
donc x;, = x;, et n=p.
— Pour tout x € [0,1], il existe i tel que x € A;, donc x = z; + r pour un
certain rationnel r € QN [—1,1]. Donc

0,1 C UpB, C [-1,2].

— On fait un raisonnement par l’absurde. Supposons que B est mesurable. Alors
A(Br) = A(B) pour tout n car la mesure de Lebesque A est invariante par
translation, et d’une part

1= X[0,1]) < > ABn) = >_AB),
n>1 n>1
ce qui implique que A\(B) > 0, et d’autre part
n>1 n>1

ce qui implique que A(B) = 0. Il y a contradiction, ce qui montre que B n’est
pas mesurable.

4.2 Variables aléatoires dans R?

Les v.a. que nous considérons maintenant peuvent étre & valeurs dans R? tout en-
tier (ou, dans ce paragraphe, dans n’importe quel espace topologique). Comme dans
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le chapitre précédent, nous souhaitons pouvoir évaluer les chances de réalisation
d’événements du type X ~1(B) = {X € B} pour tout B € Bga. Cela nous conduit &
la définition suivante.

Définition 4.6 Soit €2 'espace fondamental muni de la tribu A des événements. On dit
que X : (2, A) — (R?, Bga) est une fonction mesurable ou une variable aléatoire si
X~1(B) € A pour tout B € Bga.

Dans le cas ot  est fini ou dénombrable et muni de la tribu A = P(Q), toute
application de (Q2,.A) dans (R? Bga) est une variable aléatoire, comme on I’a défini
dans le chapitre précédent.

Exemple 4.7 (i) Soit A C Q. Alors X = 14 (lindicatrice de A) est une v.a. si et
seulement si A € A (A mesurable). En effet pour B € Bg, on a X~ *(B) est égal ¢ 0,
A, A€ ou Q selon que BN {0,1} est égal a 0, {1}, {0} ou {0,1}.

(ii) Une fonction continue f : (R? Bpa) — (RY, Bgar) est mesurable. En effet,
limage réciproque de tout ouvert de R est un ouvert de R?, donc un élément de Bga.

Plus généralement, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.8 (i) Soient X est une variable aléatoire & valeurs dans R? et
f:RY — RY mesurable (par rapport auz tribus Boréliennes). Alors f(X) est une
variable aléatoire.

(ii) Soit X : Q — R. Alors X est une v.a. ssi X (] — 00, a]) € A pour tout a € R
ssi X 1([a,a[) € A pour tout a € R.

(iii) Soit (X )nen+ une suite de v.a. réelles (a valeurs dans R). Alors

inf X,,, supX,, liminf X,, =sup inf X,, et limsup X, = inf sup X,
n>1 n>1 n n>1 p>n n nleZn

sont des variables aléatoires. En particulier, si la suite (Xn (w))n est convergente pour
tout w € ), alors lim,, X,, est une variable aléatoire.

Preuve. Pour le (i), il suffit de remarquer que pour tout B € Bz, ona f~(B) € Bga
d’apres la mesurabilité de f et Y 1(B) = X' (f~(B)) € A d’aprés la mesurabilité
de X.

Pour le (ii), notons R = {B € Bg : X (B) € A}. Comme l'image réciproque X ~*
commute avec la réunion, l'intersection et le passage au complémentaire, il est clair
que R est une tribu contenue dans Bg. Alors, si R contient les intervalles | — oo, a]
pour tout a € R, on déduit dela proposition 2.8 que R = Bgr. On utilise le méme
argument pour montrer la deuxieme équivalence.
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Enfin, pour (iii), il suffit de remarquer que pour tout a € R, on a {sup,, X, < a} =
Nn{Xn < a} € A, et on applique le résultat de (ii). On utilise un argument similaire
pour inf,, X,,. En appliquant ces deux résultats successivement, on déduit la mesu-
rabilité de liminf,, X et limsup, X. Enfin, si (Xn(w))n est convergente pour tout
w €, on alim, X,, = liminf, X = limsup,, X est une variable aléatoire. O

4.3 Espérance des v.a. réelles

Dans cette partie, nous généralisons la notion d’espérance introduite au Chapitre
3 & toutes les v.a. réelles “pas trop grandes” (en un certain sens). L’idée naturelle est
de se ramener au chapitre précédent en approchant X par une suite de v.a. prenant
un nombre fini de valeurs.

Remarque fondamentale : Il est important de comprendre ici que I'on connait bien
I'espace d'arrivée d'une v.a. réelle (R) mais qu'on connait mal son espace de départ
('espace abstrait ). L'idée majeure, qui est a la base de la théorie de I'intégration de
Lebesgue, est d'approcher nos v.a. par une suite obtenue par découpage de 1’espace
d’arrivée, et non pas de I'espace de départ (comme dans le cas de I'intégrale de Rie-
mann).

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion d’intégrale de Lebesgue sur un
espace abstrait muni d’une mesure de probabilité P. Cependant, tous les arguments
sont en fait valable dans le cadre plus général d’un espace (€2,.A) muni d’une mesure.

4.3.1 Espérance de v.a. positives

Définition 4.9 Une v.a. Y est dite étagée si Y () est fini, c'est-a-dire qu'elle prend
un nombre fini de valeurs Y (Q) = {y1,...,y,} et on a

Y = Zyi]‘Aw avec Ai = {Y = yt}
i=1

On note &, I'ensemble des v.a. étagées positives.

Notons également L° l’ensemble des v.a. réelles, et Lgr le sous-ensemble des
v.a. réelles positives. D’apres (3.1), l'espérance d’une v.a. étagée est donnée par

E(Y) = Z yP(Y =y) pourtout Y €&;. (4.3)
yeEY (Q)
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Ici, il est commode d’autoriser la valeur 400 pour Y, et on utilisera les regles de calcul
0 x 0o = 0o x 0 = 0. Nous étendons a présent la définition de I'espérance a I’ensemble
LY des v.a. positives.

Définition 4.10 Pour X € Lg, I'espérance de X par rapport a P est définie par
E(X) = sup{E(Y) : Ye&ietY <X}.

L’ensemble {Y € &, : Y < X}, dont la borne supérieure définit ’espérance,
contient la fonction nulle. Notant par |-] la partie entiere (le plus grand minorant
entier), on peut aussi construire des éléments non triviaux en introduisant la fonction

an(z) =nA27"2%x], x€R.
En effet, pour tout X € LY :
Y, = an(X),n € N*, définit une suite croissante de £, qui converge vers X. (4.4)

Une illustration de l'approximation de X par la suite de v.a. étagées Y,, = ay,(X)
est donnée par la figure 4.3.1. Nous verrons un peu plus loin (Remarque 4.14)
que cette approximation permet de donner une définition équivalente de I'espérance
mathématique.

La définition de I'espérance implique immédiatement que
E(cX) = cE(X) pourtous c€Ry et X € LY, (4.5)

ainsi que la propriété de monotonie suivante.

Lemme 4.11 Soient X1, X5 € L(_)‘_. Si X1 < Xo, alors 0 < E(X7) < E(X3). De plus
E(X;) =0 si et seulement si X1 =0 P—p.s.

Preuve. Pour la premieére partie, il suffit de remarquer que {Y € &, : YV <
X1} ¢ {Y € & : Y < X3} Pour la deuxiéme partie de I’énoncé, rappelons que
P(X > 0) = lim t P(X > n~!) d’aprés la proposition 2.12. Si P(X > 0) > 0, on
aP(X >n"!) > 0 pour n assez grand. Alors X > Y = nill{x>n71} € &4, et on
déduit de la définition de l'intégrale que E(X) > E(Y) = n~'P(X >n~1) > 0. O

Le résultat a la base de la théorie de l'intégration est I’extension suivante de la
propriété de convergence monotone de P énoncée dans la proposition 2.12.

Théoréme 4.12 (convergence monotone) Soit (X,), C LY une suite croissante
P—p.s., i.e. pour toutn > 1, X,, < X, 41, P—p.s. Alors

E(lim1 X,) = lim1E(X,).
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Preuve. On procede en deux étapes.

1) On commence par supposer que la suite est monotone X,, < X,,41 sur Q (et non
seulement p.s. c’est & dire sur une partie de mesure pleine de Q).

On note X := lim 1 X,,. D’apres le lemme 4.11, la suite des espérances (E(X,))n
hérite la croissance de la suite (X,), et est majorée par E(X). Ceci montre I'inégalité
lim 1+ E(X,) < E (lim 1 X,,). !

Pour l'inégalité inverse, montrons que limt E(X,) > E(Y) pour toute v.a. de &y,
Y = Zle a;la, € &4 < X. Pour ¢ € [0, 1], on déduit du lemme 4.11 et de (4.5) que :

k
E(Xn) > E(Xn]-{XanY}) > CE(Y]-{X"ZCY}) = CZCLZIP(AZ N {Xn > cai}).
i=1
En utilisant la propriété de convergence monotone des mesures d’ensembles énoncée
dans la proposition 2.12 (i), on obtient alors :

lim t E(X,) > cZaz ;) =cE(Y) — E(Y) quand ¢ — 1.

2) Dans le reste de la preuve, on veut passer de la monotonie de la suite (X,,), sur
& la monotonie P—p.s. Pour cela, introduisons Qp = {w € Q : (X,,(w)),, croissante} et
la suite croissante (sur 2) X, X, = X, 1q,. La premiere étape de cette preuve s’applique
3 la suite (X,,), alors il sufﬁt de montrer que E(X,,) = E(X,). Comme X, < X,,
Pinégalité E(X,,) < E(X,,) découle du lemme 4.11. Pour tout ¢ > 0, il existe Y7 € &,
tel que Y7 < X, et E(Y;7) > E(X,) — . Notons Y = Yilg,. Alors Y2 € £, et
vérifie Y2 < X,. Alors, ]E(YE) E(X ). Comme ]E(YE) = E(Y,5), on déduit que
IE(X)SE(Yf)—l—&SIE(X)—i—E\E( n) pour € N\, 0. O

Remarque 4.13 Par le méme argument que l’étape 2 ci-dessus (approzimation par
les fonctions étagées (4.4) et utilisation du théoréme de convergence monotone), on
montre facilement que :

(i) Pour X1,X5 € LY telles que X1 = X5 P—p.s., on a E(X;) = E(X>). En particu-
lier, pour toute constante a € R,

Si X=aP—-ps alors EX]=a.
(11) Pour Xl,XQ S L(_),'_, on a E(Xl + XQ) = E(Xl) —|—E(X2)

Remarque 4.14 (Définition équivalente de ’espérance) Une conséquence di-
recte du théoréme de convergence monotone 4.12 (n'utilisant en fait que l'étape 1
de la prewve) est que l’espérance peut étre définie de maniére équivalente par :

E(X) = lim 1 E(an(X)) pour tout X € LS_,

1. Pour une premiere lecture, la premiere étape de cette preuve sera suffisante pour ’ensemble
des résultats de ce chapitre.
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FIGURE 4.1 — Découpage “a la Riemann” (& gauche) ou “a la Lebesgue” (& droite), en 16
intervalles de méme longueur de ’abscisse ou de I’ordonnée, respectivement.

ot o, (X) est Uapproximation de X introduite dans (4.4) qui approzime X par un
découpage de l’espace d’arrivée. On aurait pu en fait utiliser n’importe quelle approxi-
mation monotone, la limite est toujours la méme, a savoir l’espérance.

4.3.2 Espérance de v.a. réelles

Pour une v.a. X € L% on introduit les v.a. XT = max{X,0} et X~ :=
max{—X,0} si bien que [X|=XT+ X et X =Xt - X",

Définition 4.15 Une v.a. X € LY est dite P—intégrable si E(|X|) = E(XT) +
E(X ™) < oo. Dans ce cas, son espérance est définie par

E(X)=E(X") —E(X~) notée aussi /QX(w)]P’(dw).

On note par L! I'ensemble des v.a. P—intégrables (ou L'(, A, P) s'il convient de préciser
I'espace de probabilité sous-jacent).

On voit immédiatement que L' est un espace vectoriel et que
E(aX +b0Y) = aE(X) +bE(Y) pour tous X,Y € L'eta,bcR.  (4.6)
Ceci est une conséquence immédiate de la validité de (4.5) et de la remarque 4.13

pour les v.a. positives.

Remarque 4.16 Les fonctions Riemann intégrables sont Lebesgue intégrables. La
réciproque n'est pas vraie (par exemple, la fonction f = 1gn(o,1] est Lebesgue-intégrable,
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mais n'est pas Riemann-intégrable). Montrons ceci dans = [0, 1] muni de la mesure
de Lebesgue . Soit f une fonction Riemann integrable bornée sur Q d’intégrale (au
sens de Riemann) fol f(z)dz. Alors f est Lebesgue intégrable et E(f) = fol f(z)dz.
Si f est une fonction en escalier, ce résultat est trivial. Pour une fonction Riemann
intégrable bornée f arbitraire, on peut trouver deux suites de fonctions en escalier
(gn)n et (hy)n respectivement croissante et décroissante telles que g, < f < h,, et

1 1
inf/o (gn — hp)(z)dx = lim (gn — hn)(z)dz = 0.

n n—oo 0
Sans perte de généralité, on peut supposer h,, < 2max |f|. Les fonctions f, :=sup,, gn
et f* := inf, h, sont boréliennes, et on a f, < f < f*. D’apres théoreme 4.12 de

convergence monotone :

0< E(f* - f*) = E(lnf(hn - gn)) < H?}LfE(hn - gn) =0,

et par suite f = f* = f,. Enfin, E(f,) = lim 1 E(g,,) = lim 1 fol gn(z)dx = fol f(x)dx.

Remarque 4.17 Les outils développés tout au long de ce paragraphe me sont pas
spécifiques aux probabilités, et s’écrivent exactement de la méme maniére pour les me-
sures, c’est-a-dire les fonctions o—additives de A dans Ry (sans condition de masse
totale unitaire). Par exemple, les mémes arqguments (fonctions étagées, puis conver-
gence monotone pour les fonction positives, puis décomposition en partie négative et
positive) permettent de définir ’intégrale par rapport & la mesure de Lebesgue (intro-
duite dans le théoréme 4.4) :

, f@)A(dx) = /Rd f(x)dzy ...dxg pour tout f € LY UL (N),

et le théoréme /.12 est valable dans ce cadre.

Pour aller plus loin...

On peut lever une source d’ambiguité concernant ’espérance d’une variable
aléatoire réelle X. Pour cela, utilisons la notation plus précise L'(A) qui met en
évidence la dépendence par rapport a la tribu A. Pour X € L!'(A) et une partie
A € A, on peut définir espérance de X1 4, soit en intégrant la restriction X4 = X4
par rapport a la restriction P4 de P a ’espace mesurable (A4, 44), o A4 est la
o—algebre définie par 44 = P(A) N A.

Proposition 4.18 Pour tout X € L'(A) et A€ A, on a E(X1,4) =E4(X4).

Preuve. Tout d’abord, cette propriété est vraie pour les fonctions X = 1, B € A,
puisque dans ce cas E(1gl4) = P(ANB) = E4 (1p|4). Par linéarité, cette égalité
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reste vraie pour les fonctions étagées, puis par convergence monotone pour les fonc-
tions mesurables positives. Enfin, pour X € L!(A,P), on décompose X = X+ — X,
et on obtient le résultat voulu en appliquant I’égalité & X+ et X . O

4.4 Variables aléatoires de carré intégrable

4.4.1 Variance et Covariance

Outre l'espace L', nous définissons aussi, comme au Chapitre 3, I’espace L? des va-
riables aléatoires X dont le carré X2 est dans L'.

Définition 4.19 Une v.a. réelle X est de carré intégrable si la variable aléatoire X2 est
intégrable, c’est-a-dire si son espérance E(X?) est finie.

Proposition 4.20 L? est un sous-espace vectoriel de L', et si X € L?,

[E(X)] <E(X]) < VE(X?).
La preuve est identique a celle de la proposition 3.11.

Définition 4.21 La variance d'une v.a. réelle X € L? est Var(X) = E((X —
E(X))?), notée aussi 0%, ou o2 s'il n'y a pas d'ambiguité. Sa racine carrée positive

ox = /Var(X) s'appelle ’écart-type de X.

De méme que 'espérance a été comparée au centre de gravité d’un ensemble de masses,
la variance peut étre rapprochée du concept mécanique de moment d’inertie (par
rapport & ’espérance).

Remarque 4.22 Soit X € L2,
(i) En utilisant la linéarité de l’espérance, nous obtenons encore la formule de Huy-
gens : “la variance est égale a la moyenne des carrés moins le carré de la moyenne”

Var(X) = E(X?) - E(X)?. (4.7)

(ii) Var(X) = 0 si et seulement si X = E(X), P—p.s. La condition nécessaire découle
du lemme 4.11. La condition suffisante est évidente.
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Remarquons que si X et Y sont dans L?, la variable aléatoire XY est dans L. En effet,
il suffit d’écrire | XY| < 2(X?% 4 Y2). Nous pouvons alors définir la notion suivante.

Définition 4.23 La covariance de deux v.a. X,Y € L? est :
Cov(X,Y)=E (X —E(X))(Y —E(Y))). (4.8)

Si Var(X)Var(Y) > 0 (i.e. X,Y ne sont pas constantes, P—p.s.), le coefficient de
corrélation est le nombre

Cov(X,Y
(X)) = oY) (4.9)
Var(X)Var(Y)
Par linéarité de ’espérance, nous obtenons

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y), (4.10)

qui est extension de la formule de Huygens ci-dessus car Var(X) = Cov(X, X). On
obtient aussi que la covariance est une forme bilinéaire sur ’espace vectoriel des v.a. de
carré intégrable, et nous avons

Cov(aX +b,d'Y +V') = ad’Cov(X,Y) pour tous a,d’,b,b" €R.
En particulier,
Var(aX + b) = a® Var(X), (4.11)

et nous déduisons pour des v.a. non constantes P—p.s. que p(X,Y) = p(aX +b,d'Y +
b') lorsque aa’ > 0.

Enfin, si Xi,..., X, € L? alors . | X; € L? et

Var(Xy 4.4+ X,) =Y Var(X;)+2 Y Cov(X;, X;). (4.12)
=1

1<i<j<n

Remarque 4.24 Pour une v.a. X € L? non constante P—p.s.

X - E(X)

0x

est d’espérance nulle et d’écart-type 1.

Nous dirons que cette v.a. est centrée et réduite.

La notion de variance s’étend aux vecteurs aléatoires comme suit. Dans la suite |.|
désigne la norme Euclidienne dans R™, T 'opérateur de transposition et - le produit
scalaire correspondant.
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Définition 4.25 X = (Xy,...,X,,)7 : Q@ — R™ est appelé vecteur aléatoire si ses
composantes X; sont des v.a. réelles. Un vecteur aléatoire sera toujours considéré sous
forme de vecteur colonne dans R”.

(i) On dit que X est intégrable, et on note X € L', si |X| € L' (ou de manitre
équivalente X; € L' pour tout i = 1,...,n). Son espérance est donnée par le vecteur
espérance E(X) = (E(X31),...,E(X,))T.

(i) On dit que X est de carré intégrable, et on note X € L?, si | X|? € L' (ou de manigre
équivalente X; € L? pour tout i = 1,...,n). Dans ce cas, sa matrice de variance ou
de covariance est la matrice de taille nxn symétrique Var(X) = (Cov(X;, Xj))lgi,jgn'
(iii) Soit Y un deuxieme vecteur aléatoire a valeurs dans R%. Si X et Y sont de carré
intégrable, leur covariance est définie par

Cov(X,Y) = E((X —EX)(Y —EY)T),

C'est une matrice réelle de taille n x d de composantes Cov(X,Y);; = Cov(X,,Y;), 1 <
i1 <mn,1<j<d. En particulier, Cov(X, X) = Var(X) et Cov(Y,X) = Cov(X,Y)T.

Proposition 4.26 Pour un vecteur aléatoire X dans R™, la matrice Var(X) est
symétrique positive, et Var(AX) = AVar(X)AT pour toute matrice réelle A de taille
m X n.

Preuve. La symétrie est évidente. En notant ¢; ; := Cov(X;, X;), on vérifie par un cal-
cul direct que pour tout @ = (ay,...,a,)T € R" onaaTVar(X)a = szzl a;a;j ¢ j =
Var( Dy aiXi) = Var(a- X) > 0, ce qui prouve que la matrice Var(X) est positive.
La formule pour Var(A X)) est obtenue par un calcul direct. U

4.4.2 Approximation linéaire

Pour des v.a. réelles X,Y € L%, nous souhaitons trouver la meilleure approximation
de Y par une fonction affine de X de la forme a X + b, au sens des moindres carrés : il
s’agit de déterminer les constantes a et b telles que E(|Y — (aX + b)|?) soit minimale.
Grace a la linéarité de I'espérance, on vérifie immédiatement que E(|Y —(aX +b)|?) est
une fonction quadratique du couple (a,b) € R? et qu’elle est convexe. Les minimiseurs
sont donc caractérisés par la condition du premier ordre (annulation des dérivées
partielles) qui fournit 'unique solution :

Cov(X,Y) oy _
g PV et b=E(Y) - aB(X).

La meilleure approximation linéaire de Y basée sur X au sens de la distance quadra-
tique moyenne est donc

a=

YV =E(Y)+ p(X,Y)% (X —E(X)).
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Le carré moyen de 'erreur vaut alors
E(IV = P[2) = o+ (X, V)od — 202X, V)ok = o2(1- p(X,Y)).

Nous constatons que lorsque p(X,Y) est voisin de +1 ou —1, le carré moyen de 'erreur
est presque nul : plus |p(X,Y)| est proche de 1, meilleure est 'approximation.

Le résultat suivant étend la régression linéaire au cas multidimensionnel.

Proposition 4.27 (Régression linéaire) Soient Y et X = (X1,...,X4) des va-
riables aléatoires dans L? telles que la matrice Var(X) est inversible. Alors, le
probleme de minimisation des moindres carrés min g p)erdxr E(\Y—a-X—b|2) admet

un unique minimiseur (a, 3) donné par
a = Var(X) 'Cov(X,Y) et b=E(Y)-aE(X).
La meilleure approximation linéaire de Y par X est

Y8 .= E(Y) + Var(X) 'Cov(X,Y) - (X — E(X)).

Définition 4.28 L'équation y = G-z + b, ol @ et b sont donnés par la proposition 4.27,
définit la droite des moindres carrés (ou de régression) de ¥ sur X.

4.5 Des inégalités fameuses

4.5.1 Inégalité de Bienaymé-Chebyshev

Théoréme 4.29 Soit p > 1 et a > 0. Nous avons les inégalités suivantes
o Inégalité de Markov : soit X € LP, alors

E(|X|P
B(IX| > a) < X)) (4.13)
aP
o Inégalité de Bienaymé-Chebyshev : soit X € L2,
Var(X
B(IX — E(X)] > a) < Y20, (4.14)
a

Preuve. On a |X|P > a 1, oo[(| X|), donc
E(IX[P) > a”E (14,001 X])) = a” P(|X] > a),

ce qui donne la premiere formule (inégalité de Markov). La seconde découle de la
premiere appliquée & X —E(X) et p= 2. O
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Remarque 4.30 L’inégalité de Bienaymé-Chebyshev est trés utile dans la pratique,
comme nous le verrons par la suite. Elle permet de mesurer la probabilité des grands
écarts entre X et sa moyenne. Par exemple, avec a = 100x, il en résulte qu’il est
improbable qu’une v.a. X dévie de E(X) de plus de 10 fois son écart-type (probabilité
inférieure a 0,01). Cette inégalité, tout & fait générale, n’est cependant pas trés précise,
et surestime trés souvent en pratique le membre de gauche de (4.14), comme nous
allons nous en convaincre ci-dessous.

Exemple 4.31 Posons m = E(X) et 02 = Var(X). Alors, pour tout a > 0,

soit encore P(|X —m| > ao) < 25, d’ou

1
P(|X —m| < ac) =P(X €lm —ao,m+ao[) > 1— T

En particulier, pour a = 2 et a = 3, nous avons respectivement :
1 1
P(X €]m —20,m+ 20[) > 1 — i~ 0,75; P(X €lm —30,m+30[) >1— g~ 0,88.

Ces approzimations sont universelles mais trés grossieres. Par exemple, si X suit

une loi de Bernoulli de paramétre %, alors m = % et o0 = % et on obtient précisément

P(X €]m — 20,m + 20]) = P(X €] — L, 3[) = 1.

272

[N

4.5.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 4.32 Soient X et Y deuz variables aléatoires de carré intégrable, alors
XY € L', et on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

E(XY)| < B(XY]) < VEXDEY?). (4.15)

Il y a égalité dans (4.15) si et seulement si X et Y sont P—p.s. proportionnelles.

Preuve. Comme |XY| < 1(X? + Y?), nous avons XY € L' dés que X,Y € L% De

plus, pour tout z € R, nous avons d’apres la linéarité et la positivité de 1'espérance
2’ B(X?) + 20 E(XY) +E(Y?) = E[(2X +Y)?] > 0.

Mais ceci n’est possible que si ce trindme en x a au plus une seule racine réelle. Son
discriminant doit donc étre négatif ou nul, ce qui donne immédiatement (4.15).
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Le discriminant est nul si et seulement si il y a une racine double x( et dans ce cas,
Y (w) = —20X(w) pour presque tout w. O

Nous déduisons en particulier de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, que le coefficient de
corrélation défini par (4.9) vérifie

-1 < p(X,Y) < 1. (4.16)

4.5.3 Inégalité de Jensen

Rappelons qu’une fonction f: R — R est dite convexe si

f(Az 4+ (1=XNy) <Af(@)+ (1= N)f(y) pourtous z,y€Ret\e[0,1].

On dit que f est concave si —f est convexe, i.e. f(Az+(1=N)y) > Af(z)+(1=X)f(y),
pour tous z,y € Ret A € [0,1]. Rappelons quelques éléments sur les fonctions convexes
sur R :

1. Graphiquement, la courbe d’une fonction convexe, restreinte a un intervalle
[z, y] quelconque, est toujours en dessous de la corde reliant les points de co-

ordonnées (z, f(x)) et (y, f(y));

2. Une fonction convexe f admet des dérivées a droite f); et & gauche fg’, en tout
point et on f > f;

3. Une autre caractérisation graphique d’une fonction convexe est que sa courbe
est toujours au dessus des tangentes en tout point x; celle-ci sont les droites
passant par le point de coordonnées (z, f(x)) et de pente p € [f; (), f3()], si
bien que si f est dérivable au point x, la tangente est unique;

4. Enfin, une fonction deux fois dérivable f est convexe si et seulement si f” > 0;
en général, vous verrez dans le cours de deuxieme année sur les distributions
qu’une fonction convexe admet une dérivée seconde au sens des distributions
qui s’identifie & une mesure positive.
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Tangentes

Cordes
\t\ /

Tangentes

Courbe d'une fonction convexe Courbe d'une fonction concave

Théoréme 4.33 Soient X une v.a. réelle intégrable et f: R — R conveze.

(i) Si f(X) est intégrable, alors on a E(f(X)) > f(E(X)).

(i) £(X)~ = —min(f(X),0) est intégrable et, en définissant E(f(X)) =E(f(X)") -
E(f(X)7) € RU{+oc}, l'inégalité du (i) reste vraie.

(iii) L’égalité a liew dans (1) si et seulement s’il existe une constante A € R telle
que P[f(X) = f(E(X)) + AM(X — E(X))] = 1; cette condition est automatiquement
satisfaite si la v.a. X est constante .

Preuve. Il suffit de montrer la seconde assertion, puisque la premiere en découle.
Puisque f est convexe, elle est continue et f(X) est mesurable. Par ailleurs, la
convexité de f implique que pour tout a € R, il existe A\, € R tel que

f(x) > f(a)+ Ao(z —a) pour tout z€R.

Appliquant cette inégalité & z =X (w), on obtient d’'une part que f(X)~ < (f(a) +
Aa(X —a)) € L' du fait que X € L', et d’autre part que f(X) > f(a) + Xa(X — a).
L’inégalité voulue est obtenue en fixant a = E(X) et en prenant 1’espérance.

Le cas d’égalité dans 'inégalité de Jensen s’écrit E[Y] = 0, on YV := f(X) —
F(E(X)) = Agx) (X —E(X)) > 0. Ceci a lieu si et seulement si P[Y = 0] = 1. O

Notons que la notion de convexité s’étend a toute fonction f : F — R, pourvu
que E soit convexe, c’est-a-dire qu’il contient tous les segments de ses points. C’est
par exemple le cas pour R™. L’inégalité de Jensen s’étend alors de maniere naturelle.
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Exemple 4.34 Pour une v.a. réelle X et une constante A € R :

e par convexité de la fonction x — |z|, on a E(|X|) > |E(X)];

e par convexité de la fonction x — 22, on a E(X?) > E(X)?;

o par converité de la fonction x +— e, on a E(eM) > AEX) - cette inégalité
se démontre aussi simplement en écrivant que E(e*X) = /\E(X)IE(e’\(X_E(X))) >
M) [1+AE(X — E(X))] = XD - dapres UVinégalité e* > 14z, v € R ;

e par convexité de la fonction x — (x — \)*, on a E[(X — A)T] > (E(X) — \)T;

e par concavité de la fonction x — Inx, on a pour tout v.a. strictement positive
E(lnX) <InE(X).

Exemple 4.35 Un investisseur a le choix : soit il place son capital dans une affaire
risquée rapportant une somme aléatoire X d’espérance m, soit il le place en titres sans
risque qui rapporteront m avec probabilité 1. Il va prendre sa décision de maniére a
mazximiser l'espérance de u(R), ot R est son bénéfice et u sa fonction de préférence.
L’inégalité de Jensen nous montre que siu est une fonction concave, E(u(X)) < u(m),
ce qui rend le placement sur préférable. Si par contre u est conveze, le placement risqué
est meilleur puisque E(u(X)) > u(m).

Remarque 4.36 Attention a ne pas interpréter l’égalité dans l'inégalité de Jensen
comme équivalente au fait que la fonction conveze est affine sur le support de X. Par
exemple, si X est une v.a. de Bernoulli et f(x) = 2, on a bien P(f(X) = X) =1,
mais f(E(X)) =1 et E(f(X)) =1/

L’assertion (iii) du théoréme 4.33 s’exprime de maniére équivalente comme suit.
(iii’) On note I le plus petit intervalle de R tel que P(X € I) = 1. L’égalité a lieu
dans (i) si et seulement si X est une v.a. constante (il existe a € R tel que I = {a},
i.e. P(X =a) =1) ou si f est affine sur I (il existe a,b € R tels que f(z) = a + bx
Ve el).

En effet, si X est une v.a. constante ou si f est affine sur I, alors il est clair
qu’on a égalité dans (i).
Supposons que X n’est pas une v.a. constante et que f n’est pas affine sur I. On note
9(2) = F(E(X) + s (@ — B(X).
Comme f nest pas affine sur I, il existe x1 € I tel que f(x1) > g(x1). x1 est différent
de E(X) car g(E(X)) = f(E(X)). Supposons x1 > E(X). Alors f(z) > g(z) pour
tout x € I (par convezité) et f(xr) > g(x) pour tout x € I N [z1,+o0[ (sinon, on
aurait pour un triplet E(X) < z1 < z3 : f(E(X)) = g(E(X)), f(x1) > g(z1) et
f(z2) = g(x2), autrement dit la corde reliant (E(X), f(E(X)) et (z2, f(x2)) serait
strictement sous le graphe de f). On a P(X > x1) > 0 (sinon, Uintervalle IN]— o0, 1]
serait strictement inclus dans I et satisferait P(X € IN] — oo,x1]) = 1) et donc

E((f(X)—9(X))1x>e) > 0 (sinon, la v.a. positive (f(X)—g(X))1x>z, serait nulle
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p.s., or elle est strictement positive sur l’événement {X > x1}). Donc

E(f(X)) =E(f(X)1x<a) + E(f(X)1x>4,)
> E(9(X)1xca,) + E(9(X)1x>a,) = E(9(X)) = F(E(X)).

On procéde de méme si on suppose que x1 < E(X). Ceci prouve qu’on n'a pas €égalité
dans (i).

4.6 Loi d’un vecteur aléatoire

Définition 4.37 La loi Px d’un vecteur aléatoire X a valeurs dans R¢ est |a probabilité
définie sur (R%, Bra) par :

Px(B) = P(X € B) pour tout borélien B € Bya.

En théorie de la mesure, Px est appelée mesure image de P par X.

Nous étudions dans ce paragraphe diverses caractérisations de cette probabilité.

4.6.1 Propriété de transfert

Le résultat suivant est une extension du théoréeme 3.14. Nous considérons une
vecteur aléatoire X a valeurs dans R? et une fonction mesurable A de R? dans R.
Alors Y = h(X) est une v.a. réelle sur €.

Nous dirons que h est intégrable si h appartient 3 L'(RY, Bra,Px).

Proposition 4.38 Soient X un vecteur aléatoire d valeurs dans R%.
(i) Pour toute fonction mesurable h : R — R, on a que h est Px —intégrable si et
seulement si h(X) est P—intégrable, et dans ce cas :

E(h(X)) = / hMX (w))P(dw) = /d h(z)Px (dx).
Q R
(i) Soit u une probabilité sur R telle que ,
E(h(X)) = / h(x)u(dx), pour toute fonction h continue bornée,
Rd

alors Px = p.
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Preuve. (i) Tout d’abord, le résultat est évident lorsque lorsque h ne prend qu’un
nombre fini de valeurs, grace a (4.3) et au fait que P(X ~!(B)) = Px (B), par définition
de la loi de X. Si & est une fonction positive, nous suivons la recette de la remarque
4.14 : nous l'approchons par la suite de fonctions étagées «;, o h définie dans (4.4) et
nous déduisons le résultat voulu grace au théoreme 4.12 de convergence monotone,
les trois membres étant simultanément finis ou infinis. Le résultat général s’en déduit
par décomposition de h = ht — h™.

(i) Pour tout € R? on introduit la fonction H® = 1)_c,z) de R¢ dans R,
avec la convention | — oo, x| =] — oo, x1] X -+ X] — 00,z4]. On pose pour tout
n > 1, ¢%(y) = Hle(l —n(y; —x;)T)F, y € R9 Alors (¢%(X)),, est une suite
de v.a. décroissante qui converge P-p.s. vers H*(X). Par convergence monotone,
E(¢% (X)) =1—-E(1 — ¢*(X)) converge vers 1 —E(1 — H*(X)) = E(H*(X)). On a
de méme [ ¢ (y)u(dy) =1— [1—¢%(y)p(dy) converge vers 1 — [ 1— H®(y)u(dy) =
[ H®(y)u(dy). De plus, ¢* est une fonction continue bornée, donc par hypotheése
E(¢Z(X)) = Jpa 9% (y)p(dy), ce qui implique en passant & la limite que E(H*(X)) =
Jra H®(y)p(dy), soit Px (] — oo, ) = pu(] — 00, ]). Comme @ € R? est arbitraire, ceci
montre que Px et p coincident sur tous les pavés de la forme | — oo, x|, et en utilisant
les propriété de o —additivité, on voit alors Px et u coincident sur tous les pavés de R%.
Le théoréme 4.2 de Carathédory permet de conclure que Px et u coinsident sur Bga. [

Ainsi, la loi de X est caractérisée par son action h — [ h(x)Px(dz) = E(h(X))
sur toutes les fonctions mesurables intégrables h, et permet en effet de calculer
E(h(X)) par un calcul d’intégrale (au sens de Lebesgue) sur RY. La situation se
simplifie encore plus si X est une v.a. discréte, chargeant une suite de points (),
avec probabilité p,, et nous retrouvons que [y, h(2)Px (dx) =", h(xy)pn.

4.6.2 Fonction de répartition

Pour = € R, on note | — 0o, x] =] — 00, 1] X -+ x| — 00, 74).

Définition 4.39 La fonction de répartition d'un vecteur aléatoire X a valeurs dans
R? est :
Fx(z) =Px (] — o0, z]) =P(X1 < z1,...,Xq < 2q), pour tout & € R%.  (4.17)

Proposition 4.40 La fonction de répartition Fx d’un vecteur aléatoire X ca-
ractérise sa loi Px.

Preuve. Ce résultat est en fait déja prouvé dans la deuxieme moitié de la preuve
de la proposition 4.38 (ii). Pour une meilleure compréhension, nous la reprenons
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ici de maniére plus détaillée en dimension d = 1. D’aprés (4.17), nous avons
Px(Jz,y]) = Fx(y) — Fx(z) pour tous z < y. Par suite, si B = U ]z;,y;], avec
z; < y; < Tip1, nous avons Px(B) = >0 Px (o, ui]) = Yoiy (Fx(vi) — Fx (1)),
car les intervalles sont disjoints. Enfin, Px (Jz, +oo[) = 1 — Fx ().

Ainsi F'x caractérise la restriction de Py a l’ensemble de toutes les réunions finies
d’intervalles disjoints de la forme ]z, y] ou ]z, +oc[. Cet ensemble contient R, §) et est
stable par passage au complémentaire et par réunion finie, c’est donc une algebre. Le
théoreme 4.2 de Carathédory permet de conclure que Fx caractérise Px. O

La notion de fonction de répartition est communément utilisée pour les v.a. réelles
car il est en général difficile de les caractériser dans le cas multi-dimensionnel.

Exemple 4.41 Loi uniforme sur [0, 1]. On consideére sur ([0, 1], Bjo 17, A) la variable
aléatoire X(w) = w pour tout w € [0,1]. Alors, Px = X\ : X est de loi uniforme sur
[0,1]. Sa fonction de répartition est donnée par Fx(z) =zt A1, lidentité sur [0,1],
nulle sur R_ et égale a 1 sur [1,00].

En général, une fonction de répartition sur R n’est pas continue, comme illustré
par 'exemple d’un variable aléatoire constante.

Exemple 4.42 Si X = 0 (presque-sirement), la variable aléatoire constante nulle.
Alors Px = &g est la mesure de Dirac en 0, voir Exemple 2.20. La fonction de
répartition est la fonction de Heaviside en 0 : H(z) = 1j0,400)(z) pour tout x € R.

Proposition 4.43 (i) La fonction de répartition Fx d’une v.a. réelle X vérifie :
(F1) Fx est croissante,
(F2) Fx est continue & droite,
(F3) limy| oo Fix(z) =0 et limyqyo0 Fx(x) = 1.
(i) Soit F est une fonction réelle vérifiant les conditions (F1)-(F2)-(F3). Alors, il
existe une unique probabilité p sur (R,Bg) dont F est la fonction de répartition :
F(z) = p(] — oo, z]). De plus, il existe une v.a. X définie sur ’espace de probabilité
([0,1], Bjo,1, ) telle que F = Fx.

Remarquons qu’on ne peut pas, en général, définir la probabilité p de (ii) sur la tribu
P(R) de toutes les parties de R, comme illustré par la remarque 4.5 dans ’exemple
de la fonction de répartition de la loi uniforme de I’exemple 4.41. En fait, la preuve
de (ii) ci-dessous montre que les “probabilités discretes” du chapitre précédent sont
les seules a pouvoir étre définies sur la tribu P(R).

Preuve. (i) La croissance de F'x est immédiate. Puis, pour une suite x,, qui décroit
vers &, on a | — 00, x,| décroit vers | — oo, z| et donc F(x,,) décroit vers F(z) d’apres
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la proposition 2.12. Enfin, on obtient les limites dans (F3) par le méme argument du
fait que | — oo, z] décroit vers () (resp. croit vers R) lorsque @ décroit vers —oo (resp.
croit vers +00).

(ii) Sur I'espace ([0, 1], Bjo,1},A), avec A la mesure de Lebesgue, la variable aléatoire

X(w):=inf{ueR : F(u) >w}, we]l0,1],

admet F' pour fonction de répartition. Pour montrer cette assertion pour X, il suffit
de montrer que {w < F(c)} = {X(w) < ¢}, puisqu’alors F(c) = M({X < ¢}) = Fx(c).
L’inclusion {w < F(c)} C {X(w) < ¢} découle de la définition. Pour l'inclusion in-
verse, on observe que F(X(w)) > w. En effet, si ce n’était pas le cas, on déduirait de
la continuité & droite de F' que F(X(w) + ¢) < w pour € > 0 assez petit, impliquant
Pabsurdité X (w) + & < X(w)! Avec cette observation et la croissance de F, on voit
que X (w) < ¢ implique w < F(X(w)) < F(c), qui & son tour implique w < F(c). O

Remarque 4.44 Dans le cadre de la derniére preuve du (ii), la variable aléatoire
X(w) :=inf{u : F(u) > w} admet aussi F pour fonction de répartition. En effet,
nous avons par définition que w < F(c) implique X (w) < ¢. Mais X (w) < ¢ implique
X(w) < c puisque X < X. On en déduit que F(c) <P[X <] <P[X <] = F(c).

Analysons enfin les points de continuité d’une fonction de répartition. Comme F
est croissante, elle admet une limite & gauche en chaque point notée F(x—). Comme
] — 00, y[= lim, 1] — 00, yn| pour y,, Ty, on a:

pour z <y, Px(lz,y]) =Pz <X <y)=Fx(y) - (x)
Px(Jz,y)) =P < X <y) = Fx(y—) — Fx (),
Px([z,y]) =Pz < X <y) = Fx(y) - (x—)
Px([z,y)) =P(z < X <y) = Fx(y—) — Fx(z-)
En particulier, les sauts de F' sont caractérisés par Px ({z}) = F(z) — F(z—)

Proposition 4.45 Pour une v.a. réelle X et x € R, on a Fx continue en x si et
seulement si Px({z}) =P(X = z) = 0.

Exemple 4.46 (Loi d’une v.a. a valeurs dans X C R dénombrable) La loiPx
de X est caractérisée pour tout x; € X par p; = Px({z:}) = P(X = z;). Sa fonction
de répartition est donnée par

Fx(z) = Z pi, pour tout x € R,

r; €X: z;<zx

avec la convention qu’une somme “vide” vaut 0. La fonction F'x est en escalier, avec
des sauts d’amplitude p; en tout point x; € X. Il s’agit d’une fonction purement
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discontinue, au sens ot elle est complétement caractérisée par ses sauts AFx(x) =
Fx(z) — Fx(x—), via la formule Fx(z) =}_, ., AFx(y).

Notons que ’ensemble X du dernier exemple, quoiqu’au plus dénombrable, peut étre
dense dans R. Par exemple il peut étre égal a ’ensemble des rationnels Q. Dans ce
cas, si ¢; > 0 pour tout z; € Q, la fonction Fx nous donne un exemple de fonction
discontinue en tout nombre rationnel, et continue partout ailleurs.

4.6.3 Variables aléatoires indépendantes

Définition 4.47 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires 3 valeurs dans R? et R™,
respectivement. On dit que X et Y sont indépendants si

P(X €AY eB)=P(X € A)P(Y € B) pourtous A€ BraetB€c Bgm.

Plus généralement, les vecteurs aléatoires X1, ..., X, a valeurs dans R% ... R  sont
indépendants (ou, “mutuellement indépendants”) si

P(X, € Ay,..., X, €A,) = HIP’(XieAi) pour tous A; € Bga;,1 <i < n.

i=1

Proposition 4.48 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants a valeurs
dans R™ et R", respectivement. Alors pour toutes fonctions mesurables g : R™ —
R™ et h: R" — R™ | les vecteurs aléatoires g(X) et h(Y') sont aussi indépendants.
Si de plus g(X) et h(Y) sont intégrables, alors g(X)h(Y)T (d valeurs dans les ma-
trices réelles de taille m’ x n') est aussi intégrable, et

E(g(X)h(Y)T) =E(g9(X))E(h(Y))". (4.18)

Si de plus X, Y € L?, alors Cov(X,Y) = 0.

Preuve. La premiére assertion est évidente par définition méme de I'indépendance.
Pour montrer (4.18), il suffit de considérer le cas m’ = n/ = 1. Remarquons d’abord
qu’elle se réduit a la définition 4.47 si g et h sont des fonctions indicatrices. Par
linéarité, on obtient (4.18) lorsque g et h sont des fonctions étagées dans £, puis
pour les fonctions mesurables positives grace au théoreme 4.12 de convergence mono-
tone. Enfin, si g et h sont de signe quelconque, (4.18) est vérifiée pour |g| et |h|, donc
g(X)h(Y) hérite I'intégrabilité de g(X) et h(Y), et en décomposant g = g™ — g~ et
h =hT —h™, on obtient (4.18) en développant le produit.

Enfin, si X,Y € L2, on obtient Cov(X,Y) = 0 en appliquant (4.18) & g = Idgm et
h = Idgn. O
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Pour des v.a. réelles non constantes, P—p.s. nous savons que |p(X,Y)| < 1 par
(4.16). Si X et Y sont indépendantes, alors p(X,Y’) = 0. Si au contraire si [p(X,Y)|
est proche de 1, nous avons déja remarqué que les variables aléatoires sont “forte-
ment dépendantes”, d’out le nom de “coefficient de corrélation”. Attention cependant,
p(X,Y) = 0 n’implique pas que X et Y soient indépendantes.

Corollaire 4.49 Soient X;, 1 < j < n, des variables aléatoires réelles indépendantes
et de carré intégrable. Alors Cov(X;, X;) =0 pour i # j et on déduit de (4.12) que :

Var(zn:Xi) - zn:Var(Xi). (4.19)

Définition 4.50 La suite (X,,),en+ de vecteurs aléatoires est dite indépendante si
pour tout n, la famille finie X3, ..., X, est indépendante.

Le résultat suivant est immédiat & vérifier.

Proposition 4.51 L’indépendance de la suite (X,,), entraine celle de

1) toute sous-suite (X;, )k,

2) toute suite de vecteurs issus de X,

3) toute suite (fn(Xn))n, ot les fonctions f, sont des fonctions mesurables.

Exemple 4.52 Nous considérons l'ensemble Q = [0, 1] muni de la tribu borélienne
restreinte d cet ensemble, et de la mesure de Lebesque. A chaque réel w, nous associons
son développement dyadique (unique si l’on impose que les w; ne soient pas tous égaux
a1 a partir d’un certain rang) :

Wi
w:Z§7 w; € {0,1}.

L’application X; : Q — {0,1}, qui ¢ w associe X;(w) = w; est une v.a. sur Q. En

effet,

R
(X, =z} = U [Z%7Z§—j+§[, pour x; € {0,1},1 < i <mn,
j=1

z1,...,2i—1€{0,1} j=1
qui est bien un élément de la tribu borélienne de Q = [0,1], et

1

PUXi=r) =y Y 1=y

T1,..,@i—1=0
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Montrons l'indépendance des variables aléatoires (X;)1<i<n. Nous avons

n n
; ;1
m {X; =z} = [Z%, %—!—2—”[, et donc]P( ﬂ {X,L-:xi}):?“
i=1 =

1<i<n i=1 1<i<n

qus est la mesure de Lebesgue de l'intervalle ci-dessus. Cela démontre que les variables
aléatoires X; sont indépendantes et de loi de Bernoulli de paramétre % Ainsi, nous
venons de construire sur = [0, 1] une suite de v.a. telle que toute sous-suite finie
est constituée de variables aléatoires indépendantes. C’est donc une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre %

Le résultat suivant répond dans un cadre général au probleme de la construction
d’une suite de variables aléatoires indépendantes de lois données.

Théoréme 4.53 (admis) Soit ju,, une probabilité sur R, d,, € N*, pour toutn € N.
Alors, il existe un espace  muni d’une tribu A et d’une probabilité P sur lequel on
peut définir une suite (X, ), de vecteurs aléatoires indépendants, avec X,, de loi p,
pour tout n > 0.

4.7 Premiers éléments de simulation aléatoire

4.7.1 Génération de la loi uniforme

Laloi d'une v.a. uniforme est donnée par la mesure de Lebesgue A sur ([0, 1], Bjo1))-
Les réalisations d’une telle v.a. ont autant de chance d’étre situées au voisinage de
chaque point de |0, 1].

Il n'est pas facile? de trouver un “bon” générateur de nombres au hasard. Les
générateurs les plus simples sont fondés sur des procédés purement déterministes
par une récurrence de la forme x, 1 = ¢(x,) sur un intervalle d’entier I = [0, m[NN,
pour une application ¢ de I dans I. Les valeurs normalisées u, = x,/m sont com-
prises entre 0 et 1. La suite (u,) est périodique de période p < m. La séquence
(uo,ut,- .., up/10) devrait avoir les caractéristiques statistiques d’une suite de tirages
indépendants de variables aléatoires de loi uniforme sur [0, 1] (il est conseillé de ne pas
dépasser le dixieme de la période). Ces générateurs n’ont donc en fait rien d’aléatoire
et c’est pourquoi on les qualifie aussi de pseudo-aléatoires.

2. PARK & MILLER, Random number generators, good ones are hard to find, Commun. ACM (1988),
31, p. 1192-1201.
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Sans étre les plus récents, les générateurs congruentiels linéaires sont tres utilisés. Ils
produisent une suite d’entiers

Tpt1 =aZp+b  modulo m,

a partir d’'une valeur initiale zy. Bien entendu, les entiers m,a et b doivent étre
soigneusement choisis (on exige au moins que la période p soit maximale, ¢’est-a-dire
égale & m).

Exemples de tels générateurs :

e la fonction rand de SCILAB utilise les valeurs m = 23!, ¢ = 843314861 et
b = 453816693 ;

o la méthode Math.random de JAVA utilise les valeurs m = 28, @ = 25214903917
et b=11.

e Par contre, la fonction grand de SCILAB est basée sur un générateur plus
performant et plus moderne : le Mersenne twister 3 de période colossale 219937 —
1. C’est le méme générateur que celui utilisé par la bibliotheque Numpy en
PyTHON.

4.7.2 Simulation par inversion de la fonction de répartition

Le résultat suivant donne une méthode de simulation d’une v.a. réelle X de loi
quelconque & partir d’une v.a. uniforme U sur [0, 1], générée comme ci-dessus. Ce
résultat a en fait été démontré dans la preuve de la proposition 4.43 (iii) et repose
sur 'utilisation de l'inverse continue a gauche d’une fonction de répartititon

Gly)=mf{z eR : F(z) >y}, yel0,1],

qui coincide avec F~! si F est inversible.

Proposition 4.54 Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], et F une
fonction de répartition. Alors la v.a. X = G(U) admet F pour fonction de répartition.

Exemple 4.55 Simulation d’une wvariable aléatoire discréte. Soit P =
(p1,p2,...) une probabilité sur un ensemble dénombrable {x1,xs,...} avec x1 < 2o <
.... La fonction de répartition associée est F(x) = > p;. C’est une fonction en
<z
escalier, de méme que G donnée par G(u) = x; lorsque Y p; < u < Y p;. La
Jj<i Jj<i
proposition conduit alors a l'expression naturelle

X=z s ij<U§ij+pi , 12>1

j<i i<i

3. http://fr.wikipedia.org/wiki/Mersenne _Twister
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qui définit une v.a. X de loi P.

Ainsi, une variable aléatoire de Bernoulli X de parametre p sera simulée ainsi :
e SiU € [0,1 — p], nous posons X = 0,
e SiU €]1 —p, 1], nous posons X = 1.

Remarque 4.56 Le choiz de la valeur de X lorsque U = 1 — p importe peu, car la
probabilité que U = 1 —p est nulle du fait que la fonction de répartition de U n’a pas
de saut, voir exemple 4.41 et la proposition 4.45.

4.8 Exercices sur le chapitre 4

EXERCICE 4.1 Soit X une v.a. de carré intégrable. Montrer que E((X — a)?)
atteint son minimum lorsque a = E(X).

EXERCICE 4.2 On note P l'ensemble des nombres premiers différents de 1. On
sait que tout x € N* s’écrit de maniere unique comme produit de puissances entieres
de nombres premiers de P. Pour tout nombre entier p, il existe donc une fonction

Up:N*" = N telle que Vo € N*, z =1Il,cp pUP(””),

Soit Q la probabilité sur N* définie par Q({z}) = -5, (0 < ¢ < 00).

1) Trouver la loi de U,, pour chaque p € P.

2) Calculer Q(U, > n), pour n € N.

3) Montrer que pour Q, les variables (U,), sont indépendantes.

4) Calculer la fonction génératrice de la v.a. Up, ainsi que son espérance et sa variance.



Chapitre 5

Variables aléatoires a densité

Random numbers should not be generated with a method chosen at random

Donald Knuth.

5.1 Notion de densité

Dans cette section, nous allons nous servir de la mesure de Lebesgue A sur R?
introduite dans le théoreme 4.4, ainsi que I'intégrale par rapport a cette mesure in-
troduite dans la remarque 4.17. Nous allons commencer par introduire la notion de
fonction de densité qui permet de décrire une large classe de probabilités a partir de
la mesure de Lebesgue A sur R%.

Définition 5.1 Soit f : (R?,Bga) — (R, Bg) une fonction mesurable. On dit que f
est une densité si f > 0 et fRd fd\ = 1. Dans ce cas, on définit la fonction Pf de
B]Rd — R :

P/ (A) :/ fladX :/ f(z)dxz pour tout A € Bga.
R4 A

On vérifie que P/ définit une probabilité sur (R?, Bga). En effet :

— P/ est de masse totale unitaire : P/(R?) = [ flgad\ = [ fd\ =1,

— P/ est o—additive : pour une suite (A,), C Bga, avec les A, deux & deux
disjoints, on a Pf(U,A,) = [ flu,a,d\= [ Y, 1a,dX = [ fla,d\ =
>on Pf(A,), grace & la proposition 2.12 (ii) et la positivité de f.

93
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Définition 5.2 (i) On dit que f est la densité de PY par rapport a A, et on note
P/ = -\ et Ef I’espérance mathématique sous P7.

(ii) Une probabilité P sur (RY, Bga) est dite & densité s’il existe une densité f sur
(RY, Bga) telle que P = f - \.

(iii) Une v.a. X a valeurs dans RY est dite a densité si sa loi Px est a densité.

Théoréme 5.3 Soient X une v.a. dans R? et a densité f et ¢ : R — R mesurable.
(i) Si ¢ est positive, on a E(¢(X)) = [zu(fo)(x) dx
(i) ¢(X) € L si et seulement si f¢ € L'(N), et alors E(¢(X)) = [pa(f0)(x) d

Preuve. Si¢ =Y I a;14, est une fonction étagée, on aE(¢(X)) = Y i | a;,Px(A4;) =
Sty a; [ fla,dh = [ fodX. Puis, pour ¢ € LY on utilise 'approximation par les
v.a. étagées Y, = a,(4#(X)) comme dans (4.4) pour laquelle nous avons Ef(Y;,) =
[ fY,dA, et on conclut par le théoréme 4.12 de convergence monotone que E(¢(X)) =
[ fédA, ce qui termine la démonstration de (i). Enfin pour obtenir (ii), on procede a
la, décomposition ¢ = ¢ — ¢~ O

Pour les v.a. X & valeurs dans R¢, on s’intéresse plus particulierement aux cas ot
sa loi Px est a densité.

Proposition 5.4 Si une v.a. X a valeurs dans R? est a densité f, alors
(i) sa fonction de répartition Fx vérifie

x@= [ swdy= [ [ G

pour tout x = (z1,...,24) € RY,

(i) Une fonction mesurable ¢ : RY — R est Px—intégrable si et seulement si
[ é(x)|f(x)de < oo (i.e. ¢f est Lebesque-intégrable), et on a

E(¢(X)) ng dm—/ /QSf W1, .., xq)dzy ... dxg (5.2)

Preuve. L’application du résultat du théoréme 5 3 (i) a la loi Px pour YV =
1)_o,2)(X) donne E(Y) = f_oo 2 f(@)da’, soit (5.1). De méme, (5.2)
est une ré-écriture du théoreme 5 3 (i) a la v.a. Y o(X). O

La proposition suivante se démontre immédiatement en utilisant des résultats bien
connus d’analyse.
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F(6)=P(X < 6)

FIGURE 5.1 — Graphe de la densité f et de la fonction de répartition F' en dimension 1.
F(x) est la surface grise dans la Figure 5.1, délimitée par I’axe y = 0, le graphe de f, et la
droite verticale d’abscisse z (ici, = 6).

Proposition 5.5 Soit X une v.a. réelle de fonction de répartition Fx.

(i) Si X est a densité f, alors Fx est continue, de sorte que P(X = ) = 0 pour tout
x € R; Fx est dérivable en tout point x ou f est continue et Fi(z) = f(z).

(ii) Réciproquement, si Fx est dérivable, ou seulement continue partout et dérivable
par morceauz, alors X admet la densité F'(x) = f(x).

Ainsi pour une v.a. réelle X & densité continue, celle-ci a I'interprétation (en un
point de continuité x)
F(x+ Az) — F(x) Px([z,x + Ax])

flz) ~ A = s . (5.3)

La derniere proposition donne les expressions suivantes pour ’espérance et la variance
d’une v.a. réelle & densité f (intégrable ou de carré intégrable) :

“+o0
E(X) = / of(2)d,

2

Var(X) = /+Oo(xE(X))2f(x)dx = /+Oo 22 f(x)dx — </+OO xf(m)d:c)

— 00 — 00 — 00

Remarque 5.6 Notons que la réciproque (ii) peut étre améliorée (jusqu’a l'obtension
d’une équivalence) en utilisant des outils de dérivation plus avancés qui n'ont pas
encore été abordés dans votre scolarité. Si en effet Fx vérifie (5.1) pour d = 1, elle
vérifie la méme propriété en remplacant f par g = f + 1g; alors g est encore une
densité de Px. D’une maniére générale, une densité est définie a un ensemble de
mesure de Lebesgque nulle pres.
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FIGURE 5.2 — f(6) ~ (F(6,5) — F(6))/0,5

Exemple 5.7 La durée de fonctionnement d’un ordinateur avant sa premiere panne
est une v.a. positive de densité donnée par

1 o
flx)= me_W1R+(x), z eR.

La probabilité que X soit comprise entre 50 et 150 heures est

_ oz \/E —1
P(X € [50,100]) = / T dr =
50 100 (&

100 1

~0,24.

La probabilité que ordinateur fonctionne moins de 100 heures est :

100 § Je—1
P(X < 100) = et e = ~ 0,63.
(X = 100) /0 100" T T

Remarque 5.8 Il existe des v.a. qui n’ont pas de densité : c’est le cas des variables
aléatoires discretes. Il existe des cas “miztes” : soit f une fonction positive intégrable
et d’intégrale strictement positive, et soit I C R une partie finie ou dénombrable non
vide, et des q; > 0, i € I, tels que fj;: f(x)dx +3,c;q = 1; alors, on peut définir
la fonction de répartition

F($)=/_m fWdy+ > @ weER,

el i<z

la probabilité Px associée n’admet pas de densité et n’est pas non plus discreéte.



5.2 — Exemples classiques de v.a. réelles a densité 97

Exemple 5.9 Soient X une v.a. de loi de densité f et a € R fizé. Considérons la
v.a. Y définie par Y = max(a, X). La fonction de répartition de Y est donnée par :

Fy(y) =P <y)=Pla<y, X <y)=P(X <y)1{g00[(¥) = Fx(¥)L[a,00[(¥)-

Si Fx(a) > 0, alors Fy n’est pas continue au point a et Y n’est pas a densité. Par
contre, on peut exprimer la loi de Y sous forme d’une masse au point a et d’une partie
a densité a droite de a.

5.2 Exemples classiques de v.a. réelles a densité

Variable aléatoire uniforme. Soient a < b deux réels, X est uniforme sur [a,d] si sa
loi Px est de densité

1

flz) = b—al[a’b](x)’ z €R.

En vertu de la proposition 5.5, nous pourrions aussi bien choisir f(a) = 0ou f(b) =0
Au vu de Pinterprétation (5.3), le fait que f soit constante sur [a,b] exprime que si
nous simulons une variable aléatoire selon la probabilité Py, nous avons “autant de
chances” de tomber au voisinage de chaque point de l'intervalle [a, b]. Cela explique
le nom “uniforme”. Remarquons aussi que Px({z}) = 0 pour tout z (comme pour
toutes les probabilités avec densité). Nous avons donc une probabilité nulle de tomber
exactement en un point x fixé a ’avance.

On vérifie immédiatement que X est de carré intégrable, et on calcule :

b “ Y
E(X) :/ L do = ;b ; Var(X):%. (5.4)

Avec la méme chance de tirer “un quelconque point” de Uintervalle [a, b], il est naturel
d’obtenir comme espérance le milieu du segment.

EXERCICE 5.1 A partir de 7h, les bus passent toutes les 15 minutes a un arrét
donné. Un usager se présente entre 7h et 7h30 a cet arrét, I’heure exacte de son
arrivée étant une variable uniforme sur cette période. Trouver la probabilité qu’il
doive attendre moins de 5 minutes, puis plus de 10 minutes.

Solution : Soit X le nombre de minutes s’écoulant entre 7h et I'arrivée de I'usager.
Alors X est uniforme sur [0,30]. L’attente est inférieure & 5 mns si I'usager arrive
entre 7h10 et 7h15 ou entre 7h25 et Th30. La probabilité d’attendre moins de 5 mins
est done P(10 < X < 15) + P(25 < X < 30) = [i0 asda + [on dda =

La probabilité d’attendre plus de 10 mins vaut P(0 < X < 5) + IP’(15 < X <20) ==
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FIGURE 5.3 — Graphe de la densité f(x) = e~ et de la fonction de répartition associée
Flz)=1—e"".

Variable aléatoire exponentielle. On dit que X suit la loi exponentielle de parameétre
A > 0, que I'on note £()), si Px admet la loi de densité

fl@) = Xe™Mlg, (), z€R. (5.5)

On calcule alors sa fonction de répartition, ainsi que son espérance et sa variance :

1

F(x):(l—e*’\"”)+, z €R, IE(X):l et Var(X) = 2z

) 5.6
. (56)
En effet, on calcule par par intégrations par parties successives que E(X) =

I zde M dx et E(X?) = [ 2% Xe M da.

Dans la pratique, la loi exponentielle modélise souvent une durée de vie ou le
temps d’attente avant I'arrivée d’un événement spécifique. Par exemple la durée de
vie d’une bactérie, la durée d’'une conversation téléphonique ou le temps qui nous
sépare du prochain tremblement de terre peuvent étre considérées comme des v.a. de
loi exponentielle.

EXERCICE 5.2 Supposons que la durée d’une conversation téléphonique mesurée

en minutes suit une loi £(\) de parameétre A\ = 1—10 (exprimé en minute™!). Vous
arrivez a une cabine téléphonique et quelqu’un entre juste devant vous. Avec quelle

probabilité devez-vous attendre plus de 10 minutes ? entre 10 et 20 minutes ?

Solution : X désigne la durée de la conversation de la personne précédente. Alors,

on calcule que P(X > 10) = 14600 T5e"10dx ~ 0.368 et P(10 < X < 20) ~ 0,233.

La loi exponentielle possede la propriété importante dite de non vieillissement, on dit aussi
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qu’elle est sans mémoire au sens que :

Px(X>s) >0 et Px(X>t+s|X>t) =P(X >s) pour tous s,t € R. (5.7)

Proposition 5.10 La loi exponentielle est l'unique loi vérifiant (5.7).

Preuve. Soit G(t) = P(X > t) =1 — Fx(t). D’apres (2.16), la propriété de 1’énoncé
équivaut a dire que G(t+s) = G(t)G(s) pour tous s,t > 0. Comme G est décroissante
et continue & droite et tend vers 0 a l'infini, cela revient aussi a dire que c’est une
exponentielle négative, de la forme G(t) = e~ pour un A > 0 [Poser a = G(1),
vérifier par récurrence que G(n) = o™ pour tout n entier, puis que G(q) = a4 pour
tout ¢ rationnel, puis conclure que G(t) = ot pour tout ¢ € Ry par la continuité a
droite]. Le résultat s’obtient alors en comparant a (5.6) et en utilisant le fait quune
fonction de répartition caractérise la loi a laquelle elle est associée. O

Représentons-nous X comme la durée de vie d’un certain instrument. La propriété
ci-dessus signifie que si I'instrument fonctionne apres ¢ heures de service, la loi de sa
durée de vie a partir de 1a est la méme que la loi de la durée de vie de 'appareil neuf.
L’appareil fonctionne sans mémoire du temps d’usage déja écoulé.

Enfin, on peut simuler une loi exponentielle en utilisant la méthode d’inversion de
la fonction de répartition du paragraphe 4.7.2. En effet, on calcule immédiatement
que

1
Fl(u) = 3 In(l —w) wue€lo,1].
Soit U est une variable aléatoire uniforme, alors les variables aléatoires

1 1
X/:—Xh’l(l—U) et X:—XIHU

suivent une loi exponentielle de parameétre A (car U et 1 — U ont méme loi).

Loi gamma. Une variable aléatoire X suit une loi gamma de parameétre d'échelle 6 et
d'indice «, que I'on note T'(a, 8), si sa loi est a densité :

1
fz) = () 6% zo~1 e*9$1R+(x), z €R,

ou la fonction gamma est définie par :

I'(«) :/ z® le %dx pour tout «a > 0. (5.8)
0
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Une intégration par parties montre que I'(a«+1) = al'(«), et on a de maniére évidente
I'(1) = 1. Il S’ensuit que I'(n+1) = n! pour tout entier n > 0, avec la convention que
0! = 1. Enfin, le changement de variable z — 6z montre que la fonction f ci-dessus
est d’intégrale égale a 1, et est donc bien une densité.

Remarquons que T'(1,0) = £(0). Pour une loi I'(«, 6), on calcule aussi que :

Ia+p) 1
T(a) 68

@
E(X) = 5, o = 7 o E(X?) =
En revanche si 8 < —a, nous avons E(X?) = +o0.

Pour @ = n € N, la loi gamma représente la loi du temps d’attente avant la n-ieme

occurence d’événements indépendants de lois £(#) (voir Exemple 7.9).

Variables aléatoires normales (ou variables gaussiennes). Une variable
aléatoire normale centrée réduite est une variable aléatoire X de loi notée N(0,1)
de densité

—_

f(z) = e ™2 zeR. (5.9)

Pour vérifier que I = fjoo f(x)dx = 1, nous remarquons que

“+o0 +oo 27 /2 1 27
y)dedy = — d9 —r dd=1
v [ e =g [Tl =g [T

en passant en coordonnées polaires dans l'intégrale double. On calcule alors que
E(X)=0 et Var(X)=1,

justifiant les qualificatifs “centrée” et “réduite”.

N2 ~ 0,40

FIGURE 5.4 — La courbe de Gauss f et les proportions d’aire sous la courbe

Définition 5.11 On dit que X est une variable aléatoire de loi normale N (m, 02), pour
m € R et 02 > 0, si cette variable a la loi de densité
flz) =

(x —m)?
202

exp — (5.10)

1
V2mo?
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Nous pouvons vérifier que f est une densité en nous ramenant par le changement de
variable x — £=™ 3 la fonction (5.9). Le méme changement de variable permet de
voir que m et o sont 'espérance et la variance d’une v.a. de loi N'(m,o?).

La distribution normale fut introduite par De Moivre en 1733. Celui-ci 'utilisa pour
approximer une v.a. binomiale B(n, p) pour n grand. Ce résultat fut ensuite progres-
sivement généralisé par Laplace et d’autres confreres pour devenir le théoreme connu
sous le nom de théoreme de la limite centrale, qui sera démontré dans un chapitre
ultérieur. Ce théoréeme est I'un des plus importants de la théorie des probabilités et
prouve que de trés nombreux phénomenes aléatoires suivent approximativement une
loi normale. Nous pouvons citer a titre d’exemple la taille d’un individu choisi au
hasard, les composantes de la vitesse d’'une molécule de gaz ou l'erreur de mesure
d’une quantité physique.

Pour les calculs sur la loi normale. Il est difficile de faire des calculs avec la
loi normale car la densité de la loi normale centrée réduite n’admet pas de primitive
explicite. Aussi des tables numériques ont-elles été construites pour permettre aux
utilisateurs d’obtenir tres rapidement des valeurs numériques.

La table 5.1 donne les valeurs de ®(x) = P(X < z), lorsque X suit la loi gaussienne
centrée réduite. Bien str, les logiciels classiques de statistique permettent d’obtenir
les valeurs données par la table. Par exemple, pour une variable X de loi A/(0,1),
et en utilisant la symétrie de la densité et la table numérique ci-dessous, nous avons
I’approximation

1
P(X|<2)=2P0< X <2)=2 (IP(X <2)— 2) ~ 2(0,9772 — 0,5) = 0,9544.

EXERCICE 5.3 Lors d’un proces en attribution de paternité, un expert témoigne
que la durée de grossesse, en jours, est de loi approximativement normale de pa-
rametres m = 270 et 02 = 100. Lun des peres possibles est en mesure de prouver son
absence du pays pendant une période s’étendant entre le 290-ieme et le 240-ieme jour
précédant I'accouchement. Quelle est la probabilité que la conception de 'enfant ait
pu avoir lieu pendant la présence de cet homme au pays?

Solution : Comme X;m = % suit une loi A/(0,1). D’apres la table 5.1.

P(X > 290 ou X < 240) = P(X%Om > 2) +JP(X170270 < —3)

1—®(2)+1—&(3) ~0,02411.

Variable aléatoire de Cauchy. Une variable aléatoire réelle X suit une loi de
Cauchy si elle admet la densité
1
f(z)

. z€R,
7(1+22)’ ‘
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T 0,00 0,010 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 0,5000  0,5040  0,5080  0,5120  0,5160  0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 05398  0,5438  0,5478  0,5517  0,5557  0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 | 05793  0,5832 05871  0,5910  0,5948  0,5987  0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 | 06179  0,6217 06255  0,6293  0,6331  0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 06554  0,6591 06628  0,6664  0,6700  0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 | 06915  0,6950  0,6985  0,7019  0,7054  0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 | 07257  0,7291  0,7324  0,7357  0,7389  0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 | 07580  0,7611  0,7642  0,7673  0,7704  0,7734  0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 | 07881  0,7910  0,7939  0,7967  0,7995  0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 | 08159 0,818 08212  0,8238  0,8264  0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 | 0,8413 08438  0,8461  0,8485  0,8508  0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 | 0,8643  0,8665  0,8686  0,8708  0,8729  0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 | 0,8849  0,8869  0,8888  0,8907  0,8925  0,8944  0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 | 0,9032  0,9049  0,9066  0,9082  0,9099  0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 | 09192 09207  0,9222 09236  0,9251  0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 | 09332 09345  0,9357  0,9370  0,9382  0,9394  0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 | 09452  0,9463  0,9474  0,9484  0,9495  0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 09554 09564  0,9573  0,9582  0,9591  0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641  0,9649  0,9656  0,9664  0,9671  0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 09713 09719  0,9726 09732  0,9738 09744  0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 | 09772 09778  0,9783  0,9788  0,9793  0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 | 09821 09826  0,9830  0,9834  0,9838  0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 | 09861 0,984 0,988  0,9871  0,9875  0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 | 09893  0,9896  0,9898  0,9901  0,9904  0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 | 09918  0,9920  0,9922  0,9925  0,9927  0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 | 09938  0,9940  0,9941  0,9943  0,9945  0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 | 09953  0,9955  0,9956  0,9957  0,9959  0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 | 09965  0,9966  0,9967  0,9968  0,9969  0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 | 09974  0,9975  0,9976  0,9977  0,9977  0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
29 | 09981  0,9982  0,9982  0,9983  0,9984  0,9984  0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
z 3,0 3,1 3,2 3,3 3.4 3,5 3,6 3,8 1,0 15
®(z) | 0,99865  0,99903  0,99931  0,99952  0,99966  0,99977  0,999841  0,999928  0,999968  0,999997

TABLE 5.1 — Valeurs de la fonction de répartition ®(x) = / f(y)dy de la loi normale

N(0,1). Si on cherche la valeur de ®(z = k x 0,1 + j x 0,01), il faut regarder dans
le gros tableau supérieur, la valeur située a l'intersection de la ligne k 4+ 1 et de la
colonne j + 1. Le tableau donne ainsi toutes les valeurs de ®(x) pour z allant de 0
a 2,99 par pas de 0,01. Le petit tableau inférieur donne les valeurs de ®(z) pour x
allant de 3 & 4,5 par pas variable. Enfin, si on souhaite trouver une valeur de ®(x)
pour un z négatif, alors on utilise le fait que ®(z) =1 — ®(—=z).
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FI1GURE 5.5 — Gyrophare

(on vérifie immédiatement que [, f(z)dx = 1). Il s’agit de exemple classique d’une
v.a. qui n’a pas d’espérance. En effet, 'intégrale généralisée fj;oo W(Jilﬂ)

car f(x) ~zooo ﬁ Une variable de Cauchy n’est donc pas intégrable.

dzx diverge
L’exemple suivant illustre 'apparition naturelle de cette loi.

EXERCICE 5.4 Un gyrophare G envoie un flash lumineux dans une direction
aléatoire uniforme d’angle 0. Chercher la loi de I'abscisse X du point d’impact du
rayon lumineux sur un écran plan infini situé a distance 1 de G, comme indiqué sur
la figure 5.5.

Solution : L’angle 6 est une v.a. de densité ¢(0) = %1]_%7% (0), variable de loi uni-
forme sur | — 7, Z[. L’abscisse X est donnée par X = tan#@, c’est donc une v.a. de

fonction de répartition donnée pour x € R par

arctan 1 1
F(z) =P(X <z)=P(¢ < arctanz) = / q(0)df = — arctanx + 7
7r

— 00

La fonction F' est de classe C' et sa dérivée donne précisément la densité de la loi de
Cauchy. Par conséquent, la v.a. X a la loi de densité f.

Remarque 5.12 Dans les exemples que nous venons de voir, il est intéressant de
remarquer que les densités sont paramétrées par des nombres réels (un ou deux dans
nos exemples), parametres liés trés directement aux valeurs de lespérance et de la
variance de la variable. C’est tres important en Statistique. En effet, si nous savons a
priori que la loi de X appartient & une certaine classe de lois (lois exponentielles, lois
normales), nous pourrons trouver laquelle en estimant ses parametres en fonction des
observations de X.
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5.3 Vecteurs aléatoires a densité

Commencgons par 'extension de la loi normale au cadre multidimensionnel. Une
étude plus systématique sera faite dans un chapitre ultérieur.

Exemple 5.13 Vecteur gaussien n-dimensionnel non-dégénéré. Soient m €
R? et C une matrice réelle de taille d x d, symétrique définie positive (c’est-a-dire
x - Cx > 0 pour tout x € R\ {Oga}). Le vecteur aléatoire X & valeurs dans R est
gaussien de paramétres m et C si sa densité s’écrit

flx) = ! e @—m)C N @mm) g o R,
(27)4/2 | /det(C)

On a alors E(X) =m et Var(X) = C. On note cette loi N(m, C).

16
14
12
10

.o ,&A,

l 02“\\\\\\\

Low & o

FIGURE 5.6 — Densité gaussienne en dimension d = 2.

Nous avons vu dans la proposition 5.4 que la loi d’un vecteur aléatoire a densité
fait intervenir des intégrales par rapport & la mesure de Lebesgue dans R, soit des
intégrales multiples. Nous commencgons donc par rappeler le théoreme de Fubini,
essentiel dans les calculs d’intégrales multiples. Pour simplifier la présentation, nous
considérons le cas d = 2, I’extension a une dimension quelconque est immédiate.

Théoréme 5.14 (Tonelli, Fubini) Soit f : (R? Bge) — (R, Br) mesurable. Si f
est positive, ou [, | f(x,y)|dedy < oo, i.e. f € LY UL (), alors les fonctions

x»—>/Rf(x,y)dy et yn—>/Rf(m7y)dx
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sont mesurables (par rapport ¢ la mesure de Lebesgue sur R), et
[ sty = [ ([ remin)ie = [ ([ rac)ay
]RZ

Remarquons l’analogie avec le théoréme de Fubini (S9) pour les séries. En fait, la
théorie de l'intégration de Lebesgue permet de voir ces résultats comme issus du
meéme théoreme général, dont découle aussi le résultat “mixte” suivant.

Théoréme 5.15 Pour une suite de fonctions mesurables (fi)r de RY dans R telle
que Y, fRd |fr(x)|dE < +00,

> [ iz = [ (3 fitw)iz

5.3.1 Densités marginales

Nous allons nous limiter dans la suite de ce paragraphe au cas ou d = 2, pour simplifier
les notations. Nous considérons un vecteur aléatoire Z & valeurs dans R? de loi &
densité, et nous notons X et Y ses deux composantes : Z = (X,Y). Comme dans le
cas discret, la loi des marginales X et Y peut s’obtenir a partir de la loi de Z. Ce
résultat se généralise sans peine & une dimension supérieure.

\

Proposition 5.16 Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire a
densité f. Alors X et Y admettent les densités fx et fy :

/fxydy,xeR et fy(y /fxydx y € R. (5.11)

valeurs dans R? et a

Les fonctions fx et fy s’appellent les densités marginales de f.

Preuve. On utilise (5.2) avec ¢(u,v) = 1,<4, pour z,u,v € R :

P(X <z)=E(¢(X,Y)) = /:; du (/_;OO f(u,v) dv) = /_io fx(u)du

ou fx est définie par (5.11). Ceci montre que fx est la densité de X et on procede
de méme pour Y. O

L’exemple suivant illustre que la réciproque de cette proposition est fausse, en général :
le fait que X et Y soient & densité ne garantit pas que le vecteur aléatoire Z = (X,Y)
soit a densité. En particulier, il faut faire attention au fait que dans le cas général, la
densité d'un couple de v.a. a densité n’est pas le produit des densités.
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Exemple 5.17 On considére le cas X =Y et on note A = {(z,z) : © € R} la

diagonale de R?. Alors Pz(A) = 1, tandis que si Z était a densité f, nous aurions
Pz(A) =E(1a(Z)) = [go 1a(2)f(2)dz = 0 car A a un volume nul dans R?.

Exemple 5.18 On lance une fléchette sur une cible circulaire de rayon unité et on
décide de n’observer que les lancés qui atteignent la cible. Le joueur est suffisamment
loin de la cible pour que le point d’impact M de la fléchette soit supposé uniformément
distribué sur la cible. Les coordonnées cartésiennes de M € D = {(z,y) € R?,2? +
y? < 1} constituent un couple de v.a. de densité uniforme sur le disque :

1
f(X,Y)(xvy) = p 124241y, (z,y) € R?.

L’abscisse X est distribuée selon la densité marginale

Nl

fx(x) = /f(X’y)(x,y) dy = % (1— 2% 11 q(2), zeR

La loi de Y a la méme densité.

5.3.2 Densités conditionnelles

Pour tout z € R tel que fx(x) > 0, on introduit la fonction

frix=2(y) = yeR. (5.12)

IT est clair que fy|x—; >0 et fR fy|x=2(y)dy = 1. 11 s’agit donc d’une densité.

Définition 5.19 La fonction fy|x—, est appelée densité conditionnelle de Y sachant
X = . Elle induit pour toute fonction h : R? — R, mesurable positive ou intégrable
(cf. remarque 5.20 (ii) ci-dessous), l'espérance

ER(X, V)| X =2) = / h(z,y) fyix=2(y)dy pour tout x € R tel que fx(z) > 0.
R
L’espérance conditionnelle de h(X,Y') sachant X est la v.a. définie par :

E(h(X,Y)|X) =9(X), avec ¢(z)=EMNX,Y)|X =2) 115 ()0}

L’interprétation de (5.12) est la suivante : la fonction fy|x—, est la densité de la
“loi conditionnelle de Y sachant que X = z”. Bien sir, nous avons P(X = z) = 0
puisque X admet une densité, donc la phrase ci-dessus n’a pas réellement de sens,
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mais elle se justifie heuristiquement ainsi : Az et Ay étant de “petits” accroissements
des variables x et y, nous avons comme en (5.3), et lorsque f est continue :

fx(x)Ax
f(z,y)ArAy

Q

Plx < X <z + Ax),
Pa<X<z+Azx, y<Y <y+Ay).

Q

Par suite
Pla<X<z+Az, y<Y <y+ Ay)
_ A ~

~ Py<Y<y+Aylz<X<z+ Az).

Remarque 5.20 (i) La fonction ¥(x) est défini de maniére arbitraire sur B =
{u, fx(u) = 0}, ici nous avons choisi la valeur nulle. Remarquons que P(X €
B) = fB fx(u)du = 0. Donc la définition 5.19 définit l’espérance conditionnelle
Y(X) =E(Y | X) Px—p.s. c’est-a-dire avec probabilité pleine sous la loi de X .

(i) Comme EE(Y||X) = [ (fplylZE 52 dy) fx(w)de = E(Y]) grice au
théoréme 5.14 de Fubini, lespemnce conditionnelle de Y sachant X est bien définie
des que Y est intégrable.

(iii) Les réles de X et de' Y peuvent étre inversés dans tous les résultats.

En remplacant les sommes par des intégrales, nous pouvons adapter les preuves de
la Section 3.5.3 et obtenir dans le cadre des lois & densité les mémes propriétés de
I’espérance conditionnelle résumées ci-dessous.

Proposition 5.21 Soient X et Y deuz variables aléatoires réelles.

(i) Si Y est intégrable, alors E(Y) = E(E(Y|X)) = [LE(Y|X = 2)fx(z)dz, et
pour toute fonction mesurable h positive ou intégrable sur R?, on a E(h(X,Y)) =
E(E(h(X,Y) | X)).

(ii) Si Y est un vecteur aléatoire intégrable a valeurs dans R?, alors E(a - Y|X) =
a-E(Y|X) pour tout a € R? (ou E(Y|X) est le vecteur d’espérances conditionnelles).
i) E(1|X) =1, et i Y >0, alors E(Y | X) > 0.

(iv) Si g est mesumble et g(X)Y positive ou intégrable, alors E(Y g(X)|X) =
g(X)E(Y]X).

Exemple 5.22 Soient X et Y de densité jointe fxy(z,y) = %IT(x,y) ou T est
le triangle T = {0 < y < z < 1}. La densité de X est donnée par fx(z) =
[ fxy (@ y)dy = 1o1(x) et pour z €]0,1],

Tyix=2(y) = %1]0,1[(9) .



108 Chapitre 5 — Variables aléatoires a densité

Ainsi, X est uniformément distribuée sur ]0,1[, et la loi de Y sachant X = x est
uniforme sur]0,z][ (0 < x < 1). Pour un tel z, l’espérance conditionnelle E(Y | X = x)
est donnée par le miliew x /2 de l'intervalle portant cette loi uniforme, et nous obtenons

E(Y|X) = X/2.

5.3.3 Indépendance de variables aléatoires a densité

Dans la suite de ce paragraphe, nous considérons un couple (X,Y’) de variables
aléatoires réelles. Le résultat suivant est un analogue de I’équivalence (i)<=>(ii) dans
la proposition 3.36.

Proposition 5.23 Supposons que X et Y soient a densité fx et fy. Alors X etY
sont indépendantes si et seulement si le couple Z = (X,Y) admet la densité suivante :

fz(z,y) = fx(@) fy (y) pour tous (z,y) € R% (5.13)

Preuve. Par définition de 'indépendance, on a
x Yy
POX <o) <) =BX <P <g)= [ fetwdu [ o)

ce qui montre que Pz est a densité fz donnée par (5.13). Réciproquement, le méme
calcul montre que (5.13) implique que P(X < z,Y <y) = P(X < 2)P(Y < y) pour
tous x,y € R. En utilisant le méme argument que dans la preuve de la proposition
4.43, ceci entraine que P(X € A,Y € B) =P(X € A)P(Y € B) pour tous boréliens
A et B, d’ou le I'indépendence de X et Y. d

5.4 Recherche de densité

Dans ce paragraphe, nous abordons le probleme important suivant. Soit X un vecteur
aléatoire & valeurs dans R?, admettant la densité fx. Soit g une fonction mesurable
de R% dans RY', de sorte que Y = g(X) soit aussi un vecteur aléatoire.

1. Est-ce que Y admet une densité?

2. Si oui, comment la calculer ?
Concernant la premiere question, la réponse est : en général non! pensez par exemple
au cas ou d = d’ = 1, la fonction g est constante, g(z) = a pour tout x € R, alors la
loi de Y est la masse de Dirac en a, qui n’a pas de densité. On peut aussi revenir a
I'exemple 5.9 qui illustre un cas mixte d’une v.a. a valeurs dans R ou g(x) = max(z, a),
z € R, place une masse au point a.
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Continuons alors en supposant que la v.a. a une densité. Afin de répondre a la
deuxieme question, nous allons utiliser la caractérisation de la loi d’une v.a. obtenue
dans la proposition 4.38, qui dans le cas présent de recherche de densité se ré-écrit :

Proposition 5.24 Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans RY. S’il existe une
fonction f telle que IE( ) fRd x)dx, pour toute fonction continue bornée
h, alors la loi de X admet la densité f

On recherche alors une telle fonction de densité en écrivant pour toute fonction A
continue bornée :

E(MY)) =E(hog(X)) = /Rdhog(m)fx(m) dx, (5.14)

qu’on voudrait mettre sous la forme

| mw)sw . (5.15)

en faisant le changement de variable y = g(x) dans cette intégrale. Dans le cas
unidimensionnel d = 1, ceci nécessite que g soit dérivable et bijective “par morceaux”,
et il faut faire tres attention aux domaines ou g est croissante ou décroissante. Plutot
qu’exposer une théorie générale, donnons des exemples.

Exemple 5.25 Soit Y = aX + b, ot a # 0 et b sont des constantes Le change-
ment de variable y = ax + b dans (5.14) donne E(h = [z h(az + D) fx(x)dx =

f]R (y) fx (yTb) mdy (on peut considérer separement les casa >0 eta <0) On

peut ainsi conclure Y est une v.a. de densité

frly) = fx( b)l yeR.

lal’
Si X suit la loi normale N'(m,0?), alors =™ suit la loi N'(0,1).
Si X suit la loi normale N'(0,1), alors aX +b suit la loi N'(b,a?).
Si X suit la loi uniforme sur o, 8], alors aX + b suit la loi uniforme sur
[ac + b, aff + b].
Si X suit la loi T'(e, ), alors aX suit la loi T'(«,0/a).

Exemple 5.26 Soit Y = X2. La fonction x — x2 est décroissante sur R_ et crois-
sante sur Ry. Le changement de variable y = 22 donne alors

0 “+o0
E(h(Y)) = / h(e?) fx(z) de + / h(a?) fx () da

— 00

+o0 +oo 1
/0 h(y)fx(—\f)ﬁdw / b Ix (g
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et nous trouvons donc que Y est a densité

) = (x(=vi)+ x (VD) 2\1/371]0,%0[(3;). (5.16)

Exemple 5.27 Soit X une v.a. de loi N'(0,1). La variable aléatoire X? suit la loi
['(1/2,1/2) (également appelée loi du Chi® a un degré de liberté, et noté X*(1)), car
Y = X? est a densité (5.16) :

Fr) = e (~ ) Tl ()

Dans le cas des vecteurs aléatoires, 1'idée est la méme : il convient d’appliquer la for-
mule de changement de variable dans I'intégrale que nous allons maintenant rappeler.

Théoréme 5.28 Soit A un ouvert de R%, et ¢ : A — B une bijection de classe C'.
Alors, [ o(y)dy = [, ¢ o p(x)|det (Jy(x))|de, pour ¢ positive ou intégrable.

Ici, nous rappelons que

— Jy(x) est la matrice Jacobienne de 9, c’est la matrice de taille d x d de com-
posantes Jy(x);; = gTw]’f(x), 1<4,j<d,

— det (J ¢((B)) est appelé déterminant Jacobien, et intervient par sa valeur absolue
(car, contrairement & la dimension 1, “il n’y a plus d’orientation” dans le calcul
de l'intégrale).

Comme premiere conséquence de la formule de changement de variable dans
Iintégrale, on voit qu’il faut se restreindre au cas ou X et Y sont de méme di-
mension. En effet, si Y est de dimension plus grande que X, alors Y = g(X) n’a
pas de densité, et si Y est de dimension inférieure a celle de X, alors il convient
de “compléter” Y artificiellement avec autant de composantes que nécessaires afin
de se retrouver avec la méme nombre de composantes que X (voir la remarque 5.32
ci-dessous).

Proposition 5.29 Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R? de densité fx nulle
en dehors d’un ouvert A C R, Soit g : A — B une bijection telle que g~ est de
classe C1. Alors Y est un vecteur aléatoire de densité :

fr(y) = 1Y) fxog ' (y)|det -1 (y)|
1

|det Jg(g~' (y))I”

= 1p(y) fxog ' (y) y € R%
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Preuve. Sous ces hypotheses, nous pouvons continuer le calcul dans (5.14) en utilisant
la formule de changement de variable = = 1/(y) = g~ *(y) du théoréme 5.28 :

E(h(Y)) = / ho g(a) fx (x) do = /B W) fx 09 (y) dy.

A
et on conclut grace a la proposition 5.24 et au fait que |det J4-1(y)| = m.
O
Exemple 5.30 (Coordonnées polaires.) Soit X = (U,V) un vecteur aléatoire
de R?, et Y = (R,0) ses coordonnées polaires. La transformation g est un

difféomorphisme de A = R?\{0} dans B =0, 00[x]0,27], et son inverse g~ s’écrit
facilement : w = rcos@, v = rsinf. Alors le déterminant jacobien detJg-1(r,0) = r
et on obtient par la proposition 5.29 que :

fy(r,0) = rfx(rcosf,rsinf)1g(r,0), (r,0)c R

Par exemple si U et V sont indépendantes et de loi N'(0,1), (5.13) entraine que
Fx(u,v) = g exp (~ 2427 et

1 2
fY (T, 9) = g T e_r /2 1]0700[(7") 1]0’277] (9), (7", 9) S RQ.

En %articulier les v.a. R et © sont indépendantes, la premiére suit la loi de densité
re " /2 1j0,00[(7), et la seconde est uniforme sur [0, 27].

Remarque 5.31 Supposons qu’il existe une partition finie (A;)1<i<a de A= {fx >
0}, telle que g : A; — B; = g(A;) est une bijection dont l’inverse est de classe C'.
Dans ce cas, on découpe lintégrale selon les A;, on applique la proposition 5.29 a
chaque morceau, et on obtient en sommant :

1

, yeRY
|det Jg(g=1(y))|

d
fr(y) = Z 1g,(y)fx og~ ' (y)
i=1
ot g~ est définie sur chaque B; comme image réciproque de la restriction de g a Aj;.

Remarque 5.32 Supposons que Y a moins de composantes que X, i.e. d < d.
Dans ce cas, on considére un vecteur Y = (Y, Y') complétant Y afin de construire
une application g : R — R dont les d’' premiéres composantes coincident avec les
composantes de g, et pour laquelle la proposition 5.29 s’applique. Nous obtenons ainsi
la densité fy de Y =g(X) et nous appliquons 'extension évidente de (5.11) :

)= [ Ivwiy.



112 Chapitre 5 — Variables aléatoires a densité

Exemple 5.33 (Loi béta) Soit X = (U,V) un vecteur aléatoire de R?, avec U et
V indépendantes de lois T'(c, 0) et T'(3,0). Alors, en notant A =)0, 00[?, la densité du
vecteur X est

got+B
Fx(u,v) = ———u® 1P 1e 01, (u,v), (u,v) € R2.
’ [(a)l(B)
Pour déterminer la densité de ¥ = U+LV, nous introduisons Y = (Y,Y'), avec
Y' = U+ V, ce qui correspond d une transformation g(u,v) = (u_’f_v,u + 11).

Cette application est bijective de A =]0,00[* dans B =]0,1[x]0,00][, et nous avons
g Yy, y) = (yy',v' (1 —v)), qui a pour déterminant jacobien y'. La proposition 5.29
donne :

gotB

fvw,y) = Wy’a+ﬁ_lya’l(1 —y) e 15y, y), (v,v) € R?,

et on déduit la densité de la premiére marginale par (5.11) :

i = " vy

o 9a+ﬂ o s oo ot gy /
= Tar@? v 11]0,1[(y)/0 v e~ dy
Tt

o Wy Hl-y) 11]0,1[@)7 (5.17)

en utilisant (5.8). On appelle loi béta de paramétres a et B la loi admettant cette den-
sité. Nous obtenons aussi facilement la densité de Y'. En effet, on voit que fy(y,y')
est le produit de fy (y) par la fonction

pat+s

) = mymﬁﬁil@*gy/ 10,00 (%),

qui d’aprés (5.11) est la densité de la v.a. Y'. Ceci montre que Y' suit la loi T'(a+13,0).
On retrouvera ce résultat de maniére plus simple (grace d la fonction caractéristique)
dans ’Ezemple 7.9.

Nous avons en fait démontré le résultat suivant.

Proposition 5.34 Si U et V sont indépendantes et de lois respectives T'(a,0) et
I'(B,0), alors U4V suit la loi T'(a + 5,0) et est indépendante de MLV qui suit une
loi béta de parametres o et 3.

En utilisant la méme méthode on aussi le résultat suivant.



5.5 — Simulation de suites de variables aléatoires indépendantes 113

Proposition 5.35 (Produit de convolution) Si U et V sont deuzr variables
aléatoires réelles indépendantes de densités respectives fy et fy, alors Z = U +V
admet la densité

+00 +oo
f2(2) = / forw) fur (= — w)du = / for(z — v) fu (v)dv.

— 0o — 0o

La fonction fz est appelée le produit de convolution des deux fonctions fy et fy.

Preuve. Si U et V sont indépendantes de densités respectives fyy et fy, nous pou-
vons de la méme maniere trouver la densité de la somme Z = U + V. La encore, nous
“complétons” Z en le couple T' = (U, Z) (par exemple), correspondant & la bijection
g(u,v) = (u,u+v) sur R?, dont le jacobien est 1. Par suite la proposition 5.29 permet
de conclure. 0O

Exemple 5.36 La somme de deuzr variables aléatoires indépendantes, de lois nor-
males N'(m,a?) et N'(u, 72) est une variable aléatoire de loi normale N'(m + u, o2 +
72). Nous verrons au chapitre 6 une autre preuve de ce résultat grace a la fonction
caractéristique.

5.5 Simulation de suites de variables aléatoires
indépendantes

Un générateur aléatoire nous permet d’obtenir une suite (X, ),, potentiellement infinie,
de v.a. indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1]. Nous voulons construire une suite
(Y,,)n de vecteur aléatoires indépendants, & valeurs dans R?, de loi donnée notée Py .

5.5.1 Inversion de la fonction de répartition

Considérons le cas d = 1 et généralisons la méthode introduite a la section 4.7.

Supposons que 'on connaisse la fonction de répartition F' des variables Y;. A partir
d’une suite de v.a. uniformes sur [0,1] et indépendantes, nous pouvons simuler une
suite de v.a. réelles indépendantes de fonction de répartition F'. Comme au paragraphe
4.7.2, nous définissons la fonction “inverse” continue & gauche de F par :

G(z) = inf{ly e R: F(y) >z}, Vz€]0,1]. (5.18)

Proposition 5.37 La suite (Yy,), définie parY, = G(X,,) est une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi Py .
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Preuve. L’indépendance et le fait que les Y, suivent la méme loi sont évidents. Le
calcul de la loi a été fait a la section 4.7. 0

5.5.2 Meéthode du rejet

Cette méthode s’applique lorsque la probabilité Py admet une densité f, et lorsqu’on
connait une autre probabilité v, telle que

- il est possible de simuler des v.a. de loi v (par exemple par la méthode précédente) ;
- v admet une densité g telle que

fl®) < ag(x), Ve € RY, (5.19)

pour une constante a connue (nécessairement a > 1, et méme a > 1 si Py # v,
puisque f et g sont deux fonctions positives ayant la méme intégrale 1).

Un cas particulier est le cas ou f est une densité continue a support compact (donc
bornée).

Nous supposons aussi que nous disposons, d’une part de la suite (X,), ci-dessus
(constituée de v.a. indépendantes de loi uniforme sur [0,1]), et d’autre part d’une
suite (Z,), potentiellement infinie de v.a. indépendantes de loi v et indépendantes
des (X,,)n. Nous posons alors

N =inf{n e N*; f(Z,) > aX,,9(Z,)}, (5.20)

avec la convention inf ) = 400, et

Z, si N=n,
Y= { Ogpa si N = +oo. (5.21)

Proposition 5.38 La v.a. N suit une loi géométrique de parameétre % (et donc
d’espérance a). Le vecteur aléatoire Y suit la loi Py. Les variables aléatoires N et’Y

sont indépendantes.

Preuve. Notons A,, = {f(Z,) > aX,9(Z,)}. Les événements A,, sont indépendants
et ont méme probabilité. Posons P(A,,) = « (nous calculerons a plus tard), de sorte
que P(N > n) = (1 — a)™. Pour toute fonction h continue bornée, nous avons

M8

]E(h(Y)) = ]E(h(ZTL)lN:n) +E(h(0)1N:+OO)

3
I
-

o

E (h(Zn)1a, L insn-13) + h(0O)P(N = +o0).

3
I
-
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Les v.a. h(Zy)1a, d'une part et 1yy~,_1} d’autre part sont indépendantes, car {N >
n— 1} = NP2 Ag, donc

E (h(Zn)1a, Linsn-1}) = E(h(Z,)14,) (1 —a)" . (5.22)

L’espérance E (h(Z,,)14,) vaut

0@ ([ 10eamonde ) @z = [ w22 g2z = L [ i) pzae
L (] otz = [, )

ag(z) a

En particulier « est égal a cette expression lorsque h = 1, donc « = 1/a, puisque f
est une densité. Ainsi, 0 < a < 1 et comme P(N > n) = (1 — «)", ceci montre que la
v.a. N est géométrique de parametre «, donc en particulier P(N = +o0) = 0.

En remplacant E (h(Z,,)14,) par sa valeur dans (5.22), nous obtenons que E(h(Y)) =
[ h(z)f(z)dz, ce qui montre que Y est de loi Py-.

Enfin, I'indépendance s’obtient en vérifiant que
E(MY)1n=pn) =a(l —a)*! / h(z)f(z)dz =E(h(Y))P(N = n),
Rd
donc E(h(Y)g(N)) =E(h(Y))E(g(NN)) pour toute fonction g bornée. O

Nous avons ainsi obtenu une v.a. de loi Py. Pour obtenir une suite de telles variables
aléatoires indépendantes, il faut répéter la méme procédure.

Nous pouvons comparer les deux méthodes :

— La premiere est tres simple a mettre en ceuvre, si 'on connait explicitement la
fonction G = F~1, ce qui est assez rare dans la pratique.

— La seconde nécessite la connaissance de f, g et a, et aussi le fait que 'on sache
préalablement simuler selon la loi v. L’idée est par exemple d’utiliser la premiere
méthode pour cette loi. Les conditions sont assez souvent remplies, mais cette
deuxieme méthode est malheureusement parfois longue & mettre en ceuvre (sa “lon-
gueur” est proportionnelle a N).

Un cas particulier : Supposons que la densité f est a support dans le compact
[b,c] et est bornée par une constante C. Alors la constante a de I’énoncé général
peut-étre remplacée par a = C'(c — b). Nous pouvons adapter la proposition 5.38 et
montrer que si (Ug)x et (Vi)r sont des suites de variables aléatoires indépendantes et
de loi respectivement uniforme sur le rectangle [b, ¢] et sur le rectangle [0, C], alors la
variable aléatoire

Y =Uy, avec N =inf{k>1: V< f(Uy)},
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définit une variable aléatoire de densité f.

Nous allons en déduire I'algorithme suivant :
Tirer (U,V) de lois uniformes sur [b, ¢] et sur [0, C], jusqu’a ce que V' <
f(U). Poser alors X =U.

D’apres la proposition 5.38, la v.a. X ainsi obtenue a pour densité f. Nous rejetons les
couples (U, V) tels que V > f(U). Cet algorithme s’appelle ’algorithme du rejet.

Remarquons que la loi de N est une loi géométrique de parametre ﬁ, d’espérance
E(N) = C(c—b). Comme le nombre d’appels au générateur pseudo-aléatoire est 2N,
lalgorithme sera efficace si la majoration de la densité f par la constante C' sur le
support [b, ¢] est bien ajustée.

5.6 Exercices sur le chapitre 5

EXERCICE 5.5 Soit X > 0 une variable aléatoire & densité, et g une fonction
positive croissante de classe C1, telle que g(0) = 0. Montrer que

+oo
E (g(X)) = / § (OP(X > t)dt.

On pourra en particulier voir ce que devient cette formule dans le cas ol g(x) = .

EXERCICE 5.6 1) Un poste a incendie doit étre installé le long d’une route fo-
restiere de longueur A, A < oc.

Si les incendies se déclarent en des points uniformément répartis sur (0, A), ou doit-
on placer ce poste de facon & minimiser I'espérance de la distance entre le poste et
I'incendie 7

2) Supposons que la route soit infiniment longue, s’étendant de 0 & I'infini. Si la dis-
tance entre un incendie et ’origine est exponentiellement distribuée avec un parametre
A, ou doit-on alors installer le poste a incendie ?

EXERCICE 5.7 La durée de fonctionnement d’une lampe suit une loi de densité

1 ¢
f(t) = Ete_Z 1t20

(P'unité de temps est 'année).
1) Vérifier que f est une densité de probabilité.

2) Calculer I'espérance et la variance de cette durée de fonctionnement.
3) Quelle est la probabilité que la lampe fonctionne pendant 6 ans?
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EXERCICE 5.8 Soit X une variable aléatoire de densité fx. Considérons la va-
riable aléatoire
Y = Ceiaxl{x>o}, (> 0,¢>0).

Etudier I'existence d'une densité pour Y et donner sa valeur en fonction de fx.
EXERCICE 5.9 Soit X une variable aléatoire de loi (0, 1).

2

1) Calculer E(e*X) pour A € R.

2) En déduire que pour a > 0, on aP(X > a) <e™ 7.
3) Utiliser la forme intégrale de P(X > a) pour obtenir I’encadrement

1 1 —a? 1 a2
_ e 2 <P(X >a)< e Z.
(a\/27r a3\/27r> SPX za)< aVv2m

EXERCICE 5.10 Considérons deux parametres a > 0 et @ > 0. On dira que X
suit une loi de Pareto de parametres (a, ) si X est une variable aléatoire de densité
f définie par

flz)=0siz<a
a/a

flx)=— (7)(14—1 siz > a.

a \x

Cette variable aléatoire décrit par exemple la répartition des richesses.

1) Montrer que f est bien une densité de probabilité. Allure du graphe de f : on
pourra prendre a = 1 et @ = 3.

2) Calculer P(X > x). Allure de la fonction de répartition pour les paramétres ci-
dessus.

3) Soit y > 0 fixé. Calculer lim,_, P(X > x + y|X > z). Qu’en conclure? Cette
propriété est-elle vraie pour une variable exponentielle ?

4) Montrer que X admet une espérance si et seulement si a > 1. Calculer E(X)
dans ce cas.

5) Montrer que X admet une variance si et seulement si a > 2. Calculer Var(X)
dans ce cas.

z2 y2
EXERCICE 5.11 Soit (X,Y’) un couple aléatoire de densité f(x,y) = %|x|e*%
1) Calculer la loi de X et la loi de Y. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?

2) Est-ce que X et XY sont indépendantes ? Calculer la loi de XY

3) Quelle est laloi de X(1+Y)?

EXERCICE 5.12 Soient X et Y deux v.a. réelles. On suppose que la densité condi-
tionnelle de X sachant Y = y est la densité 1, (x)y?xe Y et que la loi de Y est de
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densité y%l[l#oo[(y).

On pose T'= XY.

1) Trouver la loi du couple (T,Y). Qu’en déduit-on ?
2) Trouver la loi conditionnelle de Y sachant X = z.
3) Calculer E(Y|X).

EXERCICE 5.13 Soit Y une v.a. de loi uniforme sur [0, 1] et X & valeurs dans N,
avec X et Y indépendantes. On considere Z = XY

Trouver la loi de Z et donner une condition pour que la loi de Z admette une densité
par rapport a la mesure de Lebesgue.

EXERCICE 5.14 Soit «, f > 0. On considére deux v.a. : X a valeurs dans N et Y
a valeurs dans R;. La loi du couple est donnée, pour n € N et y > 0, par
(O[Z)n

Y
P(X =nY <y)= ﬁ/ e—(a+6)z7'dz.
0 n:

Donner les lois respectives de X et de Y.

EXERCICE 5.15 Soient Xi,...,X,, des v.a. indépendantes de loi uniforme sur
[0,1]. On pose :

U=X1, Uy=X1Xo, ..., U,=X1---X,.

1) Chercher la loi du n-uplet (U, ...,U,).
2) Chercher la loi conditionnelle de U,, sachant U, _; = u.

EXERCICE 5.16 Cet exercice donne une méthode (usuelle) pour simuler deux va-
riables aléatoires indépendantes et de loi normale.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi A(0,1). On considere
le couple (R, ©) de variables aléatoires a valeurs Ry x [0, 27], obtenu en exprimant
(X,Y) en coordonnées polaires.

1) Calculer la loi de (R, ©) et celle de (R2,0).

2) En déduire le procédé pratique suivant de simulation de variables aléatoires
indépendantes et de loi normale : si U et V sont deux variables aléatoires
indépendantes uniformes sur [0,1], alors X = +/—2InUcos(27V) et YV =
V—2InU sin(27V) sont deux variables aléatoires indépendantes de loi N'(0, 1).

3) Quelle est la loi de X ?

EXERCICE 5.17 Soient Zy,...,Z, des variables aléatoires réelles, indépendantes
et de méme loi, de fonction de répartition F. On pose

X = min Z;, Y = max Z.
1<k<n 1<k<n
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1) Calculer la fonction de répartition jointe Fxy en fonction de F. Calculer les
fonctions de répartition F'x et Fy .

2) Dans le cas ou la loi des Zj est de densité f, calculer les lois de X, de Y et de
(X,Y).

3) Nous supposons désormais que les Z ont une loi uniforme sur [a,b] pour a < b
dans R.

Expliciter les lois de X, de Y et de (X,Y). Calculer E(X) et E(Y), Var(X) et Var(Y),
Cov(X,Y) et p(X,Y).

EXERCICE 5.18 Soient X et Y deux variables aléatoires exponentielles indépendantes
de parametres A et p. On pose M = min(X,Y) et D = |X — Y| = max(X,Y) —
min(X,Y).

1) Calculer P(M > a,D > b,X >Y) pour a,b > 0.

2) En déduire P(X > Y), P(X <Y), la loi de M, la loi de D conditionnellement &
X <Y, laloide D conditionnellement a X > Y.

3) Montrer que M et {X < Y} sont indépendants.

4) Soient, pour 1 < ¢ < n, des variables aléatoires X; indépendantes de lois ex-
ponentielles de parametre A;. Que dire de la loi de min;<;<, X; et de I'événement
{Xk = minlgign )(2 } ?






Chapitre 6

Convergences et loi des
grands nombres

Un coup de dés jamais n’abolira le hasard
Stéphane Mallarmé.

Nous allons présenter dans ce chapitre I'un des résultats essentiels de la théorie des
probabilités, qui va justifier toute la théorie que nous avons construite a partir de
I’approche heuristique du Chapitre 2. Ce résultat montre rigoureusement que, quand
le nombre de répétitions de I'expérience tend vers l'infini, la fréquence de réalisation
d’un événement converge vers la probabilité de réalisation de cet événement. Ainsi,
notre modele est bien cohérent avec l'intuition. Ce résultat, appelé Loi des grands
nombres, a d’autres portées fondamentales. Philosophique tout d’abord, puisqu’il
permet de voir le monde déterministe comme la limite macroscopique d’une accumu-
lation de phénomenes élémentaires microscopiques aléatoires. Portée numérique aussi,
car nous verrons que ce théoreme est a ’origine de méthodes de calcul numérique ap-
pelées Méthodes de Monte-Carlo, qui sont extrémement puissantes et robustes.
Elles sont par exemple tres utilisées en Physique ou en Mathématiques Financieres.

Considérons un espace fondamental @ (muni de la tribu A et de la probabilité P).
Nous voulons étudier la répartition des valeurs d’une v.a. X de loi Py, réalisées au
cours d’une succession de n expériences aléatoires indépendantes. Par exemple, nous
interviewons n personnes choisies au hasard et nous leur demandons si elles aiment
les brocolis. Ici, la réponse sera 0 ou 1 et la v.a. associée X sera une variable de loi
de Bernoulli Py.

121
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Nous allons modéliser les résultats possibles de X au cours des n expériences par une
suite X1,..., X, de v.a. indépendantes et de méme loi Px. Nous nous intéressons au
comportement aléatoire de cette suite de résultats et en particulier a leur moyenne
empirique, quand le nombre n tend vers l'infini (n est le nombre d’expériences ana-
logues réalisées, par exemple la taille de 1’échantillon dans un sondage). La question

est donc : comment définir
X1+ + X,

lim ,

n—-+oo n

sachant que chaque X; est une fonction de w?

Pour ce faire nous allons, de maniere générale, définir les notions de convergence de
variables aléatoires et voir que plusieurs définitions différentes sont possibles, non
équivalentes, ce qui enrichit mais complique aussi la description des comportements
asymptotiques.

6.1 Convergences de v.a.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier des modes de convergence impliquant la
proximité des v.a. elles-mémes, contrairement au cas de la convergence en loi qui sera
étudiée ultérieurement.

Nous considérons une suite (X, ),>1 de vecteurs aléatoires, définis sur un méme
espace de probabilité (£2, 4, P), et & valeurs dans R?. Nous considérons également sur
le méme espace un vecteur “limite” X. On notera |.| la valeur absolue dans R ou la
norme dans R?.

Définition 6.1 a) La suite (X,,),, converge presque stirement vers X, ce qui s'écrit
X,, = X p.s., s'il existe un ensemble N € A de probabilité nulle tel que

Xn(w) = X(w) quand n — 0o pour tout w ¢ N.

b) La suite (X,,),, converge en probabilité vers X, ce qui s'écrit X, E) X, si pour
toute >0ona
P(|X,—-X|>¢e) - 0 quand n — oo. (6.1)

1
c) La suite (X,,),, converge en moyenne vers X, ce qui s'écrit X, L, X,si X, et X
sont dans L' et si
E(|X,—-X]|) — 0 quand n — co. (6.2)

Remarque 6.2 La convergence p.s. est la plus proche de la convergence simple des
fonctions. Mais ici, nous permettons a certains w de ne pas vérifier X, (w) — X (w),
si toutefois la probabilité de réalisation de l’ensemble de ces w est nulle.
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Ces convergences ne sont pas équivalentes, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 6.3 (i) Soit (X,), une suite de v.a. de Bernoulli B(
L =1-P(X,=0). Alors

n

), e P(Xp =1) =

1
n

X, — 0 en probabilité et en moyenne.

En effet P(|X,| > ¢) = L — 0 pour tout ¢ €]0,1[, prowvant la convergence en

n
probabilité, et E|X,, — 0| = E(X,,) = % — 0, prouvant la convergence en moyenne.
(ii) Pour la suite Y,, = n?X,, dont la loi est caractérisée par P(Y,, =n?) =1-P(Y,, =

0) = %, pour tout n > 1, nous avons par les mémes calculs :

Y, — 0 en probabilité, mais Y, /— 0 en moyenne,
du fait que E(|Y,, — 0|) = E(Y,,) =n — oo ! (en fait, (Y,), ne converge vers aucune
autre limite finie).
Exemple 6.4 Soit U une v.a. uniforme sur [0,1]. Alors, la suite de v.a. de loi B(L) :

En effet, considérant I’ensemble négligeable N = {U = 0}, on a que pour tout w € N€,
il existe ng tel que U(w) > -, impliquant que Z,(w) = 0 pour tout n > ny.

no’

Nous allons maintenant étudier les liens entre ces différentes convergences. Com-
mengons par le résultat le plus simple.

Théoréme 6.5 La convergence en moyenne entraine la convergence en probabilité.

Preuve. Pour des vecteurs aléatoires intégrables X, et X il suffit de remarquer que
I'inégalité de Markov (4.13) donne pour tout € > 0,
_ E(X. - X])

P(X, - X|2¢) < =0

Nous avons vu dans ’exemple 6.3 que la réciproque n’est pas toujours vraie.

L’un des résultats les plus importants de la théorie de 'intégration relie la convergence
en moyenne et la convergence presque-siire. C’est ce résultat qui, en grande partie, fait
la supériorité de I'intégrale de Lebesgue par rapport a celle de Riemann. Commengons
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par un autre résultat qui est également tres utile et qui est une conséquence simple
du théoréme 4.12 de convergence monotone. Pour une suite réelle (u,),, on rappelle
la notation

liminf u,, = sup inf ux et limsupu, = inf sup ug
n n>1k2>n n n>1 E>n

On rappelle que liminf, u, < limsup, u, avec égalité si et seulement si la limite
existe, et dans ce cas lim,, u,, = liminf, u, = limsup,, u,.

Lemme 6.6 (Fatou) Pour une suite de v.a. positives (X, ), on ¢ E(liminf, X,) <
liminf, E(X,).

Preuve. D’apres la monotonie de P’espérance, infy>, E(Xy) > ]E(insz” Xk) pour
tout n > 1. Comme la suite (insz” Xk)n>1 est croissante P—p.s., on obtient le
résultat par application du théoreme 4.12 de convergence monotone. O

Théoréme 6.7 (de Lebesgue, ou de convergence dominée) Si la suite de vecteurs
aléatoires X,, converge presque-surement sur  vers une limite X et si

Vn, | Xn| < Z avec Z € LY,

alors X,, et X sont intégrables et on a

n—roo

E(X, — X|) =% 0.

n—oo

En particulier, E(X,) — E(X).

Preuve. On note Y,, = |X,, — X| et Y* = sup,Y,. Par le lemme de Fatou,
E(|X]) < liminf, E(|X,|) < E(Z) < co. Alors X € L' et |Y*| < |X|+ Z € L'
Comme la v.a. Y* — Y, est positive et que Y,, — 0, P—p.s., on obtient par le lemme
de Fatou que liminf,, E(Y* —Y,) > E(Y™). Simplifiant par E(Y*), ceci implique que
0 > limsup,, E(Y;,) > liminf,, E(Y,) > 0 du fait de la positivité de Y5,. O

Attention : la réciproque est fausse. Dans l'exemple 6.3, supposons que les va-
riables aléatoires réelles (X,,), soient indépendantes. Puisque P(|X,| > ¢) = 1, la
série de terme général P(|X,| > &) = L est divergente. Par ailleurs les événements
A, = {X, > ¢} sont indépendants. Par le théoreme 2.35 de Borel-Cantelli, nous en
déduisons que pour presque tout w, une infinité de X, (w) seront supérieurs a e. Ainsi,
la suite ne peut pas converger vers 0. Ainsi, la suite (X,,), est bornée par 1, elle tend
en moyenne vers 0 mais pas presque-siirement.
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En revanche, considérons maintenant la suite (V},),, avec, pour a > 1

Puisque a > 1, la série de terme général P(V,, > ¢) converge, et donc toujours par le
théoreme de Borel-Cantelli, nous savons que pour presque tout w, un nombre fini au
plus de V,,(w) seront supérieurs & €. On a donc V,, — 0 p.s.

Nous pouvons donc voir a travers ces exemples que ces notions sont délicates.

Remarque 6.8 L’hypotheése de domination est nécessaire. Considérons une suite de
variables aléatoires réelles (T,), telle que
P(T, =n?) = SN —P(T;, = 0).
ny/n
Par un argument similaire a [’argument précédent, nous pouvons montrer que la suite
(T,)n converge presque-sirement vers 0. En revanche, B(T,) = \/n, et la suite (T, )
ne peul pas converger en moyenne.

Nous explorons maintenant d’autres relations entre ces convergences.
Proposition 6.9 La convergence presque-sire entraine la convergence en probabilité.

Preuve. Soit 4,, . = {w, | X, (w) — X (w)| > €}. Supposons que X,, "Z%° X presque-
stirement. Soit N P’ensemble de probabilité nulle en dehors duquel on a X, (w) —
X(w). Siw g N, alors w ¢ Ay, pour tout n > ng, ot ny dépend de w et de
€, ce qui implique que les v.a. Y, . = 1yc¢na, . tendent simplement vers 0 quand
n — o0o. Comme nous avons aussi 0 <Y, . <1, le théoreme de convergence dominée

n—roo

(Théoréme 6.7) entraine que E(Y,.) — 0. Mais

— 0

P(A,.) < P(N°NA,.)+P(N) = P(N°NA,.) = E(Y,.) =0,

et nous en déduisons (6.1). O

La convergence en probabilité n’entraine pas la convergence en moyenne, comme nous
I’avons vu dans I’exemple 6.3. Si les X,, ne sont “pas trop grands”, il y a cependant
équivalence entre les deux modes de convergence. En voici un exemple.

Proposition 6.10 S’il existe une constante a telle que | X, | < a presque-sirement,

1
il y a équivalence entre X, 5 X et X, Lox.
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Preuve. Etant donné le théoreme 6.5, il suffit de montrer que la convergence en
probabilité implique la convergence en moyenne, lorsque | X, | < a.

Comme |X,| < a, nous avons {|X| > a+ ¢} C A, (avec la méme notation que
précédemment), et donc P(|X| > a +¢) < P(4,.). En faisant tendre n vers 400,
nous en déduisons que P(]X| > a+ ¢) = 0. Ceci est vrai pour tout €, et donc

P(|X|>a) = 0. (6.3)
Comme | X,,| < a, nous avons aussi

| X — X| < elae  + (| Xn[+[XD1a,. < e+2ala,.

sur l'ensemble {| X | < a}, qui est de probabilité 1. Donc il vient
E(| X, — X|) < e+ 2aP(A, ;).

Il s’en suit (par (6.1)) que limsup,, E(]X,, — X|) < ¢, et comme ¢ est arbitrairement
proche de 0, nous en déduisons (6.2). O

Les rapports entre convergence presque-sire et convergence en probabilité sont plus
subtils. La premiére de ces deux convergences est plus forte que la seconde d’apres la
proposition 6.9, mais “a peine plus”, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 6.11 Si X,, — X en probabilité, alors il existe une sous-suite (ny)
telle que X,,, — X p.s.

Preuve. Comme la suite (X,),, converge en probabilité vers X, nous pouvons définir
une sous-suite de la maniere suivante. Posons n; = 1, et soit

. 1 1
n; = mf{n >nj_1;P <|X7. - X, > 2J) < 35 pour r,s > n} .
I résulte alors de : >0 P(| X, — Xon,| > +) < > 3 < 0o que la suite (X,,);>1
converge presque-sirement. En effet, c’est une conséquence du lemme de Borel-
Cantelli (Théoréme 2.35) appliqué aux ensembles A; = {| X -X,,| >} O

Nj+1

Exemple 6.12 Soient Q2 = R muni de sa tribu borélienne et P la probabilité uniforme
sur [0,1]. Soit X,, = 14,, ot A, est un intervalle de [0,1] de longueur 1/n. Ainsi,
E(X,) = 1/n, et la suite X,, tend vers X = 0 en moyenne, et donc en probabilité.
Supposons que les A, soient placés bout-a-bout, en recommencant en 0 chaque fois
qu’on arrive au point 1. Il est clair que ’on parcourt indéfiniment lintervalle [0,1] (car
la série de terme général 1/n diverge). Ainsi la suite numérique X, (w) ne converge
pour aucun w, et on n'a pas X, — X presque-sirement; cependant comme la série
Yon 1/n? converge, il s’en suit que X,2 — X = 0 presque-siirement. Nous avons donc
la convergence presque-sire de la sous-suite (X,2)y,.
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Proposition 6.13 Soit f une fonction continue de R? dans R.
(a) Si X, = X p.s. alors f(X,) — f(X) p.s.

(b) Si X 5 X, alors £(X0) 5 £(x).

Preuve. (a) est évident. Pour (b) remarquons d’abord que si K > 0 et £ > 0,
{7 (Xn) = f(X)[ = e}  {[X]> K}U{[X| <K |f(Xn) - f(X)[>e}. (64)

La fonction f est uniformément continue sur {x : || < 2K}, donc il existe n > 0 tel
que |z —y| < net |z| < 2K, |y| < 2K impliquent que |f(x) — f(y)| < e. Ainsi, en
choisissant 7 suffisamment petit, || < K entraine |y| < 2K, et (6.4) implique :

{IF(Xn) = F(X)[ z e} C {IX]>K}U{|X, — X[ =n},
P(|f(Xn) = f(X)| 2 &) < P(X]>K)+P(|X, — X| =7).
D’apres ’hypothese il vient
lim sup P(|f(Xn) = f(X)| 2 €) < P(IX]|> K). (6.5)

Enfin limg_, P(]X| > K) = 0 (nous le montrons grace au théoreme de convergence
dominée) et donc dans (6.5) la lim sup est nulle. Nous obtenons ainsi le résultat. O

6.2 La loi des grands nombres

Reprenons la modélisation présentée dans lintroduction de ce chapitre. Nous
considérons une suite (X,,),>1 de variables aléatoires réelles indépendantes et de
méme loi, que l'on note iid (pour “indépendantes et identiquement distribuées”).
Notre objectif est de montrer que la moyenne empirique définie comme la moyenne
des n premieres variables aléatoires

1
converge vers ’espérance des variables X, lorsque cette derniére existe (comme les
X, ont méme loi, cette espérance est la méme pour tout n). Il s’agit 14, répétons-le,

d’un des résultats essentiels de toute la théorie des probabilités, connu sous le nom
de loi des grands nombres.

Théoreme 6.14 Soit (X,,), une suite de v.a. iid, intégrables. Alors

1 n
M, = — E X; "3 E[Xi] p.s. et en moyenne (et donc en probabilité).
n
i=1



128 Chapitre 6 — Convergences et loi des grands nombres

Remarque 6.15 (i) Le résultat sur la convergence en probabilité est appelé loi faible
des grands nombres. Si X, est de carré intégrable, de moyenne m et de variance
0% = Var(X,,), sa preuve est immédiate : il suffit de remarque que E(M,) = m et

7

d’ou M,, — m en moyenne, et par suite en probabilité d’apres le théoréme 6.5. Nous
avons en fait obtenu la convergence en moyenne quadratique E((M,, —m)?) =3 0.

E(|M,, —m|) < VE(M,, — m)?) = /Var(M,) = —= — 0, quand n — oo,

(ii) La convergence presque-sure de la moyenne empirique vers la moyenne est ap-
pelé loi forte des grands nombres. Il s’agit d’un résultat plus fort donnant une
information sur la trajectoire n — X, (w), pour presque tout w.

Remarquons aussi que I'indépendance des v.a. X,, ne peut étre relachée simplement.
Prenons par exemple toutes les X, égales & une méme variable aléatoire X. Alors
M,, = X, qui ne convergera vers m que si X est constante, égale a m.

Preuve. Cette preuve est due & Randal Douc. Remarquons d’abord que 'on peut
toujours se ramener au cas E(X;) = 0, quitte & considérer les variables centrées.
Notons S, = Y1, V;, o Y; = X; + ¢ pour une constante ¢ > 0. Alors les Y; sont iid,
intégrables, et E(Y;) = ¢ > 0. Nous allons montrer que

L* = 1r;f1 S, > —oo, P—p.s., (6.6)

ce qui suffira pour obtenir la loi forte des grands nombres. En effet, puisque S > L*
pour tout k > 1, on a pour tout n > 1 : inf>, %Sk > infp>y, %L* =0 P-p.s., car L*
est fini P—p.s.. Donc on a :

S, S
¢+ liminf M,, = liminf == = sup inf 2k >0, P—p.s.
n n n n>1 k>n

En appliquant le méme raisonnement a Y; = —X; + ¢, on obtient de méme 0 <
¢+ liminf,, (—M,) = ¢ — limsup,, M,,, P—p.s. D’ou

—c < liminf M,, <limsup M, <c¢, P—p.s.
n n

et en envoyant ¢ vers 0, on obtient que liminf,, M,, = limsup,, M,, = 0, P—p.s., ce qui
est exactement le résultat voulu.

Montrons a présent (6.6) ou, de maniere équivalente, P(A(Y)) =0, ou Y = (Yo)n>1
et A(Y) = {L* = —oo}. Notant aussi L, (V) = infx<,, Sk et 8(Y) = (Y)n>2, on a:

Lo(Y) = Y1 + inf (Sp = Y1) = Vi +min {0, L1 (6(Y))} > Y1 + min {0, L (6(Y)) }.
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Comme A(Y) = A(0(Y')) et L™ = —min(0, L), en multipliant par 1 4(y et en prenant
I’espérance, on obtient :
E(1av)Y1) < Elap)Ln(Y)) +E(1axLan(8(Y)) )
= E(La)La(Y)) +E(Lary Ln(0(Y)) )
= E(law)Ln(Y)) +E(Qay)La(Y) ) = E(Lag)La(Y)F),

puisque Y et 8(Y) ont la méme loi du fait que les Y; sont iid. Ceci implique que
E(lA(y)Yl) < limnE(lA(y)Ln(Y)+) = 0, d’apres le théoreme de convergence do-
minée puisque 0 < 14y )L, (Y)T < Y™ € L' pour tout n > 1. Utilisant de nouveau
Pégalité A(Y) = A(6(Y)), on obtient alors

0 > E(lanVi) = E(laprpY) = E(Lapoy)EM) = P(AY))EM),

par indépendance des Y;. Comme E(Y]) = ¢ > 0, ceci montre que P(A(Y))=0. O

+
+

Revenons a “I'approche par les fréquences” du Chapitre 2. Soit un événement A. Nous
répétons |'expérience, et nous notons X, la v.a. qui vaut 1 si A est réalisé au cours de la
n'*M€ expérience et 0 sinon. La fréquence de réalisation de A au cours des n premieres
expériences est alors

falA) = S(Xi+ X)) = M,

Par ailleurs, les X; sont indépendantes et de méme loi et E(X;) = P(X; = 1) =
P(A). Donc la loi forte des grands nombres implique que f,(A) converge vers P(A)
presque-siirement. Nous obtenons ainsi une justification a posteriori de |'approche par les
fréquences, qui, sans en démontrer de maniére rigoureuse la validité (c'est évidemment
impossible), montre au moins que cette approche est compatible avec la théorie qui a été
fondée dessus.

En outre, la loi des grands nombres nous indique aussi dans quel sens il convient de
prendre la convergence dans (2.1), & savoir au sens presque-siir. Il faut remarquer que
dans les théoréemes précédents, et donc aussi dans 'approche par les fréquences, on
ne peut pas avoir convergence de M, (w) vers m pour tout w. Nous allons voir dans
I’exemple suivant qu’il existe un ensemble négligeable sur lequel la convergence n’est
pas réalisée.

Exemple 6.16 Considérons un jeu de Pile ou Face infini, c¢’est-a-dire une suite X,
de v.a. ne prenant que les valeurs 0 et 1. Nous définissons cette suite sur [’espace
Q = {0, I}N*, i.e. un point w est une suite numérique Ti,...,Tn,... de 0 et de 1.
Chagque suite est en principe possible. Soit alors P, une probabilité sous laquelle les X,
sont indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre p €]0,1]. (Il est possible
de construire une telle loi.) La loi des grands nombres nous dit que pour toute suite
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(zn)n en dehors d’un ensemble de probabilité nulle, la moyenne L(x1+---+x,) tend
vers le nombre p quand n tend vers linfini. Il existe évidemment beaucoup de suites
ne vérifiant pas cette propriété, par exemple x,, = 0 pour tout n. Si nous considérons
maintenant la probabilité P, définie de la méme maniére pour q¢ # p, l’ensemble
de probabilité 1 pour P, des suites (x,)n qui tendent vers p, devient sous Py un
ensemble de probabilité nulle. Remarquons également que la probabilité de chaque
suite particuliére est nulle (elle vaut limy,_, o p* (1 — p)*2, ky 4+ ko = k), ce qui veut
dire que P n’est pas une somme de mesures de Dirac.

Cet exemple montre que lorsque |'on étudie la convergence des variables aléatoires, il est
indispensable d'introduire la convergence presque-siire, puisqu’on n'a généralement pas
la convergence simple (i.e. pour tout w).

A titre de complément...

Voici une autre démonstration de la loi forte des grands nombres sous I’hypothese
(plus forte) que les variables iid X; sont de carré intégrable. L’argument suivant est
basé sur le lemme de Borel-Cantelli. On note 02 = Var(X) et on se ramene au cas ot
E(X) = 0, quitte & considérer les variables centrées. On procede en deux étapes :

1) Montrons d’abord que M,> — 0, P—p.s. Notant A, ; = {|M,2| > %}, g € N*, on
voit d’apres la remarque 6.15 et 'inégalité de Bienaymé-Chebyshev (4.14) que

2,2
P(An,q) < Un—g, et par suite ZP(AW]) < o0.
n>1

Le lemme de Borel-Cantelli (Théoreme 2.35) assure alors que les événements Cy =
limsup,, A, 4 €t (par conséquent) N = U,>1Cy sont négligeables. Maintenant, w ¢ N
si et seulement si w ¢ C; pour tout ¢ > 1, c’est a dire que pour tout ¢ > 1 il existe
n assez grand tel que M2 (w) < % des que k£ > n. En d’autres termes, M,2(w) — 0
pour tout w ¢ N, ce qui est bien le résultat voulu.

2) Montrons maintenant que la suite (My,),, tend presque-siirement vers 0. Pour tout
entier n, notons p,, U'entier tel que p2 < n < (p, + 1)2. Comme les v.a. X; sont iid,

(-2 ua)) = 5(( 30 w)) = M < B

puisque n — p2 < (1 + p,)? —p2 =1+ 2p, < 1+ 2y/n. Une nouvelle application de

I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev donne alors

2y/n+1 o? . p?
P(Bn,q) < Tz q72’ ou By, = Mn_ﬁMp% >q, ¢g€N.
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/. 2 1 ~ . IEN ,
Comme la série ) % converge, le méme raisonnement que la premiere étape

2
montre que M,, — %Mp% — 0 quand n — oo, P—p.s. Avec le résultat de la premiere
étape, et le fait que p2 /n — 1, ceci implique que M,, — 0 quand n — oo, P—p.s.

6.3 Méthode de Monte-Carlo

Montrons comment nous pouvons appliquer la loi des grands nombres au calcul
d’intégrales. Pour cela, énoncons tout d’abord un corollaire immédiat de la loi des
grands nombres.

Corollaire 6.17 Soient (X,,), une suite de v.a. #d de loi uniforme sur [0,1], et f
une fonction mesurable bornée sur [0,1]. Alors

fX) 4+ f(Xn
n

1
)—> / f(@)dz, quandmn — oo, p.s.
0

Preuve. Nous appliquons la loi des grands nombres aux v.a. f(X;) qui vérifient bien
toutes les hypotheses voulues puisque f est bornée. Nous avons alors

o TO) 4 [(X)

n n

=HﬂXD=Af@Mw

O

En choisissant des v.a. de loi uniforme sur [a, b], nous pouvons obtenir de méme une
approximation d’une intégrale définie sur Uintervalle [a, b].

Ce résultat se généralise a toutes les dimensions.

Nous voulons calculer l'intégrale I = f 4 f(x)dx, on f est une fonction mesurable
bornée de R? dans R et A est le cube {x = (21,...,74) : |z;| < a Vi} de RY. Pour
calculer I, nous pouvons simuler une suite Xi,..., X, de v.a. indépendantes et de
loi uniforme sur A. Cela revient a dire que si chaque X, admet les composantes X, ;
(1<j<d),lesva. (X,;:n>11<j <d)sont indépendantes et uniformes sur
[—a, a]. Une suite de valeurs approchées de I est alors

(20)°

In = (f(X1) +-- 4 f( X)) (6.7)

En effet la loi uniforme sur A admet la densité g(x) = ﬁl a(x), donc lespérance

des f(X;) est égale a @, et il s’ensuit que I,, converge vers I par la loi des grands
nombres.
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L’inconvénient de cette méthode est que I, est une approximation “aléatoire” de I,
donc on a un peu de peine a controler I'erreur I,, — I. Toutefois, le deuxieme théoreme
fondamental de ce cours, a savoir le théoreme de la limite centrale qui sera ’objet du
chapitre suivant, va donner un controle de cette erreur comme on le montre dans la
section 9.3.

Un avantage de cette méthode est qu’elle reste valable si la fonction f est tres
irréguliere (alors que les méthodes déterministes de type “méthode du trapéze” ne
se justifient que si la fonction f est continue). En outre, a précision donnée, elle est
peu sensible a la dimension d, le temps de calcul étant proportionnel & d, alors que
les méthodes déterministes ne sont possibles, du point de vue du temps de calcul, que
pour d petit, (disons d < 3), puisque ce temps de calcul est environ proportionnel &
une constante a la puissance d. Dans notre cas, tirer une variable X de loi uniforme
sur A revient a tirer ses d composantes, chacune selon la loi uniforme sur [0, 1]. Nous
verrons également que la vitesse de convergence de I,, vers I ne dépend pas non plus
de la dimension.

Pour toutes ces raisons, les algorithmes obtenus par méthodes de Monte-Carlo sont
extrémement utilisés dans toutes les situations nécessitant des temps de calcul tres
courts ou en grande dimension.

6.4 Exercices sur le chapitre 6

EXERCICE 6.1 Soit (uy), une suite de nombres réels tels que pour tout n > 1, on
ait 0 < u, < 1. Soit (X,,), une suite de v.a. indépendantes telles que

1
P <Xn = ) =u,; P(X,=0)=1-—u, pourtout n > 1.

n

1) Calculer E(X,,).
2) On suppose que anl Uy < +00. En déduire que X, g 0. Montrer en fait que

X, P20 quand n tend vers I'infini.

8.
3) Montrer que la suite w p—> 0 quand n tend vers l'infini. Ce résultat est-il

en contradiction avec la loi des grands nombres 7

EXERCICE 6.2 Montrer que la loi forte des grands nombres reste vraie pour des
variables aléatoires indépendantes positives de méme loi, d’espérance commune égale

X1 +-+X, PS5
n

a +o0o, c’est-a-dire que 'on a — 4o00.
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EXERCICE 6.3 Soit (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes, de
méme loi de Bernoulli

P(anl):‘r; P(Xn:()):l_xa ou .’176]0,1[.

1) Montrer que pour toute fonction continue de [0,1] dans R,

E<f<X1+...+Xn>) "D f().

n

En déduire qu’il existe une suite de polynémes qui convergent simplement vers f.
On les appelle polynomes de Bernstein.
2) Montrer qu’en fait, la convergence est uniforme.

EXERCICE 6.4 Inégalité de Chernov. Soit (X,), une suite de v.a. réelles
indépendantes de loi N'(m, o?).

1) On pose pour u € R : M(u) = E(eX1=™)), Calculer M (u).

2) On pose S, = X7 + -+ + X,,. Montrer pour tout a € R que

P(S, —nm >a) < e "“*(M(u))", pour tout u € Ry,
P(S, —nm <a) <e " (M(u))" pour tout ueR_.

3) Soit Y,, = % Montrer que Ve > 0,
B(1Ys —m| > ¢) < 2exp | 225
w—m|>¢e)<2exp| —5 | .
P\ 202

Cette inégalité est appelée inégalité de Chernov.
4) On suppose que m = 1 et que o2 = 10.
Avec a = 0,95 et £ = 0,05, quelle taille d’échantillon doit-on choisir pour obtenir

IEI’(D/’n - m| S 8) Z a,

e En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Chebyshev ?
e En utilisant I'inégalité de Chernov ?

EXERCICE 6.5 (Placement risqué) Un particulier place une somme Sy sur un
placement risqué. L’évolution de son placement a des échéances fixes n = 1, 2, ...
est donnée par S, = (1 + R,,)Sn—1, ou les intéréts aléatoires R,, forment une suite
indépendante et de méme loi & valeurs dans | — 1, oo et d’espérance finie. Que pouvez-
vous dire de I’évolution du placement S, pour de grands n? Que se passe-t-il si
E(R;) =07

EXERCICE 6.6 Soient (X, ), une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi, intégrables, et f une fonction continue bornée sur R. On pose E(X;) = a.



134 Chapitre 6 — Convergences et loi des grands nombres

1) Montrer que f (22450 — f(a) p.s.

2) Montrer que E (f (Xtut2e)) "3 f(a).
3) Soit g € C(]0,1]). Calculer lim, I, ou I,, = f[o,1]n g (%) dxq -+ dxy,.
)

4) En utilisant des variables aléatoires de loi £ (%), montrer que

f(a) = lim (=)t (ﬁ)"F(n_l) (@)

n—oo (n— 1) \a a

ou F(t) = fooo f(z)e ¥ dz. On pourra montrer que la somme de n variables aléatoires
indépendantes de loi exponentielle de parametre « suit une loi Gamma de parametres
(n, ), c’est-a-dire de densité x ﬁz"’le"” pour = > 0.



Chapitre 7

Fonctions caractéristiques,
convergence en loi et
théoreme de la limite centrale

Rien ne m’est sur que la chose incertaine; Obscur, fors ce qui est tout évident;
Doute ne fais, fors en chose certaine ; Science tiens a soudain accident.

Frangois Villon - Ballade du concours de Blois

7.1 La fonction caractéristique

Dans ce paragraphe, nous introduisons un outil important en calcul des probabilités :
il s’agit de ce que 'on appelle la fonction caractéristique d’une variable aléatoire,
et qui dans d’autres branches des mathématiques s’appelle aussi la transformée de
Fourier.

7.1.1 Définition et premieres propriétés

Nous noterons (&, y) le produit scalaire de deux vecteurs de R”. Si w € R, la fonction
(complexe) & — e’ (*®) est continue, de module 1. Donc si X est un vecteur aléatoire
A valeurs dans R™, nous pouvons considérer e’ (%X} comme une variable aléatoire &

135
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valeurs complexes. Ses parties réelle Y = cos({u, X)) et imaginaire Z = sin((u, X))

sont des v.a. réelles. Ces v.a. réelles sont de plus bornées par 1, donc elles admettent

une espérance. Il est alors naturel d’écrire que Despérance de e? (%X est

E(e! X)) =E(Y) + iE(Z) = E(cos((u, X))) 4 i E(sin((u, X))).

Définition 7.1 Si X est un vecteur aléatoire a valeurs dans R", sa fonction ca-
ractéristique est la fonction ¢x de R™ dans C définie par

ox(u) = E (ei <u7X>) . (7.1)

Si X est a valeurs réelles, ¢x est définie de R dans C et vaut

VueR, o¢x(u)=E(e"Y). (7.2)

Remarquons que la fonction caractéristique ne dépend en fait que de la loi Px de
X : c’est la “transformée de Fourier” de la loi Px.

Nous verrons que cette fonction porte bien son nom, au sens ol elle caractérise la loi
Px. C’est une notion qui, de ce point de vue, généralise la fonction génératrice que
nous avons vue au Chapitre 2. Elle vérifie

ox (u) = Gx (™),

pour une variables aléatoire X a valeurs dans N.

Proposition 7.2 La fonction ¢px est de module inférieur ou égal a 1, continue, avec

¢x(0) = 1; ox(—u) = ox(u).

Preuve. |z| désigne le module d’un nombre complexe z.

Comme E(Y)? < E(Y?) pour toute variable aléatoire réelle Y, nous avons :
ox (w)]* = (E(cos (u, X)))* + (E(sin (u, X)))* < E(cos*(u, X) + sin*(u, X)),

et donc |¢px (u)| < 1.

Pour montrer la continuité, considérons une suite u, —,—o u. Il y a convergence
simple de €' (¥»X) vers e (®X) Comme ces variables aléatoires sont de module
borné par 1, nous pouvons appliquer le théoréme de convergence dominée (Théoréme

6.7), et obtenir que ¢x (uy) "2 ¢x (w). Ainsi, la fonction ¢x est continue. O
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Proposition 7.3 Si X est un vecteur aléatoire a valeurs dans R", si a € R™ et si
A est une matrice de taille m X n, nous avons :

barax(w) = ™ oy (Alu), Vu € R™, (7.3)

ot A désigne la transposée de la matrice A.

Preuve. Nous avons e’ (watAX) — gi(wa) oi (Aw.X) F effet, (u, AX) = (Alu, X).
11 suffit alors de prendre les espérances pour obtenir le résultat. O

7.1.2 Exemples

1) X suit une loi binomiale B(n,p)

n

E(e™Y) = wagmlwk—Z@%%W1Wk

k=0 k=0
= (@pr1-p)
Ainsi,
bx(u) = (pe™ +1 —p)™. (7.4)
2) X suit une loi de Poisson de parameétre 6
; o OF
E(equ) _ Zezuk E 67«9 _ 696 670 _ 66(8 71).
k>0
Ainsi,
ox(u) = efe™=1). (7.5)
3) X suit une loi uniforme sur [a, b]
1 b 1 1 ) elub _ piua
_ T ga. — = [ptuzb .
¢x(u) b—a/a ¢ o b—aiu[e Ja u(b—a)

Ainsi, pour une loi uniforme sur [—a, al], a > 0,

sin ua

QSX(U): .

ua
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4) X suit une loi exponentielle de parameétre \ > 0

+o0 e +o0 (iu—2) (lu—A)z1+ by
cZ)X(u):/\/O e ””e““dz:)\/o et $dz:iu_)\[e’“ “I =
Ainsi,
A
ox(u) = A —idu’
5) X suit une loi I'(a, 0)
JaTed +oo - Ja +oo Jat
_ iuz pa—1,—0x 7., (tu—0)z ocfld — )
dx (u) (o) /0 et e x (o) /0 e x x =i
Ainsi,
bxlu) = 0 (76)
A (0 — iu)e '
6) X suit une loi normale N (0, 1)
Appelons g la densité normale (ou gaussienne) définie par g(z) = \/% e="/2. Nous
constatons tout d’abord que pour tout réel s,
+o0 R
/ e*® g(z) de = e /2, (7.7)

puisque g(z)e®*® = gz — s) e%’/2. Nous voulons montrer que (7.7) reste vraie pour
s complexe. En développant en série entiere de s les deux membres de cette égalité,
nous pouvons facilement justifier que

400 Sl §™ 400 2/ 0 §2n
st _ o n . s _
/_OO e g(x)dx = Z ol /_OO zg(z)dx ; e = ZZ"n!'
n=0 n=0

Par identification des coefficients de s™, nous en déduisons les moments de g,

+oo +oo |
/ " My(x)de = 0 / 2?g(x)dr = (2n)!

—.
oo oo 2nn)

Ce résultat peut aussi s’obtenir par intégration par parties et un calcul direct des
intégrales. Le rayon de convergence de la série entiere étant infini, nous déduisons de
ces résultats que si s est complexe, les développements de Taylor des deux membres
de (7.7) sont encore égaux, et donc que

bx(u) = e /2, (7.8)



7.1 — La fonction caractéristique 139

Remarque 7.4 Au cours de la preuve précedente, nous avons obtenu les moments
d’une variable aléatoire X de loi normale centrée réduite,
2 (2n)! 2n+1

Par exemple, E(X*) =3.

7) X suit une loi normale N(m,c?)

Dans ce cas, la v.a. X s'écrit X =m + oY, ot Y suit la loi N(0,1). D’apres (7.3) et
(7.8), sa fonction caractéristique vaut alors

dx(u) = evmmuiel2 (7.9)

7.1.3 Propriété fondamentale

L’intérét majeur de la fonction caractéristique réside dans le fait qu’elle caractérise la
loi de la variable aléatoire.

Théoréme 7.5 La fonction caractéristique ¢x caractérise la loi du vecteur aléatoire
X. Ainsi, si deuz vecteurs aléatoires X et'Y ont méme fonction caractéristique, ils
ont méme loi.

Preuve. La preuve montre que la transformée de Fourier d’une probabilité sur R”™
caractérise cette probabilité. Pour ¢ > 0, la fonction

B 1

2
folx) = Wexp( ||

~gr) BERY
est la densité d’un vecteur aléatoire composé de n coordonnées indépendantes et de
loi N(0,0?). Nous avons par le théoréeme de Fubini que

o —a? S
HEQXP (ﬁ—i—zujwj) dzy - -dry, = He 7 = fo(u).
1 j=1

n o
Jj=

fo(@)e ™ da = /

R™ R

Ainsi fo(u—v) = mﬁ,(%) = W Jzn fo(x)e! 57 @) d et, en utilisant

de nouveau le théoréeme de Fubini :

Fo(u— )Py (du) = / (%;2)”/2 ( N fa(m)ew;;,wdm) Px (du)

1 T, v
53T
@ 2)n/2¢X( 5)ete dx.

R

= fa(m)
Rn
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Soit G I'espace vectoriel engendré par des fonctions u — f,(u—wv). Le calcul précédent
montre que si deux vecteurs aléatoires X et Y ont la méme fonction caractéristique
¢x = ¢y, nous avons que

/g(m)IP’X(d:c):/ g(x)Py (dx), pour toute fonction g€ G. (7.10)

Nous pouvons appliquer le théoreme de Stone-Weierstrass pour montrer que G est
dense dans I'ensemble C{ des fonctions continues sur R qui tendent vers 0 & l'infini,
muni de la convergence uniforme. L’égalité (7.10) reste vraie pour g € C3. Enfin, en
utilisant une fonction ¢,, continue, nulle sur R\ [-n—1,n+1], et égale & 1 sur [—n, n],
on a pour toute fonction g continue bornée que E(gy, (X)) = E(gp,(Y)), puisque
gn € CJ. Le théoreme de convergence dominée justifie alors que E(g(X)) = E(g(Y)),

et on déduit que Px = Py par la proposition 4.38 (ii). O
Corollaire 7.6 Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire a valeurs dans R™. Les
composantes X; sont indépendantes si et seulement si pour tous ui,...,u, € R
n
ox(ur,.. . un) = [] ox, (), (7.11)
j=1

ou ¢x désigne la fonction caractéristique du vecteur aléatoire X, et ¢x, celle de la
composante X;, pour chaque j.

Preuve. Nous avons (u, X) = 7, u;X;. Si les X; sont indépendantes et comme

et (wX) = I, e*%iXi nous obtenons immédiatement (7.11), en utilisant (4.18).

Supposons inversement qu’on ait (7.11). Nous pouvons alors construire des variables

aléatoires X ; indépendantes, telles que X ; et X; aient mémes lois pour tout j et donc
telles que ¢XJ’ = ¢x,. 81 X' = (X1,..., X)), alors, en utilisant la condition nécessaire
et (7.11), nous en déduisons que ¢px = ¢x. Ainsi, X et X’ ont méme loi, ce qui

entraine que pour tous boréliens A;,

P(({X; € 4;}) = P({X) € 4;}) = [[P(X)€4)) = [[P(X; € 4)),

J

d’ou 'indépendance cherchée. O

La transformée de Laplace : Lorsque X est une v.a. & valeurs dans R, nous
pouvons définir sa transformée de Laplace par

Yx(\) = E(e™),  AeRy. (7.12)
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C’est une fonction définie sur R, indéfiniment dérivable sur ]0, 00[, et qui satisfait
formellement ©x(A) = ¢x(iA). Ainsi, il n’est pas étonnant que la transformée de La-
place ait des propriétés analogues a celles de la fonction caractéristique. En particulier,
elle caractérise la loi Px.

Si de plus X est une v.a. & valeurs dans N, de fonction génératrice G x, alors ¥ x (\) =

Gx(efA).

Exemple 7.7 Transformée de Laplace d’une loi gamma. Soit X une variable
aléatoire de loi I'(cv, 8). Alors,

1/} ()\) — Lea /+oo efz\:vxaflefezdx — Lea /+oo e*(z\+0)zxa71dl‘ _ L
* 0 I'(a) 0 (A+0)~

(7.13)

En particulier la transformée de Laplace d’une v.a. de loi exponentielle de parametre

: 0
0, prise en A, vaut 5.

7.1.4 Somme de vecteurs aléatoires indépendants

Proposition 7.8 Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires indépendants a valeurs
dans R™, la fonction caractéristique de la somme X +Y est donnée par

bx+y = ¢x Py (7.14)
Preuve. Comme ¢ (W X+Y) — ¢t (w.X) 0@ (w.Y) ] quffit d’appliquer (4.18). O

Exemple 7.9 Soient X, Y deux v.a. réelles indépendantes, et Z =X +Y :

1) si X suit loi normale A'(m,c?) et Y suit une loi N'(m/, (¢”)?), alors Z suit une
loi N'(m +m’, 0% + (0)?);

Cela découle de (7.9) et (7.14).

2) si X et Y suivent des lois de Poisson de paramétres 6 et ', alors Z suit une loi
de Poisson de parameétre 6 + 6’ ;

Cela découle de (7.5) et (7.14).
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3) si X suit une loi binomiale B(n,p) et Y suit une loi B(m,p), alors Z suit une loi
B(n +m,p);

Cela découle de (7.4) et (7.14).
4) si X suit une loi I'(«, 0) et Y suit une loi I'(«, 8’), alors Z suit une loi I'(a+<d/, 0) ;

Cela découle de (7.6) et (7.14).

7.1.5 Fonction caractéristique et moments

Proposition 7.10 Soit X un vecteur aléatoire de R™. Sila v.a. | X|™ (ot |x| désigne
la norme euclidienne du vecteur x) est dans L' pour un entier m, la fonction ¢x est

m fois continument différentiable sur R™, et pour tout choix des indices iy, ..., 1m,
o ox(u) = i" E (ei wX) X, X;, - X; ) (7.15)
5ui18ui2 s 6Uim e "

(les X; sont les composantes de X ).

En prenant u = 0 ci-dessus, cette formule permet de calculer E (X;, X;, --- X; ) en
fonction des dérivées a l'origine de ¢ x. Par exemple, si X est a valeurs réelles et est
intégrable (respectivement de carré intégrable), nous avons

E(X)=—i¢x(0),  (resp. E(X?)=—¢%(0)). (7.16)

Preuve. Prouvons le résultat quand m = 1, le cas général se montrant de la méme

maniere, par récurrence sur m. Soit v; = (0,...,0,1,0,...,0) le jiéme vecteur de base
de R™. Nous avons
itX;
Pxlutio) —oxl) _ g(cwn o=, (7.17)

Soit ¢, une suite de réels tendant vers 0. Les v.a. (e!»*i — 1)/t, convergent sim-
plement vers iX;, en restant bornées en module par la v.a. |X;| (car [e?* — 1| =
2|sin(tz/2)| < |tz]), qui par hypothese est intégrable. Donc par le théoreme 6.7 (de
Lebesgue), nous en déduisons que (7.17) converge vers i E(e? (X} X;) quand ¢ tend
vers 0. Nous en déduisons que la premiere dérivée partielle de ¢ x par rapport & u;
existe et est donnée par la formule (7.15). Enfin, nous pouvons montrer comme dans
la Proposition 7.2 que cette dérivée est continue. O
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7.2 Vecteurs gaussiens

Définition 7.11 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) a valeurs dans R™ est appelé
un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire Z?Zl a;X; = (a,X), pour a =
(a1,...,a,) € R™, suit une loi normale (avec la convention que la masse de Dirac au
point m est la “loi normale” N'(m,0)).

Cela entraine bien entendu que chaque composante X; suit elle-méme une loi normale.

Exemple 7.12 Si les X; sont des v.a. normales indépendantes, le vecteur X est
gaussien (cela découle de 'exemple 7.9 (1)).

Contre-exemple Si les composantes X; sont de loi normale mais pas indépendantes,
il se peut que X ne soit pas un vecteur gaussien. Prenons par exemple X; de loi

N(0,1), et

X, =

—-X1 sinon.

Alors X5 suit également la loi N(0,1), mais X = (X1,Xs) nlest pas un vecteur
gaussien, puisque 0 < P(X; + Xo = 0) < 1 (donc X; + Xy ne suit pas une loi
normale).

Théoréme 7.13 X est un vecteur gaussien si el seulement si sa fonction ca-
ractéristique s’écrit
ox(u) = ¢ {wmi—3 (w.Cu) (7.18)

u m € R™ et C est une matrice de taille n X n symétrique positive ; dans ce cas,
m =E(X) (i.e. m; = E(X;) pour chaque j), et C est la matrice de covariance de X .

Preuve. a) Condition suffisante : supposons (7.18). Pour toute combinaison linéaire
Y = Zj a; X; = (a,X), et pour v € R, nous avons

. 2
oy (v) = ¢x(va) = etV m.a) == (a,Ca)

donc Y suit la loi N ({a,m), (a, Ca)).

b) Condition nécessaire : Soit C la matrice de covariance de X et m son vecteur
moyenne. Notons que ces quantités existent, car chaque composante X; étant de loi
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n

normale, elle est de carré intégrable. Si Y = (a, X) = >/,

calcul simple montre que

a;X; avec a € R", un

EY) = (a,m), Var(Y) = (a,Ca).

Par hypothese, Y suit une loi normale, donc vu ce qui précede, sa fonction ca-
ractéristique est

. v

¢Y(v) _ ezv(a,m)—é(a,Ca)

Mais gy (1) = d(a,x) (1) = E(e! X)) = x(a), d'oi (7.18). O

Corollaire 7.14 Si X est un vecteur gaussien, ses composantes sont indépendantes
si et seulement si sa matrice de covariance est diagonale.

Attention : ce résultat peut étre faux si X n’est pas gaussien (prendre le contre-
exemple précédent).

Preuve. 11 suffit de combiner (7.18) et le corollaire 7.6. O

Proposition 7.15 Soit X un vecteur gaussien a valeurs dans R™, de moyenne m.
1l existe des wvariables aléatoires réelles indépendantes Y1,...,Y, de lois normales
N(0,A;) avec \j >0 (si A\j =0 on convient que Y; = 0) et une matrice orthogonale
A telles que X =m + AY, o0 Y = (Y1,...,Y,).

Preuve. Comme C est une matrice symétrique positive (cf. Proposition 4.26), il existe
une matrice orthogonale A et une matrice diagonale L dont les éléments diagonaux
vérifient A\; > 0, et telle que la matrice de covariance de X s’écrive C = ALA’. Soit
Y = AY(X —m). Alors Y est un vecteur gaussien de covariance C' = A!CA =L et
de moyenne nulle. Les composantes Y; de Y répondent a la question. O

Proposition 7.16 Le vecteur gaussien X admet une densité sur R™ si et seulement
si sa matrice de covariance C est non-dégénérée (ou inversible, ou de valeurs propres
toutes strictement positives). Dans ce cas cette densité est donnée par

1
(2)"/2,/det(C)

fx(x) = e~z (@=m,C7 (@=m)) (7.19)
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Preuve. Reprenons la preuve de la proposition précédente : les A\; qui y paraissent
sont les valeurs propres de C.

Si Aj > 0 pour tout j, le vecteur aléatoire Y admet la densité suivante sur R™ :

1

fr(y) = H W

Comme X = m+ AY, nous en déduisons que X admet la densité donnée par (7.19).

e Y3/ (2X5)

Si au contraire C n’est pas inversible, il existe a € R" tel que a # 0 et Ca = 0. La
v.a. réelle Z = (X,a) a pour variance (a,Ca) = 0 et pour moyenne z = (m,a),
donc P(Z = z) = 1. Ainsi, avec une probabilité 1, le vecteur X est dans un hyperplan
H orthogonal & a, i.e. P(X € H) = 1. Or, si X admettait la densité f, nous aurions
P(X e H)= fH f(x)dx, donc P(X € H) = 0 puisque le “volume” de ’hyperplan H
est nul. d

Définition 7.17 On appelle v.a. de x? (chi-deux) & d degrés de liberté toute
v.a. positive qui a méme loi que la somme de d carrés de variables aléatoires de loi
normale N(0, 1) indépendantes.

L’intérét de cette loi provient essentiellement de son utilisation massive en statis-
tique (voir chapitres 9-10), puisqu’elle permet de construire un test (appelé test du
chi-deux), fondamental pour “savoir” (statistiquement parlant) si une v.a. suit une
certaine loi donnée a priori ou si deux v.a. sont indépendantes.

Grace a 'exemple 5.27 et la proposition 5.34, nous obtenons immédiatement que la
loi du x? & d degrés de liberté est la loi I'(d/2,1/2) de densité définie sur R, par

mexp(—yﬂ) y /21, (7.20)

En utilisant la définition, nous obtenons immédiatement que si Y suit une loi de x?
a d degrés de liberté, alors

E(Y)=d , Var(Y)=2d. (7.21)

7.3 Convergence en loi

Nous allons introduire maintenant une nouvelle notion de convergence de suites de
variables aléatoires. (Nous renvoyons au Chapitre 6 pour les définitions des différentes
notions de convergence déja introduites.)
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La convergence en loi définie dans ce paragraphe va concerner les lois des variables
aléatoires. Elle signifiera que les lois sont asymptotiquement “proches”, sans que les
variables aléatoires elles-mémes le soient nécessairement. Nous verrons également que
toutes les convergences introduites au Chapitre 7?7 entrainent la convergence en loi.

Considérons des vecteurs aléatoires X,, et X, tous & valeurs dans le méme espace R?,
mais pouvant éventuellement étre définis sur des espaces de probabilité différents.

Définition 7.18 Nous dirons que la suite (X,,), converge en loi vers X, et nous
. L . . . .
écrirons X,, = X, si pour toute fonction f continue bornée sur R,

E(f(Xn) =3 E(f(X).

Exemple 7.19 Un cas trés simple est celui ou toutes les v.a. X, ont un nombre
fini de valeurs {z;,1 < i < N}. Alors, la suite (X)), converge en loi vers X si et
seulement si

ImP(X,, =z;)=PX=2;) V1<i<N.

1l suffit d’écrire

Dans l'exemple ci-dessus, N est fini et fizté. Mais nous avons une définition ana-
logue (en faisant tendre N wers linfini), si les variables aléatoires ont un nombre
dénombrable de valeurs. Au paragraphe 3.4.4, nous avons montré la convergence en
loi d’une suite de variables aléatoires binomiales vers une v.a. de Poisson, pour un
bon choix des parameétres.

Exemple 7.20 Soient (X,), et X des wvariables aléatoires de lois respectives
N(0,02) et N(0,02), pas forcément définies sur le méme espace de probabilité. Nous
supposons que la suite de réels positifs (op,)n converge vers o > 0, quand n tend vers
Uinfini. Alors la suite (X,,), converge en loi vers X. En effet, soit f une fonction
continue bornée sur R. Nous avons

E(f(X,) = / f<y>ﬁe-y2/%idy

e V"2 4y — E(f(X)).

n:zo f(y) o

Cette convergence est justifiée par le théoréme de convergence dominée.
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La convergence en loi est plus faible que la convergence en probabilité.
o . P L
Proposition 7.21 Si X,, =, 00 X, alors X,, =500 X.

Ainsi, les convergences en moyenne et presque-sire entrainent également la conver-
gence en loi, par la proposition 6.9.

Preuve. Supposons que la suite (X,,), converge en probabilité vers X. Soit f une
fonction continue bornée sur R?. D’aprés la proposition 6.13, la suite (f(X,))n
converge en probabilité vers f(X), et comme f est bornée, la proposition 6.10 en-
traine que f(X,,) converge aussi en moyenne vers f(X). En particulier, (E(f(X,)))n
converge vers E(f(X)). O

Proposition 7.22 Soient X,, et X des v.a. réelles de fonctions de répartition res-

n—oo

pectives F,, et F' . Pour que X, £> X il faut et il suffit que F,(x) — F(x) pour
tout x en lequel F' est continue.

Notons que puisque la fonction F' est continue & droite et croissante, 1’ensemble
des points ou F' est continue est l'ensemble D = {z : F(z—) = F(x)}, et son
complémentaire est au plus dénombrable. Ainsi, D est dense dans R.

Preuve. a) Supposons d’abord que X, £> X. Soit a avec F'(a—) = F(a). Pour tout
p € N* et tout b € R, il existe une fonction f,; continue bornée sur R telle que

Loop) < fro < Ljmoobti1/p)- (7.22)

Alors (E(fpp(Xn)))n converge vers E(f, (X)) quand n tend vers U'infini. De (7.22),
nous déduisons d’abord que F),(a) = P(X,, < a) < E(f, 4(X,)) et E(fp.o(X)) < F(a+
%) ; donc limsup,, F,(a) < F(a+ %) pour tout p, donc aussi limsup,, F,(a) < F(a).
Nous avons également que Fp,(a) > E (fpa—1/p(Xn)) et E(fpa—1/p(X)) > Fla—1);
donc liminf,, F,,(a) > F(a— %) pour tout p, donc aussi liminf,, F,,(a) > F(a) puisque
F(a—) = F(a). Ces deux résultats impliquent que F,(a) =3 F(a).

b) Inversement, supposons que F, (x) n=se F(x) pour tout « € T, ou T est une partie
dense de R. Soit f une fonction continue bornée sur R et € > 0. Soient a,b € T avec
F(a) <eet F(b) > 1—e. Il existe ng tel que

n>ng = PX,¢]ab]) =1-F,(b)+ F,(a) < 3e. (7.23)
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La fonction f est uniformément continue sur [a,b], donc il existe un nombre fini de
points ag = a < a; < --- < a = b appartenant tous & T et tels que | f(z) — f(a;)| < e
sia;—1 <z <a;. Donc

g(x) = Y fla)la,_,.a(2)

i=1

vérifie | f — g| < e sur Ja,b]. Si M = sup,, | f(x)|, il vient alors
E(f(Xn)) —E(9(Xn))| < M P(X, ¢ ]a,b]) +e¢, (7.24)

et de méme pour X. Enfin E (¢(X,,)) = Zle fla;)(Fr(a;) — Fr(ai—1)), et de méme
pour X, par définition de g. Comme (F,(a;)), converge vers F'(a;) pour tout ¢, nous
en déduisons l'existence de nq tel que

nzn = [E(g(Xn)-E(gX))| < e (7.25)

D’apres (7.23), (7.24) et (7.25), nous avons
n >sup(ng,n1) = |E(f(Xn))—-E(f(X))| < 3¢+ 5Me.

€ étant arbitraire, nous en déduisons que (E(f(X,)))n converge vers E (f(X)), d’ou
le résultat. O

Corollaire 7.23 : Si la suite (X,,), de variables aléatoires réelles converge en loi
vers X, et si la loi de X a une densité, alors pour tous a < b,

P(X, €]a,b]) =3 P(X €a,b)).

Preuve. : La fonction de répartition de X est alors continue en tout point. (Mais pas
nécessairement celles des variables aléatoires X,.) O

Proposition 7.24 Soient (X,,), et X des variables aléatoires. Pour que X, g X
n— oo

il faut et il suffit que BE(f(X,)) — E(f(X)) pour toute fonction f lipschitzienne
bornée.

Preuve. 1l suffit de montrer que dans la preuve de la proposition 7.22, nous pouvons
remplacer les fonctions continues bornées f;, , approchant 1j_, ;) par des fonctions
lipschitziennes bornées, ce qui est immédiat. O
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Proposition 7.25 (Théoréme de Slutsky) Soient (X,)n et (Yy)n deuzx suites de va-
riables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité. Supposons que (Xp)n
converge en loi vers X et que (X,, —Y,,), converge vers 0 en probabilité. Alors (Y,)n
converge en loi vers X.

Preuve. Grace & la proposition 7.24, il suffit de montrer que lim, E(f(Y,,)) =
E(f(X)), pour toute fonction bornée lipschitzienne f. Nous avons alors |f(x)| < k et
|f(z)— f(y)| < C|xz—yl|, pour des constantes k et C. Soit € > 0 donné. Nous écrivons

E(f(Ya)) —E(f(Xa)) < E([f(Ya) = f(Xa)])
< Ce+2kP(|X, —Y,| > e).
Le deuxieme terme du membre de droite tend vers 0 quand n tend vers l'infini, car

(X, — Y,,), converge en probabilité vers 0. Comme ¢ est arbitrairement petit, nous
en déduisons que lim, o [E(f(Y,)) — E(f(X,))| = 0, d’ou le résultat. O

Une généralisation de ce lemme est développée dans ’exercice 7.7.

Le théoréeme suivant caractérise la convergence en loi a l'aide des fonctions ca-
ractéristiques. C’est un critere extrémement utile dans la pratique.

Théoréme 7.26 (Théoréme de Lévy) Soit (X,,), une suite de vecteurs aléatoires a
valeurs dans R?.

a) Si la suite (X,)n converge en loi vers X, alors ¢x, converge simplement
vers ¢ox.

b) Si les ¢x, convergent simplement vers une fonction (complere) ¢ sur RY, et si
cette fonction est continue en 0, alors c’est la fonction caractéristique d’une v.a. X

etXngX.

Preuve. (Nous ne démontrons pas (b), qui est assez difficile).

Pour obtenir (a), il suffit de remarquer que ¢x, (u) = E(gu(X,)) et ox(u) =
E(gu (X)), olt gy est la fonction continue bornée gy, (x) = e (% et d’appliquer la
définition 7.18 (en séparant parties réelle et imaginaire). O

Ce théoreme, plus les formules du premier paragraphe donnant les fonctions ca-

ractéristiques des lois usuelles, impliquent immédiatement que X, £> X dans les cas
suivants :
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1 suit B(m, pp), X suit B(m, p), et p, — p.

) Xn
) X, suit N(my,,02), X suit N'(m,o?), et m, — m, 02 — o>.
) Xn

W N

et X suivent des lois de Poisson de parametres 6,, et 0, et 6,, — 0.
4) X, et X suivent des lois exponentielles de parametres A, et A, et A,, = A.

Il permet aussi de prouver le lemme de Slutsky tres rapidement, y compris pour des
vecteurs aléatoires.

Théoréme 7.27 (Théoréme de Slutsky) Soit (X ), et (Yy,)n deuz suites de vecteurs
aléatoires définies sur le méme espace de probabilité & valeurs dans R®. Supposons
que (X,)n converge en loi vers X et que (X, — Yy)n converge vers 0 en probabilité.
Alors (Y,)n converge en loi vers X.

Preuve. Soit u € R%. On a :

|0y, (u) — dx (u)] < ¢y, (u) — dx, (u)| + [dx, (v) — ox (u)|.

D’une part, le théoréme de Lévy partie a) montre que |¢x, (u) — ¢x (u)| tend vers 0
quand n — +oo. D’autre part

by, (u) = ¢x, (u)| = [E(e! Y] — /X)) < B(je!Yn=Xn) 1))

tend vers 0 quand n — 400 d’apres la proposition 6.10. O

En conclusion de ce paragraphe, nous pouvons résumer dans la figure 7.1 les relations
entre les différents modes de convergence.

7.4 Le théoreme de la limite centrale

Ce théoreme est aussi connu sous le nom de théoreme central limite. Plus simplement,
il apparait souvent sous ’abréviation TCL.

La situation est la méme que dans le chapitre précédent concernant la loi des grands
nombres (Théoreme 6.14). Nous considérons une suite de variables aléatoires (X,,)n
indépendantes, de méme loi, et de carré intégrable. Notons m et 02 la moyenne
et la variance communes aux variables X,,, et

Sp = X1+ + X, (7.26)
(ainsi M,, = “%") Nous avons vu que % converge vers m, presque-sirement et en

moyenne, et il est naturel de chercher la vitesse a laquelle cette convergence a lieu.
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Relations entre modes de convergence

si dominée

Convergence
presque-siire

~-._| Convergence
" | enMoyenne

/

Convergence
en Probabilité

U

Convergence
en Loi

FIGURE 7.1 — Relations entre les différentes notions de convergence

Pour évaluer cette vitesse, ¢’est-a-dire trouver un équivalent de 57" —m, nous sommes
amenés a étudier la limite éventuelle de la suite n"“(%" — m) pour différentes valeurs
de « : si « est “petit” cette suite va encore tendre vers 0, et elle va “exploser” si «
est “grand”. On peut espérer que pour une (et alors nécessairement une seule) valeur
de «, cette suite converge vers une limite qui n’est ni infinie ni nulle.

11 se trouve que la réponse a cette question a un aspect “négatif” : la suite no‘(% —m)
ne converge au sens presque-sir, ou méme en probabilité, pour aucune valeur de a.
(Voir I’exercice 7.9). Elle a aussi un aspect “positif” : cette suite converge, au sens de
la convergence en loi, pour la méme valeur o = 1/2 quelle que soit la loi des X,,, et

toujours vers une loi normale.

Ce résultat, qui peut sembler miraculeux, a été énoncé par Laplace (1749-1827) et
démontré beaucoup plus tard par Lyapounov (1901). Il montre le caractére univer-
sel de la loi normale (d’out son nom!). Il fait Uobjet du théoréme suivant, appelé
théoréme central limite, ou de la limite centrale :

Théoréme 7.28 Si les X, sont des v.a. réelles indépendantes et de méme loi, de
carré intégrable, de moyenne m et de variance o? avec o? >0, alors les variables

S, —nm
ov/n

convergent en loi vers une v.a. de loi N'(0,1).
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En d’autres termes, \/ﬁ(% — m) converge en loi vers une variable normale de loi

N(0,02).

Preuve. Nous donnons ici une preuve fondée sur le théoreme de Lévy. Une autre
preuve sera donnée dans l'exercice 7.8.

Soit ¢ la fonction caractéristique de X,, — m, et posons Y,, = (S, — nm)/(c/n).

Comme les X, sont indépendantes et d’apres (7.3), la fonction caractéristique de Y,
est

Pn(u) = ¢(O\%>n (7.27)

Comme E(X,, —m) =0 et E ((X,, — m)?) = 02, (7.15) entraine

u?o?

+ u?o(|ul) quand u — 0.

o(u) = 1-

Comme ¢(0) =1 et que ¢ est continue en 0, il est facile de voir que pour u fixé et n

assez grand,
u
— =1 < 1/2.
o (avm) =

11 est possible de généraliser la notion de logarithme aux complexes z tels que |z —
1] < 1/2. (Voir un cours d’analyse complexe.) La fonction Inz définie sur le disque
{z € C: |z —1] < 1/2} admet le méme développement limité au voisinage de z = 1
que le logarithme réel. Ainsi,

2

dn(u) = expnln (1 - ;—n + ie,{u)) ,

ol £, (u) tend vers 0 quand n tend vers I'infini, et nous en déduisons immédiatement
que ¢, (u) converge vers exp(—u?/2). Le résultat découle alors du théoreme 7.26. [

Remarque Si les X; de "énoncé du théoréme 7.28 suivent des lois N'(0,1), alors
(Sp — nm)/\/n suit une loi N'(0,1) pour tout n. Le théoréme de la limite centrale
implique que la loi normale centrée réduite est la seule probabilité QQ sur R telle que
si les X; sont de loi Q, il en est de méme de (S, — nm)/+y/n.

Exemple 7.29 Convergence des lois binomziales. Supposons que S,, suive une loi
binomiale B(n, p). Cela revient a dire que Sy, a la méme loi qu’une somme X1+ --+X,,
de n wvariables aléatoires X; indépendantes de loi B(1,p), i.e. P(X; = 1) = p et
P(X; =0) =1 —p. Nous savons alors que m = p et o> = p(1 — p).
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Nous voulons calculer P(S,, < x) pour x fixé et n grand.

Si p est trés petit, de sorte que = np ne soit pas trop grand (en pratique, < 5
convient), nous pouwvons utiliser approzimation par une loi de Poisson, obtenue au
Chapitre 3. Si p est trés proche de 1, de sorte que 8 = n(1 — p) soit comme ci-dessus,
alors n — S,, suit a son tour une loi proche de la loi de Poisson de parameétre 6.

Dans les autres cas, nous utilisons les théorémes précédents :

S B (7.28)
n
S L o). (7.29)
np(1 — p)

Si nous désignons par ® la fonction de répartition de la loi N'(0,1), il vient
P(S, <z) ~ &~ ), (7.30)
np(1 —p)

Rappelons que la fonction de répartition ® ci-dessus est “tabulée”, et une table de
cette fonction est fournie a la section 4.6.

EXERCICE 7.1 Lancons 1000 fois une piéce (que ’on suppose non truquée). Cher-
chons la probabilité d’obtenir plus de 545 fois le coté Face.

Solution : Bien sur, le calcul exact utilisant les lois binomiales serait rébarbatif et
extrémement lourd. Nous utilisons le théoréme de la limite centrale et écrivons

S1000 — 1000/2 45 ) /+°° 1 a2
P(S > 545) =P > ~ e 2 dux.
(S1000 ) ( /1000/2 /1000/2 %0

V1000
En utilisant la table numérique, nous obtenons

5

P(S,, > 545) ~ 1 — ®(2,84) ~ 0,0023.

Le théoreme 7.28 admet une version multidimensionnelle, de preuve similaire.
Considérons des vecteurs aléatoires X,, a valeurs dans R?, indépendants et de méme
loi, dont les composantes sont de carré intégrable. Nous avons ainsi un vecteur
moyenne m = E(X,,), et une matrice de covariance C = (Cij)fl,j:l avec ¢;; = la
covariance des composantes ¢ et 7 de X,,. Nous pouvons alors énoncer le TCL multi-
dimensionnel.
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S,—nm

Théoréme 7.30 Les vecteurs aléatoires convergent en loi vers un vecteur

aléatoire gaussien centré (i.e. de moyenne nulle) et de matrice de covariance C.

Remarque 7.31 La vitesse de convergence est toujours en ﬁ, indépendante de la

dimension d. Cette remarque est fondamentale pour les applications numériques et
Justifie 'importance des méthodes de Monte-Carlo dans le cas des grandes dimensions.

7.5 Méthode Delta

Soit (X, )nen une suite de v.a. i.i.d., d’espérance m et de variance o2. On note
1 n
X,=-) X,
"= ; ;

On connait le comportement de X,, quand n — +oo par la loi des grands nombres et
le théoréme central limite. La méthode Delta a pour but d’en déduire le comportement
d’une fonction de X,,. Elle est tres utile en statistique.

Proposition 7.32 Soit (X,)nen une suite de v.a. i.i.d., d’espérance m et de va-

riance o.

— Pour toute fonction continue g, (X ,) n2Ape g(m) p.s.

— Pour toute fonction g de classe C',

Vi(9(Xa) = g(m)) == N (0, (¢ (m))?0?).

— Sig/(m) =0 et g est de classe C2, alors

Nt}
IS
|
Q
(V)
Q\
z
N

n(g(yn) - g(m
ou Z est une v.a. de loi x3.
Preuve. Le premier résultat est trivial car (X ), converge p.s. vers m par la loi forte
des grands nombres.

Soit ¢ de classe C'. En appliquant la formule des accroissements finis, on trouve
que pour tout n, il existe un #,, entre m et X,, tel que

9(Xn) = g(m) + ' (0n) (X0 —m).
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Par la loi forte des grands nombres, (X ), converge p.s. vers m. Donc (6,,), converge
p.s. vers m (d’apres le théoréeme des gendarmes). Comme ¢’ est continue, la suite
(¢’ (0r))n converge p.s. vers ¢g’(m). Or

Par le théoréme central limite, \/n(X, — m) converge en loi vers une v.a. de loi
N(0,0%). (¢'(0,,))n converge p.s. vers g’(m), donc en probabilité. En appliquant le
théoreme de Slutsky, on trouve

Va(9(Xa) — g(m)) = V(X —m)g (6,) -5 N (0,02 (m)?).

Soit g une fonction de classe C* telle que g'(m) = 0. Par la formule de Taylor-
Lagrange, pour tout n, il existe un #,, entre m et X,, tel que :

9(Xn) = glm) + g/(m) (Ko=) + 3 (00) (K — ).
=

Par le théoréme central limite, \/n(X, — m) converge en loi vers une v.a. de loi
N(0,0?) et donc
n(X, —m)? £, 527,

ol Z est une v.a. de loi x?. Par la loi forte des grands nombres, (6,,),, converge p.s. vers
m et par continuité (¢”(6,,)), converge p.s. vers g’ (m). Par le théoreme de Slutsky,
on conclut que :

~ L

n(9(X) — g(m) = 56" (B)n(K —m)* 5 Zg"(m)o? 2.

N | =

EXERCICE 7.2 Soit (X,,)nen une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de pa-

rameétre p €]0,1[. Quel est le comportement asymptotique de T,, = X,,(1 — X ) ¢

Solution : Par la loi forte des grands nombres, T, 23 p(1—p). On applique la méthode
Delta avec g(x) = x(1 —z). On a ¢'(x) =1 — 2.
Sip#1/2, alors g'(p) #0 et on a :

Vi (T, — p(1 —p)) -5 N(0, (1 - 2p)%p(1 — p)).

Sip=1/2, alors ¢'(1/2) = 0 et ¢"(1/2) = —2. On applique la derniére partie de la
proposition 7.32 :
1. - 1,5
T, — =) 55 —o\2
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7.6 Exercices sur le chapitre 6

EXERCICE 7.3 Soient X et Y deux v.a. indépendantes de carré intégrable, de
meéme loi et centrées. Soit ¢ leur fonction caractéristique commune. On suppose que
la variable aléatoire £ a méme loi que X et Y. Montrer que ces variables sont

nécessairement de loi normale.

EXERCICE 7.4 Soit X une variable aléatoire de Cauchy.

1. Calculer la fonction caractéristique de X.
2. Montrer que ¢ox = (¢x)2.

EXERCICE 7.5 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et a > 0.

1. La loi de X a pour densité %e“”"“. Quelle est la fonction caractéristique de
X7

2. Laloi de Y a pour densité —51,>1.

y2
Justifier que % est définie presque-sirement.

Calculer la fonction caractéristique de %

EXERCICE 7.6 Soit X un vecteur gaussien centré de R?%. Soit F' un sous-espace
vectoriel de R?.

Le but de I'exercice est de montrer que P(X € F') =0 ou 1.

1. Soient X; et X5 deux vecteurs indépendants de méme loi que X.
Montrer que les ensembles A(), définis pour 6 € [0, Z[ par

A(0) = {w, X1 (w) cos @ + Xa(w)sinh € F'; X;(w)sind — Xo(w)cosb ¢ F'}

sont disjoints pour des 6 différents.
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2. Montrer que P(A(9)) = P(A(0)), pour tout §. On montrera que pour tout ¢,
X1cos0 + Xosinf o méme loi que 1
Xqsinf — X5 cosf 4 X5 J

3. Montrer que P(A(0)) = 0. En déduire le résultat.

EXERCICE 7.7 Généralisation du théoréme de Slutsky. Montrer que si deux suites
de variables aléatoires (X,,), et (Y,)n sont telles que X,, converge en loi vers X et Y,
converge en probabilité vers une constante y, alors le couple (X,,,Y;,) converge en loi
vers (X, y).

En déduire que X,, +Y,, et X,,Y,, convergent en loi, respectivement vers X +y et Xy.

EXERCICE 7.8 Une autre preuve du théoréme de la limite centrale (due & Linde-
berg).

Soit une suite (X, ), de variables aléatoires indépendantes de carré intégrable, centrées
. . 1 n ) .
et de variance 1. Nous voulons prouver que la suite T}, = 7 > i1 X; converge en loi

vers une variable aléatoire T' de loi N (0,1).

Préliminaire : Montrer que T}, converge en loi vers T dés que E(f(7},)) converge vers
E(f(T)), pour f bornée de classe C? avec dérivées premiere et seconde bornées et
uniformément continues.

Soit (Y},), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi N'(0, 1), indépendantes
de la suite (X,,),, . Nous savons qu’alors T/, = ﬁ Yo Y est deloi N(0,1). Le but est

de montrer que |[E(f(7,))—E(f(T}))| — 0, quand n tend vers I'infini, pour toute fonc-
tion f bornée de classe C? avec dérivées premiere et seconde bornées et uniformément
continues.

_ . i—1
1. Notons X, = %, Yin= %, et Wi, = Z;zl Yin+ Z?:i-i—l Xin-

Montrer que

FT0) = FT) =3 (F Wi + Xin) = F(Win + Vi) (7.31)

i=1



158 Chapitre 7 — Fonctions caractéristiques et convergence en loi

2. Montrer que
TWin+Xin)=FfWin)+ F(Win)Xin + %fI/(Wi,n)(Xi,n)2 + Rx in,
et que pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que
[Bx,in| < (Xin)? (e1x, 126 + £ looL 0 0]56) -
3. En déduire que
E(f(T0)) = E(f(T)] < 26+ [1f"|cB (XTL x,150ym + YLy >aym) -

4. Conclure.

EXERCICE 7.9 Soient (X;); des variables aléatoires indépendantes et de méme
loi, de carré intégrable, avec E(X;) =0, et E(X?) = 0% > 0. Soit S, =Y i, X;.
Sp

1. Montrer que & hie converge pas en probabilité.
Sn

2. Montrer que (n® |7 — m|)n converge en probabilité vers 0, (respectivement
vers +00), quand a < 1/2, (respectivement a > 1/2).



Chapitre 8

Statistique : Estimation

Tout ce qui existe dans I’Univers est le fruit du hasard et de la nécessité.

Démocrite

La statistique est la science des données. Un statisticien travaille sur des données
(résultats d’un sondage, données météorologiques,...) et essaie de traiter des problémes
de différents types :

- effectuer une prévision, par exemple sur le résultat d’une élection qui aura lieu pro-
chainement a partir d’un sondage,

- quantifier la certitude liée a une prévision, par exemple par une fourchette dans le
cas d’un sondage,

- répondre a une question comme “le candidat C sera-t-il élu”, “le réchauffement
climatique est-il réel 77, “ce médicament est-il efficace?”, pour aider a la prise de
décision, comme ’adoption de protocoles réduisant la production de COs ou la mise
sur le marché d’un nouveau médicament.

La premieére question peut étre abordée dans le cadre de l'estimation statistique, la
seconde dans le cadre de la théorie des intervalles (ou des régions) de confiance, et la
troisieme dans le cadre de la théorie des tests de décision. On va dans les chapitres qui
viennent donner quelques éléments de réponse pour chacune de ces questions. Dans
ce chapitre, on aborde la question de I’estimation ponctuelle.

159
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8.1 Introduction a ’estimation

Le but de 'estimation statistique est le suivant. On observe des réalisations d’un
phénomene aléatoire (sexe d’un nouveau-né, température ou pluviométrie journaliere,
...) qu’on appelle observations. Ces observations sont des copies indépendantes et iden-
tiquement distribuées d’une loi inconnue qu’on cherche a retrouver. On se limitera au
cas paramétrique dans ce cours, c’est-a-dire qu’on supposera que cette loi appartient
a une famille connue de lois qui dépend d’un ou de plusieurs parametres inconnus.
On souhaite déterminer, ou plus exactement estimer, la valeur de ce(s) parametre(s),
a partir des observations.

Exemple 8.1 Le sexe, fille (F) ou garcon (G), d’un nouveau-né est modélisé par une
loi Py sur {F,G} de paramétre inconnu 0 € [0, 1], avec Py({G}) =0, resp. Py({F'}) =
1 — 0, la probabilité qu’une naissance donne un garcon, resp. une fille. On souhaite
connaitre la proportion de garcons a la naissance. Ceci revient a chercher a estimer
0. Pour estimer 6, on observe les sexes des n nouveaux-nés dans une maternité.

Exemple 8.2 La durée de vie d’une ampoule électrique produite par une usine est
modélisée par une loi exponentielle de paramétre A €]0,+o00[. Pour estimer X\, on
laisse allumées n ampoules jusqu’a ce qu’elles grillent, on observe donc n durées de
vie, a partir desquelles on essaye d’estimer .

D’une maniere générale, un modele statistique est défini de maniere similaire a un
espace de probabilité, a la différence essentielle pres que le dernier élément du triplet
n’est pas une probabilité, mais une famille paramétrique de probabilités.

Définition 8.3 Un modele statistique est un triplet (X,.4,P) ol X est I'espace fon-
damental (I'ensemble des valeurs possibles des observations), A est une tribu sur X, et
P est une famille de probabilités sur (X, A). Un modele statistique est dit paramétrique
s'il existe un entier p et un ensemble © C RP tels que la famille de probabilités P s'écrit
sous la forme :

P ={Py,0 €0},
ou, pour tout 8 € O, Py est une probabilité sur (X, A).

On notera génériquement @ le parametre d’une famille paramétrique de probabi-
lités.

Exemple 8.4 Dans [’exemple 8.1, le modeéle statistique associé est le triplet

({F,GY,P{F,G}),P) oi :
P ={P,0c]0,1]},
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et Py({F}) =1— 0 et Py({G}) = 0. Ici © = [0, 1].

\

Exemple 8.5 Dans l'ezemple 8.2, le modéle statistique est le triplet (R, B(R),P) ou
P est l’ensemble des lois exponentielles :

P ={P, A €]0,+0[},

et Py est la probabilité sur (R,B(R)) de densité px(z) = Ae 1y 4oo(z), avec la
notation 14(x) =1 si x € A et 0 sinon.

De maniere générale, les observations forment un n-uplet de répliques indépendantes
et identiquement distribuées.

Définition 8.6 Un n-échantillon est un vecteur aléatoire X = (X;);=1,..n de n v.a.
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de méme loi qui appartient au modele
statistique.

Notation. Le vecteur aléatoire X = (X;);=1,. , est défini sur un espace 2 qu’on
ne précisera pas (on peut cependant prendre pour 2 l'ensemble X™ de tous les
échantillons de taille n possibles, et de ce fait, les observations peuvent étre vues
comme une réalisation particuliere d’un n-échantillon). On notera respectivement
Po(X € A) et Eg(f(X)) la probabilité de I’événement {X € A} et l'espérance de
f(X) lorsque les variables X; sont indépendantes et identiquement distribuées de loi
Pe.

On observe un n-échantillon X. On souhaite construire a partir de cet échantillon
une quantité f(X) qui s’approche du parameétre inconnu 6. Une telle quantité est
appelée estimateur de 6 et est souvent notée 6,,. Un estimateur ne dépend que de
I’échantillon X et ne dépend pas de 6, et est donc entierement caractérisé par la
fonction déterministe f : X" — ©.

Exemple 8.7 Dans l’exemple 8.1, on souhaite connaitre la proportion de gargons a
la naissance. Le modele statistique sous-jacent est ({F,G}, P({F,G}),P) avec P =
{Py,0 € [0,1]} Uensemble des lois Py telles que Py({G}) = 0. Pour estimer 6, on
observe toutes les naissances dans une maternité, et on note les résultats X1, ..., X,
avec X; = G si la i°™° naissance donne un garcon, et X; = F si c’est une fille. C’est
un n-échantillon de la loi Py. Un estimateur intuitif de 6 est la proportion empirique
de garcons, c’est-a-dire le nombre de garcons observés divisé par le nombre total de
Nnaissances :

A Card(i=1,...,n, X; =G) 1 &
= = — 14(X;).
9n TLZ G( z)

n
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Cet estimateur est de la forme 0, = f( Xy, ... Xy), avee f(xy,...,2,) =

(1/n) 3iey Ta (@)

Exemple 8.8 Dans l'exemple 8.2, les temps de vie des n ampoules du lot sont des
variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes et identiquement distribuées, de loi ex-
ponentielle de paramétre A inconnu. Notons X,, la moyenne empirique :

S

dont on sait qu’elle est proche de lespérance Ex(X1) = 1/A d’ apres la loi forte des
grands nombres. On peut donc proposer comme estimateur de \ : =1/X,, c’est-
a-dire A, = f(X) avec f(x) =n/ i, x;. Cependant, on pourmzt s’y prendre autre-
ment. Par exemple, en notant

:M—‘

= (g o x)

on sait aussi que \, est proche de (%]EA(Xf))il/Q = X d’apres la loi forte des grands
nombres. Ceci montre que 5\n et N, sont tous les deuz susceptibles de nous donner
une estimation raisonnable de X (lorsque n est grand). La question est de savoir lequel

est le meilleur (une fois qu’on aura clarifié ce qu’on entend par bon).

Plus généralement, on peut s’intéresser & l'estimation de g(0) ot g : © — RY.
En pratique, l'estimation de 6 correspond au choix ¢ = p et g(@) = 6. Lorsque
p > 2, l'estimation des ¢ premieres coordonnées de 6 avec g < p correspond au choix
9(917"'7017) = (01,...,9q).

L’exemple 8.1 est particulierement simple, mais I’exemple 8.2 sur la durée de vie
d’une ampoule montre qu’on peut avoir plusieurs estimateurs raisonnables possibles.
p q p p p
De plus, il s’agit de savoir si I’estimateur proposé est “bon”. Pour répondre a cette

b)
question, il faudra d’abord éclaircir ce que nous entendons par “bon estimateur”.

8.2 Qualités d’un estimateur

Souvent, le nombre d’observations n est suffisamment grand pour qu’on puisse
exploiter les propriétés limites, ou asymptotiques, des estimateurs (asymptotique dans
le sens n — +00). Cest ici qu’interviennent les théorémes limites introduits dans
les chapitres précédents. Dans ce paragraphe, on examine les qualités d’une suite
d’estimateurs (9n)neN* définis par une suite de fonctions f, : X™ — O.
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Exemple 8.9 Dans l'exemple 8.1 on peut examiner la suite 0, = fu(X1, .., X0)
définie par la suite de fonctions :

£ {F,G}" - R,
T (@) = YT Ta(w).

La propriété de convergence est essentielle.

Définition 8.10 [Convergence] On dit que 0,, est convergent si, pour tout 6 € © :

Py (én mare 0) —1.

La propriété de convergence dit que, si la taille de ’échantillon est suffisam-
ment grande, alors la valeur donnée par 'estimateur devient proche de € lorsque
I’échantillon est tiré avec la loi Pg. Il est important de réclamer que cette propriété
soit vérifiée pour tous les @ € O, car on ne connait pas a priori la vraie valeur de 6
(celle avec laquelle les X; ont été tirés).

Exemple 8.11 Dans l’exemple 8.1, sous Py, les variables aléatoires 1g(X;) sont des
variables i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre 0. L’application de la loi forte des
grands nombres prouve la convergence de l’estimateur proposé :

. 1
Py (ngrfoo% = 9) =Py (nglfoo ﬁZI]-G(Xj) = > =1
=

Définition 8.12 [Biais] Un estimateur est dit non-biaisé si E¢(6,,) = 6 pour tout € ©
et pour tout n € N*,

Un estimateur est dit asymptotiquement non-biaisé si lim,_, Eg(én) = 0 pour tout
6co.

Un estimateur non-biaisé est évidemment asymptotiquement non-biaisé.

Exemple 8.13 Dans l’exemple 8.1, on utilise successivement la linéarité de ’espérance
et le fait que l’espérance d’une v.a. de Bernoulli est égale a son paramétre pour écrire :

Bo0h) = + >~ Bal(1a(X;)) = Ea(1a(X1) 0.
j=1

L’estimateur 0,, est donc non-biaisé.
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La propriété de non-biais est souvent recherchée, car elle stipule que 'estimateur est
bon en moyenne, mais elle est insuffisante. Pour qualifier un estimateur, on utilise le
risque quadratique moyen défini comme suit.

Définition 8.14 [Risque quadratique moyen| Si g : © — R, alors le risque quadratique
moyen d'un estimateur §,, de g(0) est la moyenne quadratique des écarts a la valeur a
estimer :

RQMg(§n) = Eo[(9n — 9(6))?] -

On peut donner une expression différente du risque quadratique moyen en développant
le carré :

RQMG(gn) =Eq [(gn - Ee(gn) + Ee(gn) - 9(0))2]
+ (Eo(gn) — 9(0))” -

Le second terme du membre de droite est nul car Eg[§, —Eg(n)] = Eo(dn) —Eo(Gn) =
0. Le risque quadratique moyen se décompose donc en une partie “variance” et une
partie “biais” :

RQMa(9n) = Vare(3n) + (Ee(3n) — 9(6))” . (8.1)
Si un estimateur est sans biais, son risque quadratique moyen est égal a sa variance.
Entre deux estimateurs, on choisira celui au risque le plus faible. Ainsi, de deux
estimateurs non-biaisés, on choisira celui de variance plus faible.

Exemple 8.15 Dans l'exemple 8.1, on utilise le fait que la variance de la somme de
v.a. indépendantes est égale a la somme des variances pour obtenir :

R a 1 0(1—46
RQMy (0,) = Varg (6,) = —-Varg (1(X1)) = %
On remarque que le risque décroit avec n comme 1/n, résultat assez général qu’on va
retrouver dans la suite, mais pas toujours vrai.

Enfin, lorsque 'estimateur est convergent, on peut se poser la question de la forme
de ses fluctuations. On peut penser, d’apres le théoreme de la limite centrale, que les
fluctuations d’un estimateur convergent sont d’ordre 1/4/n et & statistique gaussienne
quand n — oo. C’est souvent le cas, mais pas toujours comme on va le voir dans la
suite.

Définition 8.16 [Normalité asymptotique] Soit g : © — R. Un estimateur g,, de g(0)
est dit asymptotiquement normal s'il existe deux fonctions déterministes m.,(0) et o,,(6)
telles que, sous Py, la suite de variables aléatoires (G, — mn(0))/0,(0) converge en loi
quand n — 400 vers une loi gaussienne centrée réduite.
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Tres souvent, mais pas toujours, m,(0) = ¢(0) et 0,(0) = o(0)/+/n pour une
fonction (@) qu'on appelle écart-type asymptotique (et o2(@) est appelée variance
asymptotique).

Exemple 8.17 Dans l’exemple 8.1, on utilise le théoréme de la limite centrale pour
obtenir que, sous Py :

V8, —0) "5 N(0,6(1 - 0)),

en loi. La variance asymptotique est ici o2(0) = 6(1 — 0).

8.3 Estimateurs empiriques

On considére ici un modele statistique de la forme (R,B(R),P) associé a des
observations réelles. Il arrive treés souvent que le modele statistique considéré soit
(ou puisse étre) paramétré par la moyenne et/ou la variance de la loi inconnue. Par
exemple, le modele gaussien qu’on étudiera en détail rentre dans ce cadre :

P = {N(p,0%), p€R, 0% €]0,+00[}. (82)

On va introduire et discuter ici les estimateurs dits “empiriques” de ces quantités.

Proposition 8.18 (Estimateur de la moyenne) Soit (X;)i=1,. n un n-échantillon
d’un modele statistique (R, B(R),P) dont les lois sont intégrables. La moyenne empi-
rique X, définie par :

_ 1 <&
X"L:E;Xj’ (83)
]:

est un estimateur de la moyenne ug de la loi Py qui satisfait les propriétés suivantes :
(i) X, est non-biaisé.

(ii) X, est convergent.

(iii) Si de plus les lois Py sont de carré intégrable, alors RQMg(X,) = o5/n, avec
062, la variance de la loi Py et X,, est asymptotiquement normal, avec

V(X —pe) =3 N(0,0)
en loi.
Preuve. Il n’y a rien de nouveau dans cette proposition qui découle de la linéarité de

lespérance, de la loi forte des grands nombres, et du théoreme de la limite centrale.
O
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D’apres la formule de Huygens, la variance d’une v.a. réelle X de carré intégrable
est donnée par :
Var(X) = E(X?) - E(X)2.

En copiant ce qu’on a fait pour ’estimateur de la moyenne, on peut proposer comme
estimateur du premier moment la moyenne empirique X,, et comme estimateur du
second moment la somme L Z;'L=1 X 32 On obtient alors un estimateur de la variance,

= 1 - 1 1 & 2
VnnZX?XnnZXf(nZXj) , (8.4)
j=1 j=1 j=1

qu’on appelle variance empirique. Cette somme peut se réécrire différemment.

noté V,, :

Proposition 8.19 (Estimateur de la variance) Soit (X;);=1,.. n unn-échantillon
d’un modéle statistique (R, B(R),P) dont les lois sont de carré intégrable. La variance
empirique de l’échantillon est définie par :

Vo= 3 - X (5.5)

Cet estimateur de la variance o de la loi Pg vérifie les propriétés suivantes.
(i) L’estimateur est biaisé et asymptotiquement non-biaisé :

n—1
o2

Eo (Vn) =

(ii) L’estimateur est convergent.
(mLSz les lois Py sont de quatrieme moment fini, alors le risque quadratique moyen
de V,, est d’ordre 1/n :
4 4
— Ly — O 1
RQMp(Vn) = =6——2 + O(—),

ot ) = Eg(X 1) —ARg(X1)Eo(XP)+6Eg(X2)Eg(X1)2—3Ee(X1)%, et V., est asymp-
totiquement normal :

ViV, — 03) "ZE N0, iy — o),
en loi.

1@ est le moment centré d’ordre 4, dont la définition générale est, pour p € N* et
une v.a. réelle X de moment d’ordre p fini :

u® = E[(X —E(X))"] .
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En développant le polynéme (X — E(X))?, on peut aussi écrire que :

- i ( > (XHE(X)P.

Jj=

On peut noter que le second moment centré (2 est égal & la variance o2 de X. Donc
pu® — % est la variance de la v.a. réelle X = (X — E(X))?

2
p@ gt = Var(X®) = E [(X(Q) - E(X<2>)) ] .

Preuve. Pour montrer que (8.4) et (8.5) sont équivalents, on part de la seconde
expression, et on développe les carrés :

DL R I IR IS D D2 R
Jj=1 j=1 j=1 Jj=1
1 & )
=) X;-X,
j=1

On va maintenant calculer les deux premiers moments de cet estimateur. On com-
mence par introduire les v.a. X; = X;—pug (avec pug = Eg(X1)), qui sont indépendantes
et identiquement distribuées, de moyenne 0 et de variance o3. On a alors :

n n 2 n n 2
:%zx T 1e) _(izx ) :izxg_(izw . (86)
j=1 =1 j=1 j=1

Pour p entier, le p®*¢ moment de V., se développe en somme d’espérances de la forme
Eo(X;, - ~X ,). Il faut prendre soin de distinguer les indices 7; qui sont égaux, parce

que, si une varlablc X; . apparait une seule fois dans le produit Xzl . XZ2 , alors, par
indépendance des~variables X, Vespérance Eg(X;, -+ X;,)) = Eg(Xlk)Eg(H#k Xi,)
est nulle car Eg(X;, ) = 0. Ainsi, pour les deux premiers moments, on obtient :

5 B 1 n 1 n
2 2 2
ZEGX ZEeXX =D Bo(XD) - 5 > Ee(X7)
i,j=1 j=1 1=1
~ n—1
= Eo(X7) — *EG(XO o5
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Eo(V7) = % 3 Eg(X2X2) - % 3 Eo(X.X;X2) + — Eo(X: X, X.X))
ij=1 05 k=1 ik l=1
= (Bo(X) + (n— DES(RD)?) — 2 (Eo(XH) + (n — E(X)?)
. % (Bo(X1) +3(n — 1)Ee(X})?)
- “’;731)21&;(5(%) p s 1)(";_ 258 gy (22

= Bo (1) + — (B(Xd) — 3Eo(XD)7) + 0,

)-

On peut alors calculer le risque quadratique moyen :

RQM, (V) = Eg(V-) — 202Eo(V,) + 0 = +0(=).

En tenant compte du fait que X; = X; — p1g, on obtient le résultat annoncé.

Pour montrer la convergence, il faut se servir de I'expression (8.4) et utiliser la loi
forte des grands nombres sur chacun des deux termes du membre de droite :

1 n ]- - 2 n—-+00
l E 32 ( E Xj> A Eo(X?) — Eg(X1)? avec probabilité 1.
n n

= —

Enfin, pour prouver la normalité asymptotique, on invoque le théoréeme de la limite
centrale pour prouver la convergence en loi suivante :

VA Yo X% =) N0 Y ).
On a:
V(T o) = V(L3 K2 - 0g) v
avec -
—

Or (Y,,)n converge vers 0 en probabilité, car pour tout € > 0 :

Eg(Yn) _ \/ﬁVarg(Xl) n—>_+>oo
€

ne

Po (Y, > €) < 0.

En utilisant le théoreme de Slutsky, on trouve alors que

ViV = 05) "5 N (01" — 03)
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en loi, comme annoncé. O

11 est facile de proposer un estimateur non-biaisé de la variance, il suffit de prendre
la variance empirique V,, et de la multiplier par n/(n—1) (si n > 2). On obtient alors
Iestimateur appelé variance empirique non-biaisée dont les propriétés sont décrites
dans la proposition suivante.

Proposition 8.20 Soit (X;);=1,... n un n-échantillon d’un modéle statistique dont les
lois sont de carré intégrable. La variance empirique non-biaisée V,, est définie par :

Vo= i : ;(Xj -X,)%. (8.7)

C’est un estimateur de la variance o de la loi Py qui satisfait les propriétés suivantes.
(i) Vi, est non-biaisé : pour tout n > 2, Eg(V,,) = 0.
(i) V,, est convergent.
(iii) Si les lois sont de quatriéme moment fini, alors le risque quadratique moyen de
la variance empirique est d’ordre 1/n :

(4) _ 03 1

1
RQMy(Vy) = GT ”

et V,, est asymptotiquement normal :
Vn(V, — 02) "2E° N0, ugl) —0p),

en loi.

Noter que les risques quadratiques moyens de V,, et de V,, sont les mémes & 'ordre
1/n. C’est normal, car la différence entre ces deux estimateurs se situe au niveau du
biais. Or le risque quadratique moyen d’ordre 1/n mesure une erreur d’ordre 1/4/n,
il est donc complétement insensible au biais qui est plus petit, d’ordre 1/n.

Preuve. Le premier point découle de la linéarité de 'espérance et du fait que V,, =
_n y

n—1"""

Pour montrer le deuxieme point, il faut utiliser ’expression :
n 1 — n 1 — 2
" n—1 {n ]Zl J } n—1 [n le / }

On applique la loi forte des grands nombres & chacun des crochets. Avec probabilité
1, le premier crochet converge vers Eg(X?) et le second crochet converge vers Eg(X1).
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Comme n/(n—1) converge vers 1, on obtient que V,, converge vers Eq(X?) —Eq(X1)?
avec probabilité 1, ce qui donne la convergence de I'estimateur.

Le troisieme et dernier point découle du calcul suivant :
RQMg(Vy) = Eo(V?) — 205Ee(Vy) + 0,

et des développements des deux premiers moments de V,, obtenus précédemment.
La convergence en loi s’obtient & partir du résultat correspondant pour V,, et du
théoreme de Slutsky. d

8.4 Méthode de substitution

On décrit ici une méthode générale de construction d’estimateurs convergents,
qu’on va appliquer sur des cas particuliers dans la suite. Soit (X;)i=1, ., un n-
échantillon d'un modele statistique P = {P,0 € ©}. Soit g : © — O’ C R?
une fonction. On suppose qu’on dispose d’un estimateur convergent g, de g(8). Si
@ : O — 0" C R? est une fonction continue, alors ¢(g,,) est un estimateur convergent

de ¢(g(8)) :
Po (6(9:) "5 0(9(0))) =1.

C’est une conséquence directe de la continuité de ¢. La principale application de cette
méthode générale est la méthode des moments qu’on décrit ci-dessous.

8.5 Meéthode des moments

Soit (X;)i=1,....n un n-échantillon d’un modele statistique P = {Py,0 € ©}. L’ob-
jectif est de construire un estimateur convergent de 6. La méthode des moments
consiste & trouver une fonction g : © — ©’ C R? inversible et de fonction réciproque
continue et une fonction v : X — R? telle que Eg(|1p(X1)|) < oo et g(0) peut s’écrire
comme ’espérance de ¥(X;) pour tout 6 € © :

g(0) =Eg(¥(X1)).

L’estimateur des moments de @ est alors
. 1 <&
0, = —1(f§ (X, )
O 2 P(X;)

L’estimateur des moments est convergent car c’est un cas particulier de la méthode
de substitution. En effet, £ 3" | 4(X;) est un estimateur convergent de g(6) =
Eg(1p(X1)) d’apres la loi forte des grands nombres, et g~! est continue.
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Exemple 8.21 On considére le modéle statistique (R, B(R), P) avec P = {B(c, ), a, B €
10,00[2}. On rappelle que la loi B, B) sur (R,B(R)) est a densité (cf (5.17)) :
F(O{ + ﬁ) a—1
)= ————a®
7@ = M)

Ici le paramétre 8 = (o, B) est de dimension 2. On désire estimer 6. Si X1 a pour loi

B(a, B), alors

(1—2)P 191 ().

« ap
Eo(X1)=—— =g et Eg(X1(1—-X3)) = =h
o) =T =9 Bl = X)) = ot T
D’une part, en inversant le systéme précédent, on trouve que
h _
o = 97 et ﬂ — M
g—h—g? g—h—g*

D’autre part, si (X;)i=1,..n est un n-échantillon de loi (o, ), alors on peut
construire o laide de la loi forte des grands mombres des estimateurs convergents
de g eth :

On déduit de la méthode des moments que

sont des estimateurs convergents de « et 3.

Exemple 8.22 On considére le modéle uniforme P = {Py, 0 €]0,+oo[}, ot Py est la
loi uniforme sur [0,60]. Si X1 a pour loi Py, alors on a :
0
]Eg(Xl) == 5 .

Par conséquent, si (X;)i=1,... n est un n-échantillon de loi Py, alors on peut construire
a laide de la loi forte des grands nombres un estimateur convergent de 0 :

2 n
0n == E Z Xi .
1=1
Cet estimateur est non-biaisé, son RQM est
92

A A 4
RQMy(0,) = Varg(6,,) = EVarg(Xl) =3

et il est asymptotiguement normal :
Vi (6, —6) "ZE N(0,6%/3).

On va voir ci-dessous qu’on peut en fait construire un bien meilleur estimateur de 6.
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8.6 Maximum de vraisemblance

Dans cette section on considére un modele statistique P = {Pp, 8 € O} et on
supposera :
- soit que pour tout @ € O, la loi Py est discrete et a valeurs dans un méme espace
X au plus dénombrable. On pose alors p(z,0) = Pg({z}) pour tout x € X. On pose
pour tout © = (x1,...,T,) € X™:

pn(ma 0) = p(xla 0) o p(xnv 0)7

qu’on appelle vraisemblance. Ao fixé, en tant que fonction de x, c’est la loi d’un
n-échantillon (X;), sous Pg.

- s0it que pour tout 8 € O, la loi Py est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R. On note alors p(x,0) la densité de la loi sous Pg et p,(x,0) la densité jointe
d’un n-échantillon, qu’on appelle vraisemblance.

Définition 8.23 On suppose que pour toute réalisation = (x1,...,2,) d'un n-
échantillon X = (Xy,...,X,), il existe une unique valeur 8,(x) € © qui maximise
la vraisemblance (vue comme fonction de 8) de la réalisation x :

0,.(x) = argmax p,(x,0).
co

Alors I'estimateur 6,, = 0,,(X) est appelé Estimateur du Maximum de Vraisemblance
(EMV) de 6.

L’EMYV est le parametre qui maximise la vraisemblance des données étant donné
le parametre. On peut expliquer son principe par une interprétation bayésienne. Pour
simplifier la présentation, supposons provisoirement que X et © sont finis. Avant de
recueillir des données, on ne sait rien sur le parametre 6, a part qu’il est dans ©, donc
on peut considérer que le parametre est une variable aléatoire discrete de loi uniforme
sur ©. Dans ce cadre, on peut donc considérer que la loi jointe des données et du
parametre est : .

P(w.0) = po(,0) 115
car pp(x, ) est la loi d’'un n-échantillon sachant le parametre 6. Par le théoreme de
Bayes, la loi du parametre sachant les données est :

_ P(x,0) B ,
P(8|x) = F@) P(z)= Y  P(z.0),
f'cxn
ce qui 8’écrit donc :
P(la) — —2n®:9)

card(©)P(x)"
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Le mode de cette loi, i.e. le parametre 0 le plus probable dans © sachant les données
x, est I’élément de © qui maximise P(0|x), qui est aussi celui qui maximise p,(x, 0) :
c’est donc ’TEMV.

Exemple 8.24 Dans le modéle de Bernoulli, X = {0,1},
P ={B(1,6),0 € [0,1]},

la vraisemblance est :

H 11 T7) 10(%)

avec la notation 1,(x) =1 si x = a et 0 sinon. Ceci s’écrit aussi :
pa(®,0) = [07(1—0)' """, (8.8)

avec T, = %Z?:l ;. A x firé, en tant que fonction de 0, on remarque que la vrai-
semblance est mazimale lorsque la fonction 6 +— 6%+(1 — §)1=%» est mazimale. Le
mazximum sur [0, 1] est unique et est atteint au point ot la dérivée de la fonction s’an-
nule, en = T,. Le mazimum de la vraisemblance redonne ici l’estimateur empirique.

Exemple 8.25 Dans le modéle gaussien
P ={N(u,0%),pn€R, 0% €]0,00[},

la vraisemblance est

pn(:c,(u,UQ))_(zmlgn/z ( Xn: 202 ) (8.9)

=1

On va voir ci-dessous que le mazimum de vraisemblance, i.e., la position du mazimum
de (i1, 0%) = pn(x, (1, 02)), est ici aussi lestimateur empirique.

Comme la fonction logarithme est strictement croissante, il revient au méme de
maximiser la vraisemblance 8 — p,(x, 0) ou de maximiser la log-vraisemblance 6 —
l,(x,0) définie par :

ln(x,0) =1n (pn(ar:7 9))
On pose également I(x,0) = In (p(x,@)). Les calculs sont parfois plus aisés avec la

log-vraisemblance notamment parce que l,,(x,0) = l(x1,0) + -+ + I(z,,0), ce qui
simplifie le calcul des dérivées.
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Exemple 8.26 On considére le modéle gaussien P = {N(u,0%),pn € R,0? > 0}.
Pour tout € = (x1,...,2,) € R", la vraisemblance est donnée par (8.9). Donc la
log-vraisemblance s’écrit

n(fn - N)2 + Uy,

n n
ln(z, (1, 02)) =3 In(27) — N ln(az) - 557 ,

en notant T, = 231 x; et v, = 230 (v, — Tp)?: A 0% > 0 fizé, on voit que la
log-vraisemblance est mazimale pour p =T, et vaut alors —%(In(27) + f(0?)) avec

On cherche donc maintenant a minimiser f(s) pour s €]0,+oo[. Comme la dérivée
f'(s) = 1/s — v, /8% est négative sur ]0,7,] et positive sur [v,,+ool, la fonction f
atteint son minimum en v,. On conclut donc que la log-vraisemblance est mazimale en
(T, Up). Ainsi UEMV de (u,0?) est le couple moyenne empirique, variance empirique
(X1, Vy). Notons qu’on obtient également ’EMV en résolvant le systéme

0 T
87%(«’”» (1, UQ)) =0 nxn 2 = 0
® — 1 (T 24w
L, 2)) =0 _E(i _ M) -
8(0’2) (iB,(/L,O’ )) 5\ 52 ) 0
Comme E(, »2)[(Xn, V)] = (1, 210?), VEMV est un estimateur biaisé. Il est

convergent d’apres la loi forte des grands nombres. Pour démontrer qu’il est asymp-
totiquement normal, on remarque que d’apres la proposition 9.4 le vecteur aléatoire
_— — 2

(X0, Vn) ala méme loi que (L 2?21 X, = Z?:z Yf) ot (Y;)i=1,.. n est une suite de
variables indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi gaussienne centrée
réduite indépendante de (X;)i=1,...n. On en déduit que :

(7)) =G5 () - ()~ ()

v

D’apres le théoreme de la limite centrale vectoriel, le premier terme du membre de
droite converge en loi vers la loi gaussienne centrée de matrice de covariance €gale a
celle du vecteur (X1, 02Y?) c’est-a-dire

2
o 0
C= (0 204) '
Le second terme du membre de droite converge presque strement vers (0,0). Par
le théoreme de Slutsky ﬁfhéoréme 7.25), on conclut que U'Estimateur du Mazimum

de Vraisemblance (X,,,V,) est asymptotiquement normal de matrice de covariance
asymptotique C.
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Exemple 8.27 On termine par un exemple apparemment simple, mais dans lequel
on voit que la normalité asymptotique n’est pas automatique. On considére a nouveau
le modéle uniforme P = {Py,0 €]0,+00[}, ot Py est la loi uniforme sur [0,0]. La
vraisemblance d’un n-échantillon est alors :

_max (zi)).

i=1,...,n

pu(@,0) = 07" [] 1p0,01() = 07" Lo, 4001, min (i) Lo,

i=1

La vraisemblance est mazimale pour 0, (x) = max;—1 . n(x;). L’EMV est donc 0, =
max;=1,. n(X;). Il est facile de calculer sa loi. Sa fonction de répartition est :

1 six >0,
Po(f, <) = { Py(X; < )" = (g) si0<a<0,
0 st x < 0.

Done, sous Py, 0,, est une v.a. a densité :

xnfl

ps, (%) = n—p=110,0)(2)-

Ceci permet de montrer que 'EMYV 0,, est biaisé :

nb 0

=0 ,
n+1 n+1

0
Eg(6,,) :/0 zpg, (z)dr =

avec un biais d’ordre 1/n. La variance est

2
~ . 59 _ A \2 _ n 2 n 2 _ n 2
Varo(6n) = Eo(0r) — Eo(6n)” = 7750 T2 TRy

qui est d’ordre 1/n?. Le RQM est donc d’ordre 1/n? lui aussi :

2 2

R ~ A 2
RQMy (6n) = Varo(0n) + (Eo(0n) = 6)° = - —50—570"

ce qui est plus petit que les RQM des EMV observés dans les modéles précédents,
gaussiens par exemple, et aussi plus petit que le RQM de [’estimateur empiriqgue pour
le modele uniforme obtenu par la méthode des moments dans ’exemple 8.22. De plus,
il apparait clairement qu’on n’est pas dans le régime du théoreme de la limite centrale,
ot on s’attend d une variance en 1/n. Effectivement,

1 stx >0,
]P’g(n(énfﬂ)gx): (1—1—%) si —nf <x <0,
0 st x < —nb,
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et donc, pour tout x >0 :

Py (n(0, — 0) < —0z) et
ce qui montre que
n(6, —0) "2 6z
en loi, ou Z est une v.a. exponentielle de parametre 1. Les fluctuations de VEMYV
sont d’ordre 1/n et de loi exponentielle lorsque n est grand. On est donc loin de la
normalité asymptotique.
Finalement, on peut débiaiser ’EMV en considérant ’estimateur :
~ n+1; n+1
0, = + 0, = + ‘max (X;).
n

n i=1,...,n

L’estimateur §n est non-biaisé, son RQM est :

(n+1)2

1 2
n? b

Varg (én) = m

RQM,(6,,) = Varg(6,) =

Y

qui est plus petit que le RQM de O,, et il satisfait :
n(f, —0) "2E —0(Z - 1),

en loi, ot Z est une v.a. exponentielle de paramétre 1. Notez que E((Z —1)?) =1 <
2 =E(Z?), ce qui montre que la variance asymptotique de 0, est deux fois plus petite
que celle de 0,,. Le “petit” débiaisage s’avere bien utile ici.

En fait, la normalité asymptotique se rencontre avec des modeles dits réguliers,
pour lesquels la vraisemblance a de bonnes propriétés de régularité que nous ne
détaillerons pas ici, mais qui réclament en particulier que le support (en z) de la loi
p(z, 0) soit indépendant de 0. Le modele uniforme traité ci-dessus viole cette condi-
tion, mais c’est en fait une bonne chose du point de vue de l’estimation, puisqu’on
tombe sur un estimateur qui converge plus vite que ce que prévoit le théoreme de la
limite centrale.

8.7 Exercices sur le chapitre 8

EXERCICE 8.1 Soit Z une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite et
soit U une variable indépendante de Z et distribuée suivant la loi de x? & n degrés
de liberté. Soit T'= Z/+/U/n. Montrer que T est & densité :

_n+t1
2

foy = L0 (1+5) 7.
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ol T est la fonction Gamma d’Euler : T'(s) = [ e "z dx.
La loi de la variable T est appelée loi de Student a n degrés de liberté, notée T,,.

EXERCICE 8.2 Approximation des lois x2 et T),.
Soit (Z,), une suite de variables aléatoires réelles avec Z,, de loi x2.

1. Montrer que ((Z,, —n)/v/2n), converge en loi vers une loi gaussienne centrée
réduite.
2. En déduire que (v/2Z, — v/2n — 1),, converge en loi vers une loi gaussienne
centrée réduite.
La qualité de la seconde approximation est en fait légérement meilleure que la
premiére.
Soit (¢y,)n une suite de variables aléatoires réelles avec ¢, de loi T,,.

3. Montrer que (¢,), converge en loi vers une loi gaussienne centrée réduite.

EXERCICE 8.3 Réduction de variance dans une méthode de Monte Carlo.

Soit g une fonction mesurable telle que 0 < g < 1. On souhaite calculer m =
fo x)dz. Soient X et Y des variables indépendantes et identiquement distribuées,
de loi unlforme sur [0,1] et

X)+g(1—X
U=1ycyx), V=g(X) et = 9%+ ).

1. Calculer I'espérance et la variance de U, V et W.

2. Proposer 3 méthodes de type Monte-Carlo pour calculer m.

On suppose dans la suite que g est monotone.

3. Montrer que (g(z) — g())(g(1 —z) — g(1 — y)) < 0 pour tous z, y.
En déduire que

E(g(X)g(1 - X)) = / o(2)g(1 — z) dx < m? < / g(2)? dz.

Comparer les variances de U, V', W.

4. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
uniforme sur [0, 1]. Des estimateurs

2n n
S o9(X). B, Qiz ) +g(1-X,),
i=1 =1

lequel est le meilleur pour calculer m ?
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5. Pour g(x) = 22, déterminer pour chaque estimateur A, et B, combien de
simulations sont nécessaires pour obtenir une précision relative de ’ordre de
1% sur le calcul de m avec probabilité 95%.

EXERCICE 8.4 Soit m un entier strictement positif fixé. On considere le modele
binomial & m fixé, X = {0,1,...,m},

P = {B(m.6),6 € [0,1]}.

On observe un n-échantillon (Xi,...,X,).
1. Déterminer un estimateur de 6 par la méthode des moments.

2. Donner I’Estimateur du Maximum de Vraisemblance de 6.

EXERCICE 8.5 On modélise la hauteur maximale annuelle d’un fleuve (ex-
primée en metres) par une variable aléatoire dite de Rayleigh de densité p(x,a) =

1 2 N \ .
Z exp(—35,)1j0,400[(7) 01t @ > 0 est un parametre inconnu.

1. Calculer l'espérance E,(X) d’une variable aléatoire X de loi de Rayleigh de
parameétre a. Calculer aussi E,(X?) et E,(X*?).

2. On observe un n-échantillon (X3, ..., X,,) suivant cette loi. Donner I'Estima-
teur du Maximum de Vraisemblance a,, de a. Cet estimateur est-il sans biais ?
convergent 7 Vérifier qu’il est asymptotiquement normal et identifier la variance
asymptotique.

3. Pendant une période de huit ans, on a observé les hauteurs maximales en metres
suivantes pour le fleuve : (z1,...,2s) = (2,5,1,8,2,9,0,9,2,1,1,7,2,2,2.8). On
a E?Zl xf = 38,69. Une compagnie d’assurance estime qu’une crue catastro-
phique avec une hauteur de 6 metres au moins n’arrive au plus qu’'une fois tous
les mille ans. Est-ce justifié ?



Chapitre 9

Statistique : Intervalle de
confiance

I only believe in statistics that I doctored myself.

Winston Churchill

9.1 Intervalle de confiance et estimation

L’estimation d’un parametre, méme dans le cas d’un estimateur convergent, don-
nera une valeur différente de la vraie valeur inconnue. Ce qu’on peut dire, c’est que
cette valeur inconnue est proche de la valeur estimée, mais tout l'art du statisticien
est de quantifier cette erreur par nature aléatoire. Pour répondre rigoureusement au
probleme de ’estimation d’'un parametre, il est agréable de pouvoir donner un inter-
valle tel que le parametre inconnu en fasse partie avec une grande probabilité donnée.

Définition 9.1 Soit (X, A, P) un modele statistique, avec P = {Pp,0 € O}. Soit
g : © = R. Soit a €]0,1[. On dit qu'un intervalle Ix qui s'exprime en fonction d'un
n-échantillon X est un intervalle de confiance pour g(@) de niveau 1 — « si pour tout

6cOo:
Pg(g(@)elx) =1-c.

Lorsque pour tout @ € ©, on a Pg(g(0) € Ix) > 1 — «, on parle d'intervalle de confiance
de niveau 1 — « par exces.

179
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FIGURE 9.1 — Détermination du quantile ¢, d’ordre r = 0,95 d’une loi a partir de la
fonction de répartition F(z) de la loi (gauche) et & partir de la densité f(x) de la loi
(droite). Ici on a pris le cas d’une loi gaussienne centrée réduite.

L’intervalle de confiance I x est donc aléatoire dans le sens ou ses bornes dépendent
de I’échantillon X. Lorsqu’on observe un échantillon, on peut affirmer que la vraie
valeur g(@) appartient & l'intervalle Ix construit a partir de I’échantillon observé avec
une certitude (ou niveau de confiance) prescrite a ’avance.

Les niveaux usuels sont 90%, 95%, et 99% et correspondent respectivement &
a=0,1,a=0,05et a=0,01.

Pour construire des intervalles de confiance, il est tres utile d’introduire la notion
de quantile.

Définition 9.2 On consideére la loi d'une variable aléatoire réelle de fonction de
répartition F. Pour r €]0, 1], on appelle quantile (ou fractile) d'ordre r de la loi le nombre

gr =inf {z € R, F(z) > r}.

Lorsque la fonction de répartition F est continue et strictement croissante (par
exemple quand la v.a. posséde une densité strictement positive, comme sur la figure
9.1), elle est inversible d’inverse F'~! et pour tout 7 €]0,1[, on a g, = F~!(r). Par
exemple, la médiane est le quantile d’ordre 1/2 : Une v.a. réelle a autant de chances
d’étre plus petite ou plus grande que la médiane. Le premier quartile est le quantile
d’ordre 1/4 : Une v.a. réelle a une chance sur quatre d’étre plus petite et trois chances
sur quatre d’étre plus grande que le premier quartile.

La fonction de répartition est toujours croissante, ce qui entraine la croissance de
r +— q,. Pour construire des intervalles de confiance et des tests, nous utiliserons les
propriétés suivantes :
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Proposition 9.3 On suppose que la loi de la v.a. réelle X de fonction de répartition
F posséde une densité. Les quantiles de la loi satisfont alors les propriétés suivantes.

1. Pour tout r €]0,1[, F(g.) =r.
2. Pour tout « E]Oa 1[7 P(X g [qa/27QIfo¢/2]) = P(X < qa) = P(X > ql—a) = .

3. Pour tout a €]0,1[, P(X € [qaj2;q1-a/2]) = P(X > ¢a) = P(X < q1-0a) =
1—na.

4. Silaloi de X est symétrique (i.e. la densité est une fonction paire), alors pour
tout o €]0,1[, P(|X| > q1_q/2) = @ et P(| X[ < q1_q/2) =1 — .

Preuve. 1. Pour tout y < ¢,, on a F(y) < r et par croissance de F, pour tout y > g,
F(y) > r. Comme F est continue, on en déduit que F(g,) =r.

2. Le résultat se déduit des égalités P(X < ¢,) = P(X < ¢) = F(¢r) = 7 et
PX >¢)=1-—F(g)=1-r.

3. Ce point s’obtient par passage au complémentaire.

4. Lorsque la densité de X est une fonction paire, la variable aléatoire —X a méme
loi que X. En outre F'(0) = 1/2, ce qui entraine que q;_/2 > 0. Donc :

P(|X‘ > Q1—a/2) = P(X < —Q17a/2) +P(X > Q17a/2)
= P(_X > QIfa/Q) + IP(X > QIfa/Q) = 2]P)(X > QIfa/Q)
= a7
et la derniere propriété s’en déduit par passage au complémentaire. O

Pour obtenir des intervalles de confiance sur la moyenne et la variance d’une
loi inconnue dont on a un échantillon, on a besoin de certaines propriétés sur des
estimateurs, tels que la moyenne empirique, la variance empirique non-biaisée, la
moyenne empirique renormalisée par la variance empirique non-biaisée, etc. Il est
établi dans la section précédente que, avec probabilité 1 :

~ n— —
X, marcs wet V, n2E 52 ,

c’est-a-dire que la moyenne empirique (8.3) et la variance empirique non-biaisée (8.7)
sont des estimateurs convergents de I’espérance y et de la variance o2. Mais on a besoin
de plus. Pour résumer, il arrive dans certains cas qu’on puisse caractériser entierement
la loi des estimateurs, ce qui permet de construire des intervalles de confiance exacts
(et valables pour tout n). Mais le plus souvent la situation est trop compliquée, et on
se sert alors des propriétés aymptotiques des estimateurs (en particulier, la normalité
asymptotique) pour construire des intervalles de confiance asymptotiques, qui sont
valables pour n suffisamment grand.
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9.2 Intervalles exacts pour le modele gaussien

La proposition suivante caractérise la distribution statistique de la moyenne empi-
rique et de la variance empirique non-biaisée dans le cas d’un échantillon a statistique
gaussiennne.

Proposition 9.4 Soit (X:)iz1,...n un n-échantillon de loi N'(u,0?), avec n > 2. Les
v.a. réelles X,, et V,, définies par (8.3) et (8.7) sont indépendantes pour tout n. De
plus, pour tout n, on a :

Xn -
V=B N (0, 1), (9.1)
X, —
ﬁﬁ“ ~ Tt (9.2)
1 n
=2 (Xi—p?~xq, (9.3)
i=1
V, 1 -
(n=1)5=— DX —Xn)?~ X2 (9.4)
=1

Les lois T, (loi de Student & n degrés de liberté) et x2 (loi de x? & n degrés de
liberté) sont décrites dans les tables 9.1 et 9.2. La loi de x? a déja été introduite
dans la définition 7.17, c’est la loi de la somme des carrés de n variables aléatoires
gaussiennes centrées réduites indépendantes, et elle a pour densité (7.20). Pour n
entier strictement positif, la loi T;, est définie de la manieére suivante : Soit Z une
variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite et soit U une variable indépendante
de Z et distribuée suivant la loi de x? & n degrés de liberté. Par définition la variable
T = Z/+/U/n suit une loi de Student & n degrés de liberté. La densité de T est paire

et donnée par :
n+1

ntl 2\ — "
ft) = \/%Fé(i)) (1 + 2) , (9.5)

ou I' est la fonction Gamma d’Euler : I'(s) = [~ e “z*~'da (voir exercice 8.1). Son
espérance ne peut pas étre définie pour n = 1 et est nulle pour n > 2. Sa variance est
infinie pour n < 2 et vaut n/(n — 2) pour n > 3.

La proposition 9.4 donne donc les lois exactes des estimateurs empiriques de la
moyenne et de la variance pour tout n, ce qui va nous permettre de construire des
intervalles de confiance exacts pour ces deux parametres.

Preuve. Introduisons les v.a. Z; = (X; — p)/o. Ce sont des v.a. gaussiennes
indépendantes centrées réduites, et on peut exprimer le m-échantillon (X;)i=1,.. n»
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comme X; = yu+ 0Z;. La v.a. réelle Y; définie par :
Yn _ ‘LL 1 n
j=1

a une loi gaussienne. Sa moyenne est 0 car les Z; sont centrés, et sa variance est 1 car
les Z; sont indépendants et de variance 1.

On trouve de la méme facon :

1 n n
2 2

=2 (Xi-w?=> 7},

i=1 j=1

ce qui montre que cette v.a. réelle suit une loi y2.

Considérons maintenant la variance empirique renormalisée (9.4). On peut 1'écrire
sous la forme :

(n_l)g ;i((ﬁazi)—(wr;ﬁlﬁ)f :i(&—%f

i=1 i=1
n
— 2 2
= E zZ7 = Y7
i=1
Donnons-nous maintenant une base (eq, ..., e;) de R™ dont le premier vecteur est le

vecteur dont toutes les coordonnées valent 1/4/n, les autres vecteurs orthonormaux
de la base étant choisis arbitrairement. Appelons U la matrice n x n orthogonale de
vecteurs lignes donnés par les e;, et Y le vecteur aléatoire donné par Y = UZ. On
peut noter que la premiere coordonnée Y; est bien donnée par (9.6). Le vecteur Y est
un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance C = UU? = 1. Cela
veut dire que les Y; sont des v.a. gaussiennes indépendantes centrées réduites (voir
section 7.2). En utilisant une nouvelle fois le fait que la matrice U est orthogonale,
onal, Z? =37 Y7, et donc:

v, n
(TL - 1)? = 23/32 )
j=2

ott la somme va bien de 2 & n. La loi de cette v.a. réelle est donc un x?2 _;. Cela montre
aussi que les v.a. réelles X, et V,, sont indépendantes, car la premiere ne dépend que
de Y7, alors que la seconde ne dépend que de (Yj)jzgn Enfin, comme les variables
aléatoires (n —1)0 2V, ~ x2_; et /no~H(X,, — u) ~ N(0,1) sont indépendantes, la
v.a. réelle : - L~
V(X — ) _ m\/ﬁa (X — )
VVi Vn—1o=/V,

suit une loi 7;,_1. O
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Corollaire 9.5 Soit (X;)i=1,..n un n-échantillon de loi N'(u,0?). Les risques qua-
dratiques moyens des estimateurs empiriques de la moyenne et de la variance sont :

ROM(Y,) = %, ROQM(V;) = 2

Preuve. Le risque quadratique moyen de la moyenne empirique est déja connu par la
proposition 8.18. Celui de la variance empirique se calcule a partir de la caractérisation
(9.4) et du fait qu’une v.a. suivant la loi X127 a pour variance 2p. O

9.2.1 Estimation par intervalle de confiance de la moyenne

On observe un n-échantillon d’une loi gaussienne A (, 02), et on cherche & estimer
la moyenne x. On peut se servir de la moyenne empirique X ,,, dont on sait qu’elle
va donner une estimation bonne lorsque n est grand. En pratique, on cherche un
intervalle de confiance, c’est-a-dire un intervalle dont on puisse dire qu’il contient la

valeur inconnue p avec une probabilité qu’on se fixe.

Supposons dans un premier temps que 'écart-type o de la loi soit connu. Soit
un niveau de confiance 1 — o donné (en général o« = 0,1, 0,05, ou 0,01). D’apres la
proposition 9.3, le quantile ¢; _, /o d’ordre 1 —a/2 de la loi gaussienne centrée réduite
est tel que si Z ~ N(0,1), alors P(—¢1_a/2 < Z < q1_q/2) = 1 — . On cherche alors
q1—a/2 dans une table de la loi normale ou sur un logiciel. D’apres la proposition 9.4 :

X, —
P <\/ﬁaﬂ € [C]1—a/2,<h—a/2}> =1-a.

En réécrivant I’événement en question :

X, —
N

g

-  OQia
€[~ti-a/2:Qi—aje] = 1€ [Xn — 17/2,

>

0q1—a/2
i Tten],

on obtient l'intervalle de confiance I;_, pour p au niveau 1 — « :

I = [Xn _ 0N—a/2 X, + Uﬂha/z] .

Vi Vi

Bien str,

- plus on se fixe un niveau de confiance 1 — « élevé, plus I'intervalle est large. Si on
demande d’étre absolument str, i.e. a = 0, alors g1 = 400 et I1 = R.

- plus la v.a. sous-jacente a une dispersion élevée (i.e. plus o est grand), plus 'intervalle
est grand.

- plus I’échantillon est grand, plus l'intervalle est petit. La largeur de 'intervalle de
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confiance est proportionnelle &4 1/4/n. Donc, a niveau 1—« fixé, pour avoir un intervalle
de confiance 2 fois plus petit, il faut 4 fois plus d’observations.

Les calculs précédents sont intéressants, mais en pratique, il est rare qu’on
connaisse o. Dans le cas général ou on ne connait pas o, on utilise une estimation de
celui-ci, donnée par la variance empirique sans biais V,.

Soit un niveau de confiance 1 — o donné. D’apres la proposition 9.3, le quantile
t1—ay2 d'ordre 1 —a/2 de laloi T;, 1 est tel que, si Z ~ T;,_y, alors P(—t1_o/9 < Z <
t1—ay2) = 1 — a. D’aprés la proposition 9.4 :

Yn B
P (\/ﬁ\/XTHJ € [tl—a/27t1—a/2]) =1—-«.

En réécrivant I’événement en question, on obtient 'intervalle de confiance I;_, pour
pau niveau 1 — « :

x, _ YVatizap2 X +_EZYZEE:31%
NV

L’intervalle de confiance obtenu ainsi a la méme comportement qualitatif que celui
décrit dans le cas o connu. Il n’y a rien d’étonnant a cela, car on sait que la variance
empirique converge avec probabilité 1 vers la variance théorique. Ceci se traduit aussi
par le fait que, lorsque n est grand, la loi de Student a n degrés de libertés T;, devient
tres proche de la loi gaussienne centrée réduite (voir exercice 8.2). En pratique, on
utilise des tables de loi T;, (voir la table 9.1) pour n < 30, et, lorsque n > 30,
on utilise souvent 'approximation gaussienne. On peut aussi utiliser des logiciels de
calcul scientifique.

Exemple 9.6 On mesure les durées de vie (en heures) de n = 10 ampoules. On
obtient :

1864, 1934, 2033, 1890, 1997, 1974, 1837, 1903, 2009, 1950.

On cherche la durée de vie moyenne pu d’une ampoule, en supposant que la loi
décrivant cette durée de vie est une gaussienne. La moyenne empirique et la variance
empirique non-biaisée sont :

Ylo >~ 1939, V10 ~ 4244 .

Un intervalle de confiance pour la moyenne au niveau 95% est donc :

Tows = | X0 — V' Violo,97s Xt V' Violo,97s
V10 V10 ’

ol to,975 est tel que P(Z < tgg75) = 0,975, avec Z ~ Ty. En utilisant une table de la

loi Ty, on trouve tg 975 =~ 2,26, et on obtient ainsi l'intervalle de confiance [1892, 1986]

pour la valeur inconnue p au niveau 0,95.
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3
|
3

0,40 0,25 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0005

0,324920  1,000000 3,077684  6,313752  12,70620 31,82052 63,65674  636,6192
0,288675  0,816497  1,885618  2,919986  4,30265  6,96456  9,92484 31,5991
0,276671  0,764892  1,637744  2,353363  3,18245  4,54070  5,84091 12,9240
0,270722  0,740697  1,533206  2,131847 277645  3,74695  4,60409 8,6103
0,267181  0,726687 1,475884  2,015048  2,57058  3,36493  4,03214 6,8688
0,264835  0,717558  1,439756  1,043180  2,44691  3,14267  3,70743 5,0588
0,263167  0,711142  1,414924  1,894579  2,36462  2,99795  3,49948 5,4079
0,261921  0,706387  1,396815 1,859548  2,30600  2,89646  3,35539 5,0413
0,260955  0,702722  1,383020 1,833113  2,26216  2,82144  3,24984 4,7809
10 | 0,260185 0,609812  1,372184  1,812461  2,22814 276377  3,16927 4,5869
11 | 0,259556  0,607445 1,363430  1,795885  2,20099  2,71808  3,10581 4,4370
12 | 0,259033  0,605483  1,356217 1,782288  2,17881  2,68100  3,05454 4,3178
13 | 0,258591  0,693829 1,350171 1,770933  2,16037  2,65031  3,01228 4,2208
14 | 0,258213  0,602417  1,345030 1,761310  2,14479  2,62449  2,97684 4,1405
15 | 0,257885  0,691197  1,340606  1,753050  2,13145  2,60248  2,94671 4,0728
16 | 0,257599  0,690132  1,336757  1,745884  2,11991  2,58349  2,92078 4,0150
17 | 0,257347  0,689195  1,333379  1,739607  2,10982  2,56693  2,80823 3,9651
18 | 0,257123  0,688364  1,330391 1,734064  2,10092  2,55238  2,87844 3,9216
19 | 0,256923 0,687621  1,327728  1,729133  2,09302  2,53948  2,86093 3,8834
20 | 0,256743  0,686954  1,325341  1,724718  2,08596  2,52798  2,84534 3,8495
21 | 0,256580 0,686352  1,323188  1,720743  2,07961  2,51765  2,83136 3,8193
22 | 0,256432  0,685805 1,321237  1,717144  2,07387  2,50832  2,81876 3,7921
23 | 0,256297 0,685306 1,319460 1,713872  2,06866  2,49987  2,80734 3,7676
24 | 0,256173 0,684850 1,317836  1,710882  2,06390  2,49216  2,79694 3,7454
25 | 0,256060 0,684430 1,316345 1,708141  2,05954  2,48511  2,78744 3,7251
26 | 0,255955  0,684043  1,314972  1,705618  2,05553  2,47863  2,77871 3,7066
27 | 0,255858  0,683685 1,313703  1,703288  2,05183  2,47266  2,77068 3,6896
28 | 0,255768 0,683353  1,312527 1,701131  2,04841 246714  2,76326 3,6739
20 | 0,255684  0,683044 1,311434  1,699127  2,04523  2,46202  2,75639 3,6594
30 | 0,255605 0,682756  1,310415 1,697261  2,04227  2,45726  2,75000 3,6460

© 00U WN -

+oo | 0,253347  0,674490  1,281552  1,644854  1,95996  2,32635  2,57583 3,2905

TABLE 9.1 — Table de la loi T},. On reporte dans ce tableau les valeurs x pour lesquelles
P(T,, > x) = p. Pour n > 30, on adopte souvent I’approximation gaussienne 7T, ~

N(0,1).
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9.2.2 Estimation par intervalle de confiance de la variance

Les raisonnements qu’on vient d’appliquer pour l’estimation de la moyenne
peuvent étre repris pour 'estimation de la variance o2, lorsque la moyenne p est
connue, puis lorsqu’elle ne 'est pas.

Commencgons par le cas ou la moyenne y de ’échantillon est connu. Donnons-nous
le niveau de confiance 1 — o. On commence par choisir t;_; et t1_q, tels que, si
Z ~ X2, alors P(t1_q; < Z < t1_a,) = 1 —a. Laloi x2 n'est pas symétrique et il
y a une infinité de couples possibles (ti1_q 1, t1—a,r). On choisit en général les deux
extrémités t1_,; et t1_q » de sorte que le risque soit également réparti & gauche et a
droite, i.e. P(Z < t1—a1) = /2 et P(Z > t1_o,) = /2. Autrement dit, t1_,, est
le quantile d’ordre «/2 de la loi x2 et t1_q,, est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi
X2. Mais on pourrait parfaitement proposer un intervalle asymétrique. On utilise en
pratique des tables de la loi x2 (voir la table 9.2) ou des logiciels de calcul scientifique.
Lorsque la moyenne p est connue, I'estimateur empirique de la variance est :

n

« 1 2
i=1
V* est sans biais, convergent, et nV,*/o? suit la loi x? d’apres la proposition 9.4. On
peut donc affirmer que :

V*
P (n 2n € [tl—a,l7t1—a.7']) =1l-a.
o )

En réécrivant I’événement en question, on trouve un intervalle de confiance au niveau

1 — « de la variance :
[ nVy; nV} ]
L o= .

b
tl—(x,r tl—a,l

Exemple 9.7 Dans l'ezemple 9.6, imaginons que le fabricant ait fait des mesures
extensives, et qu’il indique sur la boite la durée de vie moyenne : u = 1920. On
recherche la variance o2 inconnue de la loi de durée de vie. L’estimateur empirique

de la variance est :
10

D (Xi —1920) ~ 4184.

i=1

1

Vl*[): 17)

On cherche un intervalle de confiance au niveau 1 — a = 95% de la variance d partir
de l’échantillon de 10 ampoules observées. Cet intervalle est :

[101/1’5 10V1*0}
Ip05 = .

b
to,95,+ 0,95,
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3
|
3

0,995 0,990 0,975 0,950 0,050 0,025 0,010 0,005

0,00004  0,00016  0,00098  0,00393  3,84146  5,02389  6,63490  7,87944
0,01003  0,02010  0,05064  0,10259  5,99146  7,37776  9,21034  10,59663
0,07172  0,11483  0,21580  0,35185  7,81473  9,34840  11,34487 12,83816
0,20699  0,29711  0,48442  0,71072  9,48773  11,14329 1327670  14,86026
0,41174  0,55430  0,83121 1,14548  11,07050 12,83250  15,08627  16,74960
0,67573  0,87209  1,23734  1,63538  12,59159  14,44938  16,81189  18,54758
0,98926  1,23904  1,68987  2,16735  14,06714  16,01276 1847531  20,27774
1,34441 1,64650  2,17973  2,73264  15,50731  17,53455  20,09024  21,95495
1,73493  2,08790  2,70039  3,32511  16,91898  19,02277  21,66599  23,58935
10 2,15586  2,55821  3,24697  3,94030  18,30704  20,48318  23,20925  25,18818
11 2,60322  3,05348  3,81575  4,57481  19,67514  21,92005  24,72497  26,75685
12 3,07382  3,57057  4,40379  5,22603  21,02607  23,33666  26,21697  28,29952
13 3,56503  4,10692  5,00875  5,89186  22,36203  24,73560  27,68825  29,81947
14 4,07467  4,66043  5,62873  6,57063  23,68479  26,11895  29,14124  31,31935
15 4,60092 522935  6,26214  7,26094  24,99579  27,48839  30,57791  32,80132
16 5,14221 581221  6,90766  7,96165  26,29623  28,84535  31,99993  34,26719
17 5,69722  6,40776  7,56419  8,67176  27,58711  30,19101  33,40866  35,71847
18 6,26480  7,01491  8,23075  9,39046  28,86930  31,52638  34,80531  37,15645
19 6,84397  7,63273  8,90652  10,11701  30,14353  32,85233  36,19087  38,58226
20 7,43384  8,26040  9,59078  10,85081  31,41043 34,16961 37,56623  39,99685
21 8,03365  8,89720  10,28200 11,59131  32,67057 35,47888  38,93217  41,40106
22 8,64272 954249  10,98232  12,33801  33,92444  36,78071  40,28936  42,79565
23 9,26042  10,19572  11,68855 13,09051  35,17246  38,07563  41,63840  44,18128
24 0,88623  10,85636  12,40115 13,84843  36,41503  39,36408  42,97982  45,55851
25 10,51965  11,52398  13,11972  14,61141  37,65248  40,64647  44,31410  46,92789
26 11,16024  12,19815  13,84390 1537916  38,88514  41,92317  45,64168  48,28988
27 | 11,80759  12,87850  14,57338  16,15140  40,11327  43,19451  46,96294  49,64492
28 12,46134  13,56471  15,30786  16,92788  41,33714  44,46079  48,27824  50,99338
29 13,12115  14,25645  16,04707  17,70837  42,55697  45,72229  49,58788  52,33562
30 13,78672  14,95346  16,79077 18,9266  43,77297  46,97924  50,89218  53,67196

© 00U WN -

TABLE 9.2 — Table de la loi x2. On reporte dans ce tableau les valeurs z pour lesquelles
P(x2 > x) = p. Pour n > 30, on adopte souvent 'approximation gaussienne /2x2 —

V2n—1~N(0,1).
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Il faut évaluer les deux nombres to g5, et to95,r. Pour cela, on consulte une table de
la fonction de répartition de la loi x3, et on cherche les niveauz to,95,1 et to,95, tels
que, si Z ~ X3, alors P(Z < togs5;) = 0,025 et P(Z < to95,) = 0,975. On trouve
to.951 = 3,25 et to,95,r = 20,48. On obtient alors que [2043, 12875] est un intervalle de
confiance pour o2 au niveau 0,95. Noter que l’intervalle de confiance pour la variance
est beaucoup plus large que pour 'espérance. Il est en effet plus difficile d’estimer la
variance que la moyenne.

Dans le cas d’un échantillon de taille n supérieure a 30, on peut admettre que, si
Z ~ X2, alors la v.a. V2v/Z —/2n — 1 suit la loi gaussienne centrée réduite. Pour des
échantillons de taille n supérieure a 30, on utilise cette approximation gaussienne pour
déterminer les quantiles de la loi x2 (voir exercice 8.2). C’est pourquoi les tables de
la loi x2 s’arrétent en général & n = 30. Bien siir, avec un logiciel de mathématiques
ou de statistique, on peut trouver des valeurs approchées des quantiles de la loi x2
valables pour des n plus grands, avec une précision arbitraire.

Supposons maintenant que la moyenne p soit inconnue. On commence par choisir
ti—a et t1_qr tels que, si Z ~ x2_;, alors P(t1_q; < Z < t1_4,) = 1 — . Lorsque
la moyenne p est inconnue, l'estimateur empirique non-biaisé de la variance est :

1< —
V, = D (X - X%

n—14
=1

V,, est sans biais, convergent, et (n — 1)V, /o? suit la loi x2_; d’apres la proposition
9.4. Un intervalle de confiance au niveau 1 — « de la variance est donc :

{(n— DV, (n— 1)Vn}
Il—a = ’ .
tl—a,r tl—a,l

Exemple 9.8 On reprend l’exemple 9.7, mais sans supposer qu’on connait l’espérance
. L’estimateur empirique non-biaisé de la variance est alors :

10
1 . 32
Vio = 5 ;(XZ- —X10)? ~ 4244
Un intervalle de confiance au niveau 1 — o = 95% de la variance est :
Wi 9IVio ]
to,05.r t0.95.1]

Io05 = [

On commence par consulter une table de la fonction de répartition de la loi X3 et on
cherche les niveauz to 95, et togs, tels que, si Z ~ xg, alors P(Z < tgo5:) = 0,025
et P(Z < to,95,) = 0,975. On trouve to 95, = 2,70 et t9 95, = 19,02. On obtient alors
que [2008, 14147] est un intervalle de confiance pour o* au niveau 0,95. Comme on
pouvait s’y attendre, l'intervalle est un peu plus grand que dans le cas ou on connait
l’espérance, car il y a plus d’incertitude puisque l’on ne connait pas la moyenne.
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9.3 Résultats asymptotiques

Dans le cas non-gaussien, la proposition 9.4 n’est plus vraie, mais en vertu du
théoreme de la limite centrale, on peut obtenir des résultats similaires sous forme
asymptotique. On obtient les distributions de la moyenne et de la variance empirique
“pour n assez grand”. Dans la pratique, on admettra ces résultats lorsque n > 30.
Des résultats fins (utilisant le théoréme de Berry-Essen ou des inégalités de concentra-
tion) permettent de controler erreur commise, mais ils sortent du cadre de ce cours.
Nous nous contenterons de donner une application particulierement importante de
cette méthode pour les intervalles de confiance pour une proportion, c’est-a-dire les
sondages.

9.3.1 Intervalles de confiance asymptotiques

On cherche un intervalle de confiance pour un parametre 6 réel. On suppose que
6,, est un estimateur convergent et asymptotiquement normal de 6, plus exactement
qu’il existe une fonction () de © dans |0, +oo[ telle que v/n(8,, — 0)/c() converge
en loi vers une loi gaussienne centrée réduite. Comme on ’a vu, c’est un cas assez
courant, qui arrive dés qu’on est dans le régime du théoréme de la limite centrale. On
suppose aussi que la fonction o () est continue. La suite de v.a. réelles U(én) converge
alors presque stirement vers o(f), et par le théoreme de Slutsky, v/n(6, — 0)/c(6,)
converge en loi vers une loi gaussienne centrée réduite. Par conséquent, pour n pas

trop petit, on peut approcher les probabilités suivantes,

Bfc) m(vAZs > o),

o0, 0(6’”)

Py (\/ﬁen@_n)a < u), Py (\/ﬁ

g

avec u > 0, par ®(u), ®(u)—®(—u) = 2®(u)—1, et 1 —®(—u) = ®(u), respectivement,
ou ® est la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite. La fonction
réciproque @1 de ® est la fonction quantile de la loi gaussienne (voir la table 5.1).
Les quantiles gaussiens suivantes sont particulierement utiles :

®1(0,975) = 1,96, ®71(0,995) = 2,58. (9.7)

Définissons les intervalles aléatoires

Lin = [0,—2o'(1-a) \/EA,JrOO{, A
Lo = |6, - 1(1fa/Q)U(en),én+<I>71(1704/2)0(0”)
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avec une intersection a effectuer éventuellement avec le domaine © des valeurs de 6.
On a alors :

PQ(HGIH,]‘) ~1—a,

pour 7 = 1,2,3 et pour n assez grand.

Définition 9.9 On appelle intervalle de confiance asymptotique au niveau 1 — o de 6
un des intervalles aléatoires I,, ;, 7 = 1,2, 3.

On dit que I,, 2 est un intervalle de confiance bilatere, tandis que I,, 1 et I,, 3 sont des
intervalles de confiance unilateres.

Signalons que la méthode de construction des intervalles de confiance asympto-
tiques peut étre étendue sans difficulté au cas ou la vitesse de convergence n’est pas
/1 et la loi limite n’est pas gaussienne, comme par exemple pour 'EMV du modele
uniforme vu dans 'exemple 8.27.

9.3.2 Sondages

A la veille du second tour d’une élection présidentielle, on effectue un sondage
afin de déterminer la proportion 6 € [0,1] de votes pour le candidat Monsieur C.
On pourrait considérer plus généralement tout probleme de sondage avec réponses
binaires. Le sondage porte sur n = 2500 individus choisis au hasard dans le corps
électoral (excluant les abstentionnistes). On note X; = 1 si le 1*™€ individu interrogé
vote pour C, X; = 0 sinon. En pratique, on évite d’interroger deux fois un méme
individu (tirage sans remise), de sorte que les X; sont dépendants. Mais nous avons
vu dans la section 2.2.2 que lorsque la taille n de I’échantillon est faible comparée
a la population totale, il y a peu de différence entre les tirages avec remise et sans
remise. Nous nous placerons donc dans cette hypothese, et supposerons ainsi les X;
indépendantes.

Lesv.a. X;,7=1,...,n, sont supposées indépendantes et de méme loi de Bernoulli
P(X; =1) =60 =1—-P(X; = 0). Nous nous trouvons dans le probleme statistique
suivant : comment estimer le parametre # inconnu au vu des observations Xq,..., X, 7

Intuitivement, aucune information sur 6 n’est contenue dans ’ordre des réponses, et il
suffit de résumer le sondage X1, ..., X, par le nombre S,, = X;+---+ X,, d’intentions
de vote pour C. Ce raisonnement heuristique peut se quantifier par le résultat qui
suit, qui dit que la loi conditionnelle de X sachant S,, = k est la probabilité uniforme

sur les (Z) suites (x1,...,2,) comportant k uns et n — k zéros.



192 Chapitre 9 — Statistique : Intervalle de confiance

Lemme 9.10 Soit k € {0,...,n}. Pour tout x = (z1,...,2,) € {0,1}", on a :

1 .
st e B,
P(X =S, =k)=¢ () "
0 stnomn,
ou E,, , représente U'ensemble des suites (x1,...,xy) comportant k uns et n—k zéros.
Preuve. Soit © = (z1,...,2,) € {0,1}". Par définition d’une probabilité condition-
nelle :

P(X = ]S, = k) = U P(ﬂgﬂz {:)n =)

Comme S, suit une loi binomiale de parametres (n,0) :

P(S, = k) = (Z) 05 (1 — 0)" "
Six & E, 1, alors la somme des x; ne vaut pas k, et donc :
P{X =x}n{S,=k})=0.
Six € E, 1, alors la somme des z; vaut k, et :
PU{X =x}N{S, =k}) =P(X =x) =01 —0)"".

En injectant dans la probabilité conditionnelle, on obtient le résultat cherché. O

Le lemme précédent montre que la loi conditionnelle des observations (X1, ..., X,,)
sachant S, = k ne dépend pas du parametre inconnu 6. Par conséquent la valeur de
S, contient toute I'information sur 6 contenue dans le sondage. On cherche alors a
estimer 6 par une fonction 0,, de Sy, et le choix naturel est la proportion 0,, de vote
pour C dans I’échantillon :

- S
0,, = =no
n
Cet estimateur est sans biais Eg(6,) = 6 (quel que soit 6), c’est-a-dire qu’il est

“bon” en moyenne. Cet estimateur est convergent, c’est-a-dire qu’il est “bon” lorsque
I’échantillon est de grande taille. Le sondage donne 1300 intentions de votes pour C,
et 1200 pour son adversaire. L’estimateur 0, prend la valeur 0,52 mais est-on “sur”
pour autant que C sera élu? Plus précisément, cette valeur est-elle significativement
supérieure a 0,57 La réponse dépend de 'amplitude des fluctuations de 0,, autour de
0, et nous utilisons alors approximation gaussienne (théoréeme de la limite centrale) :

P <|én 9| < “W) ~ ®(a) — B(—a) = 2d(a) — 1,
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ot ® est la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite. D’apres (9.7),
Perreur commise |6, — 0] ne dépassera pas, quasi certainement (= avec 95%, resp.
99% de probabilité environ), le seuil :

1,96,/0(1 — 0) 2,58+/0(1 — 0)
—\/ﬁ , Tesp. —\/ﬁ

Ce seuil dépend malencontreusement du parametre 6 inconnu, mais la fonction
0(1 — 6) est majorée par sa valeur maximale 1/2; de sorte qu'en remplacant le

facteur 1/6(1 — @) par 1/2 dans les seuils précédents, on ne fera qu’augmenter notre
quasi-certitude. En conclusion, réénongons le résultat précédent sous la forme sous
laquelle il est généralement utilisé.

Proposition 9.11 (Intervalle de confiance pour ’estimation de 0) Dés quen
est assez grand (nf et n(1 —0) > 10 en pratique) :

0,98 (resp. 1,29) i 0,98 (resp. 1,29)
\/ﬁ 9 n \/ﬁ I

avec la quasi-certitude de 95% (resp. 99% ).

0c |0, (9.8)

Dans notre exemple, l'intervalle de confiance & 95% pour 6 est [0,50, 0,54]. Les instituts
de sondage annoncent d’ailleurs leurs résultats ainsi (sous forme de fourchette).

9.3.3 Calcul d’intégrale par la méthode de Monte-Carlo

Soit f : R? — R une fonction intégrable. Lorsque le calcul analytique de I =
f]Rd f(x)dx n’est pas possible, il existe diverses méthodes d’intégration numérique.
Nous décrivons ici une méthode probabiliste par simulation. Soit p une densité de
probabilité sur R?, dont le support contient celui de f (i.e., si « est tel que f(x) # 0
alors p(x) > 0). On a :

= x)dx = @ x)dx
= Rdf( )d R p(f’f)p( b

et I s’écrit comme :

I =E@(X)) avec ¢y = f/p, X v.a. de densité p.
Si p est une densité facilement simulable, on sait générer des v.a. Xi,...,X,
indépendantes et de densité p. La quantité :

fo= S (X)) + o+ 0(X)]
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constitue une approximation, en fait, une estimation au sens statistique du terme, de
I. Cette méthode de calcul (approximatif) est appelée méthode de Monte-Carlo. Le
nom de la méthode fait référence aux jeux de hasard pratiqués & Monte-Carlo.

L’estimateur I, est en fait la moyenne empirique de la v.a. réelle (X)), qui a pour
espérance I. La proposition 8.18 donne les propriétés importantes de cet estimateur :
il est sans-biais (par linéarité de la moyenne), convergent (par application de la loi
des grands nombres), son risque quadratique moyen est RQM(fn) = 0?/n, ot 0% =

Var(¢(X)), qui est fini lorsque E(1)(X)?) < +o00. Cette variance est donnée par :
o =E((X)?) - E(¥(X))* = y U(x)?*p(a)dz — I

_ [ @ ( Rdf(ac)dsc>2 . (9.9)

re P(T)

Un point remarquable de la méthode est que la variance o2, et donc le risque qua-
dratique moyen, dépend explicitement du choix de la densité p. Comme il y a une
infinité de choix possibles pour la densité p, tout ’art du practicien est de bien choisir
la densité pour “réduire la variance”. Les techniques de réduction de variance pour
les méthodes de Monte Carlo font I’objet d’intenses recherches.

Le théoréme de la limite centrale nous renseigne, lorsque E(¢)(X)?) < +oo, sur la
distribution de l'erreur I,, — I. En procédant comme dans le paragraphe précédent,
on obtient un intervalle de confiance pour I & la quasi-certitude 95% de la forme :

j 1960 ;1960
n \/’ﬁ ) n \/7’7,

Ici, la variance o2 définie par (9.9) est la plus souvent inconnue, de sorte qu’il faut
estimer sa valeur elle aussi. On définit alors :

1 n 1/2
5 - X. 2 _f2
On (n ;M 1) n) )

qui vérifie 6,, — o quand n — 4oo d’apres la loi des grands nombres, et on utilise
alors l'intervalle de confiance asymptotique :

7 ]- An 7 1» An
[I _ L%0, ;o 1960 } . (9.10)

Y VD
L’intervalle (9.10) indique l'erreur de la méthode de Monte-Carlo. Comparée aux

méthodes d’intégration numériques usuelles, la méthode de Monte-Carlo est surtout
intéressante en dimension d grande.
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9.4 Exercices sur le chapitre 9

EXERCICE 9.1 Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de variables aléatoires i.i.d. sui-
vant la loi exponentielle de parametre 6 €]0, +oo.

1. Soit S, = X1 4+ -+ 4+ X,. Quelle est la loi de S, ?

2. En déduire un intervalle de confiance au niveau 1 — a € (0, 1) pour 6. A l'aide
des quantiles des lois de x? donnés dans la Table 9.2, préciser la mise en ceuvre
de cet intervalle de confiance pour n = 10 et o = 5%.

EXERCICE 9.2 On veut évaluer la proportion p de foyers d’un pays disposant
d’un poste de télévision et désireux de recevoir les émissions par cable. Ne voulant
pas procéder a un recensement complet de la population, on se propose d’estimer cette
proportion a partir d’'un échantillon de taille n prélevé au hasard dans la population
du pays. On définit une variable aléatoire X,,, dont la réalisation est Z,, fréquence
observée dans I’échantillon des ménages concernés par la télévision cablée.

1. Préciser ’espérance et la variance de X,,.
2. Justifier que X,, converge en un sens a préciser vers p.

3. Soit n = 100 et Z, = 0,64. Déterminer un intervalle de confiance pour p au
niveau 0,9 en utilisant la borne supérieure du produit p(1 — p). En déduire une
fourchette d’estimation pour p au niveau de confiance 0,9.

EXERCICE 9.3 La loi de Pareto de parametre de forme a > 0 et de parametre
d’échelle 5 > 0 est donnée par sa densité p(z, (o, 5)) = ﬁff%l[ﬁ#oo[(x). On observe
un n-échantillon (X, ..., X,,) suivant cette loi.

1. Déterminer 'Estimateur du Maximum de Vraisemblance du couple (o, 3).

2. Le parametre d’échelle 8 est maintenant supposé connu égal a 1. Vérifier que
si X suit la loi de Pareto de parametres « et 1, In(X) suit la loi exponentielle
de parametre a. En déduire un estimateur de . Montrer qu’il est convergent
et construire un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — 1 pour «.

EXERCICE 9.4 On s’intéresse a la durée de vie de deux composants électroniques
se trouvant sur un systéme solidaire. Si 'un des deux composants tombe en panne,
le systéme tout entier doit étre changé. Les durées de vie de ces deux composants
sont modélisées par des variables aléatoires exponentielles de parametres \ et p
indépendantes. Formellement, on considere un n-échantillon (X7, ..., X,,) de loi £(\)
et un n-échantillon (Y7,...,Y},), indépendant du précédent, de loi £(u), ot A > 0 et
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i > 0. On observe seulement la durée de vie du composant qui est tombé en panne,
ce qui veut dire qu’on observe seulement le n-échantillon ((Zy, Wh),...,(Z,, W,)) ou
1. Donner les lois de Z; et W.
2. Montrer que les variables Z; et W; sont indépendantes.

Les variables aléatoires Z; et W; étant indépendantes, la vraisemblance du
n-échantillon ((Z1, W1),...,(Z,, Wy)) est définie comme étant le produit de la
vraisemblance du n-échantillon (Z1,...,Z,) par la vraisemblance du n-échantillon
(Wy,...,W,). Dans les questions 3 & 7, on suppose que la loi de la durée de vie du
second composant est connue, i.e. que p est connu.

3. Donner I’Estimateur du Maximum de Vraisemblance ;\n de A.

4. Montrer que 5\” est convergent.

5. Calculer Ex(),) et en déduire que Ex(),) tend vers A lorsque n tend vers
Pinfini.

6. Vérifier que A est asymptotiquement normal et identifier sa variance asymp-
totique.

7. Donner un intervalle de confiance bilatéral symétrique asymptotique de niveau
1 — a pour A.

8. Donner I’Estimateur du Maximum de Vraisemblance (A, fin) de (A, ).



Chapitre 10

Statistique : Test

The true logic for this world is the calculus of Probabilities, which takes account of
the magnitude of the probability which is, or ought to be, in a reasonable man’s mind.

J. Clerk Maxwell

L’objectif d’un test d’hypothese est de répondre a une question qu’on peut poser
de la maniere suivante : au vu de 'observation d’'un n-échantillon, le parametre 8 du
modele est-il ou non dans un sous-ensemble de © appelé hypothese nulle et noté Hy ?
On retrouve cette situation fréquemment :

- Lors d'un sondage d’intensition de vote sur un échantillon de 1000 personnes, on
trouve que 520 personnes déclarent vouloir voter pour A et 480 pour B. Il est naturel
d’annoncer que A sera élu. Mais est-ce que la marge d’erreur est suffisante pour
pouvoir faire une telle annonce sans (trop de) risque de se tromper ? En fait, on est
en train d’estimer le parametre d’une loi de Bernoulli (qui représente 'intention de
vote pour le candidat A) et de tester I'hypothese : le parametre est-il plus grand que
1/27

- Si on s’intéresse au changement climatique, on peut par exemple travailler sur les
données de température moyenne au mois d’aoiit a Paris. Sur I’ensemble du vingtieme
siecle, ces températures moyennes en degrés Celsius sont distribuées suivant une loi
gaussienne d’espérance 20 et de variance 1,4. Sur les quinze derniéres années, on a

197
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observé les températures moyennes suivantes (données fictives) :

X1 | T2 | X3 | T4 | X5 | Te | L7 | T8 | L9 | 10 | L11 | 12 | T13 | LT14 | T15
22 119 121 1201812221 |18 20| 25 | 21 19 | 23 | 20 | 22

telles que la moyenne empirique est T15 = 20,73 et la variance empirique non-biaisée
est v15 = 1,912, On voit bien que la moyenne empirique sur les quinze dernieres
années dépasse 20, ce qui indiquerait plutét qu’il y a un réchauffement, mais on ne
peut pas en étre absolument stir. A partir des observations, on souhaite construire
un test d’hypothése qui permette de décider §'il y a réchauffement ou pas (i.e., si
la température moyenne a effectivement augmenté ces quinze dernieres années par
rapport a ensemble du vingtieme siécle, ou pas). On comprend bien ici que quelle que
soit la décision qu’on prenne, on peut se tromper. On peut se tromper en annoncgant
qu’il y a réchauffement, alors qu’il n'y en a pas. On peut se tromper en annoncgant
qu’il y n’a pas de réchauffement, alors qu’il y en a.

10.1 Tests et erreurs

On considéere X = (X3,...,X,,) un n-échantillon du modele statistique P =
{Py,0 € ©}. Soit (Hyp, Hy) une partition de ’ensemble © des parametres.

On appelle test d’hypothese une regle de décision qui, au vu de I'observation X,
permet de décider si @ est dans ’ensemble Hy appelé hypothese nulle ou si € est dans
I’ensemble H; appelé hypothese alternative.

Un test est déterminé par sa région critique W qui constitue un sous-ensemble
(mesurable) de ensemble X'™ des valeurs possibles de X . La regle de décision du test
associé a W est la suivante. Lorsqu’on observe & = (z1,...,z,),

- si x € W, alors on rejette Hy et on accepte H; i.e. on décide que 8 € Hy,
-si & ¢ W, alors on accepte Hy et on rejette Hy i.e. on décide que 6 € Hy.

On appelle erreur de premiere espece le rejet de Hy a tort. C’est la situation ou
I’échantillon suivait la loi Pg pour un certain 8 € Hj, mais on a annoncé qu’on rejetait
Hy. Cette erreur est mesurée par le risque de premiere espece, qui est la fonction :
0 c Hy—»Po(X eW).

On appelle erreur de seconde espece le rejet de Hy a tort. Cette erreur est mesurée
par le risque de seconde espece : @ € Hy — Pg(X € W¢) =1 —Pe(X € W). La
fonction 8 € Hy — Pg(X € W) s’appelle puissance du test.

Exemple 10.1 On considére modéle P = {N(u,0?),pu € {uo,u1}} avec o > 0
connu et g > p1, on souhaite tester Hy = {u = o} contre Hy = {p = u1}. On va
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F1GURE 10.1 — Risques de premiere et deuxieme espece pour I’exemple 10.1 en fonction
du seuil a avec pg =1, u1 =0, 0 =0, et n = 10.

bien sir accepter Hy (resp. Hi) si la moyenne empirique Xn est grande (resp. petite),
c’est-a-dire choisir la région critique de la forme W = {{n < a} pour un certain a.

En utilisant le fait que sous Hy, la moyenne empirique X, suit la loi N'(jg,0?/n),
le risque de premiére espéce est :

_ a — o
Oé(a) = P(#O,UQ)(W) = P(#o»ﬁ)(X” < a) = (I)<\/ﬁ )’

g

avec ® la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite. Le risque de
seconde espece est :

B(a) =Py ,on) (W) = Py, 02) (X 2 @) =1 - ‘I’(\/ﬁ%) = q’<\/ﬁ$)'

Il est clair que a — «(a) est croissante alors que a — [(a) est décroissante. On
dessine sur la figure 10.1 les deux erreurs en fonction du seuil a choisi.

Idéalement, on voudrait minimiser les risques de premiere et de deuxieme espece.
Mais ceci n’est pas possible en méme temps, comme le montre ’exemple précédent.
Par convention, on minimise en priorité le risque de premiere espece.

Définition 10.2 Le niveau d’un test défini par sa région critique W est le nombre

a = sup Po(W).
6cHy

Si un test est de niveau «, alors on sait que, lorsqu’on rejette Hp, on a au plus une
probabilité a de se tromper. Parmi tous les tests de niveau inférieur a un seuil «
fixé, on souhaite minimiser le risque de seconde espece ou de maniere équivalente
maximiser la puissance. En général, on choisit o = 10%, a = 5%, ou a = 1%.
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Comme on décide de minimiser en priorité le risque de premiere espece, les roles
de 'hypothese nulle Hy et de 'hypothese alternative H; ne sont pas symétriques. Le
choix de Hy parmi deux ensembles constituant une partition de © dépend donc du
probleme considéré : on choisit comme hypothése nulle I’ensemble qu’on ne souhaite
surtout pas voir rejeté a tort. Mais c’est une question de point de vue : dans le cadre
d’un test sur le réchauffement climatique, un politicien peut vouloir mettre comme
hypothese nulle ’absence d’un réchauffement, car il ne veut surtout pas s’engager
dans un protocole contraignant si le réchauffement n’est pas avéré. Un écologiste peut
vouloir mettre comme hypothése nulle I'existence d’un réchauffement, car il estime
que les effets d’un réchauffement seraient catastrophiques.

Définition 10.3 Soit (W,,), une suite de régions critiques ol n désigne la taille de
I'échantillon. La suite de tests basée sur (W,,),, est dite
- convergente si, pour tout 6 € Hy,

lim Pg(W,) = 1.

n—-+o0o

- de niveau asymptotique « si

oL, g Po¥s) =

Souvent on utilise un estimateur aux bonnes propriétés connues pour construire
le test et guider le choix de la région critique.

Exemple 10.4 On reprend l’exemple 10.1. La région critique est de la forme W,, =
{X, < a}. Le choiz a = (po + p1)/2, qui peut sembler naturel, ne permet pas de
controler le risque de premiere espece. Pour obtenir ce contréle de la probabilité de
rejeter Hy a tort, on utilise le fait que sous Hy, la moyenne empirique X,, suit la loi
N (0,02 /n). Donc on a

~ a— Ho
P(#0702)(Wn) = P(#Oygz)(Xn < a) = @(\/E p ) .

En désignant par ®~1(r) le quantile d’ordre r de la loi gaussienne centrée réduite,
le choiz a = po + o® () /\/n assure que le niveau du test est o. Pour ce choix, la
probabilité de rejeter Hy a tort est

c >'d B — _
P(Mlef?)(Wn) = ]P)(M,UQ)(Xn >a) = (I)(\/ﬁ% - 1(&)) )
qui vérifie
Bl (V) < B( = 071 (0)) = 1 $(871(0)) = 1 —a.

De plus P, 2)(Wy5) = E(1[¢71(a)+\/ﬁ(uo,m)/a7+w[(Z)) (pour Z une v.a. de loi
gaussienne centrée réduite) converge vers zéro lorsque n tend vers Uinfini d’aprés
le théoreme de convergence dominée, ce qui montre que le test est convergent.
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10.2 Modele gaussien

On considere le modele gaussien P = {N(u,0?),n € R,0? €]0,+00[}. On va
proposer des tests pour la moyenne et pour la variance.

10.2.1 Tests pour la moyenne

Soit 19 € R. On souhaite tester Hy = {u = po} contre Hy = {p # up} au niveau
a €0, 1[.
D’apres la proposition 9.4, si X,, = 2 >°" | X;et V,, = - 3" | (X;—X,,)? désignent
respectivement la moyenne empirique et ’estimateur empirique non-biaisé de la va-
riance, le rapport

Xn — o
Cn=vn N

suit la loi de Student T, sous Hy (i.e. si pt = po).
Sous Hi, par la loi forte des grands nombres, X, — jo converge presque siirement
vers i — pip # 0 et Vj, converge presque stirement vers o2 > 0. Donc (,, tend presque
stirement vers +00 ou —oo lorsque n — 400, suivant que g > po ou p < fig.
On choisit done W,, = {|¢,| > a} pour la région critique. On note ¢,.(n —1) le quantile
d’ordre r de la loi de Student 75, 1. Si a > t;_,/2(n — 1), alors pour tout a2 >0:

P(H0702)(Wn) = P(uo,02)(‘<n| > a) < P(ug,o"’)(Kn| > tl—a/Q(n - 1)) =,

ce qui montre que le niveau du test est inférieur a @. Comme on souhaite ensuite
minimiser le risque de seconde espece P, ,2)(W,) pour p # po, on choisit au plus
juste @ = t1_4/2(n — 1). En conclusion, on choisit la région critique W, = {|¢,| >
ti—aj2(n —1)} et on a alors P, ,2)(W,) = a pour tout o2 > 0. Notons que lorsque
n — 400, t1_q/2(n — 1) converge vers ®~1(1 — a/2), le quantile d’ordre 1 — «/2
de la loi gaussienne centrée réduite. Donc, par le théoreme de convergence dominée,
P02 (W) = E(WQ)(1]t17a/2(n_1),oo[(§n)) tend vers 1 lorsque n tend vers linfini.
Ainsi le test est convergent.

On peut reprendre le raisonnement précédent pour construire un test de niveau «
pour Hy = {u < po} et Hy = {p > po}. Larégion critique est alors {¢, > t1_(n—1)}.

Exemple 10.5 On reprend l’exemple des données de température moyenne au mois
d’aott a Paris.

1) On souhaite tester Uhypothése nulle Hy = {pu < 20} (absence de réchauffement
climatique) contre Hy = {pu > 20} (existence d’un réchauffement climatique). C’est
le point de vue d’un politicien comme on le décrivait ci-dessus. La région critique est
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{Cn > ti—a(n — 1)} avec ¢, = \/ﬁ%, po = 20 et n = 15. On observe ({2 =

Vv15(20,73 — 20)/1,91 = 1,48. Comme t995(14) = 1,76, on accepte Hy au niveau
a = 5%. On peut donc conclure qu’il n’y a pas de réchauffement climatique.

2) On souhaite tester lhypothése nulle Hy = {p > 20} (existence d’un
réchauffement climatique) contre Hy = {p < 20} (absence de réchauffement cli-
matique). C’est le point de vue d’un écologiste comme on le décrivait ci-dessus. La

région critique est {¢, < to(n — 1)} avee ¢, = /n :}%L”, o = 20 et n = 15. On

observe (f2* = /15(20,73 — 20)/1,91 = 1,48. Comme to05(14) = —1,76, on accepte
Hy au niveau oo = 5%. On peut donc conclure qu’il y a réchauffement climatique.

3) Supposons maintenant que les données de température moyenne au mois d’aott
a Paris aient la forme :

T1 | X2 | X3 | X4 | X5 | Te | X7 | T8 | T9 | X10 | T11 | T12 | 13 | X14 | X15
221190121 120(20 22|24 |18 (20| 25 | 21 | 19 | 24 | 20 | 23

telles que la moyenne empirique est Ti5 = 21,20 et la variance empirique mon-
biaisée est vi5 = 2,082. On prend pour hypothése nulle Hy = {u < 20} (absence
de réchauffement climatique) contre Hy = {p > 20} (existence d’un réchauffement
climatique). On observe alors (¢8° = 1/15(21,20—20)/2,08 = 2,25. Comme to 95(14) =
1,76, on rejette Hy au niveau o = 5%. Ainsi on peut conclure & l'augmentation des
températures sur les quinze derniéres années. Mais si on s’ tmpose le niveau o = 1%,
alors on accepte Hy, car tog9(14) = 2,62.

Comme le montre ’exempe précédent :
- Quand les données n’apportent que peu d’information, on va toujours accepter 1’hy-
pothese nulle, afin d’éviter de commettre une erreur de premiere espece (rejeter a tort
I'hypothese nulle).
- Quand les données sont informatives, mais qu’on impose un niveau « trés proche
de 0, on va aussi toujours accepter ’hypothese nulle, car c’est la seule maniere d’étre
quasi-certain de ne pas commettre une erreur de premiere espece.
Tout ceci montre bien que le choix de I’hypothese nulle est fondamental.

10.2.2 Tests pour la variance o>

Soit 02 > 0. On souhaite tester Hy = {02 > 02} contre H; = {0? < 02}. On
introduit
(n—1)V,

2
99

Cn =
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Comme d’aprés la proposition 9.4, (n — 1)V,,/o? suit la loi x2_; sous Peuo2ys Cn
prend des valeurs de plus en plus grandes lorsque o2 croit. En particulier ¢,, va avoir
tendance a prendre des valeurs plus grandes sous Hy que sous H;. C’est pourquoi on
acceptera Hy si (, est grand et on rejettera Hy si (, est petit. On choisit donc une
région critique de la forme W, = {(, < a}. En outre, si Z ~ x2_,, alors

(n—1)V, o3
sup P2 (Cn <a) = sup P02 <7 < a—)
(102 e Ho (k,02) P e (n,02) o2 o2
o2
= sup IP’(Z < a—g) =P(Z < a).
o

o2>02

Le choix a = x4(n—1) olt z,.(n — 1) désigne le quantile d’ordre r de la loi x2_; assure
que le niveau du test est a.

10.3 Test du x* (test du chi-deux)

Le test du x? permet de répondre & des questions telles que “Un dé & six faces
est-il pipé?” Pour cela on observe les fréquences d’apparition des faces lors de n
lancers de ce dé et on les compare au vecteur (1/6,...,1/6). Si on constate qu’on
s’éloigne significativement de ce vecteur, on peut rejeter I’hypotheése que le dé est
équilibré et annoncer que le dé est pipé. La question est de savoir ce qu’on entend par
“significativement”.

10.3.1 Test d’adéquation a une loi

On observe un n-échantillon (Xi,...,X,,) de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées a valeurs dans un espace fini X = {ay,...,ax}. La loi
est paramétrée par 0 = (61,...,0x) avec Po(X; = a;) = 0; pour j € {1,...,k}.
Le parametre 6 vit dans 'ensemble © = {6 € [0,1]*, Zle 0; = 1}. Pour 89 € ©
fixé, on souhaite tester I’hypothese nulle Hy = {0(0)} contre I’hypothese alternative
Hy = 0\{8"}.

Exemple 10.6 Dans le cas du dé & siz faces évoqué plus haut, X = {1,...,6} et
0 = (1/6,...,1/6).

On peut déterminer 'EMV de 0 et ses propriétés.
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Proposition 10.7 L’EMYV de 8 est donné par le vecteur des fréquences empiriques
d’apparition des différentes valeurs possibles :

0, = (lelx) o N’ng)), Ni(z) = zn: 1o, (z;), (10.1)

avec la notation 1,(x) =1 si x = a et 0 sinon. L’EMV est non-biaisé, convergent,
asymptotiquement normal : Sous Py,

Vn (8, —8) "2 N(0,C(0)), (10.2)
en loi, avec
o ej—ef. sij=17,
cos={ Yy BIL% (103)

Preuve. La vraisemblance et la log-vraisemblance sont égales a :

n

p(@.0) = ]I (f[e?“i“”),
1 =1

k
In(x,0) = Y Ni(z)ln(6;). (10.4)
i=1

La log-vraisemblance peut aussi écrire :

In(@,0)=n Y pi(x)n(b;), (10.5)

€K (x)
own K(x)={i=1,...,k: N;y(z) > 0} et on note

Nl(w)w“’Nk(-’B)).

p(z) = ( (10.6)
S'il existe ¢ € K () tel que §; = 0, alors [,,(x,8) = —oo. Si 6; > 0 pour tout i € K(x),
comme In(y) =y — 1+ [(1/2 —1)dz <y — 1 pour tout y > 0 (avec inégalité stricte
des que y # 1), on en déduit que :

n Z pi(w)1n< ‘01 )

ln(m, 0) - ln(mvp(m))

1R o) pi(x)
0;
< n Z pz(w)( '(w)—l):n Z 0, —n Z pi(x)
ieK (x) pi i€K (x) i€ K (x)

= n Z 0; —n <O0.

€K (x)
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La seconde inégalité est stricte dés que 8 # p(x). Ceci montre que p(x) maximise la
vraisemblance et que l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est (10.1).
L’EMV 0,, est non-biaisé car :

EQ(NJ(X)) = ’I’LEg(laj (Xl)) = n]Pg(Xl = Clj) = nﬁj.

On trouve aussi que 'EMV est convergent en appliquant la loi forte des grands
nombres.
En utilisant le fait que

Cove(La, (X1), 1a;, (X1)) = Eo(La; (X1)1a,, (X1)) — Eo(1a,(X1))Ee(1a,, (X1))

qui est égal a C(0),;, défini par (10.3), on montre par le théoreme de la limite cen-
trale vectoriel que 'EMV est asymptotiquement normal avec C(0) pour matrice de
covariance asymptotique. (]

Ce résultat va nous permettre de construire un test. On suppose dorénavant que
les coefficients de 8”) sont tous non-nuls. L’idée qui est a la base du test est que le
vecteur ,, est censé étre plus proche de 0 sous HO que sous Hi. Afin de quantifier
la “proximité”, on utilise la pseudo-distance du x?2

(n ZHZT)] (10.7)

On obtient le comportement asymptotique suivant :

Proposition 10.8 Soit {,, défini par (10.7).

1) Sous Hy, ¢, converge en loi quand n — +oo vers une variable aléatoire Z qui suit
une loi de x? a k — 1 degrés de liberté.

2) Sous Hy, ¢, tend presque sirement vers 4+o0c.

Preuve. Sous Hq, les observations sont indépendantes et identiquement distribuées
de loi Pg pour un certain 8 # 0. Donc il existe j € {1,...,k} tel que 0; # 6’](-0). Par
la loi forte des grands nombres, Pg-presque stirement, én, j= % S 1,4, (X;) converge
0,,;—0(")?
vers §;, et donc n% tend vers +oo.
j

Sous Hy, les observations sont indépendantes et identiquement distribuées de loi

Py . D’apres (10.2), la suite de vecteurs aléatoires

<én L — (0) én,k _ ol(cO))

o
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converge en loi vers un vecteur aléatoire Y de loi A'(0,C(?)) avec Cj(?) =1- 0§0)

et €O = /6761 si j # j'. Autrement dit, C©) = I — eje} ol e est
le vecteur unitaire de coordonnées e;; = \/050). Par continuité de ’application

y € R*  ||ly||? € R, (,, = ||Y,]||? converge en loi vers | Y||?. Tout le travail consiste
maintenant & identifier la loi de cette limite. Donnons-nous une base (e, ..., ex) de
RF dont le premier vecteur est e; décrit précédemment. Appelons U la matrice k x k
orthogonale de vecteurs lignes donnés par les e;, et Z le vecteur aléatoire donné par
Z = UY. D’une part, on a ||Y|| = || Z]|. D’autre part, Z est un vecteur gaussien de
moyenne nulle et de matrice de covariance UCOU = I— (Ue;)(Ue;)!. Or Ue; = e,
et donc UCOOTY est la matrice diagonale de coefficients diagonaux (0,1,...,1). Ceci

montre que Z1 = 0 p.s. et que les Z;, i = 2,..., k sont indépendantes et identiquement
distribuées selon la loi gaussienne centrée réduite. Par conséquent la loi limite de ¢,
est la loi x7_,. O

En notant z,.(k — 1) le quantile d’ordre r de la loi x? & k — 1 degrés de liberté, on
aP(Z > x1_o(k—1)) = a. On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 10.9 Le test de région critique W, = {(, > x1-q(k — 1)} est convergent
de niveau asymptotique .

Preuve. Sous Hj, on déduit de la proposition 10.8 que 1z, (k—1),+o0[(Cn) converge
Pg-presque stirement vers 1. Le théoreme de convergence dominée entraine alors que

n——+oo

Po(Cn = 21-a(k— 1)) =Eo(Ly . (k-1)400[(Cn)) "— Eg(1) =1,
ce qui assure que le test est convergent. Pour vérifier que son niveau asymptotique est
a, il suffit de vérifier que Pyo) (Cn > x1_a(k— 1)) converge vers ]P’(Z > x1_a(k— 1)) =
a lorsque n tend vers 'infini, ou Z est de loi xi_l. Or, c’est vrai d’apres le corollaire
7.23 car Z est a densité. O

En pratique, on considere que "approximation en loi par Xiq est valide sous Hj
si mming—1 . 9;0) > 5. Si cette condition n’est pas satisfaite, on peut regrouper les

valeurs de a; pour lesquelles 0§-O) est trop faible et augmenter ainsi le minimum (on
appliquera cette procédure dans ’exemple 10.14).

Le principe du test du x? se généralise & des lois arbitraires, pas nécessairement a
valeurs dans un espace fini. Il suffit de considérer une partition finie (A4;);=1,. x de X
telle que Py (X1 € Aj) = 0~§0) avec nminj—y . 0~§0) > 5. On peut alors regrouper
les observations sous la forme :

R 1 <&
0, = — 14,(X;), i=1,...,k.
, n; A, (X5), i
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C, défini par :
k(05— )
o n,J 7
G=nd
Jj=1 J
satisfait la proposition 10.8, ce qui permet de construire un test comme dans le co-
rollaire 10.9.

Exemple 10.10 On considére un dé d 6 faces. On souhaite tester au niveau 5% si
le dé n'est pas pipé. Donc ici X = {1,...,6} et Hy = {(1/6,...,1/6)}.

Lors de n = 100 lancers du dé on observe les résultats suivants : Ny = 20, Ny = 13,
N3 = 17, Ny = 12, N5 = 23, Ng = 15. On obtient ({38 = 5,36. Sous ’hypothése
Hy (“le dé n'est pas pipé”), Cio0 suit une loi de x* a 5 degrés de liberté. Si Z ~ X2,
on a P(Z > 11,07) = 0,05. Comme (b5 < 11,07, on accepte done, au niveau 5%,
U’hypothése que le dé n’est pas pipé.

Lors den = 1000 lancers du dé on observe les résultats suivants : Ny = 200, Ny = 130,
N3 = 170, N, = 120, N5 = 230, Ng = 150. On obtient ({85, = 53,6. Comme
Cbsy > 11,07, on rejette, au niveau 5%, Uhypothése que le dé n’est pas pipé, autrement
dit, on affirme que le dé est pipé.

Dans le premier cas ou n = 100, les proportions observées étaient les mémes que
dans le second cas ou n = 1000, mais on a cependant accepté l’hypothése que le dé
n’était pas pipé car on n'avait pas assez de données pour rejeter avec suffisamment
d’assurance cette hypotheése.

10.3.2 Test d’adéquation a une famille de lois

Nous discutons ici une généralisation du test précédent qui permet entre autres
de répondre a une question du type : les observations sont-elles géométriques, gaus-
siennes, etc ? Il ne s’agit plus de tester ’adéquation d’observations a une loi donnée,
mais a une famille de lois.

On observe toujours un n-échantillon (Xi,...,X,) de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées & valeurs dans un espace fini X =
{a1,...,ar}. La loi est paramétrée par @ = (01,...,0;) avec Po(X = a;) = 0; pour

j € {1,...,k}. Le parametre @ vit dans I'ensemble © = {0 € [0, 1]*, Zle 6; =1}. On
souhaite tester ’hypothese nulle Hy contre H; = O\ Hy pour un certain sous-ensemble
Hy C ©.

Exemple 10.11 On considére n = 200 rouleauz d’un jeu de grattage contenant 100
tickets chacun. Pour k =1,...,n, on observe X le nombre de tickets gagnants dans
le keme rouleau. On veut tester Uhypothése Hy = “la loi du nombre de tickets ga-
gnants par rouleau est une binomiale” (en d’autres mots, on veut vérifier si les tickets
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gagnants sont bien uniformément répartis dans les rouleauz, sans présumer de la pro-
portion de tickets gagnants). Iei X ={0,...,100} et Hy={0 € ©,3p € [0,1], §; =
(10°)pﬂ(1 —p)100-ivyj =0,...,100}.

Pour étre plus précis, on va paramétrer ’ensemble des lois qui forment I’hypothese
nulle sous la forme Hy = {07, 7 € II}, ou
- II est une partie d’intérieur non vide de R” avec h < k — 1
- 07 est une application de IT dans ©.

Exemple 10.12 On reprend l'exemple 10.11. Ici on peut paramétrer Hy avec

Uensemble TL = [0,1] et lapplication 67 : p € [0,1] — (6; = (120)p-j(1 -
100—j

p) ])j:07...,100 €0.

L’idée consiste alors & utiliser un estimateur 7, de m & valeurs dans II (trés
souvent, ce sera PEMV de ) et & comparer les vecteurs 0,, défini par (10.1) et 7.
Si ces vecteurs sont suffisamment proches, on pourra accepter 'hypothése Hy. Encore
une fois, la question essentielle est de savoir ce que veut dire “suffisamment proches”.

Proposition 10.13 Soit
9"")

Cn 7”2 97‘-7’.

Sous des hypotheses de régqularité non-précisées (vérifiées en général lorsque 9n est
UVEMYV de 0 et 7, est 'EMV de 7) :

- Sous Hy, ¢, converge en loi vers Z ~ X%—h—y

- Sous Hy, (, tend presque stirement vers +oo.

Il est essentiel de noter que le nombre de degrés de liberté dans la limite en loi
sous Hg est k — h — 1 et non plus kK — 1 comme dans le test d’adéquation a une loi
donnée. En effet, il faut estimer le parametre « ce qui réduit le nombre de degrés de
liberté.

Finalement, en procédant comme pour le corollaire 10.9, on conclut que le test de
région critique W,, = {{, > x1-o(k — h — 1)} est convergent de niveau asymptotique
a, avec x,.(k — h — 1) le quantile d’ordre 7 de la loi x? & k — h — 1 degrés de liberté.

Exemple 10.14 On reprend l'ezemple 10.11-10.12. On note N; = Card(k =
.,200, Xy = 1) et on observe :

)
1101 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 >13
N, |1 7 14 29 36 41 26 17 1v 8 1 1 2 0




10.3 — Test du x? (test du chi-deux) 209

L’EMYV de p est (voir Uexercice 8.4) :
o Xk 3N

P200 = 7505200 ~ 100 x 200~ 0
On regroupe par paquets de tailles supérieures a 5 :
) <1 2 3 4 5 6 7 8 >9
N; 8 14 29 36 41 26 17 17 12
20007 | 7,45 16,29 27,97 35,67 36,00 29,97 21,16 12,93 12,55

et donc, avec éQOOJ‘ = N,;/200,

1 <1 2 3 4 ) 6 7 8 >9

0200, | 0,0400 0,0700 0,1450 0,1800 0,2050 0,1300 0,0850 0,0850 0,0600

6720 | 0,0372 0,0814 0,1399 0,1783 0,1800 0,1499 0,1058 0,0647 0,0627

On calcule
¢3bs — 200 —20” — o) ~ 3,74
200 - Z 917200 o

Oriciona9—1—1=7 degrés de liberté, le seuil pour le test {Ca00 > %0,05(7)} au

niveau 0,05 est x0.95(7) = 14,07. Comme on a (555 < 20.05(7), on accepte Uhypothése
nulle “la loi du nombre de tickets gagnants par rouleau est une binomiale”.

Exemple 10.15 On consideére les résultats au concours de I’X de deux lycées :

Admis | Recalés | Présentés
Henri IV 81 17 98
Le Parc 156 17 158
Total 217 34 251

On désire tester l’hypothése selon laquelle les éléves des deux lycées ont le méme taux
de réussite a 'X.

Ici chaque observation est de la forme (X;,Y;) ou X; est a valeurs dans {H, L}
et X; = H, resp. L, signifie que l’étudiant vient du lycée H, resp. lycée L, et Y;
est a valeurs dans {A,R} et Y; = A, resp. R, signifie que l’étudiant a été admis,
resp. a €té recalé. L’ensemble © de toutes les lois possibles est de la forme © =
{(050) jeqm,0y0e14,R) € [0, 14, ij 0j; = 1} et Uhypotheése nulle est de la forme Hy =
{(050)jeqm,0y0e14.R), 05a = qp,0pa = (1 — @)p,05r = q(1 —p),0r = (1 — ¢)(1 —
p),p € [0,1],q € [0,1]}, qui contient toutes les lois pour lesquelles le taux d’admission
p (inconnu) ne dépend pas du lycée. La pseudo-distance du x* est

b any?
=y L wnk

je{mLyie{ary DV
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avec
N 98 . 153 . 217 . 34
QHZE, qL:ﬁ’ pAzﬁ, pR:ﬁ’
éHA=g7 AHR:£7 ALAZE, ALR:L?-
251 251 251 251
obs

On trowve : (527 = 1,98. Orici on a 4—2—1 =1 degré de liberté, le seuil pour le test
{Cas1 > w0.05(1)} au niveau 0,05 est xq 95(1) = 3,84. Comme on a (555 < x0.95(1), on
accepte Uhypothese nulle que les deux lycées ont le méme taux de réussite.

On peut voir le dernier exemple comme un test d’indépendance (on teste
I'indépendance du taux de réussite et du lycée d’origine). Il peut se généraliser comme
on l’explique ci-dessous.

10.3.3 Test d’indépendance

Ici on suppose que les observations sont des paires (X;,Y;), par exemple taux
de réussite au concours et lycée d’origine, ou encore température et hygrométrie
journalieres, et on se demande si ces deux quantités sont indépendantes. On
peut construire un test d’indépendance qui est en fait un cas particulier du test
d’adéquation a une famille de lois qu’on vient de présenter.

On observe un n-échantillon ((Y1, Z1), ..., (Ya, Z,)) de vecteurs aléatoires indépendants
et identiquement distribués, avec Y; a valeurs dans {by,...,bq} et Z; & valeurs dans
{c1,...,¢m}. On pose X; = (Y;,Z;) & valeurs dans l'espace fini X = {by,...,bs} X
{c1,...,em} de cardinal dm. On note 8 = (0,1 < j < d,1 < | < m) ou
Po(Y; = b;,Z; = ¢;) = 0j. L'ensemble Hy des @ qui donnent des lois Py de
forme produit correspondant & l'indépendance de Y; et Z; peut étre paramétré par
Hy ={0", 7 € II}, avec

aMrf? sil<j<d—1,1<1<m-—1,
- ) (- ijllyr]“)) (2) sij=d 1<l<m—1,
! iV (1—21,&)@,) " sil<j<d—1,1=m

(1 Z]’ 17y )(1 Zl’ lﬂl’) Sij:d’l:m

et
m=— {71':( [01]1<]<d—17r(2) el0,1,1<l<m—1),

avec ZJ 171(1 <1, ( 1}

qui est une partie d’intérieur non-vide de R4+™=2. On pose

1 & 1 o 1
52 e Z), A =23 "0,0), /Y= 23102
i=1 1 i=1
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Notons que 'TEMV de w = (71'](»1),1 <j< d—l,wl(z),l <l<m-1)estw®= (7?§1),1 <
jgd—l,frl@),l <! <m—1). On note

_ T
Gn =1 Z M) ~2)
— LR

d m (é A(l)ﬁ.l@))Q
j=

1

(avec la convention que les termes de la somme pour lesquels le dénominateur est
nul sont nuls). ¢, mesure la “distance” entre la matrice 0 des fréquences des couples
(bj, 1) et la matrice & des produits des fréquences marginales. On comprend que, si
les deux coordonnées Y; et Z; sont indépendantes, 6 et # doivent étre proches. Donc
on rejettera 'hypothese Hy d’indépendance si (, est grand. Plus quantitativement,
comme la dimension h de Il est d+m -2, onak—h—-1=dn—-d—-—m+1 =
(d —1)(m — 1). On rejette 'hypothese Hy d’indépendance au niveau « si ¢, dépasse
Z1-a((d—1)(m —1)) et on 'accepte sinon, ol 1_,((d—1)(m —1)) le quantile d’ordre
1 —adelaloi x> & (d— 1)(m — 1) degrés de liberté. L’exemple 10.15 est un cas
particulier d’application de cette méthode, avec d = m = 2.

10.4 Exercices sur le chapitre 10

EXERCICE 10.1 On se place dans le modele exponentiel P = {£(0),0 € O},
© =]0, +o0l.
1. Rappeler Ep(X7).
2. Soit S, = X1 + -+ + X,,. En remarquant que 20S,, ~ x3,,, construire un test
de niveau a pour Hy = {0y} et H; = H.
AN.:n=15T, =147, 00 =1, a = 5%.

3. Proposer un test pour Hy = [fy, +oo| et Hy =|0, 6.

EXERCICE 10.2 On souhaite vérifier la qualité du générateur de nombres
aléatoires d’'un ordinateur. Pour cela, on procede a 250 tirages dans l’ensemble
{0,...,9} et on obtient les résultats suivants :

x Ol 1123|456 |7|8]09
N(z) |28 |32]23|26(23|31|18]19 19 |31

Tester au niveau a = 0,1 si le générateur produit des entiers uniformément répartis
sur {0,...,9}.






Chapitre 11

Corrections des exercices

11.1 Corrigés des exercices du chapitre 2

Ezercice 2.7 : 1) Soit P, cette probabilité. Alors

P, = 1-—DP(il n’y a pas de personnes ayant leur anniversaire le méme jour)
_ 365 x 364 x --- X (365 —n+1)
N (365)m '

Le calcul donne :

Py = 0,016 ; Py = 0,284 ; Pyy = 0,476 ; Pyy = 0,891 ; Pgq = 0,997.

2) Nous cherchons le plus petit entier n tel que % <

la formule de Stirling donne alors qu’approximativement,

%. Avec une égalité,

n \ —(365+1—n)
—n (1 - —) —05.
( 365 ’

En passant au logarithme et en ne gardant que les termes prépondérants, nous obte-

nons % = 0,693, d’ou n = 23.

Exercice 2.8 : Cette formule se montre par récurrence sur n. Elle est triviale pour
n = 1. Remarquons que pour n = 2,

P(A; U Ay) = P(A1) + P(Ag) — P(A; N Ay). (11.1)

213
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La formule est donc vérifiée puisque dans ce cas, py = P(A;) + P(42) et po =P(41 N
As). Supposons que la formule soit vraie pour toute réunion de n — 1 événements.
Montrons-la pour n. Posons By = A; U---U A,,_1 et By = A,. En appliquant (11.1)
a Bj et By et la formule de récurrence pour calculer P(By) et P((A41 NA,)U---U
(A,-1 N A,)), nous obtenons immédiatement le résultat.

FExercice 2.9 :

1) Il y a une seule possibilité de bonne remise de lettres parmi les n! possibilités. La
probabilité de bonne répartition est donc %

2) Numérotons de 1 a n les lettres et numérotons par les mémes numéros les boites qui
sont censées leur correspondre. Appelons A; I’événement “La lettre numéro i arrive
dans la boite numéro i”. Ainsi, A; sera réalisé si la remise de la lettre i est fixée a la
bonne valeur, indépendamment de la maniere aléatoire dont les n — 1 autres lettres

o 1 —1)! R .
sont distribuées. Nous en déduisons que P(A4;) = % De méme, pour deux numéros

_ (n=2)!

quelconques i et ig, on aura P(A;, N 4;,) —

L’événement E ”une lettre au moins arrive a la bonne adresse” est égal & E =
A;U---UA,. On peut donc appliquer la formule de Poincaré.
P(E) = (—1)k1 > P4, NN Ay

n
k=1 1<iy <--<ip<n
i(_l)k—l n (n — k)' _
Pt k n!

Remarquons que quand n tend vers l'infini, cette quantité tend vers 1 — e~ ~ 0.632.
On se convaincra que pour des valeurs modérées de n (n=7) on est tres proche de
cette limite.

(~1)H
kO

M=

b
Il

1

3) La probabilité pour qu’aucune lettre n’arrive & destination vaut alors

~ (D"

P(E®) =1-P(E) =) o

k=0

qui tend donc vers e~ = 0,368 quand n tend vers l'infini.

4) d, = n! P(E®). O

Ezercice 2.10 : 1l est immédiat de montrer que pour tout n € N*, 0 < p,, <1 et que
ZnEN* Pn = 1
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Exercice 2.11 : Notons F et G les événements “fille” ou “garcon”.

1. Une configuration possible (F,F) sur 4 configurations : ;.
2. Une configuration possible sur les 2 configurations (F,F), (F,G) : %
3. Une configuration possible sur les 3 configurations (F,F), (F,G), (G,F) : %

Exercice 2.12 : Les probabilités des différents génotypes valent alors, par indépendance
P(AA) =p* , P(Aa) = 2pq , P(aa) = ¢°.

La proportion d’allele A dans la deuxieme génération sera alors

P(A) = P(A|individu de génotype AA) P(AA) + P(A|individu de génotype Aa) P(Aa)
2pq
_ 2 _
=p+ 9 b,

et de méme la proportion d’allele a sera q.

Exercice 2.13 : Notons H le fait d’étre hémophile et NH le contraire. Nous savons que

3
P(Reine H) = % ; P(3 fils NH|Reine H) = (;) ,

par indépendance des naissances. Nous cherchons & calculer P(Reine H|3 fils NH).
Nous allons utiliser la formule de Bayes. Nous avons

P( 3 fils NH ) = P( 3 fils NH | Reine H ) P( Reine H )
+P(3 fils NH| Reine NH ) P( Reine NH )

(LY L 9
2 2 2 2

;X(;)3 L
d’ott P(Reine H|3 fils NH) = 224 = 2 = é.
24 24
De plus,
P(4eme fils H|3 fils NH) = P(4eme fils H|3 fils H, Reine H) P(Reine H|3 fils NH) =
1,1 _ 1
2%9 = 18

Ezercice 2.14 : Notons A (resp. B, C) 1’événement “la Ferrari est derriére la porte
A” (resp. B, C). Soit F I'événement “le présentateur annonce au joueur qu’elle n’est
pas derriere la porte B”. On a
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Par ailleurs,
1
P(E|A) = 2 P(E|B) =0, P(E|C)=1.
En effet, si la voiture est derriere A, le présentateur a le choix entre B et C, alors que
si elle est derriere C, il n’a pas le choix puisqu’il ne peut pas parler de A. Ainsi,

P(E) = P(E|A)P(A) + P(E|B)P(B) + P(E|C)P(C) = = x

On en déduit que

_PANE) P(E|APA) 1
PAD) =5 ~ ®E) 3

De méme P(E|C)B(C )
rcie) = HECEC) 2

Il faut donc que le joueur révise son choix.

Ezercice 2.15 : 1)

P(E; N Fy)  P(Ep)P(F3|Es)
P(Fy) P(Fy)

P(Es|Fy) =

~— n\ 1
P(Fp) = Y P(F|E,)P(E,) et P(F|E,) = (2)2n

On a ]P)(F2|E0) = ]P(F2|E1) =0.

+o0 too
n\ 1 1—2a 1
]P)(F2):§ pn<2)2n_( 42 )E :n(n—1)4n_2-
n=2 n=2

Calcul de la somme : dérivée seconde de la série entiere ) ™.
i 8(1—2
On obtient P(F3) = (277‘1)7 ot

1
P21 _ 2T 4o

P(E2|Fy) = =

(1—2a)
27

2) On calcule P(Gq|F3) = P(H?(Qg?).

P(Go N Fy) = B(E,)B(G2 N Fy|E) = (1 - 2a) oy (4> 1 _3(1-20)
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81

Ezercice 2.16 : Remarquons que les événements aléatoires Ay sont indépendants.
Ainsi, par le lemme de Borel-Cantelli 2.35, P(limsup;, Ay) sera égale & 0 ou 1 suivant
que la série de terme général P(Ay) converge ou diverge. La réalisation de Ay, entraine
I'existence d'un nombre i € {2F ... 281 — k} tel que les lancers i,i + 1,...,i + k
donnent tous Face. En appelant Ay ; cet événement, nous obtenons

ok+t1l_g

P(Ar) < Y P(Ap) = (28 —k+1)p" <2Fp*.

i=2k

Donc, si p < %7 nous en déduisons que la série ), P(Ay) converge, et par le lemme
de Borel-Cantelli, que P(lim sup, Aj) = 0.

Nous allons maintenant montrer que si p > %, la série diverge. Découpons
{2k, ..., 2F"1 1} en & peu pres % morceaux de longueur k, {2%, ... 28 +k—1}, {2k +
k,...,2% + 2k —1},.... Notons By ; 'événement “tous les lancers du iéme morceau

donnent Face”. Alors
P(Ay) > P (3i € {1,...,[2"/k]}; By,; est réalisé ).

Or les Bj; ne concernent pas les mémes lancers et sont donc indépendants. Nous
avons alors

P(A5) < P (Vi Bf; est réalisé ) = (1 — p*)2*/5 < exp(—p*[2*/k)).
Ainsi, pour k assez grand, P(A4y) > 1 — exp(—p*[2¥ /K]).
Sip > 1/2, p*[2¥/k] — oo et donc P(Ay) > 1/2 pour k assez grand.

Sip=1/2, P(Ax) > 1/(2k) pour k assez grand et donc ), P(Aj) = oco.

Ezercice 2.17 : Remarquons que si p et g sont des nombres premiers, alors pNNgN =
pgN. Par ailleurs, si cette probabilité existe, nous aurons

P(poN) = % — P(pN) P(qN).

Les événements pN et ¢N sont donc indépendants, et de méme pour toute suite finie.
Or >, premier P(PN) = +o00 (série harmonique), et donc par le lemme de Borel-
Cantelli, nous avons que P(imsup, ,.emie PN) = 1. Ce qui voudrait dire que P-
presque surement tout nombre entier serait multiple d’une infinité de nombres pre-
miers, et en particulier que ’ensemble des nombres entiers multiples d’une infinité de
nombres premiers serait non vide, ce qui est faux.
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11.2 Corrigés des exercices du chapitre 3

Ezercice 3.2 : Pour k > 1, P(X = k) = ﬁ Nous en déduisons que E(X) =e—1
et Var(X) = 3e — €2

Ezercice 3.3 : Nous pouvons écrire : X = ), lg<x. Ainsi,

E(X) = E (Z 1I<:<X> = iPP (Z lpex =p> ZipIP’(X =),
p=0 p=0

keN keN

ou nous avons appliqué le théoréeme de Fubini pour les séries doubles de termes positifs.

Exercice 3.4 : Soit X; le nombre de blessés dans le i-éme accident. Nous avons Y =
SN X,. Ainsi, pour s € [0, 1],

Gy(s) = E(s¥)=E (stil Xi) -YE (siiilev IN = k) P(N = k)
k
= Y E(s%)...E(s*) P(N = k),
k
par indépendance des variables aléatoires N, X1, ..., X;. Nous en déduisons que

Gy(s) =Y P(N = k) (Gx(s)" = Gn(Gx(s)).
k
Ainsi, en dérivant cette formule en 1 et en utilisant que Gx (1) =1 et G4 (1) = E(Y),
G (1) =E(X), G’y (1) = E(N), nous obtenons
E(Y)=E(N)E(X) =mpu.

De méme, en dérivant de nouveau la fonction génératrice, nous pouvons en déduire
la variance de Y. Tous calculs faits, nous obtenons

Var(Y) = Var(N) (E(X))? + E(N) Var(X) = o2 p + m72.

Ezercice 3.5 : a) Nous savons que S suit la loi de Poisson de parametre A+ i, comme
somme de variables aléatoires indépendantes, de loi de Poisson de parametres A et .

b) La loi conditionnelle de X sachant S = n (n > 0) est par définition

- () () ()
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pour k € [0, n] entier, et pf‘s:n = 0 sinon. Cette loi est la loi binomiale B(n

o)

On peut alors calculer E(X | S = n) en utilisant (3.16), mais il est plus rapide d’utiliser

la valeur np de I’espérance d’une variable de loi B(n, p). Ainsi, E(X | S =n) = v
ou encore H

A

E(X|S) =85 —.
(X19) =557

Ezercice 3.6 : Calculons les lois de Z, Y, et X :

—2 9k
k!

Loide Z: P(Z=k)= Zi:o Dk = . C’est une loi de Poisson de parametre 2.

. . _ _ ) _ e MM 00 ) . .
Loide X : P(X =mn) = >~ pkn = — . Clest une loi de Poisson de
parametre 1,04.

Nous remarquons immédiatement que Z et X ne sont pas indépendantes puisque

P(Z=k)P(X =n) #P(Z =k X =n).

LoideY=7—-X_:

—0,96 m
P(Y = m) = IP(Z =X+ m) = an-l—m,n = w

— m!
C’est une loi de Poisson de parametre 0,96.
Nous observons que que
PX=n,Y=m) = PZ=n+m, X=n)=P(X =n)P(Y =m).

Les v.a. X et Y sont indépendantes.

Loi conditionnelle de X sachant Z = k : pour tout 0 < n < k, nous avons

P(X =n|Z=Fk) = P(XPTZ"’:%: k) _ (2) (0,52)™(0,48)F ™.

La loi conditionnelle de X sachant Z = k est donc une loi binomiale B(k;0,52). Son
espérance vaut donc E(X|Z = k) = 0,52k, et E(X|Z)=0,52Z.

FEzxercice 3.7 :
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P(X, # Xn_1) = P(X,=0,Xp1=14+PX, =1,X,_1=0)
(1 =p)p+p(1—p)=2p(1—p).

Par ailleurs,

P(A, N Ap_1) = P(Xn=0,Xn 1 =1, Xpi1 = 1) +P(X, =1, Xp_1 =0, X1 = 0)
= p*(1-p)+p(1-p)* =p(1-p).

Ainsi

P(An N Ap1) = P(A,) P(Ap1) <= p(1 —p) = 4p*(1 —p)* <= p = %

Cette condition est suffisante pour avoir I'indépendance de la suite (A4,,),. En effet, des
que les indices k et n sont distants de plus d’une unité, Ay et A, sont indépendants,
par définition, car les variables aléatoires X, le sont.

2-a) Forn >2,P(T=n)=P(X; = =X;_1,Xn_1# Xp) =p" (1 —p) +p(1 —
Pt

2-b) P(T' < 00) =P(Up2{T =n}) = (1 —=p) >, 51 P" + P> 5 (1 —p)" =1

3)

P((X7, X711) = (0,1)) = D P((Xn, Xng1) = (0,1);T = n)
n>2
— Z]P’(Xl ==X, 1=1,X,=0,X,41=1)
= > (1—pp"=p"

Puisque nous avons également P((Xr, X711) = (1,0)) = (1 — p)?, ces deux quantités
sont égales si et seulement si p = %

Exercice 3.8 :
1-a) C’est évident.

1-b) La condition suffisante est immédiate. Elle est nécessaire car ¢ > 0, ¢ ne s’annule
quen O ouen 1, et H(p) =>_, ¢(p;) avec ), p; = 1.

1-¢) On utilise le rappel avec I'inégalité inverse car ¢ est concave.

5ot < oL ) =o(2).
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Donc H(p) = Y i, ¢(pi) < nqﬁ(%) = Inn. L’égalité a lieu si et seulement si p =

(l . l) car ¢ est strictement concave.

L’interprétation des deux propriétés précédentes est la suivante : ’entropie quantifie
I’incertitude sur 1’état p. Dans le cas extréme ol p est une mesure de Dirac, ’entropie
est nulle. Elle est maximale quand tous les états ont la méme probabilité %

-a) Observons que In Z(0) = lnn.

-b) On a 5"((:’/)) P2ER 0 s U(w) > U(w'). Nous en déduisons que quand 3 tend
vers l'infini, ug devient une probabilité uniforme sur 'ensemble €., = {w; U(w) =

ming U'}.

De méme que lorsque 8 — —oo, ug devient une probabilité uniforme sur Q,,,, = {w:
U(w) = maxq U}. Les limites (3.25) s’en suivent immédiatement.

2-¢) B — Z(pB) est non nulle et de classe C* sur R, il en est donc de méme pour
B — InZ(B). On calcule

(02/18) = 157 = 1) 22 U0 ™) = (0,

Z(B) Z(B) =
i 216 (Z0) e U (@, Y
(In2)"(B) 76 <Z(ﬁ ) ZU ((U)s)

= Var,, (U) > 0.

Ainsi, 8 — In Z() est convexe et strictement convexe si et seulement si la variance
ne s’annule pas, c’est-a-dire si U n’est pas constante.

3-a) Nous déduisons de la question précédente que S — (U),, est strictement
décroissante. Comme elle est continue, elle est donc bijective. (3.25) nous permet
de conclure.

-b) On a H(pg) = =32, ps(wi) In pa(w;).

Recherchons les extrémas de F' : =—lnn —1—pU(w;) — A = 0 donne n(w;) =

n
e AU =A=1_"On détermine X par la condition que 1 est une probabilité :

At1l=In) e V) =mz(p).
i=1

Ainsi, si ;g maximise I’entropie, on aura

Inpg(wi) = =pU(wi) = A =1 =—BU(w;) — In Z(B),
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d’ou le résultat.

3-c¢) Nous allons utiliser 'inégalité de convexité pour la fonction ¢..

—szlnpﬂrz — BU(wi) pi) —In Z(B)

= *Zpilnpz +Z (pilne VD) =37 pin 2(8)
_;piln Mﬂ(wz

S )P S (e 2
= - sl ) S o ()

Nous avons donc montré que pour toute proba p :

H(p) +(( = BU))p < Z(B).

On sait que ;g atteint le maximum de p — H(p)—l—((—ﬁU))p qui vaut In Z (). Puisque
¢ est strictement concave, I'inégalité de convexité n’est saturée que si p;/pg(w;) est
un constante, qui ne peut étre autre que 1. Donc p; = pg(w;) et g est Punique
probabilité qui maximise I’entropie étant donnée ’espérance F.

~

Ainsi, nous avons démontré le “principe variationnel” : pour tout 8 € R,

H(pg) + (= BU))uy = Z(B) = sup  (H(p)+((—BU))p)-

P probabilité

De plus, pg est I'unique probabilité qui atteint le maximum.

11.3 Corrigés des exercices du chapitre 4

Ezercice 4.1 : 1l suffit d’écrire
E(X —a)®) = E((X - E(X))*) + (E(X) — a)*.

Ezercice 4.2 :

1) Remarquons que {Up(z) = n} = {z = p" y,y € N*, premier avec p}. Ainsi,

Q=m= Y Qs = Y Hem=— O

2n 2n 2
y;yAp=1 y;yAp=1 Py p y;yAp=1 Y
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1
y;yAp=1 y?2

Mais Y07 (Q(U, =n) =1,dou D> " =5 > L = 1. Ainsi K, =Y

n=0 p> Zuy;yAp=1 y?

vérifie ¢k, (1_11) =1l etcK,=1- p%. Finalement, Q(U, = n) = (1 - p%) .
p2

2) QU 2 n) = Qfa = Py € N}) = 5 3 e & = e car e, e & = 1,
puisque Q est une probabilité.

3) Comme ci-dessus,

Q(Upl ana"'vUpk an) = Q(z,z:p?lpzky’yeN*)
- 1
Copim i
Ainsi les événements {Up, > ni},...,{Up, > ni} sont indépendants. Il en est de
méme des événements {U,, =n1},...,{U,, = ni}, et donc des variables aléatoires.
4) Le calcul donne G(z) = gj—:i, pour z € [0,1]. Il en résulte E(U,) = p2171 et
Var(Up) = (png)z

11.4 Corrigés des exercices du chapitre 5

Exercice 5.5 : Puisque g est de classe O, nous avons g(z) = Ow g'(t)dt. Alors

E(g(X)) = E ( / ) g'(t)dt) - [ ( I g'(t)dt) f(w)dz,

ou f est la densité de X. Alors en appliquant le théoréeme de Fubini, nous obtenons

B600) = [0 ([ taea @) ai= [ gopees ar
0 0 0
Remarquons que pour g(t) = t, nous obtenons E(X) = [ P(X > t)dt.

En fait, cette propriété est vraie pour toute variable aléatoire X positive. Il faut pour
cela appliquer le théoréme de Fubini & la mesure abstraite P(dw) ® dt.

Ezercice 5.6 : 1) La position de I'incendie X suit une loi uniforme sur [0, A]. Nous
cherchons a placer a tel que E(|X —a|) = & fOA |x—a|dz soit minimum. Il est immédiat
de montrer que ce minimum vaut a = g.

2) Nous devons alors minimiser la quantité fooo Ae ™ |z — a|dx. Tous calculs faits,

nous obtenons que a = 1“T2
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Ezercice 5.7 : Rappel sur la fonction I' : T'(«r) = fooo 21 e~® dx est convergente si
et seulement si o > 0. De plus I'(a + 1) = al'(«), d’ott nous déduisons que pour n
entier, I'(n + 1) = nl.

Ainsi, si X est variable aléatoire de densité Cz®~! e=P* sur R, , pour «,p > 0, alors

Nous pouvons utiliser ces préliminaires pour montrer que si X est la durée de fonc-
tionnement de la lampe, alors

1) f est une densité de probabilité,
2) E(X) =8, Var(X) = 32.

3) Par changement de variable et intégration par parties, nous obtenons également
3

que : P(X > 6) = %e’i.

Ezercice 5.8 : Remarquons que Y € [0, ¢]. De plus, P(Y = 0) = P(X < 0). Donc, si
P(X < 0) # 0, Y ne peut pas avoir de densité. Si P(X < 0) = 0, introduisons une
fonction g continue et bornée sur [0, ¢|. Alors

B = [ gl fx(@do = [ gt fx (2 w2) a

grace au changement de variable : y = ce™?" <— z = —é In¥, pour z € Ry et
y € [0, ¢]. La densité de Y, dans ce cas, vaut donc

Frin) = = fx (—2 w2 1)

Ezercice 5.9 : 1)

1 “+oo 2 1 “+o0 o2 2 2
]E(e)\X) = \/T / (3)\z e 2 dr = \/7/ ei( 2)\) e%d:p — e%_
T J—00 ™ J—c0

2) Puisque er?X > eha 1x >4, nous avons

E(eAX)

22
<eT —Aa
eAa —

P(X >a) <

9

pour tout A > 0. En minimisant le terme de droite en A, (minimum atteint en A = a),
nous obtenons finalement que

o
”‘w

P(X >a)<e”
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3)

o2 Toeq

I 1 2
IP’(XZa):E/ e T da:zﬁ/ E:mf?dx.

Une intégration par parties donne

oo 22 1 a2 teol 2
—xze zdr=—-¢e 2z — —Qe*de.
@ T a @ x

oo L2 oo 1 L2 1 [t 22 1 a2
—Qe*de: 1—36*de§—3 xe*Tdaz:—ge*T.
o T o T ad J, a

Nous en déduisons 'inégalité voulue.

Or

Ezercice 5.10 : 1) Il est immédiat de vérifier que f est positive et d’intégrale 1.
2) P(X>m):(%)a siz>aetP(X >z)=1siz<a.

3) Soit X > a. Alors

P(X >z +y|X >1z)= (xiy)a (g)a: (miy)a

Cette quantité tend vers 1 quand z tend vers l'infini.

Cela veut dire que plus X prend de grandes valeurs, plus elle a de chances d’en prendre
de plus grandes. Cela n’est pas vrai pour la loi exponentielle qui n’a pas de mémoire.
Cette loi fut introduite par le marquis de Pareto comme modele de richesse, celui-ci
ayant remarqué au début du 20eme siecle que 20% de la population possédait 80% des
richesses. D’autres phénomenes ont ce méme type de propriété : pour un service, 20%
des clients sont responsables de 80% des réclamations; pour une activité sportive,
20% d’entrainement supplémentaire peut amener 80% de performance en plus.

1)

+o00 z
_ [0
Dans ce cas, E(X) = 2%

5) De méme,
E(X?) < +00 <= a > 2.

2

Dans ce cas, E(X?) = aa® o Var(X) = @=2)(a=12"

a—2
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Ezercice 5.11 : 1) Loi de X : loi de densité

f 22 m2y2d ]_ 22
x f—xe - e 2 = e 2.
/ ) = / Y= Van

X suit une loi normale centrée réduite.

1
™ 1+y

Un calcul analogue montre que la densité de Y vaut fy (y) = . 'Y suit donc une

loi de Cauchy. En particulier, Y n’a pas d’espérance.

Puisque le produit de fx et fy n’est clairement pas égal a f, les deux variables
aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

2) Soit g une fonction continue et bornée sur R% On a E(g(X,XY)) =
[ g9(z,zy) f(z,y)dzdy. Considérons le changement de variable (z,y) — (z,z = zy).

22 .2
Le jacobien vaut z. Ainsi, E(g(X, XY)) = 5 [g(z,2)e” Te~ = dwdz. X et XY sont
indépendantes, et Z = XY suit une 101 normale centrée réduite.

3) X(1+Y) = X + Z, avec X et Z indépendantes. La somme de deux variables
aléatoires indépendantes de loi normale N(0,1) suit une loi normale N(0, 2).

Ezercice 5.12 : 1) Avec les notations du cours, la densité f du couple (X,Y") vaut

f(@y) = fxyy=y fr(y) = 1r, (w)y%l[l,Jroo[(y)xe_”.

Soit g une fonction continue bornée sur Ri. Le changement de variable (z,y) —
= xy y) de jacobien y, donne alors que E(g¢(7,Y)) = E(g(XY,Y)) =
fl I gt ye ty—gdtdy. Comme la densité du couple (T,Y), qui vaut e’ty%l]R+ (t)
1[1#00[( ) s’écrit comme produit d’une fonction de ¢ et d’une fonction de y, nous en
déduisons que T et Y sont indépendantes et que T" a la densité te™"1g, (t).

2) La loi de X a pour densité fx(x fl e Wady = e *. Ainsi X suit une loi
exponentielle de parametre 1 et la 101 conditionnelle de Y sachant X = x admet la
densité fy|x—.(y) = J}Ef(y)) _Jc(y_l)]-[lﬂroo[(y)a pour z > 0.

3) Nous en déduisons que E(Y|X = z) = [~ yae *WVdy = (L) 1p (z). Ainsi,
E(Y|X) = X#1.
Ezercice 5.13 :

Soit h une fonction continue bornée sur R ;. Comme X et Y sont indépendantes,
Nnous avons

h(XY)) = Z/O h(ny)P(X =n)dy = P(X =n) /0 h(ny)dy.
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Pour n # 0, posons z = ny. Alors

E(h(XY)) hO)P(X =0)+ Y P(X = n)% /0 ! h(z)dz

I
=
e
=

>

I
=
4_

—
]
=
b
\
2

[t
s
2
X

N—————
=
&

Y

I

Ainsi, Z admet une densité si et seulement si P(X =0) = 0.

Ezxercice 5.14 :

Loi de X :
Sl n " T(n+1) Jé] a \"
P(X = — (atB)y (ay) dy = a _ )
( n) 5/0 € ol Yy n!ﬂ(a—i—ﬁ)”"'l a+p \a+p
Ainsi, X suit une loi géométrique de parameétre %
LoideY :
Y n y
_ ~(atpy (W —Bu
}P’(ng)fZB/Oe o dufﬂoe du.

n>0

Ainsi, Y suit une loi exponentielle de parametre 3.

Ezercice 5.15 : 1) Soit h une fonction continue bornée sur [0, 1]". Alors E(h(Uy,...,U,)) =
1 1

Jo - Jy Mo, zi2a, .. 21 2y)day - - dey. On pose uy = @1,Uy = T1Zg, ..., Uy =

1 -+ T,. Le jacobien de cette transformation vaut uj - - - u,_1. Nous en déduisons que

E(h(Ul,,Un)) = fh(ul,...,un)logulg...%ungl

ulz — duy - - - duy,. Laloi de (Uy,...,U,) a donc la densité lo<y,<..<u, <1

UL Up—1°

2) U, = Up_1X,, et U,—1 et X,, sont indépendantes. D’olt si g est une fonction
continue bornée sur [0, 1]?,

E(Q(U’naUnfl)) = /g(unflxnaUnfl)an(xn)fUn,l(unfl)dunfldxn

1 u
= / / g(z,u) fu,_, (u)ldzdu.
0o Jo u

Ainsi, la loi conditionnelle de U,, sachant U,,_1; = u aura la densité z — %1Z§u.

Ezercice 5.16 : 1) Soit f une fonction continue bornée sur Ry x [0,27[ . Alors
w2+y2

E(f(R,0) = & [T [*= f(r,0)e " dady = L [ [27 f(r, 8)e= 7 rdrdf. D'on
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’7‘2 . .
R admet la loi de densité re”z 1,50 et O la loi uniforme sur [0, 27], et R et © sont
indépendants.

R? et © sont indépendants, et si h est une fonction continue bornée sur R,
= Iy h(r2)re=""2dr = 2 J5% h(z)e */2dz. R* suit une loi exponentielle
de parametre %

2) Nous avons vu que R? peut se simuler en prenant —2InU, ou U suit une loi
uniforme sur [0, 1]. © va étre simulée par 27V, ot V' suit une loi uniforme sur [0, 1], et
U et V sont indépendants (comme R? et ©). Alors X = Rcos© = /—2InU cos(2rV)
et Y =+/—-2InUsin(27V).

3) Soit g une fonction continue bornée sur Ri. E(g(¥)) = E(g(tan®)) =
= I o g(tan6)df = L f =9 tan@)d@ La fonction § — tan 6 est inversible sur |- %, 7.

On obtient E(g(%)) = 1 fR Donc ¥ suit une loi de Cauchy.

1-i-t2

Ezercice 5.17 : 1) Soit = < y.
P(X <z,Y <y)=P(Z, <y,Vk) —P(x < Z;, < y,Vk) = F(y)" — (F(y) — F(z))",
par indépendance des Zi. Ainsi, Fx(z) =1— (1 — F(x))", et Fy(y) = F(y)™.

2) F est dérivable de dérivée f. Ainsi, X admet une densité qui vaut fx (z) = Fi () =
n(l— F(z))" 1 f(z), et de méme Y admet la densité fy (y) = n(F(y))" 1 f(y).

La densité du couple (X,Y) vaut h(x,y) = agayF( y), ot Fz,y) =P(X <z,Y <

y). Ainsi, nous obtenons h(z,y) = n(n — 1)(F(Y) — F(z))""2f(z) f(y).

3) F(x) = 2. Nous avons donc fx (z) = Lo (b— )"~ (@), fy(y) = (=
)" M (y), bz, y) = HESH = 2)" P lacacy<h.

—a b—a)?
Les calculs donnent EZ(X) =a+ fl+1’ (Y)=0b— n+17 Var(X) = Var(Y) = %
Cov(X,Y) = %, et p(X,Y) = % Ainsi, plus n est grand, moins les variables

X et Y sont corrélées, ce qui est raisonnable !

Ezercice 5.18 : 1)

P(M>a,D>bX>Y)= )\u/ / e*Awefuydxdy = e~ A=A tp)a
y>a Jx>y+b A+ p

2))PX >Y)=PWM >0,D>0,X >Y) = A+w PX <Y) = Aﬂ, P(M >
a,X>Y)= )\ff_#e’()‘*")a, P(M >a,X <Y)= Tu —(Atwla Ainsi, M suit une loi
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exponentielle de parametre A + u. De plus,

P(M>0,D>b,X>Y) _
P(D>bX>Y)= BXSY) = e,

La loi conditionnelle de D sachant X > Y est donc une loi exponentielle de parametre
A. De méme, la loi conditionnelle de D sachant X < Y est une loi exponentielle de
parametre p.

3) Nous remarquons que P(M > a, X >Y) =P(M > a)P(X >Y).

4) Nous pouvons montrer par récurrence que minj<;<, X; suit une loi exponentielle
N . - = by .
de parametre Z1gign i, que P(Xy = mini<;<,, X;) = ﬁ, et que minj<i<, X;

et { X = minj<;<,, X; } sont indépendants.

11.5 Corrigés des exercices du chapitre 77

Ezercice 6.1 : 1) E(X,,) = 1.

2) Puisque ), <, up, < +00, la suite (u,), tend vers 0 et donc i tend vers +4-o0.

Ainsi, pour ¢ fixé et n assez grand, P(X,, > ¢) = P(X,, = -1) = u,, qui tend vers 0.

Un
Donc X, E 0.

Les ensembles A, = {|X,| > ¢} vérifient que > P(A,) < oo, par hypothese.
Alors, par la premiere partie du lemme de de Borel-Cantelli (Théoreme 2.35),
P(limsup,, A,) = 0. Ainsi presque-sirement, au plus un nombre fini de A4, sont

8.
réalisés. Il en résulte que X, i 0.

8.
3) Nous en déduisons par un argument de limite de Césaro que W p_) 0 quand
n tend vers I'infini.

Cé résultat n’est pas en contradiction avec la loi des grands nombres, bien que
E(X,) = 1. En effet, les variables aléatoires X,, n’ont pas les mémes lois, donc nous
ne sommes pas sous les hypothéses de la LGN.

Ezercice 6.2 : Considérons un réel M > 0 donné. Alors les variables aléatoires bornées
X; A M satisfont les hypotheses de la loi des grands nombres. Nous en déduisons que

X AM b X AM RS 3 A ),
n

Soit maintenant une suite M}, de réels qui tend vers I'infini. Pour chaque k, il existe
Xl(w)/\]VIk+'--+X"(w)/\Mk N

un ensemble négligeable N en dehors duquel pour tout w, —
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E(Xy A My). Alors N = Ui Ny, est encore négligeable (comme réunion dénombrable
d’ensembles négligeables), et pour w ¢ N, Vk, Xy @AMyt Xn (W) AM, E(X1AMy).
Nous pouvons alors faire tendre k vers I’ 1nﬁn1 et nous en dedu1sons que pour w ¢ N,

M — E(X;) = 400, d’ou la convergence presque-sure de % vers
+00.
FEzxercice 6.3 : 1) La loi des grands nombres entraine que M,, = w —ps. X

et donc, puisque f est continue,
X1+ +X
! (n) S (@)

f étant continue sur [0, 1], elle est bornée. Ainsi, les variables aléatoires f (
le sont également. Nous pouvons alors appliquer le théoreme de convergence dominée,

(5 S () oo

On appelle les polynomes P, (z) = >p_, f (£) 2* (1—2)"~* polynomes de Bernstein.

X1 +';L'+Xn )

2) f est uniformément continue sur [0,1] : Ve > 0, Ja, tel que Vz,y € [0,1] , |z—y| <
a = |f(z) — f(y)| < e. Nous avons alors

E(f (My)) — f()]
< E (|f (Mn) - f(x)l 1{\Mn7m|2a}) +E <|f (Mn) - f(.’l?)‘ 1{|Mnfx\<a})
< 2 flooB(My — 2] > )

Var(X oo
<2 o iit) 1 < U

+ e,

par I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev, puisque Var(X;) = z (1 —z) <

»MH

Nous avons donc prouvé : Toute fonction continue sur [0,1] est approchée uni-
formément par une suite de polynémes. (Théoréme de Weierstrass)

Ezercice 6.4 : 1) M(u) = eu’o? /2.
2) Nous avons : QU(Sninm) > eualsnfanav d’ou

E(eu(Sn—nm))

P(S,, —nm >a) < =e " (M(u)",

eua

par indépendance des X;.
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3)
P(|Y, —m|>¢) = P(S, —nm > ne)+P(S, —nm < —ne)
< e (M ()" 4 e (M) = 207 (M(w)”
< 26777.usenu2cr2/27 Yu > 0.

La meilleure majoration va étre obtenue en minimisant ’exposant, c¢’est-a-dire pour
u = &. Nous en déduisons I'inégalité de Chernov.

4) Par l'inégalité de Blenayme Chebyshev, P(|Y,, —m| > ¢) < Var(y ). Ainsi, P(|Y, —
m| <e)>adesquel— W <1—a=0,05. Avec e = 0,05, il v1ent que n > 80000.

Par 'inégalité de Chernov, nous obtenons 26’”27502 < 0,05. Il vient que n > 29512. Pour
avoir une évaluation du méme ordre de la probabilité cherchée, nous pouvons donc
prendre un échantillon beaucoup plus petit si nous utilisons I'inégalité de Chernov. A
taille d’échantillon fixée, nous aurons une meilleure évaluation avec cette inégalité.

FEzxercice 6.5 :
1 n
= 1 L 1 = - 1 1 .
Sp=80(14+Ry)---(1+ R,) = Spexp (nn ,;:1 n( —&-Rk))

Or, Ry > —1,donc —1 < E(R;) < 00, et In(1+E(Ry)) < oo. Par I'inégalité de Jensen,
nous en déduisons que E(In(1 + Ry)) < In(1 4+ E(R;)) < oo. Nous pouvons alors
appliquer la loi des grands nombres : = > | In(14 R;) — E(In(1+ Ry)). Ainsi, pour
n assez grand, S, va se comporter presque-sirement comme Sy exp (nE(In(1 + Ry))).

Si E(R;) = 0, (et Ry non identiquement nulle), alors E(In(1 + Ry)) < 0, et S, va
décroitre exponentiellement vite vers 0.

Ezercice 6.6 : Les deux premieres questions se résolvent comme dans l’exercice 6.3.

3) Supposons que les X; suivent des lois uniformes sur [0, 1]. Alors a = %, et lim,, I,, =

)
I\D‘H

) S
(2)-
4) Le résultat sur la somme de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle
se démontre par récurrence. En appliquant ce résultat, nous aurons donc

1 o z n—-1_—=2 vl 17"—
f()—hrllnm/ f(a)z e dz—hglnann_1 / f@) ndt.

En posant F(t) = [;° f(z)e~"*dx, nous obtenons
FO=D(2) = (—1)n=1 [ f(t)t"Le™ % dt. Dol le résultat.
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11.6 Corrigés des exercices du chapitre 6

Ezercice 7.8 : Soit ¢t un réel. Alors ¢(t) = (;ﬁxi}y(t) = oxiy(%) = (d)(

V2
on
Par récurrence, nous en déduisons que pour tout n, ¢(t) = ((b( \/%n) =

exp (2" In¢ (ﬁ)) Comme X est centrée et a un moment d’ordre 2, 02 = E(X?),
¢ est deux fois dérivable en 0 et

271,
Nous en déduisons que lim,, . (qb (%)) = e~ /2 Ainsi, ¢(t) = e~ /2, et
X et Y suivent des lois N'(0,02).

Exercice 7.4 : 1) ¢x(t) = % ;OO fijz dz. Nous appliquons le théoréeme des résidus.

tz eltz 1 1

ol
m(1+22) = 2im \ z—1 ]

qui a les deux poles ¢ et —i. Pour ¢ > 0, prenons comme contour I' le demi-cercle
supérieur de centre 0 et de rayon R, qui encercle i. Alors la formule des résidus donne

Jr f(2)dz = 2imRes(f,i). Nous avons Res(f,i) = £ doi

2¢m?

Nous considérons la fonction de variable complexe f(z) =

] R eitT
e = 7dx+/ f(z)dz.
/4% 1+ 22 I'\[-R,R] =)

. itRcos6 —tRsin0 . . .
Mais sur ce contour, f(z) = “—% qui tend vers 0 quand R tend vers l'infini

(car sin@ > 0). Pour ¢ < 0, nous prenons l'autre contour et nous obtenons e!. Ainsi,
la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de Cauchy vaut ¢x () = eIt

2) gax (t) = e 1 = (9 (1))*.

Ezercice 7.5 : 1) ¢x(t) = f;oo eitrgelelady = =

2) Y a une densité qui ne charge que y > 1. Donc Y > 0 presque-stirement.

Soit f la densité de X et g celle de Y. Nous avons (par le théoreme de Fubini et la
question précédente),
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ASS
=

—~

=
I

e ( /| T e )

+o00 1 y2 a2

dy = S
Y /1\ y2 y2a2+t2 Y

Il
+
3
Q
—~
<
S—
7N
<
)
QI
[\V] (V)
+| %
~
[\V]
N~

Ezercice 7.6 : 1) Supposons que A(f) N A(0') # 0. Si w € A(f) N A(0'), alors
X1 (w)cosf+ Xa(w)sinh € F et X;(w)cosb + Xa(w)sin® € F. Puisque 6 # ', tous
deux dans [0, Z[, cos fsin @’ —sin 0 cos §’ = sin(6—6") # 0. Cela entraine que X (w) € F
et X3(w) € F. Contradictoire avec le fait que X;(w)sinf — Xo(w)cosf ¢ F'.

X1

- X,
centré et de matrice de covariance Cy diagonale par bloc, chaque bloc étant la matrice

de covariance Cx de X :
_(Cx 04
ov= (G &)

avec 04 la matrice nulle de taille d xd. Nous remarquons que W = <

2) Comme X; et X5 sont indépendantes, le vecteur V. = est gaussien

Xicosf + Xosinf \
X;sinf — Xycos |

M < X;( ) avec M la matrice de taille 2d x 2d :
—X2

_ [cosbly  sinfly
“ \sinfI; —cosfl,

et I; la matrice identité de taille d x d. Nous utilisons alors la formule Cyy = MCy M*
et obtenons que Cy = Cy . Les deux vecteurs gaussiens, ayant méme espérance et
méme matrice de covariance, ont donc méme loi.

Nous en déduisons en particulier que P(A(#)) = P(A(0)), pour tout 6.

s

3) Supposons que P(A(0)) = n > 0. Alors pour n angles 6; distincts de [0, 5[, comme
les A(6;) sont disjoints, nous aurions P(U?_; A(6;)) = nn. Pour n grand, nous obtien-
drions que cette probabilité est strictement supérieure a 1 ce qui est absurde. D’ou
P(A(0)) = 0.

Ezercice 7.7 : 1l suffit de prouver que pour f; et fy des fonctions continues bornées,
et fa lipschitzienne de constante de lipschitzianité C, E(f1(X,)f2(Ys)) converge vers

E(f1(X)f2(y)) = f2(y) E(f1(X)), puisque y est constante.
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En nous inspirant de la preuve du théoreme de Slutsky 7.27, nous écrivons pour € > 0,

[E(f1(X0n)f2(Yn)) — E(f1(X) f2(y))]
< [LWE(f1(Xn)) —E(f1 (X)) + E (| /1 (X)) [f2(Yn) — f2(v)])
< I felloo [EC(f1(XR)) = E(f1 (X)) + Ce || filloo + 2|l f1lloo | f2llocP([Yr — y[ > €).

Les termes de gauche et de droite tendent vers 0 quand n tend vers l'infini, par
hypothese. Comme 'inégalité est vraie pour tout € > 0, nous en déduisons le résultat.

Puisque (z,y) — x4+ y et (x,y) — zy sont des fonctions continues, il est immédiat
que X, +Y, et X,,Y,, convergent en loi respectivement vers X + y et Xy.

Ezercice 7.8 : Préliminaire : Il suffit d’adapter la preuve de la proposition 7.22 en
approchant les indicatrices d’intervalles | — 0o, b] par des fonctions bornées de classe
C? avec dérivées premiere et seconde bornées et uniformément continues.

1) Nous avons W; , + X;,, = Wi_1,, + Yi_1,,. Ainsi, par un argument de somme
télescopique, nous obtenons

n

Z (f(Wz,n + Xz,n) - f(Wz,n + Y;,n)) - f (Wl,n + Xl,n) - f(Wn,n + Yn,n) = f(Tn) - f(T'r/z)

i=1

2) Puisque X; n et Y; , sont petits pour n grand, nous allons utiliser un développement de
Taylor. Nous pouvons écrire

1
f(W'L,n + Xi,n) = f(Wl,n) + f’(W'L,n)Xi,n + if//(Wi,n)(X'L,n)2 + RX,i,n,

ot Rx,in = 5(Xim)?(f' Wi +0Xin) — f"(Win)) pour un 0 < 6 < 1. D’une part nous
avons |Rx,in| < (Xin)?||f"]|co. D’autre part, puisque f” est uniformément continue, pour
€ > 0 donné, il existe & > 0, tel que |Rx in| <€ (Xin)?, pour | Xi,n| < 6. Nous en déduisons
que

|Rx il < (Xin)? (e1ix, 1< + 1f " |loo1x, 0 155) -

3) Une inégalité similaire & ci-dessus est vrai pour Y; . Nous substituons alors ces approxi-
mations de Taylor dans (7.31). En prenant ’espérance, du fait que X; » et Y; , sont centrées,
et que E(X7,) = 1 = E(Y?%,), et que X, et Yi, sont indépendantes de W; ,, nous en
déduisons que

[E(f(Tn) = E(F(T7)] < > E(Rx.inl + |Ry,inl)
=1
< D R + Y2 A oo BT ix, 156 + YinLjy, 156))
=1
< 2+ ||| E (X1 xy 1 550m + YLy 550m) -
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4) Comme E(X7?) = 1, lim, E (X?1|x,|55,7) = 0, et de méme pour Y;. Puisque le
choix de € est arbitraire, nous en déduisons finalement que [E(f(T},) —E(f(T},)| — 0,
quand n tend vers I'infini, d’ou le théoreme de la limite centrale.

Ezercice 7.9 : 1) Si % converge en probabilité, alors 522% — % converge en probabilité

vers 0. Cette différence vaut (\/% - ﬁ)(Xl +--+ X))+ \/%(Xgn_i_l + 4 Xop).
C’est la somme de deux variables aléatoires indépendantes. C’est donc une variable
aléatoire centrée de variance %(naQ) + %02 = %02. Cette quantité ne peut donc pas
tendre en probabilité vers 0.

2) Si a < 1/2, alors pour tout 8 > 0 fixé, on a fn'/?~% — +o00 quand n — co. Alors
pour tout A > 0, Ing, tel que n > ng <= Bn'/2~* > A. Alors }P’(no‘|% —m|>B) =
P(\/ﬁ|%—m| > fnl/?72) < ]P’(\/ﬁ\%—m| > A). Comme \/ﬁ(%—m) converge en loi
vers une variable aléatoire de loi N'(0, 1) ayant une fonction de répartition continue, les
fonctions de répartition convergent, et en particulier, lim sup,, ]P’(na|% —m| > p) <
3P(IN(0,1)] > A). Si A tend vers I'infini, nous obtenons que lim sup,, P(n®|22 —m| >
B =o.

1

n”\%—m|

Pour o > 1/2, un raisonnement analogue permet de montrer que lim sup,, P(

> %) =0, d’ou na\%‘ — m| tend vers +o0o en probabilité.
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11.7 Corrigés des exercices du chapitre 8

Ezxercice 8.1 : Soit h une fonction de R dans R continue bornée. Soit T" une v.a. de loi
T,. Avec Z v.a. de loi N'(0,1) et U de loi x2 indépendante de Z, on a d’apres (7.20) :

[r(vi 7))

1 +oo +o00 oy Y 2 f p
= du dzuz e 2e” T h(vVn—
27/21(n/2)V/ 27 /0 /_Oo ( \/ﬂ)
2 Foo oo 22422 z
= AT (n/2)Von /0 dx [m dzz"le™ 2 h(\/ﬁg) avec u — T = +\/u

z2+22t2/n

2 Heo Heo z
= — d dtz"e” 2 h(t = t=+/n—
27 (n/2) 27m/0 x[m z"e (t) avec z \Fx

2 /+Dodth(t) /+ood ne=% (1+2) Dar Fubini
= rxr'e 2 n ar Fubini
/2T (n/2)v/27n J—oo 0 P

E(h(T))

= ! /chth(lt)(lthz)_ﬂ;1 /+Ood e Ly — 2(1+t2>
B 2n/21(n/2)V/27n Jr n . Yy Z e Zavecx Yy =1 -
_ng1
2

n 2
L2 [ )

Ce calcul permet d’identifier la loi de T et sa densité.

Ezercice 8.2 : 1) Soit (X;); une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0,1). Par
définition de la loi x2, Z, a méme loi que Y . ; X?. On en déduit que E[Z,] =
nE[X?] = n et Var(Z,) = nVar(X?) = 2n. De plus, par le théoréeme de la limite
centrale, on trouve :
Zn =1 1o Yila X~ nBIXE] novron g )
V2n \/ Var(X?)y/n

la convergence ayant lieu en loi.
2) On note Y, := Zu=n of on éerit

V2n
V2
2n +2vV2nY, —vV2n — 1 =V2n4 /1 + TYH —V2n—1
n

= V2n—vV2n—-1+R,+Y,,

V2Z, —V2n—-1

avec

R, = \/ﬂf(ﬁY) f@)=vita—1-3.
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On montre que pour tout x €] — 1, +oo|, | f(z)| < 322 et donc

IRl < ;\/%(*/3?)2 _ %’3 .

Comme (Y,,),, converge en loi, (Y,2/y/n), converge en loi vers 0, et donc converge en
probabilité vers 0. Donc (v2n — v/2n — 1 + R,,),, converge en probabilité vers 0. On
peut alors conclure que (v/2Z,, — v/2n — 1),, converge en loi vers la loi N'(0, 1) avec le
théoreme de Slutsky.

3) Soit X une v.a. gaussienne centrée réduite et soit (Y;); une suite de variables
aléatoires i.i.d. de loi gaussienne centrée réduite indépendante de X. Pour tout n,
U, = Y.I, Y? est indépendante de X et suit la loi de x* & n degrés de liberté,
donc X/+/Up/n suit la loi de Student a n degrés de liberté. Donc ¢, et X/\/Up/n
ont méme loi pour tout n. Or U,/n converge en probabilité vers 1 d’apres la loi
des grands nombres, donc X/+/U, /n converge vers N (0,1) d’apres le théoreme de
Slutsky.

Ezercice 8.3 : 1) E(U) = E(V) = E(W) = m. Var(U) = m(1 — m), Var(V) =
fol g% (x)dx —m? < Var(U), car g < 1. Var(W) = %fol(gz(x) +g(x)g(1 — 2))dr —m?2.

2) Soient X; et Y; des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On
peut appliquer la loi des grands nombres aux variables correspondantes U;, V; et W;.

Ainsi, nous aurons : 37" | g(X;), 5= Yo (9(Xi) + 9(1— X;)) et 230 1y ch(x)
convergent presque-siirement vers m.

3) La monotonie de g entraine que E((g(X)—¢(Y))(g(1-X)—g(1-Y"))) < 0. Nous en
déduisons que 2E(g(X)g(1— X)) —2E(g(Y)g(1— X)) < 0. Or, E(g(Y)g(1— X)) = m?.
Donc fol g(z)g(1—x)dx < m?. Par ailleurs, m? < fol g?(x)dz. Finalement, nous avons

Var(W) < % (/01 g*(x)dx — m2) < %Var(V).

4) Var(A,) = 5 Var(V) et Var(B,) = 2Var(W). La comparaison ci-dessus entraine
que B, est le meilleur.

5) m = fol 2?dr = 1. Var(g(X)) = ;£ = 0% Le TCL nous dit que \/Zn@
converge vers une variable aléatoire de loi N'(0,1). Nous aurons

P(|A, —m|>¢) =P (’\/271 (A = m) ‘ > Y 2“) = 0,05 = Y25 _ 1 96.
(o2 ag

g

En prenant € = 0,01, nous obtenons n = 1708.
Etudions maintenant U'estimateur B,,. Var(W) = 1 fol (¢*(z)+g(x)g(1—2))dx—m? =
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180 ﬂQ Le méme raisonnement que précédemment nous dit que n dans ce cas doit

vérifier Y25 = 1,96 avec € = 0,01. Cela donne n = 214, ce qui est bien meilleur comme
nous 'avions prévu.

Ezercice 8.4 : 1) On sait que E(X7) = mf. Donc un estimateur de 6 est
2) La vraisemblance est :

Ceci s’écrit aussi :

pn(z,0) = [H (:LN 67~ (1 — o)™ ™]", (11.2)

i=1

— 1 n . . .
avec T, = - » .1 ;. A x fixé, en tant que fonction de 0, on remarque que la vrai-

semblance est maximale lorsque la fonction  +— 0%~ (1 — §)™ %» est maximale. Le
maximum sur [0, 1] est unique et est atteint au point ol la dérivée de la fonction
s’annule, en 6 = T, /m. Le maximum de la vraisemblance redonne ici I'estimateur
empirique.

Ezercice 8.5 : 1) On calcule
/Wep< @m—éﬁu;ﬁ/f;ﬁexp(—;i)dﬂ

ol on a reconnu dans l’expression entre crochets la variance d’une loi gaussienne

N(0,a). Puis

o J}k+1 22 oo
Eq(X*) = / exp ( - —)dx = (Qa)k/z/ y* e vdy,
0 2a 0

a

Eq(X)

et donc E,(X?) = 2a et E,(X?) = 8.

2) La log-vraisemblance est égale a :

n

= Z._illnXi —nlna — %ZX?.

i=1
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En tant que fonction de a, il y a un unique minimum sur |0, +o0o| atteint au point ou
la dérivée s’annule, ce qui donne 'EMYV :

N IR
an:%;Xﬁ

L’estimateur est non-biaisé :

1 n )
= %ZEG(Xi) =a.

i=1

E.(ay)

Le théoreme de la limite centrale donne la normalité asymptotique :
Vn(a, — a) jmarey N(0,0%(a)),
en loi, avec 0% (a) = Var, (X7) = {Ea(X{) — 1Ea(X})? = a®.

3) 'EMV de a est G, = 38,69/16 = 2,42. La compagnie d’assurance pense que le
parametre a vérifie P, (X > 6) < 1072, ce qui est équivalent & exp(—62/(2a)) < 1073,
soit a < 18/1n(1000) ~ 2,61. Comme 2,42 < 2,61, cela semble raisonnable. Mais ici
I'incertitude est grande car ’échantillon n’était pas tres grand. Prenons ’approxima-
tion gaussienne :
an —a
P, (\/ﬁ s > 7u> ~ O (u),

n

qui est équivalente a :
Po(a < an(1 +u/vn)) =~ @(u).

La probabilité que a soit plus petit que 2,61 est donc ®(u) avec u tel que a,(1 +
u/y/n) = 2,61, c’est-a-dire u = \/n(2,61/a, —1). Avec n = 8 et a,, = 2,42, cela donne
u = 0,22 et donc la probabilité que a soit plus petit que 2,61 est de ®(u) = 0,59
seulement.

11.8 Corrigés des exercices du chapitre 9

Ezercice 9.1 : 1) Sous Py, X1, ..., X, sont indépendantes et identiquement distribuées
selon la loi exponentielle de parametre 6, donc S,, suit la loi I'(n, §) : Pour tout z > 0,

1 20
PG(Sn S Z) = m/o .’I;n_le_wdm.

Il est équivalent de dire que 0.5, suit la loi I'(n, 1), ou que 205, suit la loi x3, .
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2) Si on note ®, (2, la fonction de répartition de la loi x3,,, alors on peut trouver
deux nombres a,, b, € [0, +00] tels que @, (on)(an) = a/2 et @y (o) (bn) =1 — /2 (ce
sont les quantiles de la loi x3,, d’ordre a/2 et 1 — /2, respectivement). On a alors

anp by

Py (9 € [QSn’E}) = PH(QQSTL € [ambn])

= D\ 2n)(bn) — Py (an) =1—aq,

An

ce qui montre que [2 5 ,QI’T“} est un intervalle de confiance exact au niveau 1 — «

pour 6.

Par exemple, pour n = 10 et a = 5%, on a a, = 9,59 et b, = 34,17 d’apres la
Table 9.2, et donc on trouve que [4,80/5,,,17,08/S,] est un intervalle de confiance au
niveau 95% de 6.

Exercice 9.2 : 1) E(X,,) = p, Var(X,,) = p(l—p)

n

2) La loi des grands nombres implique que X,, converge presque-siirement et dans L'
vers p.

3) L’intervalle de confiance aura la forme [X,, — SN X+ ﬁ], ot [© g(x)dz =09,
avec g la densité de la loi normale N'(0, 1). La table numérique donne ¢ = 1,645. Nous
en déduisons alors la fourchette d’estimation 0,64 — %515 <p <L 0,64+ 1’2661 5 soit
encore 0,56 < p < 0,72.

Ezercice 9.3 : 1) La vraisemblance est :
n —a—1
pn(ma (O‘aﬁ)) = anﬂna(nxi) 1min(;c,i)2/3-
i=1
A x et a fixés, cette fonction de 3 est maximale en 8 = Bn = min(z;), et alors

pn(z, (o, = min(z;))) = o™ (min(x;))"* ( ﬁ 9:1) o = a"p(x)” (ﬁxl) _1,

avec Y(x) = “ﬁﬂfwin € [0,1]. Sauf si les z; sont tous égaux, on a ¥ (z) < 1 et donc,

en tant que fonction de «, cette fonction est minimale en

. n 1
a, = =

" Iny(x) L5 In(z;) — Inmin(x;)

Si les x; sont tous égaux, alors la fonction est croissante en « et tend vers 4+oco en
+00. Donc PEMYV de (a, ) est

(&”’Bn) - (min(Xi), 1 S ln(Xi)l— lnmini(Xi))'

n
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Il est bien défini si X n’a pas toutes ses coordonnées identiques.

2) On calcule la fonction de répartition de Z = In X. Soit z € R. On a P(Z < z) =
P(X <e*).Doncsiz<0,e*<letP(Z<2)=0.Siz>0:

ez
j— & p— —Qz
ce qui montre que Z suit la loi exponentielle de parametre a.

Un estimateur de « est donc
. 1 -1
ay = {EZIHXi] .
=1
Par la loi forte des grands nombres, on a

1/é, "5 1/a

~ A~ — A~ 7 N
P,-presque surement. Donc &, st P,-presque strement. Par le théoreme de la

limite centrale, 1/é&,, vérifie

Vi (1/é, —1/a) "5 N (0, Varg (In X)),
en loi, avec Var,(In X) = Var,(Z) = Eo(Z?) — Eo(Z)? = 1/a?. En utilisant cette
approximation normale et le théoreme de Slutsky, on a

Po (V| 1/an — 1/a] <®71(1—5/2)) =1,

en notant ®~1(1—17/2) le quantile d’ordre 1— /2 de la loi gaussienne centrée réduite.
Ceci s’écrit aussi :

}P’a(}dn/a —1f <ol —n/2)/\/ﬁ) ~1—1.

On en déduit 'intervalle de confiance asymptotique :

(0% (%

14+ @11 =n/2)/y/n" 1 -2 (1 —77/2)/\/75]

Pa(ae[ ):1—17.

Exercice 9.4 : 1) D'une part, pour tout z > 0, Py ,(Z; < z) =1 =Py ,(min(X;,Y7) >
z) = 1 —exp(—(A + u)z), ce qui montre que Z; ~ E(A\ + p). D’autre part, W; ne
prend pour valeurs que 0 ou 1, c’est une variable de Bernoulli. On a P, ,(W; =
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1) =P u(X; <Y5) = [;° [ wexp(—py)dyA exp(—Az)de = ﬁ, ce qui montre que
A
Wi ~ B(M—u)'

2) Soit f et g deux fonctions continues bornées. En décomposant sur les valeurs prises
par W;, on a

Exu(f(Zi)g(Wi)) = g(Ex u (F(Zi)1w,=1) + g(0)Ex , (F(Zi)1w,=0)-
Or
Exu(f(Zi)lw,=1) = Ex u(f(Zi)1x,<v,) = Exu(f(Xi)1x,<v,)

= /00 f(z) /00 pexp(—py)dyA exp(—A\x)dx
0 T

A
At p

A
At

Exu(f(Z3)),

/O T @)+ ) exp(— (A + p)a)da

et de méme Ey , (f(Zi)1w,=0) = i Exu(f(Zi)). On conclut que

Exu(F(Zi)g(Wi)) = Ex u(f(Zi)Exu(9(Wi)),
ce qui assure 'indépendance de Z; et W;.

3) La vraisemblance est :

pa((zw) ) = [IO+mew (= 0+w=) (55

I
@
»
T
—
|
—~
>
+
E
(=
N
N—
>
]
Sg
I
g
=
i
g
i
I
g

La log-vraisemblance est :

n

h((z,w),\) = —)\zn:zi—i—ln)\zn:wi —uzn:zi—i—ln,u(n—z:wi).
i=1 i=1 i=1

=1

n

En particulier dxl,,((z,w),\) = —> " 2z + > wi/\, qui est une fonction
décroissante en A qui s’annule uniquement en Y ., w;/ >, z. Donc la log-
vraisemblance est maximale en Y ., w;/ > i, z. On en déduit que 'Estimateur du
Maximum de Vraisemblance de A est

A = Z?:l Wi.
Z?:l Zi
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4) D’apres la loi forte des grands nombres, sous Py, on a %Z?:l W; — ﬁ)\u p.s. et
AN Zi— ﬁlu p.s.. Donc A\, — X p.s..

5) Sous Py, Y1, Z; ~ T'(n, A + p) est indépendante de Y ., W; ~ B(n ). Donc

A
’)“HJ'

~ n )\ o0

nAl(n—1) [ 1 1 oo nA
— A n n ()\+H)Zd — )
T(n) /0 T AT e S

Donc A, est un estimateur biaisé mais asymptotiquement non-biaisé.

6) On a
1 1 n
VA, =) = NG ;(Wi - A7),

avec Z,, = % Z?zl Z; qui converge Py-p.s. vers E\(Z;) = ﬁ d’apres la loi forte des
grands nombres. Sous Py, d’apres le théoréme de la limite centrale,

% Z(Wz — /\Z,L) 77,—}_—‘,—)00 N(O,Var,\(Wl — )\Zl)),
i=1

en loi. On a

T S
A+w? A +p? A+p

Vary(W; — A\Z;) = Vary (W) + A\*Vary(Z;) =

D’apres le théoreme de Slutsky, sous Py,
Vi, = X) "IN (0, AN + ),
en loi.

7) Sous Py, An(An + 1) converge p.s. vers A(A+ ). Donc, toujours d’aprés le théoréme
de Slutsky, sous Py,

V=) "0, 1),

An(An + 1)

en loi. Si ®~!(r) désigne le quantile d’ordre r de la loi gaussienne centrée réduite,
alors

An(An +u)’5\n (1 - a)2) An()\,;LJru)}

[}n o1 — a/2) -
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est un intervalle de confiance bilatéral asymptotique pour A de niveau 1 — .

8) A pu fixé, I,((z,w),(\ p)) est maximum pour A\ = %7”; et vaut alors

i=1%i
S wi<1n (Zz::njfl) — 1) + f(u) avec f(u) = —p X"z + (n— X0 w;) Inp.
La fonction f/'(p) = — >0 2z + ‘%(n — >, w;) est décroissante et s’annule pour
W= % Donc f(u) est croissante jusqu’a cette valeur, puis décroissante. On
=1~
conclut donc que 'EMV de (\, u) est

S Wi n=370 Wi )
Z?:l z;’ Z?:l Zi

(;\mﬂn) = (

11.9 Corrigés des exercices du chapitre 10

Ezercice 10.1 : 1) Eg(X1) = 1/0.

2) On a S,, ~ I'(n,0), donc S,, ~ T'(n, 1), soit 205, ~ x3,. On pose ¢, = 20¢S,,.
Sous Ho, ¢, ~ X3,. Sous Hy, ¢, = (00/6)(20S,) va avoir tendance a prendre des
valeurs plus petites (si 8 > 6p) ou plus grandes (si 6 < 6y) que sous Hy. On choisit
donc Wy, = {(n & [Ta/2(2n), 21-q/2(2n)]} olt ,.(2n) désigne le quantile d’ordre r de
la loi x3,. Ce test a pour niveau .

AN, : (%% = 44,1 et d’apres la Table 9.2, 29 025(30) = 16,79 et x0.975(30) = 46,98.

3) La nouvelle région critique est W,, = {¢,, €]x1-a(2n), +00[}.
AN.: 1‘0795(30) = 43,77

Ezercice 10.2 : Ici © = {( ), 0i > 0, Zz obi = 1} et Hy = {6} avec 80 =
(1/10,...,1/10). On note fas0,; = N(i)/250 et

(Ba50. — 0°
Cos0 = 2502 2509(0 ).

On a Cé’é’g ~ 10,4. Sous I’hypothese Hy, (50 suit une loi du x? & 9 degrés de liberté.
Si Z ~ x2%, on aP(Z > 16,9) = 0,05. Comme (555 < 16,9, on accepte I'hypothese que
le générateur produit des entiers uniformément répartis sur {0,...,9} au niveau 5%.



Chapitre 12

Textes et corrigés d’examens

Examen Ecole Polytechnique 2017

Exercice : File de voitures.

Sur une route a une seule voie et un seul sens de circulation, on considere une file
infinie de véhicules numérotés 0, 1, 2, 3, .... On suppose qu’ils circulent tous a la méme
vitesse prise égale a 1. Ils sont séparés par des distances (L;);>1 comptées de l'arriere
du véhicule j — 1 a 'avant du véhicule j qui suit.

On suppose que pour que le véhicule j s’arréte, il lui faut, a partir du moment ou le
véhicule j — 1 qui est devant lui commence & freiner, une distance R; + D; olt R; est
la distance parcourue pendant le délai de réaction du conducteur du véhicule j et D;
est la distance d’immobilisation de ce véhicule.

On suppose que les triplets (L;, R;, D;);>1 sont i.i.d. avec L1, Dy et Ry indépendantes
et positives.

On va étudier les risques de collision lorsqu’un objet encombrant tombe du véhicule 0
en téte de file et empéche la circulation. Pour cela on supposera pour simplifier que :
— lorsqu’un automobiliste freine, il tente d’arréter son véhicule sur la distance la
plus courte possible, peu importe s’il laisse de la place devant lui,
— les vitesses de décélération sont telles que les collisions n’ont lieu qu’entre un
véhicule en mouvement et un véhicule arrété.
On pose Dy =0 et pour n > 1, on note B,, = {R, + D,, < L, + D,_1}.

1. Montrer que P(B;) < P(B3). Comparer P(Bs) et P(Bs).
2. Dans cette question, on suppose que Rj, L; et D; possedent des densités
respectivement notées pgr, pr et pp.

245
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(a) Exprimer en fonction de pgr, pp et Fr(¢) = P(¢ < L) la probabilité pour
que le véhicule 1 ne percute pas 'obstacle.

(b) Calculer cette probabilité lorsque pgr, pr, et pp sont les densités exponen-
tielles de parametres respectifs g, 01, et 0p.
3. Expliquer pourquoi I’événement “les véhicules de 1 a n s’arrétent sans collision”
s'écrit A, = (p—, Br-
4. On suppose que P(Ry > L1) > 0 et on note p cette probabilité.
14+P(Dy=D
(a) Montrer que P(D2 > Dy) = % et que P(BS) > .
(b) Que peut-on dire des événements (Bsy )r>1 ? En déduire que lirf P(As,) =
- n—-+oo
0.
(¢) Conclure qu’il y a presque siirement au moins un accident.
(d) On suppose que D; est déterministe égale & dp. Déterminer la loi de I'indice
N du premier véhicule qui n’arrive pas a s’arréter a temps.
Lorsque P(Ry + dr < L1) > 0, quelle est la loi conditionnelle de N — 1
sachant N > 27

Probléme : Loi de Pareto.

Pour a € R et b > 0, on appelle loi de Pareto de parametre (a, b) et on note P(a, b)
la loi de densité p;(z,a,b) = Wl[aﬂﬁo@[(x). On note X ~ P(a,b) si la variable
aléatoire X est distribuée suivant la loi de Pareto de parametre (a,b). Cette loi est

par exemple utilisée pour modéliser la distribution des revenus dans une population.

I) Analyse probabiliste

Soit X ~ P(a,b).
1. Montrer que (X — a)~" suit la loi uniforme sur [0, 1] et en déduire sans calcul

que In(X — a) suit la loi exponentielle de parameétre b.

2. A l’aide du changement de variables u = ﬁ vérifier que

Vee]l—1L,b, E[(X — (a+1))°] = b/ol(l _ u)cubfchu.

Reconnaitre 'intégrale d’une densité usuelle a la constante de normalisation
pres et en déduire que

L(b—l(c+1).

Vee] - 1,b], E[(X — (1+a))] = 0

(12.1)

ol T est la fonction gamma d’Euler définie par Va > 0, I'(a) = [~ 2% te "dx

qui vérifie I'(a + 1) = al'(a) et ¥Yn € N*, T'(n) = (n — 1)L



Chapitre 12 — Textes et corrigés d’examens 247

Les deux questions qui suivent sont indépendantes du reste du probleme.
Soient b,¢ > 0, Y ~ P(0,b), Z ~ P(0,¢) et € une variable aléatoire de Bernoulli de

parametre 3 indépendantes.

3. Déterminer la densité de S = Y + 1*26

4. Déterminer la loi de (R, Z) ot R =Y/Z. Les variables aléatoires R et Z sont-
elles indépendantes 7 Vérifier que R et S ont méme loi.

II) Estimation statistique

On observe une réalisation de X = (X1, ..., X,,) ou les X; sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de loi commune dans {P(a,b) : a € R, b >
0}.
5. Soient a € R;b > 0. Déterminer la vraisemblance p,(x,a,b) pour x =
(1,...,2n) € R™. Exprimer a l'aide de minj<;<, z; la valeur a,(x) € R qui
maximise a — py(x, a,b) pour tout (x,b) € R"x]0, +oo.

6. Calculer la log-vraisemblance I,(x,a,b). Quelle valeur b,(z,a) €]0,+o00]
maximise-t-elle b + [, (x,a,b) pour a € R et & €]a + 1, +oo[" fixés? En

déduire lestimateur du maximum de vraisemblance (EMV) (ay, b,) du couple
(a,b).
7.(a) Calculer P, ) (X1 > x) pour z > a + 1. En déduire que sous P, ), M,, =
min;<j<n X; ~ P(a,nb). Calculer E(, 4)(an, —a) pour n > 1/b. L'EMV est-il
sans biais ?

(b) A Taide de I'équation (12.1), vérifier que limy, o0 P®E(qp)[|an — af*] =

et en déduire que P, 3y (limy, 00 v/72(Gn — a) = 0) = 1.
8. Onpose R, =23" In(X;—a)— 23" In(X; — ay).

n n
(a) A laide de la question 1., donner les comportements asymptotiques lorsque
n — oo sous P, de 237 In(X; —a) et vn (3 — 23" In(X; — a)).

n

(b) Avec Dinégalité Vo > 0, In(z) < z — 1, vérifier que R, < 3" | )?:"__&“n.
En déduire que 0 < R, < a,, — a.

(c) Montrer que (ay,,b,) converge P, 3y p.s. vers (a,b) lorsque n — oo.

(d) En écrivant que \/n(by, —b) = bby, X (Vn(3— >0 In(X; —a)) + vnRy),
vérifier que v/n(b, — b) converge en loi vers N(0,b?) lorsque n — co.

Corrigé de ’examen Ecole Polytechnique 2017

Exercice : File de voitures.
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1. On a B, Z{R1+D1—L1 <O}, BQZ{R2+D2—L2 <D1} et By =

{R3 + D3 — L3 < Ds}. Comme (Ry, D1, L) £ (R2, D2, Lo) et, par positivité
de Dl, {RQ + Dy — Loy < O} C BQ, P(Bl) = P(RQ + Dy — Loy < O) < P(Bg)
Comme (R, D3, Lo, D1) £ (Rs, D3, L3, D3), on en déduit que P(By) = P(Bs).

-(a)

P(By) = E [1{r,+D,<1,}] = /000/0 /0C>O Lirts<eypr(£)dlpp (6)dopr(r)dr
. /0 h /0 T Tl + 8)pp (8)dopr(r)dr.

b) Pour £ >0, F1(¢) = e %2 si bien que
(

Or o 0p
Or +6;, Op +0r°

P(B1) Z/ 9R€_(9R+0L)Tdr/ OpeOp+0L)d g5 —
0 0

. Montrons le résultat par récurrence sur n. A partir du moment ou 'obstacle

tombe du véhicule 0, le véhicule 1, a distance L; de cet obstacle, a besoin de

la distance Ry + D pour s’arréter en freinant. Donc I'événement ”le véhicule

1 g’arréte sans collision” s’écrit {R; + D1 < L1} = A;. Supposons que pour

n > 2, ’'événement ”les véhicules de 1 & n — 1 s’arrétent sans collision” s’écrive

A, _1. Dans le cas ou le véhicule n—1 ne percute pas son prédécesseur, a partir

du moment ou il commence a freiner

— il parcourt D,,_1 avant de s’arréter,

— le véhicule n, a distance L,, de lui, a besoin de la distance R,, + D,, pour
s’arréter par freinage.

Donc I’événement ”les véhicules de 1 & n s’arrétent sans collision” s’écrit A,,_1N

B, =A,.

. (a) Par sigma-additivité, 1 = P(Dy = Dy) + P(Dy > D1) +P(Dy > D3) ou les

deux dernieres probabilités sont égales puisque (D1, D2) £ (D2, Dy). Donc
1= PD2=Dy) L p(D, > Dy) et P(Dy > Dy) = P(Dy = Dy)+P(Dy > Dy) =
w . Comme {RQ > LQ}O{DQ > Dl} C {R2+D2 > L2+D1} = BQ,
par mdependance P(BS) > P(Ry > Ly)P(D2 > Dy) ol le premier facteur
est égal & p et le second est minoré par 1/2.

(b) Les événements (Bag)r>1 sont indépendants et équiprobables d’apres la
question 1.. Comme As, C ﬂZ:l By, on a

]P(A2n) < P( ﬂ sz) = (1 _ P(B;))" n—>_+>oo 0
k=1
car P(B3) > 0 d’apres la question précédente.

c¢) L’événement “il n’y a pas d’accident” s’écrivant Ay, il est inclus dans
y E>1
As,, pour tout n > 1 et donc de probabilité nulle.
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(d) On a alors By = {Ry +dr < L1} et By = {R; < L} pour k > 2 si bien
que les événements (By)g>1 sont indépendants. On a {N = 1} = BY si bien
que P(N =1) = P(Ry +dp > Ly) et pour n > 2, {N =n} = ;_} BxNBE
si bien que P(N =n) = P(R; +dp < L1)(1 — p)"~2p. Comme P(N > 2) =
P(Ry + dr < L), lorsque cette probabilité est strictement positive, pour
n € N,

P(N=n+1)

BN —1=nIN 22) = —prs

=(1-p)"'p.
La loi conditionnelle est donc la loi géométrique de parametre p.

Probléme : Loi de Pareto.

I) Analyse probabiliste

1. Pour ¢ : R — R mesurable bornée,

o0 0 1
Hﬂ@ﬂwm=/ ﬂ@wY%@wWHM=—AwWM=AwMM,

+1
en effectuant le changement de variables u = (x — a)~° tel que du = —b(x —
a)~tdz. Comme In(X —a) = —¢ In((X —a) "), on conclut avec le paragraphe

4.6.2 du polycopié.

o0

B(X - (1+0)] = [ (o= (@ D)o -a) >l

+1

(- a)c e

u= 1/:v a) b/ _ c bicildu

(b_c) c+ ) F(b+1) b—c—1 — w)du
- T(b) /0 Th—ol(c+1)” (1-w)d

ou la derniére intégrale vaut 1 comme intégrale de la densité B(b —¢,c+ 1).

3. Comme ¢(S) =ep(Y) + (1 —)p(£), en utilisant la linéarité de I'espérance et
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I'indépendance des variables aléatoires, on a
Elp(5)] = E[e]E[p(Y)] + E[1 — €]E[p(1/2)]

; / sO(y)by""lderL 90(1/2)62‘”1%
1

T bt b+c Jq 22
s=1/z ¢ - —b-1 b /1 e—1
b+c/1 e(y)by el p(s)es™ ds
be

— o [ s 1 s

Ainsi S a pour densité %(1{0<5S1}8671 + 1{s>1}57b71)_

4. Pour ¢ : R?> — R mesurable bornée, comme par indépendance de Y et Z le
couple (Y, Z) a pour densité le produit de celle de Y par celle de Z,

Blp(R ) =Elpe(v/2.2) = [ [ otz 2y tyes e 1ds
z=1Jy=1
T::y/Z/ / o(r, Z)b(TZ)_b_lzdrcz_c_ldz
z=1 T’:l/z

= /2 %0(73Z)b01{z>1,rz>1}T_b_1z_b_c_1drdz.
R

Ainsi (R, Z) a pour densité bcl{z>1’,«Z>1}r_b_1z_b_c_1 qui ne peut pas se
mettre sous forme produit a cause du terme 1y,.~1) si bien que R et Z ne sont

pas indépendantes. La densité marginale de R est donc
—b—c

b+c :| max(1,1/7)

o
1{T>0}bcr_b_1/ z7he gy = l{r>o}bcr_b_1 [

max(1,1/7)

ber—0-1

b+c
= i (r"* Liocr<1y + ges1y) -

On conclut que R et S ont méme densité et donc méme loi.

II) Estimation statistique

5. On a -
pu(T,a,b) = T (@ — a)btl LNa<ming<icp 21}
i= i

n

La fonction a +— W étant positive et strictement croissante sur
i=1 3

| — 00, ming<;<y, #;[, on en déduit que

an(x) = lrglzlgn x; — 1.
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6. Pour x E}a—l—l +oo[™, (2, a,b) = nln(b) — (b+1) >, In(x; — a). La dérivée
partielle 9k (z,a,b) = % — E" In(z; — a) s'annule en b = s~

Comme %le (x,0,0) = =g <0, by(x,a) = W On en déduit que

IEMYV du couple (a,b) est

n
1 In(z;—a)”

7.(a) Pour z > a + 1,

Plan (X > ) = [ Tbly—a)y = [y a) T = (- a)

Comme {M,, >z} = (;_;{X; > x}, par indépendance, P, ) (M, > z) =
(P(o,p) (X1 > 2))" = (# — a) ", Ainsi sous P(, ), M, a méme fonction de
répartition que X; au remplacement pres de b par nb, si bien que M,, ~
P(a,nb). Pour nb > 1, en utilisant (12.1), on a

T(nb — 1)T(2) 1

E a., — =K M, — 1)] = =
(a,b) [an Cl] (0«76)[ n (a + )] F(nb) nb—1’

si bien que P’EMYV est biaisé.
(b) Papy ps. Vi > 1, Xy > a+1, et ¥n > 1, M, > a+1, |a, —al® =
(M,, — (a+1))? et (12.1) assure que pour n > 3/b,
T'(nb—3)I'(4) 6

E(a,p)llan — al’] = T'(nb) - (nb—1)(nb—2)(nb—3)"

Ainsi pour n — 00, E(qp)[|v/n(dn — a)]?] ~ Donc

ns/zbs

0> 3 Egp [IVilan - a)f] —Ew,b){ ) wan—ani”],

n>3/b n>3/b

si bien que P, ) (Zn>3/b lvn(a, —a)l® < oo) = 1. Comme le terme
général d’une série convergente tend vers 0, on en déduit que

Plasy ( lim v/, — a)f* =0) =

8. (a) D’apres la question 1., les variables In(X; — a) sont i.i.d. suivant la loi
exponentielle £(b) d’espérance 1/b et variance 1/b? sous P(q,5). La loi forte
des grands nombres assure que P(, ) (2 37 In(X; — a) —=p—o00 1/b) = 1.
Le théoréme de la limite centrale entraine que sous P, 3, on a

(_Zm ) E5 7~ N0, 1/82).
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(b) L’inégalité entraine que
n

1 X, —a—X; +a,
Zl( an)gnz X — an ‘

i=1

Comme X; — a, > 1 pour ¢ € {1,...,n} et a, > a, on en déduit la
majoration de R,,. Sa positivité découle de I'inégalité a,, > a.

(¢) La question précédente et la question 7b. entrainent que

Pa,0)((@n, ViRy) =% (a,0)) = 1

Comme = = L5 In(X; — a) — Ry, avec la question 8a. et la continuité
n—oo

de z — 1/x en 1/b, on conclut que ]P’(a,b)((&n,i)n) — (a,b)) = 1.
(d) Comme sous P, ), v/nR, converge p.s. vers 0 et

(—Zln a>i>Z~N(071/b2),

le théoreme de Slutsky assure que

(—Zln >+fR Ny

lorsque n — co. Comme bl;n converge p.s. vers b2, une nouvelle application
du théoreme de Slutsky permet de conclure que

Vii(bn — b) =55 b2Z ~ N(0,b2).

Examen Ecole Polytechnique 2018

Exercice : On a mesuré la hauteur moyenne annuelle des eaux du lac Huron en
Amérique du Nord chaque année depuis 1875. Si on note X; cette hauteur moyenne
annuelle pour 'année 1875+, avec ¢ = 0, 1, ... et si I'on trace X;;; en fonction de X;
pour i = 0,1,..., on remarque un nuage de points tres alignés. Aussi pour modéliser
les X;, on propose la dynamique suivante :

X,=aX, 1+¢e, pourn>1, (12.2)

ol
— o est un réel fixé de | — 1, 1[;
— (en)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant une loi normale(=gaussienne) centrée N'(0, 02) avec 02 > 0;
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— Xy est une variable aléatoire indépendante de (&;);>1 -

1. Montrer que X,, = o™ Xg + Z?;Ol ate,_; pour tout n € N*.

2. Montrer que la suite (o™ Xp),en tend presque sirement vers 0. Montrer que
(" ey i)nen- est une suite de variables gaussiennes convergeant en loi
vers la loi (0, 0%(1 — a?)™!). En déduire que (X, )nen converge en loi vers
N(0, 02(1 —a?)71).

3. On suppose maintenant et jusqu’a la fin de ce probleme que X suit la
loi N(0, 0?(1 — a?)~!). Montrer que pour tout n € N, X,, suit cette loi
N (0, 02(1 - a?)-1).

4. Montrer que Cov(X;, X;) = 02(1 — a?)~*ali =l pour tout (i,5) € N2.

En utilisant la matrice 3 = (Cov(X;, X;))o<i,j<n dont on peut montrer qu’elle

est inversible (ne pas le faire!), déterminer la densité f(x, . x,) de la loi de
(Xo,...,Xn) (sans calculs...).

Probléme 1 : Soit (m,A) € Rx]0,00[. On considére la densité par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R définie par :

f@)=Xexp (= Az —m)) Ly>pm.
Questions de probabilités :
1. Soit X une variable aléatoire de densité f. Quelle est la loi de X —m?
2. Déterminer E(X) et Var(X).

Déterminer la fonction de répartition de X.

3. On considére (X1,...,X,) une famille de variables aléatoires indépendantes
distribuées suivant la méme loi que X. On note M,, = min(X, ..., X,).
Montrer que M,, est une variable aléatoire a densité par rapport a la mesure
de Lebesgue et déterminer la.

Montrer que (M,,) converge en loi et identifier sa limite.

4. Soit Z, = n(M, —m). Quelle est la loi de Z, ?

Questions de statistique :

5. On suppose désormais que m est connu mais que A est inconnu. Déterminer
la vraisemblance p,(x1,...,x,;\). Montrer que I'estimateur X,L par maximum
de vraisemblance de \ est donné par

~ n
)\n: n

i (X —m)
6. En utilisant la Delta méthode, montrer que Xn vérifie :

Vi (= 2) 5 N(0, A2).

n—oo

En déduire un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour .



254 Chapitre 12 — Textes et corrigés d’examens

Probléme 2 : Le but de cet exercice est d’étudier une modélisation aléatoire de
la répartition des nombres premiers [Lidée est de proposer un modéle qui reproduit le
fait que le nombre w(n) de nombres premiers entre 1 et n satisfait w(n) ~ % pour
n — ool.

On considere la suite (Xj)r>3 définie par X, = 1{k est un nombre premier} et
on suppose que (Xj)r>3 est une suite de variables aléatoires indépendantes, telles

que pour k > 3 :

1
On note : . N
1
Sn:ZXk et An:Zm
k=3 k=3

Dans la suite, on pourra utiliser le fait que A, ~ == lorsque n — oo.

1. Quelle est la probabilité que le nombre de nombres premiers entre 3 et n soit
nul ?

Déterminer E(S,,).

On note £ = {n >3, X, = 1}. Montrer que IP’(E est inﬁni) =1.
Calculer Var(S,,). En déduire que S,,/A,, converge en probabilité vers 1.
Pour ¢ > 0, montrer que E[e""] < exp (A, (e’ —1)).

Pour ¢ € ]0, 1], en choisissant astucieusement ¢, montrer qu'’il existe une fonc-
tion ¢ : ]0,1[ — ]0, +-00[ vérifiant

R B

P(Sn > (1+e)A,) <exp(— ¢4(e) Ay).

De la méme maniére, on peut montrer (ne pas le faire!) qu'’il existe une fonction
¢— : 10,1[ = ]0, 4o00] telle que P(S, < (1 —€)A,) < exp(—¢_(e) Ay).

nn p.s.

=5

1
6. Déduire de ce qui précede que S,, X —
n n—4oo

1.

Corrigé de ’examen Ecole Polytechnique 2018

Exercice :

1. Ceci se fait par récurrence. Vrai pour n = 1, et si vrai a l'ordre n, alors X,,41 =
_ 1 n—1 41 _ 1 n ]
a Xy +enpr ="M Xo+ 300 o len i denp = T Xo+ 300 alenyii
donc vrai a l'ordre n + 1.

2. Comme « € |—1,1[, on a @™ — 0. Comme on a pour presque tout w € €,
n—oo

| Xo(w)| < oo, on en déduit que o™Xy s

n—-+oo
Comme les (g;) sont des variables gaussiennes indépendantes, on sait que toute

o S . . -1
combinaison linéaire des (g;) est une variable gaussienne, donc Y ;' ‘e, —; a
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. . . , . —1 i
une loi gaussienne. Elle est clairement centrée et sa variance vaut o2 Z?:o (a?)?
du fait de l'indépendance des (g;), donc sa variance vaut o?(1 — o") (1 —

a?)7l — o%(1—a?)~!. Comme on sait qu'une suite de variables gaussiennes
n—oo

dont 'espérance et la variance convergent est une suite qui converge en loi
vers une variable gaussienne d’espérance et variance limites, on en déduit que

Sisy alen-i = N(0, 0*(1—a?)7).

En utilisant le Lemme de Slutsky, comme o” Xy 25 0 donc o X, 0
n——+4oo n—-+4oo

-1 c _ s
et comme on a Y ) ale,; — N(0,0%(1 —a?)~), on en déduit que
n—oo

X, = N0, o?(1 —a?)71).
n—oo

3. Ceci se montre par récurrence, avec ’argument principal que X,, suit la loi
N(0, 02(1 — a?)71), donc aX,, suit la loi N(0, a?0?(1 — a?)71), avec 11
une variable gaussiene indépendante de X,,, alors a X, +¢€,11 est une variable
gaussienne centrée de variance la somme des variances, soit aX,, + €,4+1 suit
une loi N (0, a?0%(1 — a?)71 4+ 02) = N(0, 0?(1 — a?)71).

4. On a pour j > i, avec la formule de récurrence initiale, X; = a? 7 X +

i;io_l Ozk&‘j_k, donc COV(Xi, XJ) = COV()(@7 OtjiZ.Xi)ﬁ*COV(Zi:;%_l Oéké‘j_k7 Xz)

car les variables sont indépendantes et ainsi Cov(X;, X;) = o/ "Var(X;) =
020711 — a?)71. Du fait de la symétrie Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;), on en
déduit le résultat recherché.
Il est clair qu’il existe une matrice réelle A telle que le vecteur (Xo, X1, ..., X,)!
s’écrive comme AZ, ol Z = (Xo,¢1,...,6,)t. Comme Z est un vecteur gaus-
sien centré car composé de variables gaussiennes centrées indépendantes, on en
déduit que (Xo, X1, ..., X,)" est également un vecteur gaussien centré. Sa ma-
trice de covariance est bien X d’apres la question précédente et comme celle-ci
est inversible, la densité de (Xg, X1,...,X,)" est :

B 1 1 tx—1
f(Xoxm) (Z0s -, ) = (270(”“)/2@ exp (—5 (Zoy. oy xn)' 2 (20, ..., xn))

Probléme 1 :

1. Il est facile de voir que X —m a pour loi une loi exponentielle de parameétre A.

2. On déduit de la question précédente que E(X) =m + 1/X et Var(X) = 1/)\2.

3. Pour z > m, on a F, (z) := P(m, < z) = 1-[[_,P(X; > m) =
1 - (P(Xy > m))n du fait de l'indépendance et de ’équidistribution. Or
P(X1 > m) = [ Ae =™ dt = e 2==™) On en déduit que Fp,,(z) =
(1— e_’\"(”“'_m))1$2m qui est une fonction différentiable presque partout, donc

m,, est une variable aléatoire admettant une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue qui est la dérivée de F, (x) (sauf en m), donc sa densité est :

Fona () = Ane @I
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Il est clair que pour tout > m, Fy, () — 1, donc F,,, converge vers
n—oo

la fonction de répartition d’une masse de Dirac en m. On en déduit que m,,
converge en loi vers m, et comme converger en loi vers une constante revient
a converger en probabilité vers cette constante, on en déduit que m,, converge
en probabilité vers m.

Pour z > m, an a Fyz, (z) :=P(Z, <2) =P(m, <m+a/n) =1—e* :on
en déduit que Z,, suit une loi exponentielle de parametre A.

. Onapy(z1,...,20;0) = [, fo(xi) = A" exp (—)\ Z?:l(xi—m)> T 1eom

du fait de I'indépendance et de ’équidistributivité des X;. Par ailleurs, pour les
x; > m, on peut considérer £(A) = In (py(z1,...,2;A)) =n In A=\ 30 (2;—
m). En dérivant cette fonction, on obtient #/(A) = n/A — > | (z; — m), un
point critique étant atteint en A = A = n/ > (z; — m) et en la dérivant
encore on obtient £”(\) = —n/\? toujours négative : le point critique est donc
un maximum local et global, d’ou1 I’expression de I’estimateur.

D’apres le théoréeme de la limite centrale dont les hypotheses (v.a.i.i.d. de carré
intégrable) sont ici respectées, on a

n

V(s D (Xi—m) - D) N0 5)

11 suffit maintenant d’appliquer la méthode Delta avec la fonction g(z) = 1/,

de dérivée ¢'(x) = —1/x2, pour obtenir le théoréme voulu.

Enfin, on a encore \/ﬁ(X/)\ — 1) £, N(0,1). Avec qo.o75 le quantile &
n—oo

97.5% de la loi normale centrée réduite, on sait donc que P(yn(A/A—1) €

[—(IO.975,(J0.975]) = ]P’()\ € [X/(l + qo.or5/v/n) s X/(1 - %.975/\/5)]) n::o 0.95,
intervalle asymptotique & 95% pour .

Probléme 2 :

1.
2.
3.

On a P(S, =0) = HZ:?, lnlk'

On a E(Sn) = Yi_s E(Xk) = Xh_s -

Soit Ej 'événement “Xj; = 17. Montrer que £ est infini avec une proba-
bilité 1 c’est montrer que limsup,_, ., Ex = 1. D’apres le Lemme de Borel-
Cantelli, comme les X} sont indépendantes, donc les Fj également, ceci est
vrai si Y pos P(E)) = c0. Or Y22, P(Ey) = lim,_o A, = oo (d’apreés son
équivalent), donc P(€ est infini) = 1.

. On a Var(S,) = > ,_; Var(X}) puisque les variables sont indépendantes, et

comme les X sont des variables de Bernoulli, on a Var(X}) = &=L D’on

" in kb1 In? k&
nk—
Var(S,) = s Trp
D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchevychev, il est clair que pour tout € >
0, ]P’(|Sn/An -1 > 5) < Var(S,)/(¢A,)?. Comme on voit facilement que
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Var(S,) ~ A, quand n — oo, on a ainsi P(|S, /A4, — 1| > ¢) v 0:S,/A/n
converge bien en probabilité vers 1.

5. On a E[e""] = [[;_; E[e"**] car les variables sont indépendantes. Mais on
a facilement E[e'**] = el + (1 — 1) = 1+ ell’kl. D’ou In (E[e'S"]) =
Sohsln (1—|—€t_1). Comme In(14u) < u pour tout v > —1, on aIn (E[e'*"]) <

In

Py el < Au(e! — 1) dot le résultat.

OnaP(S, > (1+e)A,) = P(et¥ > e(1)t4n) < exp (A, (e! —1) — (1 +¢e)tA,)
grace a I'inégalité de Markov, soit P(S,, > (1+¢)A,) < exp (A, (¢! —1—t—ct)).
Soit la fonction h.(t) = €' —1—t —et pour t € |0,1[. Alors hL(t) = €' —1—¢,
donc hL(t) = 0 pour t = In(1 + ). De plus hL(t) < 0 pour t < In(1+¢) et
hL(t) > 0 pour ¢t > In(1 + €). On en déduit que h. atteint son minimum en
t =1In(1+¢) et comme h.(0) = 0 ce minimum est négatif. En choisissant cette
valeur pour ¢ et en posant ¢4 (¢) = —h.(In(1+¢)) = —e+(14+¢)In(1+¢€) > 0,
on a bien P(S,, > (14 ¢)A,) < exp (— A,¢4(e)).

6. De ce qui précede, on a pour tout € € ]0,1] :

]P’(‘% ~1| 2 ) =P(Sn 2 (1+)An) +P(S = (1 - ) 4,)

< exp (= Andy () +exp (= Ang—(e)).
Comme A, ~ n/Inn et comme ¢ (c) >0 et ¢_(c) >0, ona Y - P( i—z -
1| > €) < oo. Ce critére caractérisant la convergence presque siire, on en déduit
S p.s.

que 3= — 1. De I'équivalence de A, on en déduit le résultat final.
n n—-+oo

Examen Ecole Polytechnique 2019

Exercice 1 : Les trois questions de ’exercice sont indépendantes.

1. Soit X ~ N(0,1) et Y = RX avec R indépendante de X et telle que P(R =
—1) =P(R =1) = 1/2. Quelle est la loi de Y ? Quelle est la covariance entre
X et Y7 Quelle est la loi de la variable S = X + Y ? Le vecteur (X,Y) est-il
gaussien ?

2. Soit X ~ AN(0,1) et Y une variable telle que pour tout z, sachant X = =z,
Y suit une loi normale de moyenne z et de variance 1. Déterminer la densité
f(z,y) de la loi de (X,Y"). Calculer E[X|Y].

3. On considere des variables aléatoires X; i.i.d. suivant une loi normale centrée
réduite. On rappelle que Var(X?) = 2. Déduire du théoréme central limite
et de la méthode delta le résultat de normalité asymptotique vérifié par la
suite de variables aléatoires (Dy,)n>1, ott Dy, = /X7 + -+ + X2. Déterminer
un intervalle de confiance asymptotique pour D, a 95 %, et commenter la
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distance a l'origine en grande dimension d’un point tiré aléatoirement suivant
une loi normale multivariée standard N (0, I).

Exercice 2 : Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles
que, pour tout n > 1, on a E[X,,] =0 et | X,,| < M pour un M > 0 déterministe. On
rappelle que 2 cosh(u) = e* + e ™.

1. Montrer, par exemple grace & un argument de convexité, que

M — M
AT < 2M$6_)\M %e’\M pour tout « € [-M, M] et A >0.

2. En déduire que, pour tout i > 1, E(eAXi) < cosh(AM) < e3N’M? Pour la
derniére inégalité, on pourra comparer les séries entieres des fonctions cosh(u)
w2
et ez .
3. Soit n > 1. On note S,, = X1 +--- + X,,. Pour tout A > 0 et z > 0, montrer
que l'on a

]P(Sn 2x> § 671()2;\/127)@)'
n

2

4. En déduire que, pour tout = > 0, IP’(‘% >ux) < e~ 22 | puis que

naz?

> QT) < 2e 2m7,

p (|
n

Exercice 3 : Sur 'ensemble des densités de probabilité sur R (fonctions positives
d’intégrale 1), on définit le carré de la distance de Hellinger h entre f et g par

K2 (f.g) = %/R (W— \/gTa:))de.

1. Montrer que
R (f,g9) =1 —/R f(x)g(x) dz.

Vérifier que h est une distance sur I’ensemble des densités sur R (i.e. positivité
avec nullité si et seulement si égalité presque partout, symétrie et inégalité
triangulaire), avec de plus 0 < h(f,g) < 1.

2. Soient 6 > 0 et f la densité de la loi uniforme sur [0,6] : fo(z) = 1,9 (2).
Montrer que h%(fq, for) =1 — \/QE, sif <@.

3. Soient n > 1 et Xy,...,X, iid. de loi uniforme sur [0,¥6] pour un
¢ > 0 inconnu. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance 6, =
on(X1,...,X,) de 0 et identifier la fonction ¢,. Calculer Eqy [\/@}, et en

déduire que Eq [hZ( fo, fg, )} = ﬁ ( fg, est la densité de la loi uniforme sur

[0, 6,)).
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4. Soit la densité
. 1 10
fa(z) =10 (1 - n) Lioces gy T Lg<a<y-

(a) Pour tout n > 1, soit Y, une variable aléatoire de loi & densité f;:. Montrer
que la suite (Y;,),>1 converge en loi et identifier sa limite.

(b) Calculer h2(f}, f1).

5. Soit n > 1. Les variables X;,..., X, sont désormais i.i.d. de densité f,;, mais
on les croit toujours i.i.d. suivant une densité uniforme fy, avec § > 0 inconnu.
En particulier, Pestimateur 6,, = ¢, (X1,...,X,) est le méme que celui défini

ci-dessus en question 3.

(a) Montrer qu’avec probabilité 1 — (1 — %)", on a : % <6, <1.

(b) Montrer que, sur 'événement {3 < 6, <1}, ona:

1 1 1
R2(F5 fs ) >1—24/1— = — ——.
Unido) 2 1= 5\ =5~ 3m

(¢c) En notant EX[] Vespérance par rapport au modele ou les données
Xi,...,X, sont i.i.d. de densité f7, en déduire que E*[h%(f}, fo )l = un,
avec lim, o0 Uy = %(1 - %)

(d) Conclure quant a la robustesse de I'estimateur du maximum de vraisem-
blance a une mauvaise spécification du modele.

Corrigé de ’examen Ecole Polytechnique 2019

Exercice 1 :

1. En notant ® la fonction de répartition de la loi normale standard, on a pour
tout réel y, via I'indépendance de R et X :

PY <y)=PR=-1,X>-y)+P(R=1X <y)=2(y),

donc Y ~ N(0,1). Pour la covariance entre X et Y, les variables R et X étant
centrées avec R indépendante de X, il vient :

Cov(X,Y) =E[XY] =E[RX? =0.
Par la méme méthode que ci-dessus, la fonction de répartition de S s’écrit
1
P(S<s)= 5(1520 + D(s/2)).

La variable S = X + Y n’étant pas gaussienne, le vecteur (X,Y) n’est pas
gaussien.
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2. En notant f(z,y) la densité de la loi de (X,Y), on a

f(@,y) = fx () fy1x==(y) = S exp <x2> P <W>

27 2 2

En notant fx|y—,(z) la densité conditionnelle de X sachant ¥ = y, on a (en
tant que fonction de x)

fXIY:y(x) = ocf(x,y) X exp (_(*T_y/2)2) )

ce qui montre que, sachant Y = y, X suit une loi M (y/2,1/2). En particulier,
on en déduit que E[X|Y] =Y/2.

3. Puisque E[X?] = 1 et Var(X?) = 2, le théoréme central limite appliqué aux
variables X? donne

m(;zﬂ:){f—g —£ 5 N(0,2).

. n— 00
i=1

La méthode delta appliquée avec g(z) = /x permet d’en déduire que

vn <3% - 1> Zf?N(O’ 1/2),

ou encore

V2 (Dy = V) == N(0,1).

En arrondissant le quantile d’ordre 0.975 d’une loi normale standard a 2, ceci
signifie que :
P(vn — V2 < D, < n+V2) — 0.95.
n—oo

En grande dimension, un point tiré aléatoirement suivant une loi normale stan-
dard a environ 95% de chances d’étre & distance inférieure & v/2 de Vn.

Exercice 2 :

1. On commence par écrire que

M —x T+ M
A\t = Wi x (=AM) + Wi

X (AM).

Par convexité de la fonction exponentielle, on en déduit que, pour tout x €
[-M,M] et A >0,

M —x r+ M
—A\M
oar P+ =

exp(Ax) < exp(AM).
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2. Puisque, pour tout i € N, X; est centrée et |X;| < M, il en découle que
E(exp(AX;)) < cosh(AM).

Les séries entieres des fonctions cosh(u) et exp(u?/2) sont

0 u2n ) o u2n
cosh(u) = Z @)l et exp(u®/2) = Z PTRvgmE
n=0 ' n=0 :

or 2™ x n! correspond uniquement au produit des facteurs pairs de (2n)!. Donc
2™ x n! < (2n)! et on trouve

E(exp(AX;)) < cosh(AM) < exp(A\*M?/2).

3. Par croissance stricte de la fonction exponentielle et via 'inégalité de Markov,
on a pour tout z > 0 et tout A > 0,

P <S" > x) = P (exp(ASy) > exp(Anz)) < exp(—nAz)E[exp(AS,)].
n
L’indépendance des X; et 'inégalité précédente donnent bien

2772
P(k%zx)gexp(n()\M —AJ:)).
n 2

4. Ceci étant vrai pour tout A > 0, un calcul élémentaire de minimum permet de
conclure que

P Sh S < inf A2 M2 \ B na?
- >z _/{r;oexp n 5 T = exp 52 ) -

De plus,
(5]20) o (32e) oo ().
n n

n

n
avec —S, = (=X1) + - + (—X,,), les variables —X; centrées et | — X;| < M,
donc la méme inégalité s’applique, d’ou

Sh na?
P(|=]> <2 —— .

1
h I = = - )
(F.0) = 5 IV/F =Vl
il est clair que h est une distance. La formule

B2(fg)=1- / VI@e(@) d

découle du fait que f et g integrent a 1. Une distance étant positive et le dernier
terme étant positif, on en déduit aussi que 0 < h(f,g) < 1.

Exercice 3 :

1. Puisque
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2. Soit @ > 0 et fp la densité de la loi uniforme sur [0, §]. Le fait que h2(fy, for) =

1- \/% si @ < @ est une conséquence directe de la formule précédente.

3. Soit Xi,..., X, iid. de loi uniforme sur [0,6] pour un # > 0 inconnu. La
vraisemblance associée a cet échantillon s’écrit
1

olt X () = max;=1,...n(X;), qui est maximale pour ¢ = 0, = X(n)- La variable

V/0,, étant positive (et inférieure & v/@), on peut écrire que

“ o [Var] = o (Voo o) ar= [ e (o> ) e
][ (e [ ()

ce qui donne finalement

Eo Wﬂ :\/§<1_2n1+1>'

Puisque presque stirement 0 < 6,, < 6, le calcul d’espérance par conditionne-
ment et les résultats précédents donnent

>

A 1
2 ~ = 2 ~ = — —n =
Eq [h (f07f971):| Eg [Ee {h (fo, fg,) 9n” Eg |1 7 1
4. Soit la densité
* 1 10
fn(z) =10 <1 - ) lo<z<1/10 + — lgj10<z<1-
n n
(a) Pour toute fonction continue bornée ¢, il est clair que
1 1/10 10 [ 1/10
E[e(Y,)] = 10 (1 - ) / <p(a:)dx—|—f/ o(x)de —— 10/ p(z)de,
n/) Jo n Jo/10 n—oo 0

ce qui montre que (Y;,) converge en loi vers une loi uniforme sur [0,1/10].

(b) Un calcul immédiat donne

h2(f::,f1/10):1_/R fr(@) fi/10(2) dle—m,

quantité qui tend bien vers 0 lorsque n tend vers 'infini.
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5. Soit n > 1.
(a) On rappelle que 0, = maxj_,_ n(X;). Comme les X; sont i.i.d. et que

Py (X1 > 9/10) = [0 fr(@)dz = 1/n :

P* (6, > 9/10) = 1-1@;;( max (X;) < 9/10) = 1-P* (X, <9/10)" = 1—(1-1/n)"

i=1,...,n

1/10 1.1 %110 1
h2 *’ :1—/ 10(1 — —)—d _/ —d
(far fa,) 0 ( n)en v 9/10 \| ™ O, ’
1.1 . 9 [l01
=1- (1*5)@ ( 7170) Za
1 1 1

(¢c) En notant EX[] Vespérance par rapport au modele ou les données
Xi,..., X, sont i.i.d. de densité f, on trouve :

E:L[hQ(f;afén)} 2 E;[hQ f;vfé )1{9/10§én§1}]

n

(
=B [h2(f5, £5,)19/10 < 0, < 1]}, (9/10 < 6, < 1)
1

> (1—51/1—%—%)(1—(1—1/@") = up

avec limy, oo un = 2/3 x (1 —1/e).
(d) On constate que, alors que f; est trés proche de fi,19 quand n est grand
d’apres la question 4, la distance entre la densité f; et la densité estimée

fs ne tend pas vers 0. L’estimateur du maximum de vraisemblance n’est
n
donc pas robuste & une mauvaise spécification du modele.
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