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Modélisation mathématique en
neurosciences :
limites de champ moyen pour des systémes de
neurones
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1 Rappels

1.1 Modéles de systémes de neurones avec décharges

On ne modélisera pas la "structure biologie" des neurones (ie les canaux ioniques, noyaux,
dendrites,...), mais seulement la "structure mathématique" :

— réseau de neurone = graphe orienté

— activité d’un neurone = ses instants de décharge

Modéle d’un réseau de N neurones :

— pour chaque 1 <i < N, XtN’i = potentiel de membrane du neurone 7 & I'instant ¢,

— pour chaque 1 < i < N, ZN4 = (T,""");>1 processus ponctuel d'intensité (f(X,2)),
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Dynamique de type Hawkes :
ZN’i :/ 1 N,i d?Ti(S,Z),
t O.elxRs {z<r(xH}

N
X =X0"ho(t) + ) / WY (t — s)dz )
Jj=1 [O7t]

N

=Xg""ho(t) + Z/

hN(t —s)1 N d7ri(s, z2), (1)
[0, xR {e<r(xh}

Jj=1

avec 7 (1 <4 < N) des mesures de Poisson i.i.d. d’intensité dt-dz, et f, h des fonctions déterministes
du modeéle.

Objectif de la séance. Etudier les limites de tels systémes quand N tend vers I'infini. Du
point de vue modélisation cette question peut étre étrange car le nombre de neurones n’est pas
infini. Mais il est trés grand (de l’ordre de 10'?), donc I'idée est d’approcher nos vrais systémes a N
neurones par leurs limites qui sont plus "simples" & étudier (il est méme possible de quantifier
Perreur de cette approximation en estimant la vitesse de convergence associée en fonction de N).

1.2 Reésultats mathématiques préliminaires

Exemple 1.1. Soient ho(t) = e~ et AN (t) = cye™ . Alors (XN:¥)1<i<n vérifie si et seule-
ment si, pour tout 1 <i < N,

N
dx" = —aX" ten Y /[0 xR Locroaraydn’ (s,2) .
g=1 AR

Preuve...

Interprétation du cas exponentiel. « est le taux de perte de votre potentiel (0 est la valeur
du potentiel au repos), ¢y représente les poids synaptiques du réseau.

Remarque 1.2. Dans la suite, on ne travaillera que sur la forme plutot que (1)). Toutes les
preuves de la suite (mais pas les résultats de la Section 3) se généralisent facilement pour des
fonctions h et hy quelconque (du moment que h est localement intégrable et hy localement bornée).
En effet, quand on utilisera le lemme de Grénwall, il suffira de le remplacer par un des points du
Lemme 23 de [3].

Theorem 1.3. Soient f,b,® des fonctions telles que f et b- ® sont lipschitziennes. Il existe une
solution forte (X;)i>o de

dX; = b(Xt)dt—l—/ @(Xt,)]l{zgf(xti)}dﬂ'(t,Z).
R
Cette solution est unique au sens trajectorielle.
Preuve...

Remarque 1.4. Le théoréme précédent se généralise en dimension fini quelconque (ie avec un
processus X de dimension k € N* des fonctions b, ®, f : R¥ — R et k mesures de Poissons (indé-
pendantes ou non)).
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2 Limites de champ moyen "de base"

2.1 Cas uni-dimensionel [3]

Considérons un systéme de N neurone, et soit X le potentiel moyen de ces neurones. Supposons
que X% est solution de

N
1 .
N __ N
dX;) =-aXi + 5 ].Zzl /R+ Lecpoxpyydm’ (t 2),

avec 7/ (j > 1) des mesures de Poisson indépendantes d’intensité dt - dz.

Interprétation. Le réseau de neurone est un graphe complet. Tant qu’il n’y a pas de décharge,
la dynamique est déterministe (en e~**). Quand il y a une décharge, les potentiels de chaque neurone
recoivent une quantité N~! de potentiel supplémentaire.

Soit (z4);>0 la solution de 'EDO suivante

/

xy = —axy + f(xy).

Theorem 2.1. Supposons que f est lipschitzienne. Alors pour tout N € N* ¢t > 0,

E [sup |XtN — xt|] C, (N*1/2 +E [\Xév — :co|]) ,

s<t
ot Cy > 0 ne dépend pas de N.

Preuve...

2.2 Cas N—dimensionel, repolarisation des neurones [7]

Dans cette section, nous modélisons un systéme avec repolariation des neurones (ie quand un
neurone envoit une décharge, son potentiel retourne vers 0). Soient X™* (1 <4 < N) le potentiel
du neurone i :

. | , ‘ .
Ny _ N, N,
dX; " = —aXy " NZ/R Licpydr (t,2) _/R X2 ey dm' (8 2),

Jj#i Ut +
avec 7 (j > 1) des mesures de Poisson indépendantes d’intensité di - dz, et avec des conditions
initiales X" (i > 1) i.i.d. (la loi de X"’ ne dépend pas de i mais peut dépendre de N).

Remarque 2.2. I est encore possible de réécrire la dynamique de X' sous une forme de type
Hawkes un peu particuliere (6 mémoire variable) :

Ni Ni —a 1 alt—s ;
X=X t]l{L%v:O} + Nz e et )]l{ng(xi\ri,j)}dﬂ'](8,Z)7
i 1k

A XRy

avec L)' = sup{s < t : | 2" — ZN"| > 0} (ie LY est Uinstant de décharge du neurone i le plus
récent avant le temps t, et 0 s’il n’y pas eu décharge dans lintervalle [0,¢]).

Notez que, a ma connaissance, le résultat suivant n’a été démontré que pour le noyau de convo-
lution h(t) = e~t. Une généralisation pour des fonctions h "générales" localement intégrables ne
me semblent pas triviales & cause de ce temps aléatoire Liv’i.
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Pour i € N*, soit X* la solution de
dX} = —aXidt + f(X})dt f/R Xf_ﬂ{zgf()—q_)}dwi(t,z),
+

définis avec les mémes mesures de Poisson que précédemment, et avec des conditions initiales X
(1 >1)iid.

Remarque 2.3. Le plus simple pour travailler sur ce modéle est de supposer que les deux fonc-
tions x — f(x) et x — xf(x) sont lipschitziennes. Ce qui est vrai par exemple avec une fonction
sigmoidale

xmaaj
f(z) = [ Ye=r—"nm)

Interprétation...

Theorem 2.4. Supposons que x — f(x) et © — xf(x) sont lipschitziennes. Alors, pour tout
t>0,N e N

E [sup|X£V’1 —X§|} < (NTEHE (X - X3))

s<t

ou Cy > 0 ne dépend pas de N.

Preuve...

3 Variantes des modéles précédents. Hypothéses "plus cohé-
rentes" pour la modélisation.

3.1 Modéles spatialement structuré [2]

Probléme dans les modéles de la Section 2 : chaque réseau de neurones était modélisé par
un graphe complet. Ceci est impossible en pratique (un réseau de neurones est une structure en 3D
avec des contraintes d’espace).

Considérons un réseau de N neurones tel que chaque neurone 7 est caractérisé par :

. N,i
— son potentiel de membrane (X; **)¢>0,
— sa position spatiale v; € R?.

N
i i, 1 ]
dXtN’ = —aXtN’ + Nz:lw(vjavi)/ﬂh ]l{zgf(xj"_’f)}dﬂj(t’z)’
=

avec 7 (j > 1) des mesures de Poisson i.i.d. d’intensité dt - dz.
On suppose qu'il existe une mesure de probabilité p sur (R%, B(R?)) telle que :
— soit les positions v; (i > 1) sont i.i.d. de loi p,
— ou alors les positions v; (i > 1) sont déterministes et + Z;vzl d,, converge (au sens de la
distance de Wasserstein 2) vers p.
Alors le systéme limite est un "champ neural" (2,(v));>0,pere solution

63;‘51(571) = —ax(v) + /}Rd(vlvv)f(u(t7vl))dp(v/).
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3.2 Modéles en normalisation N~1/2

Nous avons considéré précédemment des modéles en normalisation N~ pour avoir des expres-
. 1N - . k
sions de la forme N=1 3 j=1--- C'¢tait ce qu’on pourrait appeler un cadre "oi des grands nombres".

Il est possible de s’intéresser a un cadre "théoréme central limite" avec une normalisation N~1/2 et
des poids synaptiques centrées. Du point de vue modélisation, on peut citer trois avantages :
— modélisation de "réseau équilibré" (cf [8]),
— lordre de grandeur des poids synaptiques a été estimé expérimentalement comme étant de
l'ordre de N~=0%9 ~ N=1/2 (cf [9]),
— dans les systémes limites, on obtient un mouvement brownien qui peut refléter la variabilité
des données observées expérimentalement.

3.2.1 Cas uni-dimensionel [4]

Soit (X}Y);>0 le potentiel moyen de N neurones :

1 N

dXN = —axN 4+ — / ul dri(t, z,u),

avec 7 (j > 1) des mesures de Poisson i.i.d. sur Ry x R, x R d’intensité dt - dz - dv(u), ot v est
une loi sur R centrée de variance o2 < co.

Interprétation...

Le processus limite (X;);>o est solution de

dXt = *O{Xt +o f(Xt)th,
avec W un mouvement brownien standard de dimension un.

3.2.2 Cas avec repolarisation [5]
Soit (XtN ’i)tzo le potentiel du neurone ¢ dans un réseau de N neurones :
1

dXN7i = — OéXN7idt + — / ul N,j dﬂ—j (ta Z, ’LL)
t t VN ]z: Ry xR {e=rcin}

=1
*/ th\i’i]l{z<f(xzv,i)}d7'ri(t,Z,u),
Ry xR e

avec 7/ (j > 1) des mesures de Poisson i.i.d. sur Ry x Ry x R d’intensité dt - dz - dv(u), ou v
est une loi sur R centrée de variance 0 < oo.
Le systéme limite (X});>1,+>0 vérifie

X} = —aXi + o\/E [f(X)o(W)]dW, — /R X{ ey yd7(42),
+

avec W un mouvement brownien standard de dimension un.
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3.2.3 Cas spatialement structuré [6] (question encore ouverte)

On peut imaginer des modéles similaires a celui de la Section 3.1 en normalisation N~/2. Dans
ce cadre le systéme limite peut se construire & 1'aide de ce qu’on appelle des mesures martingales
et des bruits blancs.

Le seul résultat qui va dans ce sens (4 ma connaissance) est donné dans [6].

3.2.4 Cas processus de Hawkes [1] (question encore ouverte)

Soit
| X

XtN =—
\/szl 0,¢] xR xR

h(t — S)UH{zsf(XsN_”')}dﬂj(s’ #u),

avec h une fonction (non-exponentielle) et 7/ (j > 1) des mesures de Poisson i.i.d. sur R, x R, xR
d’intensité dt - dz - dv(u), oil v est une loi sur R centrée de variance o2 < co.
Alors la limite de XV devrait étre le processus suivant

X, = a/ot h(t — s)/ F(Xo)dWs, 3)

avec W un mouvement brownien standard de dimension un.

A ma connaissance, le résultat qui s’approche le plus de la convergence en loi de X% vers X se
trouve dans [1] ot il est montré que la suite de (£(XV))y est relativement compacte et que toutes
les limites des sous-suites convergeantes sont solutions de (mais il n’y a pas unicité des solutions
de cette équation, ce qui empéche de conclure).
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